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OZET

Bu ¢aligmada genel olarak hemen hemen kontak metrik manifoldlar ele alinmigtir.
Ik olarak hemen hemen kontak metrik manifoldlarm simiflari ile bu manifoldlarim car-
pimiyla elde edilen hemen hemen Hermityen manifoldlarin siniflar1 arasindaki iligkiler
incelenerek yeni sonuclar elde edilmigtir. Daha sonra yapi grubu G5 olan manifold-
lar ve bu manifoldlarin temel 3-formlar1 kullanilarak elde edilen hemen hemen kontak
metrik yapilar arasindaki iligkiler, bu yapinin karakteristik vektor alaninin sagladigi
ozelliklere gore incelenmis ve bazi sonuclar elde edilmistir. Ayrica, paralel ve yaklagik-
paralel Gy yapilardan elde edilen hemen hemen kontak metrik yapilara ornekler ve-
rilmigtir. Tezin son kisminda ise 5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri iizerindeki hemen
hemen kontak metrik yapilar ¢aligilmigtir. Hemen hemen kontak metrik yapilarin pa-
ralel, yaklagik-paralel, a-Sasakian, g-Kenmotsu, hemen hemen-paralel ve yari-paralel
siniflar1 ele alinarak, 5-boyutlu nilpotent Lie gruplar iizerindeki sol-invaryant yapilarin
bu simiflardan hangilerinde olabilecegi aragtirilmigtir.
Anahtar Kelimeler
Hemen hemen kontak metrik yapilar; Hemen hemen Hermityen yapilar; G5 yapiya sahip

manifoldlar; Beg boyutlu nilpotent Lie cebirleri.
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ABSTRACT

In this thesis, almost contact metric manifolds are examined in general terms.
Firstly, some certain relations between the classes of almost contact metric manifolds
and the almost Hermitian structures on the product of two almost contact metric ma-
nifolds are investigated and some new results are obtained. Secondly, the classes of
almost contact metric structures, induced by the fundamental 3- forms of manifolds
with G5 structures, are studied and some results are gained by considering some cer-
tain properties of the characteristic vector fields of these structures. Furthermore,
some examples about almost contact metric manifolds, induced by parallel and nearly-
parallel G, structures, are given. In the final section, almost contact metric structures
on five dimensional nilpotent Lie algebras studied. Also, left invariant almost con-
tact metric structures on five dimensional nilpotent Lie groups are investigated by
inquiring whether these structures are cosymplectic, nearly-cosymplectic, a-Sasakian,
[-Kenmotsu, almost-cosymplectic and semi-cosymplectic.

Keywords
Almost contact metric structures; Almost Hermitian structures; Manifolds with Gs

structures; Five dimensional nilpotent Lie algebras.
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1 GIRIS

Giiniimiizde bir¢ok matematikci ve fizikci tarafindan ¢aligilan konulardan birisi
(2n+1)- boyutlu diferensiyellenebilir Riemann manifoldlar iizerinde tamiml olan hemen
hemen kontak metrik yapilardir. Bu yapilar J. W. Gray (1959) tarafindan tanimlanmig-
tir. Sasaki ve Hatakeyama ayni tarihlerde bu yapilarin denk tanimlarini vermislerdir.

)

Literatiirde hemen hemen kontak metrik yapilarin ”paralel”, ”Sasakian”, ”normal”
gibi birgok smiflar1 ele alnmigtir. Chinea ve Gonzales (1990), bu yapilar 2'? simifa
ayirmiglardir. Ayni siiflandirma eg zamanh olarak Alexiev ve Ganchev tarafindan da
yapilmigtir (Alexiev ve Ganchev, 1986). Bu galigmada Chinea ve Gonzales’ in simiflan-
dirma notasyonlar:1 esas alinmistir.

Hemen hemen Hermityen yapilar, 2n-boyutlu, diferensiyellenebilir Riemann ma-
nifoldlar: tizerinde tanimli olup, hemen hemen kontak metrik yapilarda oldugu gibi, bu
yapilarin da cesitli siniflar1 tizerine bir¢ok galisma mevcuttur. Bu yapilarin siiflan-
dirmasi1 Gray ve Hervella (1978), tarafindan yapilmig olup, hemen hemen Hermityen
yapilar 16 sinifa ayrilmigtir.

Geometride son zamanlarda ¢aligilan alanlardan birisi de G5 yapiya sahip mani-
foldlar ile hemen hemen kontak metrik manifoldlar arasindaki iligkilerdir. Literatiirde
G+ Lie grubunun gy Lie cebiri ilk kez Killing’ in (1887) ¢aligmasinda yer almigtir. Engel
(1900), G5 Lie grubunu bir pozitif 3-formun izotropi alt grubu olarak ifade etmistir.
Herhangi bir ¢ pozitif 3-formunun izotropi cebiri Reichel (1907) tarafindan ifade e-
dilmistir. Gray (1960), manifoldlar iizerinde kath vektor ¢arpimini tanimlayarak baz
geometrik ozelliklerini incelemistir. Yapi grubu Gs olan manifoldlarin simiflandirilmasi
Ferndndez ve Gray (1982) tarafindan yapilmigtir. Bu simflandirma igin éncelikle ma-
nifold tizerindeki temel 3-formun kovaryant tirevinin de elemani oldugu bir W vektor

uzay1 tanimlanip, bu uzay

W=W &Wy & W5 D W,



seklinde dort indirgenmez G5 invaryant alt uzayin direkt toplami geklinde yazilmigtir ve
boylece 2¢ = 16 farkh sif elde edilmistir (Fernandez ve Gray, 1982). 2002 de Matzeu
ve Munteanu tarafindan G5 yapiya sahip manifoldlarin iizerinde tamiml olan 2-kath
vektor carpimi kullanilarak hemen hemen kontak metrik yapi insa edilmistir. Arikan
ve arkadaglari ise G5 yapiya sahip manifoldlarin iizerinde bir hemen hemen kontak yap1
oldugunu ispatlamiglardir (Arikan vd., 2013).

G boyutu 2n + 1 olan baglantili bir Lie grubu olsun. Bu durumda G Lie
grubu sol-invaryant bir hemen hemen kontak metrik yapiya sahiptir. Bu yapiya bagh
olarak, G Lie grubuna karsilik gelen g Lie cebiri iizerinde bir hemen hemen kon-
tak metrik yap1 mevcuttur (Morimoto, 1963). Literatiirde bu yapilarin bazi simflari
ve Ozellikleri ¢aligilmigtir. Andrada ve arkadaslari 5-boyutlu Lie cebirleri tizerindeki
Sasakian yapilar ele almiglardir ve Sasakian yapiya sahip (2n + 1)—boyutlu bir nilpo-
tent Lie cebirinin, reel Heisenberg gruba izomorf oldugunu ispatlamiglardir. Ayrica,
5-boyutlu Sasakian Lie cebirlerinin bir simiflandirmasini elde etmiglerdir (Andrada vd.,
2009). Calvaruso ve Fino, 5-boyutlu Lie gruplar tizerindeki sol-invaryant K-kontak
yapilar1 incelemiglerdir (Calvaruso ve Fino, 2012). Bir diger galigmada ise 3-boyutlu Lie
cebirleri lizerindeki hemen hemen kontak metrik yapilar ele almmigtir (Calvaruso, 2013).

Bu doktora tezi beg boliimden olugmaktadir. Birinci boltim girig kismina ayrilmig
olup, ikinci boliimde temel kavramlar ve tammlara yer verilmigtir. Uciincii boliimde,
Oubina’min smiflandirmasi da dikkate alinarak, iki hemen hemen kontak metrik ma-
nifoldun ¢arpimindan elde edilen hemen hemen Hermityen manifoldun hangi sinifa ait
oldugu baz1 simiflar i¢in belirlenmistir. Dordiincii boliimde yapi grubu G olan manifold-
lar ve bu manifoldlarin temel 3-formlar1 kullanilarak elde edilen hemen hemen kontak
metrik yapilar arasindaki iligki incelenmigtir ve keyfi G5 yapilar ve yaklagik-paralel G
yapilardan elde edilen hemen hemen kontak metrik manifoldlarin siiflandirilmasi ele
alimip ornekler verilmistir.

Tezin son boliimiinde, Dixmier’in nilpotent Lie cebirleri i¢in verdigi simiflandirma kul-
lanilarak, bes boyutlu nilpotent Lie cebirleri tizerindeki hemen hemen kontak metrik

yapilar incelenmistir. Ozel olarak, paralel, yaklagik-paralel, a-Sasakian, f-Kenmotsu,



hemen hemen-paralel ve yari-paralel hemen hemen kontak metrik yapilar ele alinmigtir.



2 TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1 Hemen hemen Kontak Metrik Manifoldlar

Tamim 2.1. M** 1 2n+1 boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M fizerinde

¢ (1,1) tensor alam, & vektor alani ve n 1- form olmak tizere,

¢’ =—I+n® nE) =1 (2.1)
egitlikleri saglanyorsa, (¢, &,n) tclisine M zerinde bir hemen hemen (almost) kontak

yapr, (M, ¢,&,m) veya kisaca M’ ye bir hemen hemen almost kontak manifold denir.

Bu manifold tizerinde

¢(§) =0veno¢=0
esitlikleri saglanir (Blair, 2002). Buna ek olarak,
9(0(X), (V) = g(X,Y) = n(X)n(Y), VX, Y € X(M) (2.2)

esitligini saglayan bir ¢ Riemann metrigi varsa, (¢,&,n, g) dortlistine bir hemen hemen
kontak metrik yapr denir. Bu yapiyla birlikte M manifolduna hemen hemen kontak
metrik manifold denir ve (M, ¢, &, n, g) ile gosterilir. X, Y € X(M) keyfi vektor alanlar

olmak tizere M iizerindeki,

(X, Y) = g(X, o(Y)),

ile tanimli 2- forma, hemen hemen kontak metrik manifoldunun temel 2-formu denir.
V, g Riemann metriginin konneksiyonu ( Levi-Civita kovaryant tiirevi), XY, Z

keyfi vektor alanlar: olmak tizere asagidaki esitlikler saglanir (Chinea ve Gonzales, 1990)



(Vx®)(Y, Z) = g(Y,(Vx9)Z), (2.3)
(Vx®)(Y, Z) + (Vx®)(9Y, 0Z) = n(Z)(Vxn)pY —n(Y)(Vxn)pZ, (2.4)
(Vxn)Y = g(Y,Vx&) = (Vx®)(£, 9Y). (2.5)

X, Y, Z keyfi vektor alanlari, & devirsel toplam olmak tizere ® ve n’ nin dig
tiurevleri agsagidaki sekildedir:

2dn(X,Y) = (Vxn)Y — (Vyn)X, (2.6)
3dR(X.Y, Z) = & (Vx)(Y,2). (2.7)

U, M**! hemen hemen kontak metrik manifoldunun bir koordinat komsulugu
olsun. ey, U’da £ vektor alanlarina ortogonal bir birim vektor alani olsun. Bu durumda
¢(e1) vektor alani ey ve ¢ ile ortogonal bir birim vektor alamdir. ey vektor alanimi
e1, ¢(e1), € ile ortogonal bir birim vektor alam segersek, benzer sekilde ¢(ey) vektor
alani e, ¢(eq), &, ey ile ortogonal bir birim vektor alamdir. ¢ = 1,...,n i¢in bu segime
devam edilirse, {e;, ¢(e;), &}, M’ nin bir ortonormal ¢atist olur (Blair, 2002). Boylece n

ve @’ nin ko-tiirevleri (coderivative) asagidaki sekilde verilebilir:

n

5(1)(X) = - Z{(veiq))(ei’ X) + v¢(e¢)q))(¢(ei)> X)} - (ng))(f, X)v (28)
on == _{(Vemei+ (Toeon)(9(es)} (2.9)

® temel 2-formunun kovaryant tiirevi Vo,



ve

(Ve®)(y, 2) = =(VP)(d(y), #(2)) + n(y)(VP)(&, 2) +n(2)(VaP)(y,§)

esitliklerini saglar. Bu Ozellikler goz éniine alindiginda, her p € M noktasinda V&|,,

C= {Oé < ®ngM|Oé($, Y, Z) = —Oé(]}, Z7y) = —Oé((L’, ¢y7 ¢Z> (21())

+n(y)a(r, &, 2) +n(z)az,y, )}

sonlu boyutlu vektér uzaymin bir elemandir. C sonlu boyutlu vektér uzayr U(n) x 1
grubunun etkileri (action) kullamlarak, bu etkiye gore invaryant ve ortogonal 12 alt

uzaya ayrilmigtir. Bu alt uzaylar C;, (i = 1,...,12) ile gosterilir. Yani,

C=Cid...0Cp

seklindedir (Chinea ve Gonzales, 1990). Bu uzaylarin tanimlama bagintilar: su sekildedir:



Cizelge 2.1: C; uzaylarinin tanimlama bagintilar:

(Vx®)(X,Y)=0 ve Vnp=0

C1
e, | d®=vi=0
e, | (VxO)Y,2) = (Vox®)(6Y,2) =0 ve =0
(Vx®)(Y, Z) = —5555[9(¢X, Y )00(Z) — g(¢ X, 02)02(Y) — P(X,Y)dD(2) +
Ci | B(X,Z)5D(6Y)] ve 0B(€)=0
e, | (Vx2)(Y, 2) = 5 [@(X, Z)n(Y) — ®(X,Y)n(Z)]én
ce | (Vx®)(Y.2) = 5[g(X, Z)n(Y) — g(X,Y)n(Z)]62(¢)
e, | (Vx®)(Y,2) =n(Z)(Vyn)oX +n(Y)(Vexn)Z ve & =0
o | (Vx®)(Y,2) = =n(Z)(VymoX +n(Y)(VoxmZ ve &1=0
¢, | (Vx®)(Y,2) = n(Z)(Vyn)oX —n(Y)(Vexn)Z
Cio | Vx®)Y, 2) = =n(Z)(Vyn)oX —n(Y)(Vexn)Z
c,, | Vx®)(Y, Z) = =n(X)(V¢®) (Y, ¢2)
o | VXY, Z) = n(X)n(Z2)(Ven)oY —n(X)n(Y)(Ven)oZ

C; uzaylar1 yardimiyla, ® temel 2-formunun kovaryant tiirevinin bulundugu uza-

ylar ele alinarak hemen hemen kontak metrik manifoldlar 2! sinifa ayrilmigtir (Chinea

ve Gonzales, 1990). Bu smuiflardan bazilar1 gunlardir:

e hemen hemen-paralel (almost-cosymplectic): Co @ Cy

e Sasakian-s1 (Quasi-Sasakian): Cg © Cr

e [3-Kenmotsu: Cs

o «-Sasakian: Cq




Yaklagik-K-paralel (Nearly-K-parallel): C;

Yari-paralel (Semi-parallel): C; @ Co @ C3 @ C; & Cs @ Co @ Cro ® C1q

Hemen hemen-K-kontak (Almost-K-contact): C; & --- & Cyp

Normal: C3 ®Cs P --- D Cs.

Tanmim 2.2. (¢,&,n, g) dortlisi diferensiyellenebilir bir M manifoldu tiizerinde bir hemen
hemen kontak metrik yapr ve ® de bu yapinin temel 2-form olsun. Her X,Y, Z wvektor

alanlary i¢in, bu yaprya
1. (Vx®)(Y, Z) = 0 ise paralel (cosymplectic),
2. (Vx®)(X,Y) =0 ise yaklasik-paralel,
3. 6@ =0 ve on = 0 ise yari-paralel ,
4. d® =0 ve dn = 0 ise hemen hemen-paralel ,
5. Ve =0 ise hemen hemen-K-kontak,
6. (Vxo)Y)=a(g(X,Y), —n(Y)X) ise a-Sasakian
7. (Vxd)(Y) = Bg(@(X), Y)E = n(Y)$(X)) ise f-Kenmotsu

denir.

2.2 Hemen hemen Hermityen Manifoldlar

Tanim 2.3. (M,g) ¢ift boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M dzerindeki bir J
(1,1)- tensor alanm J* = —1I esitligini saghyorsa, J’ ye M dizerinde bir hemen hemen
kompleks (almost complez) yapr denir. Her XY € X(M) i¢in g(JX,JY) = g(X,Y)
egitligini saglayan bir J hemen hemen complex yapwyla birlikte, (M, g) manifolduna bir

hemen hemen Hermityen manifold denir ve (M, g, J) ile gosterilir.



Bir hemen hemen Hermityen manifoldu tizerindeki temel 2-form (Kéhler formu),
her X,Y € X(M) icin,
F(X,Y)=g(JX,Y) (2.11)

seklinde tanimhidir. Gray ve Hervella hemen hemen Hermityen manifoldlari, F' temel
2-formunun kovaryant tiirevlerini esas alarak 16 simifa ayirmigtir (Gray ve Hervella,

1980). Bu smiflarin tamimlama bagintilar: su sekildedir:



Cizelge 2.2:
Bagintilar

10

Hemen hemen Hermityen Manifoldlarin Simiflarinin Tanimlama

K VF =0

W, = NK Vx(F)(X,Y)=0 veya 3VF =dF

W, = AK dF' =0

Wy =SKNK SF=8=0
(veya Vx(F)(Y,Z) = Vx(F)(JY,Z) = 0F = 0)

Wi Vx(F)(Y,Z) = 5oi5{< X, Y > 6F(Z)= < X, Z > 6F(Y)
— < X,JY >0F(JZ)+ < X,JZ > 0F(JY)}

Wi W, = OK Vx(F)Y,Z)+ Vx(F)(JY,Z) =0

Wi &W, = H S =0 (orVx(F)(Y,Z) = Vx(F)(JY, Z) = 0)

Wi & Ws Vx(F)(X,Y) = Vx(F)(JX,Y) =0F =0

Wy & W, S{Vx(F)(Y,Z) - 5F(X,Y)§F(JZ)} =0

Wi & W, Vx(F)(X,Y) = 525 {[IX[P6F(Y)— < X, Y > 6F(X)
- < JX,Z>0F(JX)}

W, & W S{Vx(F)(Y,Z) = Vx(F)(JY,Z)} =6F =0

WieWha & W5 = SK

0F =0

Wi e Wr W,

Vx(F)Y, Z) + Vx(F)(JY, Z) = =-{< X,Y > 0F(Z)

- < X,Z >0F(Y)- < X,JY > 0F(J2)+ < X,JZ >
SF(JY)}

Wi OWs Wy =Gy

Vx(F)(X,Y) = Vux(F)(JX,Y) =0

WQEBW{}EBWz}:gQ

S{Vx(F)(Y,Z) = Vux(F)(JY,Z2)} =0

V4%

Kosul yok
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2.3 (G5 Yapiya Sahip Manifoldlar

{e1,- -+ ,er} kilmesi R” uzayinin standart tabani ve {e!, - - -, ¢”} bu tabana kargihk

k

gelen dual taban olsun. €% = e A e/ A ek olmak iizere,

o = 12 QM5 | (6T 4 U6 25T 34T _ 356 (2.12)

seklinde tanimlanan 3-forma R7 iizerinde temel 3-form denir.

Gy = {9 € GL(7,R)|g*¢ = ¢} kiimesi GL(7,R) genel lineer grubunun 14-
boyutlu bir alt grubu olup kompakt, baglantili ve basit baglantihdir (Bryant, 1987).
Ayrica Gy grubu GL(7,R) manifoldunun bir kapali alt manifoldudur (Harvey, 1990).
O halde G5 bir Lie grubudur (Baker, 2002).

Her z,y € R i¢in,

é(w) A (yap) A @

7-formu ele alindiginda, x = > x;e;, y = > yse; icin,

(xap) A (yop) A = 6(z1y1 + .. .x7y7)61234567

elde edilir. Bu esitlikten R” tizerindeki standart i¢ garpim < z,y >= Y_ z;9; ve hacim
formu d,, = €'?315%7 elde edilir (Bryant, 1987).
Tanim 2.4. Herhangi bir (V,<,>) i¢ carpim uzayr tzerinde, her x,y € V i¢in,

i) < P(x,y),x >=< P(x,y),y >=0,

ii) < P(z,y), P(z,y) >=<z,2 >< y,y > — < 2,9y >>

ozelliklerini saglayan bir P : V x V. — V bilineer doniisumi varsa, bu donisime V

tuzerinde 2-katlh vektor carpyma denir.

¢ temel 3-formu kullanilarak

(P(z,y))" == yoap
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olarak tanimlanan doniisiim R iizerinde 2-kath bir vektor carpimudir.

O halde Her z,y, 2 € R” icin,

(P(x,9))f(z) =< P(2,y), 2 >= (yarp)(2) = ¢(x,y,2)
olur. Yani,
< P(x,y), 2 >= o(x,y,2) (2.13)
esitligi elde edilir (Karigiannis, 2005).
Yardimci1 Teorem 2.5. Her x,y,z € V i¢in, asagidaki egitlikler saglanwr (Ferndndez
ve Gray, 1982):

< P(z,y), P(z,2) >=< z,2 ><y,z>— <x,2 >< T,y >, (2.14)

P(x,P(x,y)) = — <z,2>y+ <x,y>u, (2.15)
P(z,P(y,2)) + P(y,P(z,2)) = -2 <xz,y>z2+ < z,2 >y+ < y,z > . (2.16)

(M, g) 7-boyutlu bir Riemann manifoldu ve 7'M bu manifold tizerindeki tan-
jant demeti olmak iizere, R” {izerinde tamiml ¢ temel 3-formu, lokal trivilizasyondan
bagimsiz olarak 7'M ftizerine taginabiliyorsa (M, g) manifolduna G, yapiya sahiptir denir
ve ¢ 3- formuna da M iizerinde bir Gy yap1 denir. G5 yapiya sahip manifoldlar 1982
yilinda Fernandez ve Gray tarafindan ¢ 3- formunun kovaryant tiirevinin sagladigi
ozellikler agisindan ele alinarak 16 smifa ayrilmigtir (Ferndndez ve Gray, 1982). Bu

siniflardan bazilarinin tanimlama bagintis1 dordiincii boliimde verilecektir.

2.4 Lie Grubu ve Lie Cebiri
Tanim 2.6. G bir grup ve diferensiyellenebilir manifold olsun. Eger,
i) Gx G — G, (g,h) — gh,

i) G — G, g gt
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dontstumler: diferensiyellenebilir ise G grubuna bir Lie grubu denir.

Baz1 kaynaklarda bu tamim (g, h) + gh™! dontigiimiiniin diferensiyellebilir ol-
mastyla verilmektedir. ILie gruplarn ve ozellikleri ile ilgili (Lee, 2003), (Brickell ve
Clark, 1970), (O’neill, 1983) gibi bir ¢ok kaynak mevecut olup, konu ile ilgili detaylar ve

agsagidaki onermelerin ispatlari icin bu kaynaklar yeterli olacaktir.
Onerme 2.7. a) Iki Lie grubunun carpyma da bir Lie grubudur.
b) Lie grubunun kapali alt grubu da Lie grubudur.
c¢) Lie grubunun kapale normal alt grubu ile olusturulan bolim grubu bir Lie grubudur.

Ornek 2.8. 1) R™ bir diferensiyellenebilir manifold ve (x,y) — x — y donisimi

diferensiyellenebilir oldugundan R™ bir Lie grubudur.
2) GL(n,R), SL(n,R), SO(n,R), O(n,R) matris gruplary birer Lie grubudur.

G bir Lie grubu, g € G olsun.

Ly, G—G
h— Ly(h) := gh

doniigimiine sol-6teleme (left-translation) denir. mg grup islemi ve
ig:G—=GxG, hw(g,h)
doniisimt diferensiyellenebilir olup, L, doniistimi, bu iki dontgiimiin bilegkesi,
G axalsa

seklinde yazilabildiginden, L, sol-6teleme doniigiimii de diferensiyellenebilirdir. Ayrica
bu doniigiim birebir ve orten olup, (Ly)™! = L,~1 doniigiimii de diferensiyelenebilir

oldugundan L, doniisimi G tizerinde bir diffeomorfizmdir.
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Tanim 2.9. G bir Lie grubu, X € X(G) keyfi bir vektor alans olmak tzere,
d(Lg)h(Xh> = Xgh; Vg,h € G

esitligi saglanyorsa, X wvektor alanina sol-invaryanttir denir.

L, bir diffeomorfizm oldugundan yukaridaki egitlik yerine (L,),X = X esitligi

kullanilabilir.

Onerme 2.10. G bir Lie grubu, XY € X(G) sol-invaryant vektor alanlar: ise, bu
vektor alanlarimin braketi [X,Y] de sol-invaryanttur (Lee, 2003).

Tanim 2.11. g bir (reel) vektor uzayr olsun. Asaqidaki ozellikleri saglayan islem (Lie
braketi)

[Jigxg—g

(z,y) = [2,y]

ile birlikte g vektor uzayina bir Lie cebiri denir;

i) Bilineerlik: VX,Y,Z € g,Va,b € R,
X +bY, Z] = a[X, Z) + B]Y, Z],

[Z,aX +bY] = a[Z, X] +b[Z,Y].

i1) Antisimetri: VX,Y € g,
X,Y] = [, X].

iii) Jacobi-Ozdesligi: VXY, Z € g,

[Xv [Y’ Z“ + [Ya [Z7X]] + [Z7 [X,Y]] = 0.
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g bir Lie cebiri h C g alt vektor uzayi olsun. b uzayi [,] braket iglemine gore
kapali ise, h uzayma g’ nin Lie alt cebiri denir. Bu durumda b, [, ]|, islemi ile bir Lie

cebiridir.

Ornek 2.12. 1) Bir M manifoldunun vektor alanlarinm uzaye X(M),
X,Y] = XY — VX

Lie braketi ile bir Lie cebiridir.

2) G bir Lie grubu olsun. G manifoldunun sol-invaryant vektor alanlarinin kimesi
Lie(G) ile gosterilir ve bu kiime X(G) Lie cebirinin bir Lie alt cebiridir. Bu cebire
G Lie grubunun Lie cebiri denir. G nin birim elemans e, dim(G) = n olmak tizere,

Lie(G) = T.G dir. Béylece Lie(GQ) cebiri n-boyutlu bir (reel) vektor uzayidur.

3) g bir Lie cebiri olsun.

l9,0] = {[z. ¥,y € g}

kiimesi g Lie cebirinin bir Lie alt cebiri olup, bu cebire g’ nin tiretilmis (derived)

Lie cebiri denir.

Tanim 2.13. g bir Lie cebirt olsun.

g0 =02¢"=[09'12¢°=[9,0]2... 29" =[g,0" ]2 ...

zincirine g Lie cebirinin alt merkez serisi (lower central series) denir.

Tanim 2.14. g" = 0 olacak sekilde bir n € N sayist varsa, g Lie cebirine nilpotent

denir.

Tanim 2.15. G baglantile bir Lie grubu olsun. G Lie grubunun Lie cebiri Lie(G) = g

nilpotent ise G' Lie grubuna nilpotent denir.
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3 HEMEN HEMEN HERMITYEN MANIFOLDLAR

(M by, €1,m1,) ve (ME™E éa, &5, 1o, ) iki hemen hemen kontak manifold ol-
sun. Bu takdirde,

J(X17X2) = (¢1(X1) - 7]2(X2)§1,¢2(X2) + 771(X1)§2)a V(X1,X2) S %(Ml X Mz)

seklinde tanimh endomorfizma M := M; x M; carpim manifoldu iizerinde bir hemen
hemen kompleks yapi verir. Bu yapiya (M;, ¢;, &, i, ), @ = 1,2 manifoldlarindan elde
edilen hemen hemen kompleks yapi denir. Ayrica, M nin integrallenebilir olmas igin
gerek ve yeter sartin, M; ve My manifoldlarinin normal olmasi gerektigi Morimoto
tarafindan gosterilmistir (Morimoto, 1963).

My ve My, sirasiyla gy ve go metrikleri ile hemen hemen kontak metrik manifold
ise, bu durumda M = M; x M, ¢aprim manifoldu, g := ¢; + g2 seklinde taniml metrik
ile (J,g) hemen hemen Hermityen yapisina sahiptir (Capursi, 1984). M; ve M, gibi
iki hemen hemen kontak metrik manifoldun carpimiyla elde edilen M hemen hemen
Hermityen manifoldunun sirasiyla Kahler , hemen hemen Kahler, yaklagik-Kahler, Her-
mityen olmasi i¢in gerek ve yeter sartin My, M, manifoldlarinin paralel, hemen hemen-
paralel, yaklagik-paralel, normal olmalar1 gerektigini Capursi tarafindan gosterilmistir
(Capursi, 1984). Ayrica iki hemen hemen kontak metrik manifoldun garpimiyla elde
edilen hemen hemen Hermityen yapilarin konformal (conformal) deformasyonlar1 Blair
ve Oubina tarafindan incelenmistir (Blair ve Oubina, 1990a).

Oncelikle iki hemen hemen kontak metrik manifoldun carpimiyla elde edilen
hemen hemen Hermityen manifoldun F' temel 2-formunun kovaryant tiirev VF, dis
tirev dF' ve ko-tiirev §F’ yi hesaplanmgtir. (M, 1,81, 01, 01) ve (M, ps2, &, 19, g2)
iki hemen hemen kontak metrik manifold ve bu manifoldlarin ¢arpimi M = M; x M,

olsun. Keyfi (X1, X5), (Y1,Ys) € X(M) i¢in, M manifoldunun F' temel 2- formunun
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tanimi geregi,

F((X17X2>7 (5/17 }/2)) = g(‘](Xl?X?)? (}/175/2))
= g((p1(X1) — m2(X2)&1, 2(X2) + m(X1)&2), (Y1, Y2))
= g1(p1(X1) = m(X2)&1, Y1) + g2(p2(X2) + mi(X1)E2, Y2)

= —0; (X1, Y1) — ma(X2)m (Y1) — ®a(Xa, Ya) + mi (X1)na(Ya)

(3.17)
seklindedir.
Keyfi (X3, X5), (Y1,Y2),(Z1, Z2) € X(M) elemanlar icin VF,
(Vix xa) F) (Y1, Y2), (21, 22))
= (Vix,0F)((Y1,Y2), (21, 22)) + Vo xo) F) (Y1, Y2), (21, 22))
= (Vix1,0F)((¥1,0), (21, 0)) + Vix, 0 F)((0,Y2), (0, Z3))
+ (Vix,0F)((Y1,0), (0, Z2)) + Vx,,0F)((0, Y2), (Z1,0))
+ (Vio,x) F)((Y1,0), (Z1,0)) + Vio,x) F)((0, Y2), (0, Z3))
+ (Viox) F)((Y1,0), (0, Z2)) + V(0,x) F)((0,Y2), (£1,0)) (3.18)

olur. Bu sekiz ifade ayr1 ayri ele alindiginda,

(Vix,0F)((Y1,0), (Z1,0)) = (X1,0)[F((Y1,0), (Z1,0))] = F(V(x,,0(Y1,0), (Z1,0))
— F((Y1,0), (Vx,,0(Z1,0))
= X1[®1(Z1,Y1)] = ©1(Z1, Vi, Y1) = ©1(Vy, Z1, V1)
= (Vi,®1)(Z1, 1),
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(Vix,0F)((Y1,0), (0, Z2)) = (X1, 0)[F((Y1,0), (0, Z2))] — F(V(x,,0)(Y1,0), (0, Z2))
— F((Y1,0), (V(x,0(0, Z2))
= (X1,0)[m (Y1)12(Z2)] = m(Vi,Y1)12(Zo)
= 10(Z2) (X1 [m(Y1)] = m(Vi, 1))
= 12(Z2) (Vi m) (Y1),

(Vo F)((0,Y2), (21,0)) = (X1, 0)[F((0,Y2), (Z1,0))] = F(V(x,,0)(0,Y2), (Z1,0))
= F((0,Y2), (V(x,,0(%1,0))
= (X1, 0)[=n(Ya)m(Z21)] + na2(Ya)m(V, Z1)
= —1p(Y2)(Xa[m(Z1)] = m(Vi, 21))
= —n2(Y2)(Vi,m)(Z1),

(Vix,0F)((0,Y2), (0, Z2)) = (X1, 0)[F((0,Y2), (0, 22))] = F(V(x,,0)(0, Y2), (0, Z2))
- F(<Oa }/2)7 (V(Xl,O)(Ov ZQ))
= (X1,0)[®2(Z2, Y2)]
= 07

(V0.x)F)((Y1,0), (Z1,0)) = (0, X2)[F((Y1,0), (Z1,0))] = F(V(0,x:)(Y1,0), (Z1,0))
- F((}/lv O)v (V(O,Xg)(Zh 0))
= (07X2)[@1(21,Y1)]
=0,
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(V0,2 F)((Y1,0), (0, Z2)) = (0, X2)[F'((Y3,0), (0, Z2))] — F(V(0,x5)(Y1,0), (0, Z2))
- F((Yh 0)7 (V(O7X2)(07 Z2))
= m(Y1)(Xa[n2(Z2)] — 12(V%, 22))

= m(Y1)(V&, 1) (Z2),

(V0 F)((0,Y2), (Z1,0)) = (0, X2)[F((0,Y2), (Z1,0))] = F(V(0,x,)(0,Y2), (Z1,0))
— F((0,Y2), (V(0.x2)(%1,0))
= = (Z1)(Xa[m(Y2)] — m2(V%, (Y2))
= —(Z1)(Vi,m)(Y2)

ve

(V(0.x)F)((0,Y2), (0, Z2)) = (0, X3)[F((0,Y2), (0, Z2))] — F(V(0,x,)(0,Y2), (0, Z2))
— F((0,Y2), (V(0.x,)(0, Z2))
= X5 [®o(Zs, Y2)] — ®o(Zs, VX, Y2) — B2(VX, Z2, Y2)
= (Vi,P2)(Z2, Y2)

esitlikleri elde edilir. Bu egitlikler (3.18) denkleminde yerine yazildiginda

(Vixix) F) (Y1, Y2), (21, Za)) = =(Vi, @1) (Y1, Z1) — (V, 82) (Y2, Z5)
—2(Y2)(Vx,m)(Z1) + n2(Z2) (Vi,m) (Y1)
+m (Y1) (Vi,m2)(Z2) — m(Z1)(Vi,m)(Ya)  (3.19)
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esitligi elde edilir. Benzer gekilde;

(Vi x) F) (I (Y1, Y2), (21, Z2))

= — (Vo xn @) (01(N1), Z1) + 1m2(Y2) (V5 (x00y @1) (61, Z1)

— (V2,0 @2) (02(Y2), Za) — i (Y1)(V2, (xp) P2) (€2, Z2)
(Y)(Vi, M) (Z1) + m(Y1)na(X2) (Ve,m) (Z1)
(Z2)(V, (01(Y1)) = n2(Z2)12(Xo) (Ve m)

— 1(Y2) (V2 x0)12) (Z2) — 12 (Ya) i (X1)(VE, 12) (Z2)
(Z1)(V2, xm2) (02(Y2)) — m(Z1)m (X1) (Ve m2) (92(Y2)) (3.20)

)
v1(X1) 771) (<,01(Y1))

)

)

olarak bulunur.

Bu adimda F Kéhler formunun dig tiirevi dF;

(dF) (X1, X2), (Y1,Y2), (Z1, Z2))
= (Vix, x) F) (Y1, Y2), (Z1, Z2)) — (Vvava) F) (X1, X2), (21, Z2))

+ (V(ZLZQ)F)((XM XQ)’ (YVh Y2))
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oldugundan d® ve dn tanmimlar1 kullanilarak

(dF) (X1, X2), (Y1,Y2), (Z1, Z2))

= —(Vx,®1) (11, Z1) — (VX,82)(Ya, Z2) — m2(Ya)(Vix,m)(Z1)
+12(Z2) (Vi m) (Y1) +m (Y1) (Vi,m2)(Z2) — m(Z1) (Vi) (Ya)
+ (Vi @1)(X1, Z1) + (V3,80)(Xa2, Zo) + 12(Xa) (Vy, ) (Z1)

= 112(Z2)(Vy,m)(X1) = m(X1)(Vi,n2)(Z2) + m(Z1)(Vi,n2) (X2)
= (Vz,21)(X1, Y1) = (VZ,P2) (X2, Y2) — 02(X2)(Vz,m) (Y1)
+1(Y2) (Vz,m) (X1) +m(X1) (V) (Ya) — 771(Y1)(V222772)(X2)
—(d®1)(X1, Y1, Z1) — (dP2) (X2, Y2, Z2) — m(Z1)dnz (X2, Y2)
— m2(Y2)dm (X1, Z1) + m(Y1)dna(Xa, Za) + n2(Za)dm (X1, Y1)

(

—m(X1)dna (Y, Z2) + no(Xo)dm (Y1, Z1) (3.21)

bulunur. {e;, ¢1(e;), &1} ve {f;, 0a(fi), &} srasiyla M+ ve MZ™ icin lokal catilar

olsunlar. Bu takdirde

{(eiv 0)7 (Qpl(ei)a O)? (517 O)? (Ov fj)> (07 SOZ(fj))? (07 £2>}

M = M; x M, igin bir ¢atidir. Bu ¢atiya gore F” nin ko-tiirevi §F, keyfi (X7, X3) €
X (M) i¢in su sekilde hesaplanir:

(0F)(X1, X5)

= - Z{ (4, 0), (X1, X2)) + (Vg0 F) (1 (e:), 0), (X1, X2)) }

—Z{ 0.1 F) (0, £3), (X1, X2)) + (Voma(r,n F) (0, 02( 7)), (X1, X2)) }

— (Vg0 F)((61,0), (X1, X2)) = (V(0.60) F)((0, &2), (X1, X2)). (3.22)
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Burada,

(Vie.0)F)((€:,0), (X1, X))

= (€, 0)[F((ei,0), (X1, X2)) — F(V(e,0)(€:,0), (X1, X2))
— F((€:,0), Ve, 0 (X1, X32))

= (€3, 0)[D1 (X1, e5) +m(e)m(X2)] — @1 (X1, V)
+ (Ve e)m(Xa) — ®1(Vy, X1, e:)

— B (X1 )] — By (X1, V! e) — @1(VE X, e))
—m(Ve,ei)na(Xs)

= (V.,01)(X1, &) + n2(X2)(Ve,m) (e:),

(Vigren 0 F)((¢1(e),0), (X1, X))

= (Ve @) (X1, 1(e0)) + m2(X2) (Ve (o) (@1 (es)),

(V0.1 F)((0, f3), (X1, X))
= (V},®2)(Xo, f5) = m(X0)(VEm2)(f;),

(Voo F)((0, 2(f5)), (X1, X2))
= (V?aQ(fj)q)?)(X% ©2(f)) — 771(X1)(Vfo2(fj)772)(902(fj)),
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(Vg0 F)((&,0), (X1, X))

= (§1,0)[F(£1,0), (X1, X2))] = F(V(g,0)(£1,0), (X1, X2))
— F((61,0), (V(g1.0(X1, X2))

= &1[P1(X1, &0)] + & [m(E0)]me(X2) — ®1(X1, V&)
— (Vg &)m(Xa) — 81(Ve, X1, &)

= (Vg, 1) (X1, &) 4+ n2(Xa) (Ve m) (&)

ve

(Ve F)((0,&), (X1, X3)) = (VE,®2) (X2, &) — m(X1)(VEn2)(&2),

seklindedir. Bu egitlikler (3.22) egitliginde yerine yazildiginda,

(0F)(X1, Xz)

= - Z{(Vifh)()ﬁ, e;) + 12 (X2) (Ve,m)(e) + (Vi o) ®1) (X1, 01(e:))

=1
m

+172(X2) (Vi eym) (1))} = Y _{(V5,®2)(Xa, ;) = m(X0)(Vm2)(f;)

j=1

+ (V2,5 P2) (X2, 02(f;) = m(X) (V3 5ym) (92 (F))} + (Ve 1) (X1, &)
+12(X2) (Ve,m) (&) + (VE,P2) (X2, &) — mi(X1)(VEn2) (€2)
= 0P (X1) + 0Po(Xz) — m2(X2)dm — mi(X1)on: (3.23)

bulunur.

Iki hemen hemen kontak metrik manifoldun dahil olduklar: smmflar ile, manifoldlarin

carpimiyla elde edilen hemen hemen Hermityen manifoldun sinifi arasindaki iligki (Chinea
ve Gonzales, 1990) ve (Gray ve Hervella, 1980)" deki notasyonlar kullamlarak ince-

lenecektir. Aksi belirtilmedikge M; ile (M;, i, &, mi, ;) hemen hemen kontak metrik

manifoldu, M ile de ¢arpim sonucu elde edilen hemen hemen Hermityen manifoldu

belirtilecektir.
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Teorem 3.1. M; ve My yari-paralel hemen hemen kontak metrik manifoldlar ise M =
My x My ¢arpim manifoldu yari-Kahlerdir. Yant Wy & Ws @& W5 = SK sinafindadar.

Kanat. Bir yari-Kéhler manifoldu olmanin tanimlama bagintist 6 F' = 0 dir. M; ve My

yari-paralel oldugundan dn; = 6®; =0, ¢ = 1,2 dir. O halde,

(0F) (X1, Xo) = 691 (X1) + 6P2(Xz) — ma(Xa2)om — ni(X1)dn:

oldugundan (F') = 0 bulunur. O
Bu teoremin tersi dogru olmak zorunda degildir. Kabul edelim ki § F' = 0 olsun.
Bu durumda, (X1,0), (0, Xy) € X(M) igin
(SF(Xl,O) = (5(1)1(X1) - 771(X1)5772 =0
ve
(SF(O,XQ) = 5(132<X2) — 772(X2)(5771 =0

olur. Dolayisiyla 0® = dn9m1 ve 6Py = dnyn)o dir. Yani My ve My, sirasiyla 0@ = dnomy

ve 0Py = dnymo kogullarinin saglanmasi, M’ nin yari-Kahler olmasi i¢in yeterlidir.

Teorem 3.2. M; ve My yari-paralel normal hemen hemen kontak metrik manifoldlar

olsunlar. Bu durumda M = My x My ¢carpim manifoldu W3 = SIC NH sinafindadar.

Kamit. Ws sinifinin tanimlama bagintisi,

Vx(F)Y,Z) =V x(F)(JY,Z)=0F =0

seklindedir. Ayrica, M {izerinde Vx(F)(Y,Z) — V x(F)(JY, Z) = 0 olmas: i¢in gerek
ve yeter sart M; ve My’ nin normal olmasidir (Capursi, 1984). Ayrica, M; ve M;
yari-paralel olduklarindan, teorem (3.1) geregi 6 F = 0 dir. Boylece M manifoldu W
sinifindadir. O
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Bir (M, ¢,£,n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu, her XY, 7 € X(M)
icin,
(Vx®)(Y,Z) + (Vo)) (0(Y), Z) = —=n(Y)(Vex)n)(2), (3.24)

kosulunu sagliyorsa, M manifolduna K-paralelimsi (quasi-K-cosymplectic) manifold

denir (Chinea ve Gonzales, 1990).

Bir M hemen hemen Hermityen manifoldu i¢in W, &W, = QK sinifinin tanimlama

bagintisi
Vx(F)Y,Z) +Vx(F)(JY,Z)=0,VYX,Y,Z € X(M)
seklindedir (Gray ve Hervella, 1980).

Teorem 3.3. M = M; x My carpim manifoldunun Wy & Wy = QK (Kdhler-si)

sinafindan olmast i¢in gerek ve yeter sart My ve My’ nin K-paralelimsi olmasidar.

Kanat. (M, ¢,&,n,g) K-paralelimsi hemen hemen kontak metrik manifold olsun. (3.24)
denkleminde z = £ i¢in V ® = 0 elde edilir. Ayrica, ayn1 denklemde X yerine ¢(X),
Y yerine ¢ yazildiginda,

(Vxn)(Z) = (Vo) ®)(&, Z) + n(X)(Ven)(2). (3.25)

esitligini elde edilir. Bu denklemde X yerine ¢(X), Z yerine ¢(Y') yazilirsa, her X,Y €
X(M) igin,

(Vexym(9(Y)) = =(Vx@)(& o(Y)) = =(Vxn)(Y),
esitligini elde ederiz. O halde V¢ ® = 0 ve (Vyxyn)(0(Y)) = —=(Vxn)(Y') 6zelliklerini
(ds, &, mis gi), © = 1,2 yapilarinda ve (3.17), (3.19) denklemlerinde kullanirsak, W; & W,

sinifinin tanimlama bagintisi olan,

Vx(F)Y,2Z)+Vx(F)(JY,Z)=0,V¥X,Y,Z € X(M)

esitligini elde ederiz. Yani, ¢arpim manifoldu M; x My, W; & W, simifindadir.
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Tersine, carpim manifoldu iizerinde Vx(F)(Y, Z) + Vyx(F)(JY,Z) = 0 olsun. Ozel
olarak X = (X3,0), Y = (¥1,0) ve Z = (Z1,0), segersek, M; manifoldunun K-
paralelimsi oldugu acikca goriiliir. Benzer yaklagimla M, manifoldu da K-paralelimsi
smifindadir. X = (X1, X»), Y = (Y1,Ys) ve Z = (Z;, Zy) gibi keyfi secimler igin ekstra

bir kogul gerekmediginden, istenilen gosterilmis olur. O]

M?"+1 bir hemen hemen kontak metrik manifold ise M x R carpim manifoldu
tizerinde bir hemen hemen kompleks yap1 vardir (Oubina, 1980). Hemen hemen kontak
metrik manifoldlarin, temel 2-formun tiirevine gore siiflandirmasi yapilmadan once,
Oubina M hemen hemen kontak metrik manifoldunun siniflandirmasini, M x R’ nin
yapisina gore inceleyerek farkli bir simflandirma elde etmig (Oubina, 1980) ve 6rnekler
vermigtir (Oubina, 1981).

M, (¢,€,1m,g9) yapist ile bir hemen hemen kontak metrik manifold olsun. Keyfi
X,Y, Z € X(M) igin,

(Vx®)(X,Y) = (Vo) 2)(0(X), V) = n(X)(Voxyn)(Y), (3.26)

ise M manifolduna G; — Sasakian manifold denir (Oubina, 1980).

Teorem 3.4. M; ve My Gi-Sasakian manifold olup i = 1,2 i¢in
Véiq’i(Xu @(Xz)) =0 (3'27)

esitligini saglasinlar. Bu durumda carpim manifoldu M = My x My, G = W &WsDW,

stmifindandir. Bu onermenin tersi de dogrudur.

Kanat. Gi-Sasakian manifoldlarin tanimlama bagintisinda (3.26) X yerine £ yazlirsa,

(Ve®) (€, Z) = 0. (3.28)
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esitligi elde edilir. Ayrica (3.26) denklemi polarize edilip X yerine £ yazilirsa;
Ve@(Y, Z) + (Vv ®)(€, Z2) = (Voryn)(Z) (3.29)
denklemi elde edilir. (3.29) esitliginde Y ve Z yerine sirasiyla & ve ¢(Y) yazilirsa,
(Vem(Y) = 0. (3.30)
esitligi elde edilir. Ayrica (3.29) denkleminde Y = ¢(X) ve Z =Y igin,
(Ve®)(6(X),Y) + (Vo @)(EY) = =(Vxm)(Y) (3.31)
olur. Son olarak (3.29) denkleminde Z = ¢(Z) i¢in,
(Vorym(9(2)) = (Vyn)(Z) = (Ve@)(Y, 6(2)) (3.32)
olur. Burada Y = Z i¢in,
(Vorym(@(Y)) = (Vyn)(Y) = (Ve@)(Y, ¢(Y)). (3.33)
olur. M; ve My G,-Sasakian manifoldlar ise, agagidaki esitlik saglanir,
Vx(F)(X,Y) = Vox(F)(JX,)Y) = m(Y)(V3,x, ) (02(X2)) — m (Y1) Vi, 72(X2)
—12(Y2) (V§, ey (1(X1)) + n2(Y2) Vi, m (X1)

= 7]1(3/1)(V§2(I)2)(X2,¢2(X2))

—02(¥2) (Vg @1) (X1, ¢1(X1)).

Ayrica hipotez geregi M; ve M, manifoladlar: (3.27) 6zelligini sagladigindan, G; simifindaki
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hemen hemen Hermityen manifoldlarin bagintisi olan

esitligi elde edilir.
Tersine,

VX(F)(Xa Y) - VJX(F)(‘]Xa Y) =0
ise, X = (X1,0), Y = (¥1,0) i¢in, M; manifoldu G;-Sasakian dir. X = (0, X3), Y =

(0,Y3) segersek ayni sonug Mo igin de gegerlidir. X = (X7,0), Y = (0, Ys) segersek,

Vi (F)(X,Y) = Vyx(F)(JX,Y) =0
= 02(Y2) (Vx,m) (X1) + m (X1)m (X1)(VE, 82) (&2, Ya)

— —12(Y2) (Vg (x,)) (¢1(X1))

esitligi elde edilir. Boylece, denklem (3.32) geregi,

(vklnl)(‘xl) - (vél(Xl)Mgbl(Xl)) =0

olur. O halde (3.32) yardimiyla V¢ ®1(X,¢1(X)) = 0 olur. Benzer iglemler M, igin
de yapilabilir. Sonug olarak M; ve M, manifoldlar1 G;-Sasakian olup (3.27)esitligini

saglarlar. [

Teorem 3.5. My ve My, (3.27) denklemini saglayan yari-paralel Gi-Sasakian mani-
foldlar ise carpim manifoldu M = My x My, Wi & Ws sinafindadar.

Kanit. Teorem (3.1) ve Teorem (3.4)” den ispat1 aciktir. O

Bir (M, ¢,£,n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu, her XY, Z € X(M)

icin,

S{(Vx®)(Y,2) = (Vox)®)(0(Y), Z) = n(Y)(Vsxyn)(Z)} = (3.34)
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esitligi saglaniyorsa, M’ ye Go-Sasakian manifold denir (Oubina, 1980).

Teorem 3.6. M; ve My manifoldlar: Go-Sasakian ise, ¢caprim manifoldlars M = M, x

My, Wo & W3 d W, sinafindandar.
Kamit. Denklem (3.34)" de X yerine &, Z yerine ¢(Z) yazildiginda,

(Ve®)(Y,0(2)) + (Vy®)(0(2), ) + (Vo) 2(£,Y))
+H(Vomn ®(2,6)) + (Van)(Y) = 0(Z)(Ven)(Y) = 0 (3.35)

esitligi elde edilir. M; ve Ms, Go-Sasakian manifoldlar olup, (3.35) ve (3.19) denklem-

lerinden, Wy & W5 @ W, simifinin tamimlama bagintisi olan
S{VxF(Y,Z)-V,;xF(JY,Z)} =0

esitligi elde edilmis olur. Onermenin tersinin dogrulugu da benzer bir hesaplamayla
gosterilebilir.

]

Teorem 3.7. M, ve My manifoldlar, Go-Sasakian ve yari-paralel olsunlar. Bu durumda

carpim manifoldu M = My x My, Wo & W3 simifindandar.
Kamit. Teorem (3.1) ve Teorem (3.6)" nin sonucu olup, ispat1 agiktir. O]

Bir (M, ®,&,1n,g) hemen hemen kontak metrik manifoldu i¢in Cjo simfinin ta-

nimlama bagintisi,

(Vx®)(Y, 2) = n(X)n(Z)(Ven)(¢(Y)) = n(X)n(Y)(Ven)(6(2))

seklindedir (Chinea ve Gonzales, 1990). {e1,...,e,, ¢(e1), ..., d(e,), £}, M nin bir agik

alt kiimesi tizerindeki ortonormal gat1 olmak tizere, 1 = 1,2,...,n, X € X(M) igin,

(Ve @) (€1, X) = (Vi(en) ) (0(es), X) = 0
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dir. Ayrica,

(60)(X) = = {Ve, (e, X) + V(e P(6(e:), X)} — Ve (€, X)
= —v§q><§,X)

dir. O halde Cy5 smifinin tanimlama bagintisindan

Ve® (€, X) = =(Ven)(o(X)),

elde edilir ki bu ifade sifir olmak zorunda degildir. Gergekten, keyfi bir X vektor alani
icin

(Ven)(¢(X)) =0

olsun. O halde X yerine 6zel olarak ¢(X) yazarsak, (V¢n)(X) = 0 olur ve Cyo smifinin
tammlama bagitisindan her X € X(M) i¢in Vx® = 0 olur, yani C;2 simfinin eleman-
larinin trivial sinifta olmasi gerekir. O halde M {tizerinde en az bir X, vektor alani

vardir oyle ki,

(09)(Xo) = =V (&, Xo) = (Ven)(6(Xo)) # 0

dir. Boylece Cio siifi yari-paralel degildir.
(My, $1,&1,m1,91) ve (Ma, ¢a, €2, 12, g2) manifoldlart Cio simifinda olsun. Bu manifold-
larin ¢arpimiyla elde edilen (M = M; x Ms, J, g) hemen hemen Hermityen manifoldu

ele alindiginda (3.19) denklemi yardimiyla
(Vo F)((Y1,0),(21,0)) = =(V, @) (Y1, Z1) # 0

elde edilir. Boylece M manifoldu trivial sinifta degildir. Ayrica, (3.23) denkleminde X;
ve X, yerine sirasiyla ¢ (X;) ve 0 alindiginda

(5F)(¢1(X1)> 0) = 5@1()(1)
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olur ve bu ifade sifir olmak zorunda degildir. Boylece, M manifoldu Wy & Wy @ Ws
smifinda degildir. Sonug olarak Teorem (3.1) geregi M; ve M, yari-paralel degillerdir.
Bu adimda (5 sinifinda olup yari-paralel olmayan yapilara bir érnek verilecektir:

Ornek: R? iizerinde lineer bagimsiz
e1 =e?0/0X, e =e 20/0Y, e3s=0/0Z
vektor alanlarini ele alalim oyle ki Lie bracketleri,
le1,e9] =0, ler,e3] = —eq, [ea,e3] = e
olsun. Bu vektor alanlar
g=e2dX @ dX + e*dY @ dY +dZ ® dZ

metrigi ile birlikte bir ortonormal ¢ati1 olusturur. Koszul formiilii yardimiyla kovaryant

tirevler su sekildedir:
V6161 = €3, Ve1€2 - 07 V6163 = —é1, v€261 - 07 v6262 = —E€g3,

v62€3 = €ég, v6361 = 07 v6362 = 07 v6363 = 07
§=e
¢(€1) =0, ¢(€2) = €3, ¢(€3) = —€3

alindiginda, (¢, &, 7, g) dortliisii R? iizerinde bir hemen hemen kontak metrik yapidir.

ve1q)(€1762) =-—1 7é 0
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oldugundan, bu yap1 paralel simifta degildir. Ayrica,

(Vx®)(Y, 2) = X1Ya 2y — XaY1Z5 = n(X)n(Z)(Ven)(¢(Y)) — n(X)n(Y)(Ven)(6(2))

esitligi saglanir. Boylece (¢, &,n,g) yapist Cio smifindan olup,

6P(X) = —g(X,e2) #0

oldugundan yari-paralel degildir.
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4 G5 YAPIYA SAHIP MANIFOLDLAR

Teorem 4.1. (M, g) bir Riemann manifoldu, ¢, M dzerinde bir Go yapi ve & sifirdan
farkl bir (birim boylu) vektor alan olsun. Keyfi bir X vektor alani i¢in

(X)) =¢x X

endomorfizmasi ve

n(X) = g(§, X)

1- formu ile (¢,&,1n,9), M fzerinde bir hemen hemen kontak metrik yapidir (Matzeu
ve M.I. Munteanu, 2002).

Kanit. Verilen dortliiniin (2.1) ve (2.2) kosullarinm saglamaktadir. Gergekten, denklem

(2.15) yardimuyla goriilebilir ki, keyfi bir X vektor alani igin,

P*(X) =p(E x X) =€ x (§x X)
= —g(&§,8)X +g(§, X)¢
= —X +n(X)¢

ve

n§) =g(§,¢&) =1

bulunur. Ayrica denklem (2.14) yardimiyla goriilebilir ki, keyfi X,Y vektor alanlari

icin,

g€ x X, ExY)

9(§,€)9(X,Y) —g(&, X)g(£,Y)
9(X,Y) = n(X)n(Y)

9(6(X), o(Y))

bulunur. Boylece (¢, £, n, g) dortliisiit M tlizerinde bir hemen hemen kontak yapidir. [
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Bu yapiin temel 2- formu ¢’ nin kovaryant tiirevi su sekildedir:
(Vx®)(Y, Z) = g(Y, V(€ x Z) + g(VxZ.E X Y). (4.36)

(M, p,&,m,g) 7- boyutlu bir hemen hemen kontak metrik manifold p € M ve

{e1, e, ..., €6, &} bir lokal ortonormal ¢at1 olsun. Ikinci boliimde verilen

C={aec,MaX,Y,Z)=-a(X,Z,Y) = —a(X, §Y, $Z) (4.37)
+0(Y)a(X, & Z) +n(Z)a(X, Y, ) }.

uzaymin 12 alt uzaya ayrigiminda agagidaki kuadratik formlar kullanilmigtir (Chinea

ve Gonzales, 1990):

i) = % alei e, er)’ is() = % alei e er)ales, e, er)
is(cr) = ;j’:ka(ei, ej,er)al(per, dej,er) ig(ar) = i%a(ei,ei,ek)a(ej,ej,ek)
i5(a) = %a(&ej,ek)Q ig(e) = %a(en&ek)g

ir(a) = %a(& ¢j, ex)les; € ex) is(a) = %‘a(ei, ¢j, §)ale;, €, €)
io(a) = iZja(ei,ej,é)a(szﬁei,céej,é) to(a) = %a(ei,eif)a(ej’ej,&)
in(e) = ;Zja(ei,ej,i)a(embeif) to(a) = iZja(ei,ej,S)a(¢ej7¢ei,$)
i3(@) = ]k a(é, e en)al(de;, & en)  in(a) = zﬁja(emei,f)a(eg«,obej,f)
hs(@) = %a(emen&)a(ej,%ﬁ) o) = 2 alg, & ex)?

ihr(@) =3 ale;, e, er)a(E, €, ex) hs(@) =2 ales, e, gey)a(€, € ex)

B
-~
Ea

i?

Keyfi XY, Z vektor alanlar igin,

Vx(Y x Z) = (VxY x Z) + (Y x VxZ)

esitligi saglaniyorsa ¢’ ye paralel G5 yapz,
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V(X xY)=(VxX xY) + (X x VyY)

esitligi saglaniyorsa ¢’ ye yaklagik-paralel (nearly-parallel) Gy yapr denir.
p paralel ise,

(Vx®)(Y,Z) = —g(VxEY X Z) (4.38)

esitligi saglanir. V& = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kogul V& = 0 olmasidir (Aktay,
2015; Todd, 2015).
G5 yapiya sahip manifoldlar igin i (V®), (k = 1,...,18) hesaplanarak, V®’ nin hangi

siiflarda olup olamayacag incelenmistir.

Onerme 4.2. ¢, bir M7 manifoldu tizerinde keyfi bir Go yaps ve (9,&,m, g) dortlisi de
¢ formundan elde edilen hemen hemen kontak metrik yapr olsun. ® bu yapinin temel

2-formu olmak tizere;

a. ig(V®) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vo, = 0,4 = 1,---,6 olmasidur
(Dikkat edilecek olursa V& sifur olmak zorunda degildir).

b. i16(V®) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V& =0 olur.

Kanat. Keyfi i,k € {1,2,...,6} igin,

<v€i¢)(€7€k) = g(é.a v€i<§ X ek)) + g(veielﬁg X f)
=9(&, Ve, (€ x ex))
= _g(veigaf X ek)

oldugundan

i6s(Ve) =Y ((Ve, @) (& en))* = Zg(veﬁ,ﬁ x er)”.

ik
esitligi elde edilir. & x ey, ifadesi de ortonormal tabanin bir elemam oldugundan ig(V®) =

0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul V., = 0 olmasidur.
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Benzer sekilde,

(Ve®)(&, er) = 9(& Ve(€ x ex)) + g(Veey, § x §)
= 9(&, Ve X ex) + g(&, § X Veey)
= g(ex, & x (Vef))
= —9(Veb, & x )

bulunur. Keyfi k£ € {1,2,...,6} i¢in ,

i16(VP) =Y (Ve®)(€ )’ = D 9(Ve& & x )’

k k

esitligi elde edilir. Boylece, i36(V®) = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul Ve = 0

olmasidir. n

Onerme 4.3. (0,m,€,9) , v Go- yapsindan elde edilen hemen hemen kontak metrik

yapr, ® de bu yapimn temel 2-formu olsun.
a. i14(V®) = 0 olmas i¢in gerek ve yeter kosul div(§) = 0 olmasidar.
6
b. v=73¢; x (V&) olmak tizere, i15(V®) = —div(§)g(&,v) dur.
j=1

Kanat. Keyfi i,5 € {1,2,...,6} igin,

(Ve ®)(dei, &) = g(§ x €3, Ve,(§ X §)) + 9(Ve,£,€ x (§ X €))
= _g(vei£7 6i)
= g(fvveiei)-

Boylece,

(V) = D (Vo) (660, €) (Ve ®)(001.€) = (906, Veren)) (96 D Veyey).

1,] J



Diger yandan,
D Veei=-— Zdw ei)e; — div(€)E — Ve
oldugundan

9(6, > Veies) = =g £Zdw er)es) — g(&, div(€)€) — g(&, Vet)

= —div(§)

37

egitligi saglanir. Boylece, i14(V®) = (div(€))* = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul

div(§) = 0 olmasidr.

Benzer sekilde,

(Ve ®)(deir &) = —g(Vebyei) ve (Ve @) (e, €) = g(Ve,6,€ X ¢)
esitlikleri yardimyla,
i15(VP) = Z(v D)(ge:, ) (Ve, D) (e, €)
= Zg )9(Ve,&, € X €;)
- (g é,;ve )(Zg Ve, (e <€)
— (gl ~div¢ Zdw e)e: )(Z (665 % Ve, 6))

= —div(£).9(¢,v)

esitligi elde edilir.

Ayrica bu énermeden kolayca goriilebilir ki, V&€ = 0 ise i15(V®) = 0 dur.
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Onerme 4.4. (0,m,€,9) , ¢ yaklasik-paralel Go- yapisindan elde edilen hemen hemen
kontak metrik yapi, ® de bu yapinin temel 2-formu olsun. Bu takdirde,

a. i5(V®) = 0 olmasu i¢in gerek ve yeter kosul V€ = 0 olmasidur.
b. V& =0 ise i17(VP) = i15(VP) =0 dor.

Kanat. ¢ yaklagik-paralel oldugundan, keyfi 7, k € {1,2,...,6} igin,

(Ve®@)(ej,er) = glej, Ve(€ X er)) + g(Veer, § X))
= g(e;, Ve& X er) + gle;, & X Veer) + g(Veer, € X €;)

= _g(véf»ej X ek)

olur. Boylece,

i5(VO) =Y ((Ve®)(ejren))’ =Y (9(Veliej x )’

J.k Jk
olup bu ifadenin sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul V£’ nin sifir olmasidir. Burada
e; X ey ifadesi de taban elemanidir.

Benzer sekilde, Keyfi i,k € {1,2,...,6} igin,

(Veiq)) (eiv ¢ek>

g(€i, Ve, (§ x (€ X ex)) + g(Ve,(§ X k), § X €;)
g(ei> V€i<_ek>) + g(vei (f X ek)af X 6i)
g(veieivek) + g(vei(f X 6k)7§ X 61‘)

(Vg@)(é, ek‘) = g(éu vf(é X ek)) +g(v§€k’£ X 5)
= 9(& Ve& X ex) +9(€,€ x Veey)
= _g(€k7 (vﬁé) X f)
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Boylece,

i1s(V) = ((Ve, @) (es, der)) (Ve®) (€, e))

=3 (96 x enrei x Veglen, (Ve) x €)
= =2 _9(&x Q_9((Vet) x & en)en + g((Ve€) X €,€)8), i x Vi)
= =29 x ((Ve€) x &), e x Vi)

= —g(Ve&, ) (€5 X Ve,8)).
Yani, V¢ sifir ise, i15(V®) ifadesi de sifira esit olur.

Ayrica 417 'min tanimindan,

i (V®) = Y ((Ve,®)(er, 1)) (V@) (€, ex))

i,k

olup keyfi i, k € {1,2,...,6} icin,

(vez'q))(eiv ek) = g(ei7 vei (S X ek)) + g(veiekvg X 62')
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(Ve@)(& er) = 9(& Ve(€ % ex)) + 9(Veey, § x )
= —g(Vel,E X e)
= glex, § x (Ved)).

Boylece,

in(V9) =3 (= 9(Teies,€ x ex) = glew, Ve (€ x 0)) (9lews € x (Ve
—dek,éx gler, & x V&) — dek,éx Dg(ex, & x V)
+ gg ek € X Ve,&)glen, € X Vel)
= Zkg< X Ve,£)gler, € x Vet)
= 9’(5 X (Véf)azei X (Ve,€))

olur. Dolaysiyla V€ = 0 = i17(V®) = 0 dur. ]

Geriye kalan invaryantlar i¢in agagidaki esitlikler saglanir:

o (i13)(VP) = ZIE(V@)(@J” e) (Ve ©) (&, er)-
7,
¢ yaklagik paralel olmak tizere keyfi j, k € {1, 2, ..., 6}igin,
(Ve@)(ej,ex) = glej, Ve(€ X ex)) + g(Vee, § X €;)

(
glej, Ve& xer) + g(ej, § x Veey,)
(

+

g Vg@k,f X €j>
g(ejavff X 6k)

(V¢6jq>)(£a ek) = g(€7 V§><€j (5 X 61€)> + g(v§><€j6k7£ X 5)
= —9(Vexe, &€ X ex).



Boylece,

(i13)(V®) = Zkg(ve:&ej X ex)9(Vexe,€, € X ex)
- _ Zg ek, € X Ve€))g(Vexe, &, € X €p)
- —Zg Vexe, &€ X Zg ex, €5 X (Ve€))ex)
= Zg Vexe;€s €5 X (€ x Vek))
j
_ Zg(vgxej£7 §)g(ej, Ves)
j

— —g(& x V&, Z(ej X (Vexe;€)))

J

o i1a(V®) =3 (Ve,®)(€,6)(Vie, ®) (6, §).
irj
Keyfii,7 € {1,2,...,6} igin,

(Ve ®)(e),€) = g(ej, Ve, (€ x &) + 9(Ve,§, € X ¢5)
= g(vei§’§ X ej)'

(V¢€jq))(¢€i7£) = g(é X €4, Vﬁxej (5 X 5)) + g<v§><€j£7€ X (5 X 61')
— _g(véxejfaei)'



Boylece,

i15(VP) Zg (Veib € X €))9(Vere, €, e4))
= 9, € X Ve)g(Vexe &, )
i.j
= Zg(st@xveis)f’@i)
= Zg —Ve gf €z
=g(¢, Zv(veiﬁ)ei

o i11(VP®) = (Ve,®)(¢;,§)(Ve, ®) (e, §).
Keyfi i,7 € {1,2,...,6} icin,

ve

(Ve,®)(e5,€) = g(ej, Ve, (§ X §)) + 9(Ve,, € X ¢5)
= g<v€i€?£ X ej)

(Vej QD)(¢€“ 5) = _g(vej€7 ei)

hesaplanir. Boylece,

v =

i1 (V®) ZQ (Ve.&,E % €j)g(Ve €, €).

(e x V,€) olmak dizere i1o(V®) = (&, v)* dir.

(2
Keyfi i € {1,2,...,6} icin,

(Ve ®)(ei &) = 9(Ve,£, & X ei)
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olur. Dolayisiyla,
zlo(VCD) = g(f, U)g.

o in(V®) =5 (Ve ®)(e), §) (Ve ) (965, €).

17]
Keyfi i,j € {1,2,...,6} igin,

(veiq))(eﬁf) = g(veié-?g X ej)

ve
(Ve @) (e, ) = g(€ X €, Vexe, (§ X €)) + 9(Vexe,£, —€5)
= —9(Vexe £, 6).
Dolayisiyla,
ig(V®) = =Y (Vb€ X €))9(Verei£, €5)
i
= =2 9(Ve& € (Vexed))

Z8<VCD) = Z(vei¢>(€ja §)<v6j(1))(ei7 5)

0]

=D 0(Veb € x e)g(Ve,,€ x )

== 9(Viexv., 06,6 x €.
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Dikkat edilirse 0n = —div(§) oldugu goriiliir. Bu esitligi gérmek igin

{61,“' 76675}

ortonormal taban olmak {izere divergens (divergence) tanimindan,

6

div(§) = Z 9(Ve& e) + g(Vel, €)

=1
6
= Z g<v€i€7 ei)

=1

olur. Diger yandan

(Ven)(er) = eiln(e)] — n(Ve,e)
= g(veigﬂ ei) + g<£7 Veiei) - 9(57 v€i€i>

= g(veiga 62‘),
oldugundan,
6 6
on == (Vem(e) = =) g(Ve& e)
i=1 i=1

esitligi elde edilir .
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Teorem 4.5. (M, ), Gy yapiya sahip ve (¢,€,1,9) bu yapidan elde edilen hemen

hemen kontak metrik yapr olsun. Bu takdirde,

a. V& # 0 ise, (¢,€,1,9) yapist ©9,Cq,Co, - -+ ,Cyy sumflarindan herhangi birinde

olamaz.

b. div(§) # 0 ise, (¢,€,1n,9) yapist D4, C;, @ = 1,2,3,4,6,7,---,12 sumflarindan
birinde olamaz. Ayrica bu yapr yari-paralel (C; &Co®Cs®Cr®Cs®Co®Cro DB Cr1)

de degildar.

Kanmit.  a. V€ # 0 olsun. Bu durumda 6nerme (4.2) geregi, agikca goriilebilir ki
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i16(V®) # 0 dir. Boylece Chinea’ nin simiflandirmasina gore (Chinea ve Gonzales,

1990), V& hipotezde bahsi gegen smiflarda olamaz.

b. div(€) # 0 olsun. Onerme (4.3)’den goriilebilir ki i14(V®) = (div(€))? # 0 dur.

Boylece (¢,§,n,g) yapisi

D1 =CDCy ®C5 B Cy,

617627637C47C6a e 7612

smiflariin tanimlama bagmtilarini saglamaz. Ayrica 6n = —div(£) oldugundan

on # 0 dir ve boylece yari-paralel manifoldlarin tanimlama bagintisi da saglanmasz.

]

Ozel olarak goriilebilir ki, V® yari-paralel manifoldlarm alt smiflarima da ait olamaz.
Yani V&, hemen hemen-paralel (C; & Cy), yaklagik-K-paralel (C;), K-paralelimsi (C; ®
Co @ Co @ Cyp) simiflarinda da degildir.

Teorem 4.6. ¢ yapisy yaklasik-paralel sinafta olmak tizere V& # 0 ise, VO D1, D9, Cio
siniflarindan herhangi birinden olamaz. (Bir diger deyisle sadece 10D, D1DCra, Do®
Ci12, D1 P Dy P Cio stmiflarindan birine dahil olabilir.

Kamt. Ve& # 0 oldugunu kabul edelim. Onerme (4.4) geregi i5(V®) # 0 dir. O
halde V(®), ©; ve Cjo smuflarinda olamaz. Ayrica 6nerme (4.2) geregi i16(Ve) # 0
oldugundan V(®) ©, smifinda olamaz. O

Teorem 4.7. ¢ yapise yaklasik-paralel olsun. Bu takdirde V¢& = 0 olmase i¢in gerek

ve yeter kosul V(®)’ nin hemen hemen K-kontak sinifta olmasidar.

Kamt. Hemen hemen-K kontak manifoldlarin tamimlama bagintis1i Vegp = 0 dir. ¢

yaklagik-paralel oldugundan, keyfi X vektor alani igin,
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(Veg)(X) = Ve(9X) — d(VeX) = Ve(E x X) —§ x VeX
= (Ve x X) + (§ X VeX) = (§ X VeX) = Vel x X,

olur. Bu ifadenin sifir olmasi igin gerek ve yeter kosul V¢£' nin sifir olmasidir.

]

Teorem 4.8. M manifoldu ¢ Go yapiya sahip ve (¢,€,m,9) bu yaprdan elde edilen
hemen hemen kontak metrik yapr ve v = Y (e;, Ve, &) seklinde tanimlansin.  Sayet

g(&,v) #0 ise VO, ©4,Cs,Cr,Cs, Co, Cro, C11,C1a stnuflarindan herhangi birinde olamaz.

Kanit. v = ) (e;, V¢,€) olmak tizere g(&,v) # 0 olsun. O halde (4.39) denkleminden

goriilebilir ki i19(V®) = g(&, v)? # 0. Boylece istenilen gosterilmis olur.
[

Sonug 4.9. v = ) (e;, V&) olmak idizere g(§,v) # 0 div(§) # 0 olursa, VP, C;, i =

1,---,12 ssmaflarindan birinde olamaz.

Bu adimda paralel ve yaklagik-paralel G5 yapidan elde edilen hemen hemen

kontak metrik yapilarin siniflar: ile ilgili ornekler verilecektir:

Ornek 4.10. (K, gk) bir 4-boyutlu Kihler manifold ve bu manifoldun temel 2-formu

Q = d\ seklinde bir tam 2-form olsun. (xy1,x9,x3), R® tin koordinatlar ve
h = da} + d + da;
Oklidyen metrik olsun. Bu durumda (M =R3x K,g=h X gx) carpim manifoldu,
@ =dxy Ndxo N\ dxs + dzy A Q+ dry A Ref — dxs A Imf
paralel Gy yapwya sahiptir (Joyce, 2000). Burada 0 bir hacim formdur. Her p € K i¢in,

(d21 N dEl + dZQ N dzg)7 0 = le VAN dZQ

1
gr = |dzi* + |d=f*, Q= 3
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kosullariny saglayan p noktasinin bir (21, z2) koordinat karty vardur.

21 = T4 +1T5, 20 = xg + 127 alindiginda,
JK :d:vi—i—...dxg, Q) =dxy Ndxs + dxg A dxy,

Rel = dxy AN dxg — dxs A\ dry;, ImbO = dxy N\ dxy + drs A dxg

esitlikleri elde edilir. Boylece g = h x gx = dz} + ...dx2 ve

@ =dxy N dxg A dxs + dxy A (dxy A des + dxg A day)

+ dxg A (dxg A dag — dos A dxr) — deg A (dag A dzg + das A dze)

elde edilir (Joyce, 2000). £ = x20xq1 ve ¢p(x) = & X x olmak dizere M ¢arpim manifoldu
uzerindeki ¢ Go yapisi ile elde edilen (¢,&,n,g) hemen hemen kontak metrik yapisi ele
alimarsa (Blair ve Oubina, 19900b);

(Vor,®) (0, 0x3) = g(03, Vo, (12031 X 03)) + 9(Vor, 03, 12011 X Ox2)
= —g(0x2, Vo, (2013))
= —g(0x2, 0x3]x9|0xs)

=1

oldugundan yapr paralel degildir. Diger yandan bu yapr D1 = C; ® Cy & C3 & Cy
sinifindadir. Gergekten, V€ = 29021 [22]0x1 = 0 oldugundan,

(Ve®)(y, 2) = g(y, Ve(€ x 2)) + g(Vez, € X y)
9y, (Ve&) x 2) + gy, & x Vez) + g(Vez, & X y)
(3, (Ve) x 2)

g
0
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elde edilir. Ayrica Keyfi bir v € M = R? x K elemans i¢in V,0x, = 0 oldugundan,
V€ = x[xs]0x1 + 25V, 021 = x]x9|01
olur. Boylece,

(Va®)(&y) = 9(&, Val€ x y) + 9(Vay, § X §)
= 9(&, (V2€) x y) +9(§,§ X V)
= —9((V8) x &,y)
= —z[xs]rag(01 X O11,Y)

=0
olur. Sonu¢ olarak V® € Dy dir.

Ornek 4.11. (M, g) bir Riemann manifoldu, (¢,&,1n,9), M tzerinde bir hemen hemen
kontak metrik yapr olsun. Sayet, keyfi X, Y wvektor alanlar: igin,

(Vxo)(Y) = g(X,Y)§ —n(Y)X,

egitligi saglanarsa (¢,&,m, g)” ye M dizerinde bir Sasaki yapr, (M, g)’ ye bir Sasaki man-
ifold denir. (¢;,&i,mi,9), © = 1,2,3, M dzerinde Sasaki yapilar olsunlar. Asagidaki
sartlar saglanarsa M’ ye 3-Sasaki manifoldu denir (Blair, 2002)

[€1,&] = 263, [£2,&3] = 261, [63,61] =26

ve

P30 Py = —P1 + 12 D13, P20 P3 =P+ N3 R 12,
P10 P33 =—Pa+ 13 M1, P30P1 = P + 11 R N3,

G20P1 = —P3+Mm @M, Q10Py = P3+ 12 @M.
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M manifoldunun bir a¢ik kimesi tzerinde e; = &1, eo = & ve e3 = &3 olacak sekilde
{e1, -+ ,er} ortonormal c¢atist vardwr. Bu ¢atwa karsilik gelen 1-formlarin kiimesi
{m, -+ ,m7} olsun. Bu durumda i = 1,2,3 i¢in dn; dus tirevleri su sekilde hesap-

lanmastar:

dn = —2(nes + Mus + Me7),  dnz = 2(s — Nae + Ms7), ANz = —2(M12 + Nar + Ns6)-

Asagidaki sekilde tamimlanan ¢ S-formu M dizerinde bir yaklasik-paralel Go
yaprdar (Agricola ve Friedrich, 2010).

1 1 1
— S A — = Adns — =g Ad
¥ 2771 m 27]2 Up 2773 Uei
dn; dis tirevleri ve dn(x,y) = —n([z,y]) denklemi yardimiyla ey, --- ,e; elemanlarinin

braketleri su sekilde hesaplanir:

le1,e2] = 2e3,  [ea,e3] =21,  [es, e1] = 2e,
lea, e5] = 2e1,  [es,e7] = 2e1,  [es, e6] = 269,
les,e7) = —2e3,  leq, e7] = 2e3,  [es, e6] = 2es.

Diger yandan Kozsul formili yardimiyla V,e; = 0 ve

veleZ = €3, velefi = —€2, v6164 = —é€xs, vele5 = €4, Veleﬁ = —ér, V6167 = €6,
V62€1 = —é€s, V6263 = €1, ve2€4 = _667v6265 = 677V6266 = €4, Ve2€7 = —€s,
Vee1 = €3, Ve,ea = —e1, Veey = —e7, Ve,e5 = —€6, Ve, €6 = €5, Vey€7 = €4,
Vee1 = —e5,Ve,e2 = —€6, Ve,63 = —e7, Ve, 65 = €1, Ve, €6 = €2, Ve, 7 = €3,

V65€1 = €4, v6562 = 677Ve5€3 = _66>V6564 = _617V65€6 = €3, Ve5€7 = —€2,
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V66€1 = —ér, V6662 = €4, ve6€3 = €5, V66€4 = —€y, V66€5 = —é€s, V66€7 = €1,
Ve,e1 = €6, Ve,62 = —e5, Ve, €3 = €4, Ve,e4 = —e3, Ve €5 = €2, Ve, 06 = —€1.

elde edilir.
Ayrica,
© = sm Adng— 3ma Adny — 3n3 Adngs
= Th23 — Mi45 — 767 + T246 — 7257 1 7]347 + 7356,

lokal gosterimi yardimwyla, ¢atr elemanlarinin 2-katlh vektor carpime su sekildedir:

€1 X €g =€3,61 X €3 = —€9,61 X €4 = —€5,€61] X €5 = €4,€1 X €g = —€7,€1 X €7 = €g,
€2 X €3 = €1,€62 X €4 = €¢,€3 X €5 = —€7,€3 X g = —€4, €2 X €7 = €5,
€3 X €4 = €7,e3 X €5 = €g,€63 X €g = —€5,€3 X €7 = —€4,
eq X g = —€1,64 X €g = €9,64 X €7 = €3,€5 X €g = €3,€5 X €7 = —€9,65 X €7 = —e€7.

Simdi, M dizerindeki yaklasik-paralel o G yapisimn 2-katlh vektor ¢arpimindan
elde edilen (p,&,n,g) hemen hemen kontak metrik yapuy ele alalim, dyle ki § = e; = &,
n=dn ve ¢(X) =& x X olsun. Oncelikle,

(Vx®)(Y,Z) = g(Y,Vx(e1 X Z)) + g(VxZ,e1 X Y),

oldugundan

(Ve,@)(e1,62) =1#0

elde edilir. Boylece yapr paralel degildir. Ayrica,

Vezq)(fa 62) = V€2(1)<€1a 62) =1,
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oldugundan V® ¢ D1 = C; & Cy ® C3 © Cy dir. Diger yandan,

(qu))(Xa Y) = g<X7 Vel(el X Y)) +g(V€1K€1 X X)
= g<X7(v8161) XY)+9(X7€1 XV61Y)+g(v61Y,€1 XX)
= @(617V61KX)+S0(617X7 vely)

esitligi bize yapinin hemen hemen-K-kontak oldugunu yani,
D1 DCsPCs®Cr ®Cs P Cy D Cro

stmfinda oldugunu soyler. Ayrica,

oldugundan yapr yari- paralel (C; & Ca @B C3PCr @ Cs D Co @ Cro D Cy1) ve trans-Sasakian
(Cs & Cs) stnaflarinda degildir. Sdyle ki,

(Ve, @)(e1,€2) =1

iken,
é{g(ez, e1)n(es) — gles,ea)n(er)} = _%

dir.  Yani, trans-Sasakian sinifinin tanimlama bagintist saglanmaz. Bdylece ornekte
bir Sasakian manifold tzerindeki yaklasik-paralel G yapidan elde edilen hemen hemen

kontak metrik yapr Sasakian degildir.
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5 BES BOYUTLU NILPOTENT LIE CEBIRLERI

Tanim 5.1. G baglantils bir Lie grubu ve (¢,&,n,g) dortlisi de G dzerinde bir hemen

hemen kontak metrik yapr olsun. Her a € G i¢in,
i) g metrigi sol-invaryant, (yani, Ya,p € G, g,(Xp, Yyp) = Gap(Xaps Yap))

it) Her a € G i¢in L, : G — G, L,(x) = a.x sol-dteleme déniisimii olmak tzere,
¢0La:Lao¢7 La(f)zg

kosullary saglanwyorsa, (¢,&,n,g) dortlisine G tizerinde bir sol-invaryant hemen hemen

kontak metrik yapr denir.

Tanmim 5.2. g boyutu 2n + 1 olan bir Lie cebiri olsun. n 1-form, ¢ € End(g), £ €9, g

pozitif tanwmly i¢ carpim olmak vzere, her X,Y € g i¢in

nE =1 ¢?=-I+n¢ g@(X),0(Y)) =g(X,Y)—nX)nY)

kosullary saglanwyorsa (¢, &, m, g) dortlisine g Lie cebiri iizerinde bir hemen hemen kon-

tak metrik yapr denar.

Bu yapmin temel 2-formu yine ®(X,Y) = g(X, ¢(Y)) seklinde tammhidir.

Bu durumda Lie cebirleri tizerindeki hemen hemen kontak metrik yapilarin siniflar1 da
benzer bi¢imde tammlanabilir. Ornegin bir g Lie cebiri tizerindeki (¢,€,1m,9) yapist |
her X, Y € gicin (Vx®)(X,Y) = 0 sartin1 saghyorsa, bu yapiya yaklagik-paralel denir.
G Lie grubu baglantili ve bir (¢,&,7,g) sol-invariant hemen hemen kontak metrik
yapiya sahip ve g = T.G, G’ nin Lie cebiri olsun. Bu durumda (¢, &, 7, g) yapisi, g
iizerinde bir tek hemen hemen kontak metrik yap1 belirler. Kolaylik olmasi agisindan g
tizerindeki yap1 yine (¢, &, 7, g) ile gosterilecektir. Boyutu < 5 olan nilpotent Lie cebir-

lerinin simiflandirilmasi Dixmier tarafindan yapilmigtir (Dixmier, 1958). Ayrica Gong
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ve Graaf tarafindan da bu cebirlerin farkli boyutlardaki simiflandirilmas: ¢aligilmigtir
(Gong, 1998; De Graaf, 2007). 5 boyutlu nilpotent Lie cebirleri g;, i = 1,...,9 seklinde
dokuz simifa ayrilmigtir. {ey,...,e5}, g; Lie cebri i¢in bir taban olmak iizere, her bir g;

Lie cebiri icin braketler su gekildedir:

g1 er,en] =es,[e3,e4] = €5

g2 er,ea] = es,[er,e3] = es, [en, 4] = €5

g3 1 [e1,e2] = es.[er, €3] = ey, [er, €] = €5, [e2, €3] = €5
g4 [61, 62] = €3, [61, 63] = €4, [61, 64] = €5

g5 e, ea] = ey [er,e3] = es

g6 le1,e2] = es,[er,e3] = eq, [en, €3] = €5

g7, 0s, g siniflari ise abelyen olup, braketleri sifirdir.

Oncelikle her bir g; cebiri tizerindeki hemen hemen kontak metrik yapilarin, ikinci
boliimde tanimlanan siniflarda olup olamayacagi belirlenecektir. Bu cebirler tizerindeki
hemen hemen kontak metrik yap1 (¢, &, 7, g) incelenirken, {ey, ..., e5} taban g-ortonor-
mal alinacaktir. Her bir sinifi tanimlayan braketler ve Kozsul formiilii yardimiyla taban

elemanlar1 i¢in kovaryant tiirevler hesaplanmigtir.

5.1 gy Lie Cebiri

Koszul formiilii yardimiyla, bu cebir tizerinde taban elemanlarimin kovaryant

tirevleri agsagidaki sekildedir:
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1 1 1 1
Ve o =565,  Vees =—35e, Veer = —ze5, Vee; = e,
\V4 1 \V4 —_1 \V4 —_1 \V4 1
e3€4 = 565, e3€s = —564, es€3 = —356s, e €5 = 5€3,
\V4 =_1 \V4 =1 \V4 =_1 \V4 -1
6561 - 2627 6562 — 2617 6563 - 2647 6564 - 263'

e @, cebiri lizerinde paralel yap1 yoktur.

P = > by;e", gy cebiri tizerinde bir 2-form olup V@ = 0 saglansin. Keyfi e;, e;, e

taban elemanlar: i¢in

(Ve,@)(ej, ex) = ei[®(ej, ex)] — ®(Ve,e5, ex) — (e, Ve,er) (5.40)

=—®(V,ej,er) — P(ej, Ve,ex) =0

olur. Bu durumda V® = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 4, j i¢in b;; = 0
olmasidir. Bir hemen hemen kontak metrik yapinin temel 2-formu sifirdan farkh

oldugundan, bu Lie cebri tlizerinde paralel yapi olmadigi goriiliir.

e g; cebiri iizerinde yaklagik-paralel yap1 (Vx®)(X,Y) = 0) vardr.
® = > b;e” temel 2-formuna sahip bir (¢, &, n, g) hemen hemen kontak metrik
yapist yaklagik-paralel olsun. O halde keyfi X, Y vektor alanlari igin
(Vx®)(X,Y) = 0 dir. Ozel olarak taban elemanlar1 ele alindiginda,

(Velq))(el, 62) = —(19(61, Veleg) =0= b15 =0
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olur. Benzer sekilde,

(Vel@)(el, 65) =0= b12 = O, (vquD)(eQ, 61) =0= 1925 =0
(Vegq))(eg, 64) =0= b35 = 0, (v83®)(€3, 65) =0= b34 =0
(Ve4¢)(64, 63) =0= b45 =0

bulunur. Dolayisiyla temel 2-form &,
b = b13613 + b14614 + b23€23 + b24€24

seklindedir. Diger yandan (¢,&,n,9) yapist ¢ = —I + 7 ® £ sartma sahip

oldugundan
bi3bas + b1abas = bigbra + basbay = 0, bY, = by, bl = b3,

kosullari elde edilir. O halde 6zel olarak, ® = e'*+e23, ¢ = e5 ve n = €5 alindiginda

(¢,&,m, g) yapisi yaklagik-paralel olur.

g1 lzerinde sifirdan farkli paralel vektor alan yoktur.

Kabul edelim ki sifirdan farkli bir £ = > a;e; vektor alan paralel yani her X igin
Vx& = 0 olsun. Bu durumda, yukarida listelenen kovaryant tiirevler yardimiyla
kolaylikla goriilebilir ki a; = 0, ¢ = 1,...,5 dir, yani V& # 0 dir. Diger yandan
bu esitsizlik g; cebiri {izerindeki bir (¢, &, n,g) yapisi i¢in Vn # 0 oldugunu da
gosterir. Ayrica Vi # 0 oldugundan g; cebiri tizerinde C; (yaklagik-K-paralel)
veya Co’ ye ait bir yap1 yoktur.

g1 lzerinde bir £ vektor alanmmin Killing olmasi igin gerek ve yeter kogul £ € (e5)

olmasidir.

€ =) ae; vektor alani Killing olsun. Keyfi e;, e; taban elemanlar igin ¢(V,&, e;) =
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—9(Ve,€, €;) saglar. O halde,

1 1
g(v€2£7 65) == —§CL1V€ g(ve5£7 e2> = —§CL1

oldugundan a; = 0 dir. Benzer gekilde ¢g(V,. & e5) = —g(Ve &, e1) oldugundan
g = 0 ) g(ve4€7 65) = _g(ve5§a 64) oldugundan as = 0ve g(V€3€7 65) = _g(veg,gv 63)
oldugundan a, = 0 bulunur. Sonug olarak & = ases olur. Yani, £ vektor alaninin

Killing olmast i¢in gerek ve yeter kosul £ = ases formunda olmasidir.

g1 cebiri tizerinde a- Sasakian yap1 vardir ve o = j:% dir. Kabul edelim ki
® = > b;je" temel 2-formuna sahip bir (¢,&,1,g) yapisi a- Sasakian olsun. Bu
durumda & = e; dir. Ayrica a- Sasakian yapilar hemen hemen-K-kontak olduk-
larimdan V ® = 0 egitligi saglanir. (V¢®)(e;,e;) = 0 denklemi tiim taban ele-
manlar1 igin ¢oziilerek kolayhkla goriilebilir ki, b2, + b2, + b2, = 1, bi3(bya + b34) =

b14(b12 + b3y = 0 olmak tizere,
b = b12612 + b13€13 + b14€14 - b14€23 + 613624 + b34€34

formundadir. Ayrica a- Sasakian yapilar her X i¢in, Vx& = —a¢(X) egitligini
saglar. Bu esitlik yardimiyla ¢ endomorfizmasim belirleyip, ¢? = —I +1n ® £
kosulunu saglatirsak, b, = 03, = 1, b1z = by = 0, b1 = bsy ve @ = —1bpy
bulunur. Bu durumda

b12:b34:—1 ve 0421/2

veya

b12:b34:1 ve (1/:—]_/2

12 5

icin yap1 a- Sasakian olur. Ornegin ® = —e'? — 3! ve £ = e5 secildiginde n = e

ve ¢ endomorfizmasi,

¢(€1) = €2, ¢(€2) = —eyq, ¢(63) = €4, ¢(64) = —é€g, ¢(€5) =0
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olmak tizere, (¢,&, 1, g) yapist 1/2- Sasakiandir. Bu yapiy1 Andrada ve arkadaslar
Sasakian olarak vermislerdir (&« = 1). Bunun sebebi, ¢aligmalarinda verdikleri
Sasakian yapilarin tanimlama bagintisindaki ”2” katsayisi ile alakahidir (Andrada

vd., 2009). Bu yapmin aym zamanda Sasakian-s1 (Cs @ C7) oldugu da goriilebilir.

g1 Uzerinde [S-Kenmotsu yapi yoktur.
® =3 b;e” temel 2-formuna sahip bir (¢,&,7,g) yapist f-Kenmotsu olsun. Bu

durumda keyfi e;, e; taban elemanlari icin

g<veif7 €j> = g(v8j§7 ei)

esitligi saglanir. Bu esitligin saglanmasi i¢in & = ae; + ages + azesz + ageq, 1 =
bie! +bye? + bsed + bye? biciminde olmalidir. Diger yandan, S-Kenmotsu yapilarin
tanimlama bagintisinda X = e, ¥ = e, Z = esve X = ¢, Y =€, Z =
es yazilirsa , sirasiyla by = 28b1b1o ve bis = —208b1by5 esitlikleri elde edilir ve
dolayisiyla b1 = b5 = 0 olur. Benzer sekilde tanimlama bagintisinda X,Y, Z
yerine biitlin taban elemanlar1 yazildig1 taktirde her ¢, j icin b;; = 0, yani ® = 0

olur. Boylece, g; cebiri tizerinde S-Kenmotsu yap1 olmadigi goriilmiis olur.

g1 cebiri lizerinde yari-paralel yap1 vardir.

2

Gercekten bu cebir iizerinde ® = e'? — e3* 2-formu yarmudiyla elde edilen,

¢(€1) = —e€y, 925(62) = ey, 925(63) = €4, 925(64) = —é€g, ¢(€5) =0

endomorfizmasi ve £ = ez, n = €® alimirsa (¢, £, 1, g) dortlisiiniin bir yari-paralel

hemen hemen kontak metrik yapi oldugu goriiliir.

g1 cebiri iizerinde hemen hemen-paralel yap1 yoktur.

g1 cebiri tizerinde de® = —e'?—e3 ve de! = 0,1 =1,2,3,4 dir. O halden =Y b;e’
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ve & = > ;e sirasiyla 1-form ve 2-form olsunlar. Bu durumda,

A0 = "byd(e?) = bis(—e' A (—€™)) + bas(—€* A (—€™))
+ b35(—63 A\ (—612)) + b45<—€4 A (—612))

— Byse' 4 by e byse!® 4 byse!
elde edilir. Bu durumda,

d® =0 bys =bos = bzs = by5 =0
olur. Benzer sekilde,

dn = —bse'? — bye??

olup,

kogulu elde edilir. O halde ® = > b;;e” temel 2-formuna sahip bir (¢,£,7,9)
yapisini hemen hemen-paralel sinifta kabul edilirse, d® = 0 ve dn = 0 olup, bu
durumda

O A D = (2b12b34 + 2b14b23 — 21713524)61234

olacagindan,

NAPADP =0

elde edilir. Bu egitlik yapinin hemen hemen-paralel olamayacagini gosterir.

5.2 g, Lie Cebiri

Koszul formiilii yardimiyla, bu cebir iizerinde taban elemanlarinin kovaryant

tirevleri agsagidaki sekildedir:
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Ve e = %637 Ve €3 = _%GQ + %65, Ve €5 = —563, Ve,e1 = —%(33,
v62€3 = %61, V62€4 = %65, v62€5 = —564, Vesel = —%62 - %65,
Vesea = 561, Veses = e, Veea = —365 , Vee5 = 5ea,

V65€1 = —%63, V6562 = —%64, ve563 = %61, Ve5€4 = %62.

e g, lizerinde yaklagik-paralel yap1 yoktur.
® = > bye” temel 2-formuna sahip bir (¢,&,7,g) yapist yaklagik-paralel olsun.

Bu durumda keyfi ¢;, e; taban elemanlar igin,

(Ve,®)(es,e5) = —®(ei, Ve,e5) =0

esitligi saglanir. O halde 6zel olarak,

(Ve @)(er,e2) =0=b13=0, (V¢ P)(er,e3) =0= bia = bys,
(Ve,P)(e2,61) =0=ba3 =0, (Ve,P)(e2,e3) =0= b2 =0,
(Ve,@)(e2,4) =0=by5 =0, (Ve,P)(e2,65) =0 = bay =0,
(Ve P)(es,e1) =0=b35 =0, (Ve,P)(eq,e2) =0=by5 =0

esitlikleri elde edilir. Boylece ® = byse!* + bgse3* seklindedir. Buradan ¢ endo-

morfizmi,

d(e1) = —buses, ¢(e2) =0, P(es) = —bsseq, d(es) = braer + bgsez, Pes) =0

5 5
seklinde bulunur. Ayrica £ = Y aze; ve n = > be’ olmak tizere,
i=1 i=1

¢2(62) =0=—ey+ 7’](62)€ = b2a2 = 17b2a5 =0=a5=0
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dir. Diger yandan,
¢2(65) =0= —e;5 +77(65) = bsas = 1 = aj 7£ 0

oldugundan ¢? = —I + 1 ® & kosulu saglanmaz. Dolayisiyla yap: yaklagik-paralel
degildir.

g9 Uzerinde paralel yap1 yoktur.

Bu cebir tizerinde yaklagik-paralel yapi olmadigindan, paralel yap1 da bulunamaz.

go tizerinde sifirdan farkli paralel vektor alani yoktur.

Sifirdan farkh bir £ = ) a;e; vektor alani paralel, yani her X igin Vx& = 0
olsun. Bu durumda, a; = 0, ¢ = 1,...,5 dir, yani V& # 0 dir. Ayrica bu
esitsizlik go tizerindeki bir (¢, &, n,¢g) yapsit igin Vi # 0 oldugunu da gosterir.
Diger yandan V7 # 0 oldugundan g, Lie cebiri iizerinde C; (yaklagik-K-paralel)

veya Cy smiflarina ait bir yap1 yoktur.

g2 tzerinde bir ¢ vektor alanimin Killing olmasi igin gerek ve yeter kosul & € (e5)
olmasidir.

&€ =) ae; vektor alani Killing olsun. Keyfi e;, e; taban elemanlar igin (V. &, e;) =
—9(Ve,§, €;) saglamir. O halde,

1 1
g(ve2§7 63) = _§a17 g(ve3§7 62) = _§CL1

oldugundan a; = 0 dir. Benzer gekilde ¢(V.,& e5) = —g(Ve. &, eq) esitliginden
Ay = Oa g(vqga 65) = _g(ve5€7 61) e§lthglnden asz = 0ve g(v62§7 65) = _g(ve5€a 62)
egitliginden a, = 0 elde edilir. Sonug olarak & = ases olur. Yani, £ vektor alaninin

Killing olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & = ases formunda olmasidir.

g Uzerinde - Sasakian yapi yoktur.

g2 Lie cebiri tizerindeki bir (¢, £, n, g) yapisi a- Sasakian olsun. £ Killing oldugundan
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¢ € (e5) dir. Ayrica Vx& = —ap(X) esitligi yardimiyla ¢,

as Qs Qs as

¢(61) = %63; ¢(€2) = £€47 ¢(€3) = —%61, ¢(€4) = —%62

seklinde tanimhidir. Diger yandan a- Sasakian yapilarin tanimlama bagintis

(Vxo)(Y) = a(g(X, V) —n(Y)X)

saglanmalhdir. Halbuki bu bagint1 ozel olarak X = Y = e; i¢in saglanmaz.

Dolayisiyla yapt a- Sasakian degildir.

e (o cebiri lizerinde S-Kenmotsu yapi yoktur.

(9,€,1m, g) yapst f-Kenmotsu olsun. Bu durumda keyfi e;, e; igin,

g<vei€7 ej) = g(v€j§7 ei)

esitligi saglanmalidir. O halde,

a, a,
g(ve1§762) = _537 g(vezfael) = 53
ve
a a
9(Veliea) = =3 g(Ve e) = 3

ifadelerinden sirasiyla ag = 0 ve as = 0 elde edilir. Boylece & = aje1+ases+ayey ve
n = bie! +boe? + bye* seklindedir. Diger yandan ® = > bijeij temel 2-form olmak
tizere, f-Kenmotsu yapilarin tanimlama bagintisinda ornegin X = ey, Y = e3,
Z =e5ve X =e3, Y =e3, Z = e5 alinirsa, sirasiyla bos = 0 ve b3 = 0 elde edilir.
Benzer argiimanlar XY, Z yerine diger taban elemanlarinin yazilmasiyla da elde
edilir. Sonug olarak her ¢, j icin b;; = 0 dir. Boylece gs tizerinde S-Kenmotsu yapi

olmadigr gosterilmis olur.

e g, lizerinde yari-paralel yapt mevcuttur.
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Taban elemanlarinin verilen kovaryant tiirevleri tizerinden goriilebilir ki keyfi bir

n 1- formu i¢in 01 = 0 dir. Ayrica bir ® = > b;;e” 2-formu igin

0d = O@blg = 0, b13 = —b24

24

oldugu goriiliir. O halde 6zel olarak ® = e'® — 2! secilirse, ® yi temel 2-form

kabul eden yap1 icin,

p(e1) = —es, Pea) = eq, Ples) = e1, dles) = —ea, P(es) =0

olur. Boylece £ = e5 ve ) = €° se¢imiyle birlikte, (¢, &,n, g) dortliisii g, Lie cebiri

iizerinde bir yari-paralel hemen hemen kontak metrik yapidir.

e g, lizerinde hemen hemen-paralel yapt mevcuttur.
g2 Lie cebiri iizerinde ® = e!® + 34 ve n = €? sirasiyla 2-form ve 1-form olsunlar.

Bu durumda d® = dn = 0 dir. O halde

P(e1) = —es, Plez) =0, dles) = —eq, dles) = e3, ¢(es) = ey,

& = e olmak tizere (¢, £, n, g) dortliisii go cebiri tizerinde bir hemen hemen-paralel

kontak metrik yapidir.

5.3 g3 Lie Cebiri

Bu cebir tizerinde taban elemanlarinin kovaryant tiirevleri agagidaki sekildedir:
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Veleg = %63, Veleg = _%SQ + %64, V6164 = —%eg + %65, V6165 = —%64,
V62€1 = —%eg, V€2€3 = %61 + %65, V€265 = —%63,

ve3€1 = —%62 - %64, ve362 = %61 - %65, V6364 == %61, V6365 == %62
V1= —%€3 - %65, Ve,e3 = %61, Ve,65 = %61,

v5561 = —%64, Ve5€2 = —%63, Veseg = %62, v6564 = %61.

e g3 cebiri lizerinde yaklagik-paralel yap: yoktur.

¢ = > b;;e temel 2-formuna sahip bir (¢, &, 7, g) hemen hemen kontak metrik
yapisi gz Lie cebiri iizerinde yaklasik-paralel olsun. Bu durumda keyfi e;, e; taban
elemanlari igin

(veiq))(ei7 €j> - _q)(ei7 V€i€j> =0

egitligi saglanir. O halde 6zel olarak,

(Ve,P)(e1,62) =0=b13=0, (V,P)(e1,e3) =0 = b1a = by,
(Ve,P)(e1,e4) =0=b13=0b15, (Ve,P)(e1,65) =0= b4 =0,
(Ve,P)(e2,61) =0 = b3 =0, (Ve,P)(e2,e3) =0 = b1y = bas,
(Ves®@)(e3,e1) = 0= bag = b3y, (Ve P)(e3,€2) =0 = b3 = —bss,
(Ve,P)(eg,e1) =0 = b3y = bys

esitlikleri elde edilir. Boylece ® = bye?* seklinde olup ® A ® = 0 dir. Halbuki
bir hemen hemen kontak metrik yapinin ® temel 2-formu i¢in ® A ® # 0 dir.
Dolayisiyla yap1 yaklagik-paralel degildir.

e g3 lzerinde paralel yap: yoktur.
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Bu cebir tlizerinde yaklagik-paralel yap1 olmadigindan, paralel yap1 da yoktur.

g3 lizerinde sifirdan farkli paralel vektor alani yoktur.

Sifirdan farkh bir £ = > a;e; vektor alani igin V€ # 0 oldugu kovaryant tiirevler
yardimiyla goriilebilir. Ayrica bu esitsizlik g3 tizerindeki bir (¢, £, 7, g) yapisi igin
Vn # 0 oldugunu da gosterir. Ustelik Vi # 0 oldugundan gs Lie cebiri {izerinde
C; (yaklagik-K-paralel) veya Cy simiflarina ait bir yap1 da yoktur.

g3 lizerinde bir £ vektor alaninin Killing olmasi igin gerek ve yeter kogul £ € (e5)

olmasidir.

€ = a;e; vektor alani Killing olsun. Keyfi e;, e; taban elemanlar igin ¢(V.,&, e;) =

—9(Ve,€, €;) saglanir. O halde,

1 1 1 1
9(V62§,€3) = —5611 - 5615, Q(Vegf>€2) = —§a1 + 5@5

oldugundan a; = 0 dir. Benzer gekilde ¢g(V, &, e3) = —g(Ve,&, €1) oldugundan
as =0,9(Ve, & eq) = —g(Ve,&, e1) esitliginden ag = 0 ve g(Ve, &, e5) = —g(Ve & €1)
esitliginden a, = 0 elde edilir. Sonug olarak & = ase; olur. Yani, £ vektor alaninin

Killing olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & = ases formunda olmasidir.

g3 lUzerinde - Sasakian yapi yoktur.

(¢,€,m, g) yapist a- Sasakian olsun. ¢ Killing oldugundan ¢ € (e5) dir. Ayrica
Vxé = —agp(X) esitligi yardimiyla ¢ endomorfizmi,
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olur. Halbuki bu yap1 6zel olarak X =Y = ¢ icin,

(Vxo)(Y) = a(g(X, V) —n(Y)X)

esitligini saglamaz. Dolayisiyla a- Sasakian degildir.

g3 tizerinde f-Kenmotsu yap1 yoktur.

Farzedelim ki (¢,&,7,9) yapist S-Kenmotsu olsun. Bu durumda keyfi e;, e; ta-
ban elemanlar i¢in, g(V,,§, e;) = g(V,&, ;) saglanmahdir. Kolayhkla goriilebilir
ki bu esitligin saglanmasi igin £ = aje; + ases (1 = bie' + bye?) bigiminde ol-
malidir. Halbuki n = bje! + bye? olmak iizere 8- Kenmotsu yapilarin tanimlama
bagintisinin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul ® temel 2-formunun sifir ol-

masidir. Dolayisiyla gz cebiri tizerinde S-Kenmotsu yapi yoktur.

g3 lizerinde yari-paralel yap1t mevcuttur.
O = e — €2 ve n = €5 g3 cebiri iizerinde tamimh 2-form ve 1-form olsunlar.

Boylece 0® = 6n = 0 dir. O halde £ = e5, n = €° ve ® 2-formundan elde ettigimiz

Ple1) = —ey, Plez) = e3, ¢(e3) = —e2, ¢(es) = €1, P(es) =0

ile tanimh ¢ endomorfizmasi ile (¢, &, n, g) dortliisii hemen hemen kontak metrik

yap1 olup, yari-paraleldir.

g3 lzerinde hemen hemen-paralel yapt mevcuttur.

O = 2 — 3 ve n = el gy cebiri lizerinde tanmmml 2-form ve 1-form olsunlar.

Boylece d® = dn = 0 dir. O halde £ = e, n = e! ve ® 2-formundan elde ettigimiz

Pe1) =0, dlez) = —es, dles) = eq, Ples) = —e3, d(es) = €2

ile tanimh ¢ endomorfizmasi ile (¢, &, n, g) dortlisii hemen hemen kontak metrik
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yap1 olup, hemen hemen-paraleldir.

5.4 g4 Lie Cebiri

Bu cebir tlizerinde taban elemanlarinin kovaryant tiirevleri agagidaki sekildedir:

Ve, €9 = %63, Ve, €3 = —%€2 + %647 Ve €4 = —%€3 + %657 Ve, €5 = —564,
Vey€1 563, Ve, €3 ;61,

Vese1 = —2es — Ses, Voo = Ley, V€4 = 2ey,

Ve,e1 = —%63 - %657 Ve,€3 = %61, Ve,e5 = %61;

Veser 5€4, Veses = 561

e g, lzerinde paralel yap1 yoktur.

g4 cebiri lizerinde bir ® = > ;e 2-formu paralel olsun. Bu durumda keyfi
e;, e;, e taban elemanlar icin (V. ®)(e;,ex) = 0 dir. Bu esitlik ancak ve ancak
her ¢, 7 icin b;; = 0 olmasiyla miimkiin olur . Halbuki bir hemen hemen kontak
metrik yapiin temel 2-formu sifirdan farklidir. Dolayisiyla g4 Lie cebiri tizerinde

paralel yap1 yoktur.

g4 tizerinde yaklagik-paralel yapr mevcuttur.

(¢,&,1m,g) bir yaklagik-paralel hemen hemen kontak metrik yap1 ve bu yapinin
temel iki formu ® = Y b;e” olsun. Bu durumda keyfi X,Y vektor alanlar
icin (Vx®)(X,Y) = 0 olur. Bu bagmtida X,Y yerine 6zel olarak eq, ey taban
elemanlar1 yazilirsa

1
(Vel@)(el,eg) = —§b13 =0

bulunur. Benzer metod diger taban elemanlar: i¢cin de uygulanirsa boy, bos ve bss
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haricindeki katsayilarin sifir oldugu goriliir. Boylece
D = byse®! + byse®® + baze®®
formundadir. Diger yandan ®(X,Y") = g(X, ¢(Y)) oldugundan
¢(e1) =0,

¢(e2) = —bases — bases,
¢(e3) = —bsses,
p(eq) = baez,
¢(e5) = bases + bases
elde edilir. O halde £ = e, n = e! seklindedir. Ayrica ¢? = —Id+n®¢ kosulundan

bas = 0 ve b3, = b3, = 1 elde edilir. O halde ® = e?* + €3°, £ = ¢!, n = ¢! ile elde

edilen yap1 yaklasik-paraleldir.

e g, iizerinde sifirdan farkl paralel vektor alani yoktur.
Sifirdan farkh bir £ = Y a;e; vektor alani paralel olsun (V€ = 0). Her bir taban
eleman: i¢in g(V.,¢, ;) ifadesi hesaplanirsa a; = 0, i = 1,--- ,5 oldugu goriiliir.
Yani £ paralel olamaz. Bu sonug yardimiyla, g4 cebiri iizerindeki bir (¢, &, 1, g)
yapist i¢in Vi # 0 oldugu ve dolayisiyla yapimin C; (yaklagik-K-paralel)veya Co

siniflarinda olamayacag1 sonucu elde edilir.

e g, lizerinde bir £ vektor alanimin Killing olmasi igin gerek ve yeter kosul & € (e5)

olmasidir.

Sifirdan farkli bir € = > a,e; vektor alam Killing olsun. Bu durumda her bir e;, €;

taban elemani icin g(V,,§, e;) = —g(Ve,§, e;) dir. Halbuki
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g<v€2€7€3) = _g(v€3£7 62) = ap = 07 g(v€1£7 63) = _g<v€3£7€1) = a3 = 0

9(Ve & eq) = —g(Ve&e1) = a3 =0, g(Ve, & e5) = —g(Ve€, 1) = ag =0

bulunurken as katsayisi i¢in bir kosul yoktur. Yani, £ vektor alaninin Killing

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul & = ases olmasidir.

e g, lzerinde a- Sasakian yap1 yoktur.

(¢,€,m, g) hemen hemen kontak metrik yapisi a- Sasakian olsun. Bu durumda &

birim boylu ve Killing oldugundan £ = e5 dir. Ayrica Vx& = —a¢p(X) esitliginden
1
o(ea) = —ﬁvw% =0

elde edilir. Halbuki bu durumda

g(o(e2), dle2)) # glea, e2) — nlez)n(ez)

olur. Dolayisiyla yapi a- Sasakian degildir.

e g, iizerinde S-Kenmotsu yap1 yoktur.

&= > ae;, n = > b’ olmak iizere (¢,&,1n,g) yapist gy Lie cebiri tizerinde (-
Kenmotsu ve bu yapmn temel 2-formu ® = 3 b;;¢ olsun. Bu durumda her bir
taban elemani e;, e; icin g(V,€, e;) = g(Ve,€, e;) olacagindan § = aie; + ases
ve n = bie! + bye? formundadir. Halbuki bu durumda B-Kenmotsu yapilarn
tanimlama bagintisinin saglanmasi, her bir 4,7 i¢in b;; = 0 olmasiyla miimkiin

olur. Sonug olarak, ® sifirdan farkl oldugundan, yap1 f-Kenmotsu degildir.

e g, lzerinde yari-paralel yapt mevcuttur.
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g4 Lie cebiri tizerindeki keyfi bir & = >~ b;;e¥ 2-formu ve X = Y X;e; elemam
icin,

0B(X) == (Ve,®)(es, X) = —{Xsbia + Xabiz + Xsbia}
bulunur. Dolayisiyla §®(X) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul bjs = b1z = by =
0 olmasidir. Ayrica keyfi bir = >_ b;e’ 1-formu igin,

== (Vem(e) ==Y g(Ve& e) =0

bulunur. O halde 6zel olarak & = e;, n = e! ve ® = 23 4 €% secilirse, elde edilen

hemen hemen kontak metrik yap1 yari-paraleldir.

g4 lUzerinde hemen hemen-paralel yap1 yoktur.

Keyfi bir n 1- formu icin

MX.Y) = L{(Txn)(¥) — (Tyn)(X))

oldugundan, dn(X,Y’) = 0 olmas igin gerek ve yeter kosul (Vxn)(Y) = (Vyn)(X)
olmasidir. (¢, &, n,g) bir hemen hemen kontak metrik yap1 olmak {izere, bu esitlik
yerine g(Vx&,Y) = g(Vy&, X) alinabilir. Bu egitlikte X, Y yerine taban eleman-
larini yazarak

dn =0 <= £ =ae; + ases

elde edilir. Diger yandan hemen hemen-paralel yapilar, hemen hemen-K-kontak
smifinda oldugundan ® = Y b;;e” temel 2-formu i¢in V¢® = 0 olmalidir. Halbuki
bu esitlik ancak ve ancak ® = 0 olmasiyla mumkiin olur. Dolayisiyla g4 cebiri

iizerinde hemen hemen-paralel yap1 yoktur.
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5.5 g5 Lie Cebiri

Bu cebir tizerinde taban elemanlariin kovaryant tiirevleri su sekildedir:

_ 1 1 _ 1 _ 1
Ve €2 = 564, Ve, €3 = 565, Ve €4 = —356€2, Ve, €5 = —3€3,
\V4 —_1 \V4 1 \V4 - _1 \V4 1

€1 = 2647 ea€4 = 2617 e3€1 = 2657 es€5 = 2617
V _ 1 v 1 v _ 1 V _ 1
ea€1 = —5€2 es€2 = 5€1, es€1 = —3€3, es€3 = 5€1.

e g; lizerinde paralel yap:1 yoktur.
Gergekten, diger siniflarda oldugu gibi bu cebir tizerinde de paralel yap: olmadigi

kolaylikla gortilebilir.

e g; lzerinde yaklagik-paralel yap1 mevcuttur.
(6,€,m, g) yapisi gs Lie cebiri iizerinde yaklagik-paralel ve ® = 3" b;;e" bu yapiin
temel 2-formu olsun. O halde keyfi taban elemanlari e;, e; igin (V.,®)(e;, e;) =0
olur. Bu esitlik yardimiyla bag, bos, bss ve bys haricindeki tiim katsayilarin sifir
oldugu goriiliir. O halde 6zel olarak ® = e?° 4 34, ¢ = ¢!, n = e! secilirse, elde

edilen yap1 yaklagik-paraleldir.

e g; lzerinde paralel vektor alani yoktur.
g5 Lie cebiri tizerinde keyfi bir £ # 0 vektor alaninin paralel olamayacagi diger
smiflarda oldugu gibi gosterilebilir. Ayrica bu cebir tizerindeki bir (¢, £, 7, g) yapisi
icin Vn # 0 oldugundan, yap:1 C; (yaklagik-K-paralel)veya Cy siiflarinda olamaz.

e g5 lizerinde bir £ vektor alaninin Killing olmasi igin gerek ve yeter kogul £ € (ey, €5)
olmasidir.
g5 Lie cebiri tizerinde sifirdan farkh bir £ = > a;e; vektor alami Killing olsun.

Bu durumda keyfi e;, e; taban elemanlar igin g(V,§,¢e;) = —g(V¢, €, ;) esitligi
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saglanir. O halde,

g(vezg7e4) = _g(ve4£7 62)7 g(v€1£7 64) = _g<ve4£7€1)

,ve g(Ve, € e5) = —g(Ve, &, e1) esitliklerinden sirasiyla a; = 0, as = 0, ve a3 = 0
elde edilirken, a4 ve a5 katsayilar1 i¢cin herhangi bir kosul bulunamaz. Dolayisiyla
¢ vektor alaninin Killing olmasi igin gerek ve yeter kosul € = ayseq 4 ases formunda

olmasidir. Yani, £ € (ey, e5) dir.

g5 lUzerinde - Sasakian yapi yoktur.
g5 Lie cebiri tizerindeki bir (¢, &, 7, g) yapist a- Sasakian olsun. Bu durumda ¢ =
ases+ases olup, € birim boylu oldugundan a3+a? = 1 olur. Ayrican = byes+bses

formundadir. Diger yandan V x& = —a¢(X) esitliginden

as

¢(€2) = _;_261 ve ¢(€3) = _ﬁel

elde edilir. Halbuki,

g(o(e2), dles)) = glea, e3) — nlez)n(es)

oldugundan a4.a5 = 0 olur. Boylece ¢(es2) = 0, veya ¢(e3) = 0 dir. Genelligi

bozmayacagindan ¢(es) = 0 olsun. Bdylece

g(@(e2), dle2)) # glea, e2) — nlez)n(ez)

elde edilir. Dolayisiyla yap1 a- Sasakian degildir.

g5 lUzerinde [S-Kenmotsu yapi yoktur.

O = Y bed, & = Y aje;, n = Y, bt ile birlikte g5 Lie cebiri tizerinde bir
(¢,€,m,g) hemen hemen kontak metrik yapisi 5-Kenmotsu olsun. Bu durumda

keyfi taban elemanlari e;, e; igin g(V,§, ;) = g(V, &, €;) olur. Bu esitlik yardimiyla
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€ = aje; + asey + ases ve n = brel + boe? + bse? oldugu goriiliir. Bu durumda
[-Kenmotsu yapilarin tanimlama bagintisinda X, Y, Z yerine keyfi taban ele-

manlar yazilirsa & = 0 elde edilir. Sonug olarak yap1 S-Kenmotsu degildir.

e g; lzerinde yari-paralel yapt mevcuttur.

Keyfi bir ® = > b;;¢ 2-formu ve X = Y z;e; € g5 eleman igin,
0B(X) == (Ve,®)(es, X) = —{wabia + w5b13}

oldugu &’ nin tammi yardimiyla hesaplanabilir. Boylece 6®(X)’ nin sifir olmas
icin gerek ve yeter kosul b15 ve bi3 katsayilarimin sifir olmasidir. Diger yandan

keyfi bir n = Y b;e’ 1-formu igin

577 = - Z(veﬁ?)(ez) == Zg(v€i€7 6i) =0

oldugu kovaryant tiirevler yardimiyla goriiliir. O halde, 6zel olarak £ = e5, n = €°

ve & = e + 23 secilirse, elde edilen yapr hemen hemen kontak metrik olup

0P = on = 0 olacagindan, yari-paraleldir.

e g; lizerinde hemen hemen-paralel yapt mevcuttur.
Kolaylikla goriilebilir ki £ = e;, £ = e; ve ® = e + 3* temel 2-form secimiyle

elde edilen yap1 hemen hemen-paralel siniftadir.

5.6 g¢ Lie Cebiri

g6 lUzerinde taban elemanlarinin kovaryant tiirevleri agagidaki sekilde hesaplan-

mugtar.
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1 1 1 1
Ve, €2 = 5€3, Ve €3 =—5e+ 564, Ve = —3es3,
_ _1 _ 1 1 _ 1
V62€1 = —3€3, v62€3 = 5€1 + 565, V62€5 = —3€s,
\V/ 1 \V/ —1 \V/ 1 \V4 1
6361 262 2€4a 8362 261 265a 6364 261a 6365 2€2a
\V4 - _1 \V4 -1 \V4 - _1 \V4 -1
6461 — 2637 8463 - 2617 6562 — 2637 6563 - 262'

e g; lzerinde yaklagik-paralel yap1 mevcuttur.
gs Lie cebiri iizerinde ® = > b;;¢” temel 2-forma sahip bir (¢,&,7,g) hemen
hemen kontak metrik yapisi yaklagik-paralel olsun. O halde keyfi X, Y elemanlar:
icin (Vx®)(X,Y) =0 dir. X,Y yerine e, e5 taban elemanlar1 yazilirsa,

(V61(I>)(61, 62) = —(13(61, V61€2) =0= b13 =0

elde edilir. Benzer sekilde,

(Ve,®)(er,e3) = 0= big = bu, (Ve,@)(€,€1) = 0 = ba3 = 0,
(v62@>(627 63) =0= b12 = b25, (V63(I))(63, 61) =0= b23 = bg4 = 07
(Vs @)(e3,62) =0 = b1z =b3s =0 (V,P)(es,63) =0=b14 =0

bulunur. Dolayisiyla ® temel 2-formu |,
b = b15€15 + b24€24 + b45€45
seklindedir. Diger yandan (¢, &, 7, g) yapisi ¢? = —I +n ® £ sartim sagladigindan

bis =1, bisbss = 0
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kosullar1 elde edilir. O halde, 6zel olarak ® = e!® +¢?*, ¢ = e3 ve ) = €2 secimiyle

birlikte (¢, &,n, g) yapist yaklagik-paralel siniftadir.

ge Uzerinde paralel yap1 yoktur.
Diger smiflardakine benzer sekilde gg Lie cebiri tizerindeki bir & 2-formu igin,
V& = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul & = 0 olmasidir. Boylece bu cebir

iizerinde paralel yap1 yoktur.

ge¢ lzerinde sifirdan farkli paralel vektor alani yoktur.

Diger siiflarda oldugu gibi gg cebiri tizerinde de keyfi bir £ = Y a;e; vektor alam
icin V& # 0 oldugu kovaryant tiirevler yardimiyla goriiliir. Ayrica bu esitsizlik
bize g¢ tlizerindeki bir (¢,&,7,g) yapst igin Vi # 0 oldugunu da gosterir. O
halde gg Lie cebiri iizerinde C; (yaklagik-K-paralel) veya Cy siniflarina ait bir yap
yoktur.

g6 lizerinde bir £ vektor alaninin Killing olmas igin gerek ve yeter kogul & € (ey, e5)
olmasidir.
Sifirdan farkli bir £ = > a;e; vektor alam Killing olsun. Keyfi e;, e; taban ele-
manlar1 i¢in g(V,§, e;) = —g(V¢,€, €;) saglanir. O halde,

1 1 1 1

g(v62£7 63) = —5(11 - §a5 ve Q(Ve3§, 62) = —5(11 + §CL5

esitliklerinden a; = 0, benzer sekilde g(V., &, e3) = —g(Ve & e1) ve g(Ve, €, e4) =
—g(Ve, &, e1) = esitliklerinden sirasiyla as = 0 ve ag = 0 elde edilir. Diger
taban elemanlarinin a4 ve as katsayilar1 i¢in herhangi bir bagint1 elde edilemez.
Dolayisiyla £ vektor alaninin Killing olmast igin gerek ve yeter kosul £ = ases+ases

formunda olmasidir.

g6 lizerinde a- Sasakian yapi yoktur.

ge Lie cebiri tizerindeki bir (¢, &, n, g) yapisi a- Sasakian olsun. ¢ Killing oldugun-
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dan £ € (ey,e5) dir. Ayrica Vx& = —ag(X) esitligi yardimiyla ¢,

Q4 as ay as

¢(61) = ﬁe?n ¢(€2) = %63, </5(€3) = _%61 - %627 925(64) =0, 925(65) =0

olur. Diger yandan ¢* = —I +n ® ¢ kosulundan,
¢*(es) =0 = (a3 — 1)eq + asases = ai = 1, asas =0

ve

¢*(e5) = 0 = asages + (a2 — 1)es = a2 =1, agas = 0

bulunur. Halbuki af = a2 = 1 oldugundan asas # 0 dir. Bu geligki ile g¢ Lie

cebiri lizerinde a- Sasakian yap1 olamayacagi gosterilmisg olur.

g lizerinde S-Kenmotsu yap1 yoktur.

(9,€.1m, g) yapst f-Kenmotsu olsun. Bu durumda keyfi e;, e; igin,

g(veiga 6j) = g(vej'gv 62‘)

saglanmalidir. O halde ¢g(V., &, e2) = g(Ve,&, 1), (Ve & e3) = g(Ves & e1) ve
9(Ve,&e3) = g(Ve&, e2) esitliklerinden sirasiyla a3 = 0, ay = 0 ve a5 = 0
oldugundan & = aje; + ases ( 7 = bie! + bye?) bigimindedir. Diger yandan
n = bie! +bye? icin B- Kenmotsu yapilari tanimlama bagintisi yalmzca ® = bjpe!?
i¢in saglanir. Boylece ® A @ = 0 olur. Dolayisiyla gg cebiri iizerinde S-Kenmotsu

yap1 yoktur.

g cebiri lizerinde yari-paralel yapt mevcuttur.
b = e 4 €2 ve n = €3 gg cebiri iizerinde tamimh 2-form ve 1-form olsunlar.

Acikea goriiliir ki 6® = 6n = 0 dir. O halde € = e3, n = €3 ve ® 2-formundan elde
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edilen

¢(61) = —€4, ¢(€2) = —€s, ¢(€3) =0, ¢(€4) = €1, 925(65) = €2

ile tammla ¢ endomorfizmasi ile (¢, £, n, g) dortlisic hemen hemen kontak metrik

yap1 olup, yari-paraleldir.

g lizerinde hemen hemen-paralel yap1 yoktur.

g6 Lie cebirinin braketleri ile goriilebilir ki,

de =0, de®* =0, de® = —e'?, de* = —e!3, de® = —e*

seklindedir. O halde n = > bie’ ve ® =Y b;;e” sirasiyla 1-form ve 2-form olmak
lzere,

dd =0 <— b15:b24, b34:b35:b4520

ve

dT]ZO <~ b3:b4:b5:0

elde edilir. Dolayisiyla

b = 1712612 + b13€13 + b14614 + b15€15 + b23623 + b15€24 + b25€25

ve n = bie! 4 bye? formundadirlar. Halbuki bu durumda n A ® A ® = 0 olur.
Sonug olarak ® formunu temel 2-form kabul eden bir (¢, &, n,g) yapisi hemen

hemen-paralel olamaz.
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Bulunan bu sonuclar agagidaki tablo ile 6zetlenmistir:

91 92 93 94 95 96

Paralel Yapi Yok Yok Yok Yok Yok Yok

Yaklagik-Par. Yapi Var Yok Yok Var Var Var

a- Sasakian Yapi Var Yok Yok Yok Yok Yok

[£- Kenmotsu Yapi Yok Yok Yok Yok Yok Yok

yari-Par. Yapi Var Var Var Var Var Var

Hemen hemen-Par. Yap: Yok Var Var Yok Var Yok

Par. Vektor Alam Yok Yok Yok Yok Yok Yok
Killing Vektor Alani fe<es> | E€E<es> [ €E<es > | E€<es > | EE€E<ey,e5> | EE<eye5>

Yukarida incelenen siniflar i¢in elde edilen sonuclar yardimiyla agagidaki teorem-

ler ifade edilebilir:

Teorem 5.3. Bes boyutlu bir nilpotent Lie cebiri g’ nin tzerindeki hemen hemen kontak

metrik yapiman paralel olmasy icin gerek ve yeter kosul g’ nin abelyen olmasidar.
Bu teoremin sonucu su sekilde verilebilir:

Sonug 5.4. Nilpotent Lie cebirine sahip bir 5-boyutlu, baglantils Lie grubu tuzerindek:

herhangt bir sol-invaryant yapr paralel sinifta olamaz.

Teorem 5.5. Bes boyutlu bir nilpotent Lie cebiri g yaklasik-paralel yapiya sahip ise, bu

cebir g1, 94, g5 veya ge cebirlerinden birisine izomorftur.

Teorem 5.6. Bes boyutlu nilpotent Lie cebirleri tizerinde sifirdan farkh, paralel vektor

alany yoktur.
Her bir g; , i € {1,2,3,4,5,6} cebirinde Killing vektor alani mevcuttur.

Teorem 5.7. g cebiri, g1, g2, 93 veya g4 cebirlerinden birisine izomorf olsun. Bu
durumda g uzerindeki bir & vektor alanwmn Killing olmast i¢in gerek ve yeter kosul
£ €< e5 > olmaswdir. Benzer sekilde g cebiri gs veya gg cebirlerinden birine izomorf

ise, & vektor alaminan Killing olmast i¢in gerek ve yeter kosul & €< ey, e5 > olmasidar.

Teorem 5.8. Bes boyutlu bir nilpotent Lie cebirt g a-Sasakian yapiya sahip olmast i¢in

gerek ve yeter kosul g cebirinin g1’ e izomorf olmasidar.
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Teorem 5.9. Hic bir 5 boyutlu nilpotent Lie cebiri tizerinde B-Kenmotsu yapr yoktur.
Bu teoremin sonucu goyle ifade edilebilir:

Sonug 5.10. Nilpotent Lie cebirine sahip bir 5-boyutlu, baglantilv Lie grubu tzerinde

B-Kenmotsu sinifinda sol-invaryant hemen hemen kontak yapr yoktur.

Teorem 5.11. Her bir g, ,i € {1,2,3,4,5,6} cebiri izerinde yari-paralel yapr mevcut-

tur.

Teorem 5.12. Bes boyutlu bir nilpotent Lie cebiri g hemen hemen-paralel yapiya sahip

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul g cebirinin, g2, g3 veya gs cebirlerinden birine izomorf

olmasadar.
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