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BAZI USTEL DiOPHANTINE DENKLEMLERI UZERINE

OZET

Uc béliimden olusan bu ¢alismada sayilar teorisinin insanlik tarihi kadar eski
sayilabilecek problemlerinden birisi olan Diophantine denklemlerinin 6zel bir durumu
ele alinmigtir. Daha kesin olarak iistel Diophantine denklemleri i¢in literatiirde acgik
problem olarak yer alan Je$manowicz Sanist c¢alistlmistir. 2500 yillik Pisagor
Teoremi’ne farkli bir bakis agisiyla bakip, iisler degisken haline getiren Sierpinski
1955-56’de 3* + 4Y = 57 iistel Diophantine denkleminin tek ¢Oziimiiniin (2, 2, 2)
oldugunu ispatlamistir. Buradan hareketle JeSmanowicz ayni yil a? + b? = ¢? olmak
iizere a* + bY = c? {istel Diophantine denkleminin tek ¢oziimiiniin (2, 2, 2) oldugunu
iddia etmistir. Bu sani bircok durum i¢in dogrulanmis olup, tam ¢oziimii heniiz
bilinmemektedir. {1k béliimde iistel Diophantine denklemleri tanitilmus, ikinci boliimde
ise bu sant g¢alisilmistir. Literatiirde yeniden eskiye dogru genis capli bir tarama
yapilmistir. Uciincii boliimde ise JeSmanowicz Sanismin 6zel bir durumu olan
(20k)* + (99k)” = (101k)?* fstel Diophantine denkleminin elementer metotlar
kullanilarak tek c¢oziimiinin (2, 2, 2) oldugu goriilmistir. Calisma derleme

niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Diophantine Denklemleri; Ustel Diophantine Denklemleri;

JeSmanowicz Sanisi.
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ON SOME EXPONENTIAL DIOPHANTINE EQUATIONS

ABSTRACT

In this three-part study, a special case of Diophantine equations, which is one of
the problems of the number theory as old as human history, is discussed. More
precisely, for the exponential Diophantine equations, JeSmanowicz's Conjecture, which
is an open problem in the literature, is studied. Sierpinski proved that the exponential
Diophantine equation (2, 2, 2) is 3* + 4Y = 5% by looking at in a different perspective
to the 2500-years old Pythagorean Theorem. In the same year, JeSmanowicz claimed
that there was only one solution (2, 2, 2) of the exponential Diophantine equation,
a* + bY = c¢Z with a? + b% = ¢2. This assumption has been confirmed in many cases
and the exact solution is not yet known. In the first part, exponential Diophantine
equations are introduced and in the second part, this assumption is studied. A large-
scale survey was carried out in the literature. In the third chapter, it is seen that the only
solution (2, 2, 2) of the exponential Diophantine equation (20k)* + (99k)Y =
(101k)Z, which is a special case of Jesmanowicz's conjecture by elementer methods.

The study is compilation.

Keywords: Diophantine Equations; Exponential Diophantine Equations, Jesmanowicz

Conjecture.
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1. UCLU TAMAMEN USTEL DiIOPHANTINE DENKLEMLERI

1.1. Giris ve On Bilgiler.

Tamsay1 katsayili bir polinomun tamsay1 koklerini bilmek matematigin glindelik
hayat problemlerinin ¢dzlimlerini igeren Onemli ilgi alanlarindan birisidir. Bu tip
denklemlere Diophantine denklemleri ad1 verilir. Asagida sabit tabanli ve degisken tislii

0zel Diophantine denklemlerinin tanim1 verilmistir.

Tamm 1.1. min{a, b, c} > 1 olmak iizere a, b, ¢ aralarinda asal belirli pozitif tamsayilar

olsun. x,y, z € N olmak {izere
a* + bY =c? (1.1)

bicimindeki denklemlere ii¢lii tamamen iistel Diophantine denklemi denir (Shorey ve
Tijdeman, 1986).
Bu bolimde a,b ve c aralarinda asal ve min{a,b,c} > 1 6zelliginde sayilar

olmak tzere
a* + bY =c¢?

iclii tamamen {iistel Diophantine denklemleri {izerinde durulacaktir. Literatiirde yer alan
sonuglar ile agik problemler ele alinacaktir, ana kaynak olarak (Le vd. 2018) kaynag1

esas alinmustir.

Dogal olarak burada a* +bY =c? {g¢li tamamen {stel Diophantine
denkleminin (x,y,z) pozitif tamsayr coziimleri ile ilgilenilecektir. Sonra x,y,z
degisken iisleri icin belirli siirlar verilecektir. Daha sonra bu sinirlar {izerinden (1.1)

icin (x,y, z) ¢0ziim sayilar1 verilecektir.

2.Boliim’de Jesmanowicz Sanist ile ilgilenilecektir. Bu sami (a, b, ¢) bir Pisagor
ticliisii ise bu durumda (1.1) denkleminin tek ¢ézlimiiniin (2, 2, 2) oldugunu iddia eder.
Bu sani iizerinde literatiirde bir¢ok farkli 6zel durumlar ¢alisiimaktadir. Bu ¢alismanin
kapsaminda yer almayan durumlar soyle siralanabilir: Oncelikle Terai-Jesmanowicz
Sanis1 ele alinmamustir. Ikinci olarak eger x veya y’den biri sabit ise (1.1) esitligi Pillai
Denklemi’ne doniisiir. Bu da Michel Waldschmidt’in 2009 yilindaki ¢aligmasinda ele
alinmistir. Dolayistyla burada x,y ve z’nin degisken oldugu tiim durumlar géz Gniine

alinacaktir.



Hatirlanacag tlizere K bir say1 cismi ve R bu cismin bir tamsay1 halkasi ve S,
R’nin asal ideallerinin sonlu bir kiimesi olmak iizere herhangi x € K eleman1 eger (x)
temel kesirli ideali S’deki asallarin carpimi ise bu x € K eleman1 S-birim olarak
adlandirilir. Degiskenleri S-birimler olan denkleme ise S-birim denklemi denir. Bu
nedenle ikinci olarak aslinda (1.1) denklemi S-birim denkleminin 6zel bir durumu
olarak ele aliir. Ugiincii olarak a, b, ¢ tabanlarindan en az birini degisken olarak buraya
eklenir. Son olarak bu problemle ilgili miimkiin olduk¢a yeni sonuglarin incelenmesine
calisilmistir.

1.2. Literatiir Taramasi.

(1.1) denklemine geri doniilecek olunursa, 1933 yilinda Mahler (Mabhler, 1933),
bu denkleminin sadece sonlu sayida (x,y,z) ¢6ziimii oldugunu gdstermek i¢in Thue-
Siegel’in Diophantine yaklagim metodunun p-adik versiyonunu kullanarak gostermistir.
Metot sadece ¢oziimiin sonlu ¢oklukta oldugunu goéstermeye yaramis olup, ¢oéziimlerin
ne oldugunu bulma konusunda etkili degildi. (1.1) denkleminin ¢dziimleri i¢in etkili bir
sonu¢ A.O. Gel’fond tarafindan, 1940 yilinda verilmistir (Gel’fond, 1940). 1999’da
M.-H. Le baz1 basit metotlar yardimiyla eger c¢ tek sayi ise, bu (1.1) denkleminin

(x,y,z) ¢oziimlerinin
z < %a. b.log (2eab)

ozelliginde oldugunu ispatlamistir. (Le, 1999). Bu ise z lizerinde c¢’den bagimsiz bir
sinir vermek igine yarar. Gilincel bir sonug olarak, R. Scott ve R. Styer, 2016 yilinda,

eger c sayisi tek ise,
1
z < Eab

oldugunu ispatlamistir (Scott ve Styer, 2016). Bazi 6zel durumlarda c¢’den bagimsiz
olarak z {izerindeki bir sinir1 bulmak daha ileri gitmeyi saglar. Ornegin; a’y1 bélen her
bir asal sayi, verilen asallarin sonlu bir S-kiimesinde oldugunu soyler. Dolayistyla (1.1)
denkleminin bazen z =1 disindaki istisnalara sahip oldugunu gerektirir. Yani
S = {2,3,5} haricinde bunun iizerinde bu problemi c¢aligmak yeterli olacaktir. Ancak

genel olarak bu gegerli degildir. Ozellikle de 2 & S durumu gegerli degildir. Bennett ve



Billerey, 2017 de S = {3,5,7} durumunu incelemisler ve sadece (1.1) esitligini degil

ancak A ve B, S-birimleri olmak tizere
A+B=C?,z>1

denklemi ile de ilgilenmislerdir. (Bennett ve Billerey, 2017).

Simdi max{x,y,z} icin ist sinir bulunmaya g¢alisilacaktir. N.Hirata-Kohno,

2006’da eger c tek ise,

max{x,y,z} < 2288, /abc(log(abc))?

oldugunu gostermistir. (Hirata-Kohno, 2006). Daha genel olarak a, b, ¢ sayilari i¢in iki
logaritmadaki lineer formlar i¢in alt sinir ile p-adik logaritma igin {ist sinir birlestirilerek

Y.-Z. Hu ve M.-H. Le, 2015°de
max{x,y, z} < 155000(log(max{x,y, z}))3 (1.2)

esitliginin dogru oldugunu ispatlamistir (Hu ve Le, 2015). Oldukg¢a giincel bir sonug
olarak (1.2)’deki sonug iyilestirilerek Y.-Z. Hu ve M.-H. Le. 2018°de

max{x, v, z} < 6500(log(max{x, y, z}))3 (1.3)

sonucunu elde etmislerdir. (Hu ve Le, 2018).

(1.1) denkleminin (x,y,z) ¢dziimlerinin sayis1 N(a,b,c) ile gosterilsin. Ikili
S-birim denklemlerinin ¢6ziim sayilar1 i¢in bir {ist smirmin uygun hesaplamasmin bir

sonucu olarak F. Beukers ve H. P. Schlickewei, 1996’da
N(a,b,c) < 23°

oldugunu ispatlamislardir. (Beukers ve Schlickewei, 1996).

(1.1) denkleminin (x, y, z) gibi tim ¢oziimleri x ve y’nin durumlarina gore 4
durumda incelenebilir.

1.Durum: x ve y’nin ¢ift olma durumu,

2.Durum: x in tek y’nin ¢ift olma durumu,

3.Durum: x in ¢ift y’nin tek olma durumu,

4.Durum: x ve y’nin tek olma durumu.



Bu yaklagim kullanilarak M. H. Le. 1999°da eger, c tek say1 ve eger a < b ise
her bir durum i¢in (a,b,c) = (3,10,13) durumu haric, w(c), ¢ nin farkli asal
bolenlerinin sayist olmak iizere her bir durumda (x,y,z) ¢o6ziimleri icin en fazla

2% (-1 c5ziim oldugunu ispatlamistir. (Le, 1999). Bu durum
N(a,b,c) < 2w(©-1 < aw(e)+1

olmasin1 gerektirir.

Giincel olarak, R. Scott ve R. Styer 2016’da bu sonucu daha da gelistirmistir.
(Scott ve Styer, 2016).

Eger c tek say1 ise (1.1) denkleminin tim (x,y, z) ¢ozlimleri en fazla iki farkl
sinifta ve her bir simifta en fazla bir ¢6zliim, aksi halde en fazla iki ¢6ziim oldugunu

gostermislerdir. Bu yiizden eger ¢ tek say1 ise N(a, b,c) < 2 olur.

Daha da giincel olarak (1.3) denklemindeki {iist sinir1 bazi basit metotlarla

birlestirerek Y.Z. Hu ve M.H. Le, 2018’de

max{a, b, c} > 5x10%” = N(a, b,c) < 3

oldugunu ispatlamislardir. (Hu ve Le, 2018). Ustelik eger c cift say1 ise

max{a, b,c} > 102 = N(a,b,c) <2

oldugunu ispatlamiglardir.

Dikkat edilirse £ > 2 olmak iizere herhangi bir k pozitif tamsayisi i¢in eger
(a,b,c) = (2,2F - 1,2k + 1)

ise (1.1) denkleminin (x,y,z) = (1,1,1) ve (k + 2,2,2) seklinde iki ¢6ziimii vardir.

Boylece R.Scott ve R.Styer’ in gozlemledigi gibi N(a, b, c) = 2 olacak sekilde
sonsuz ¢oklukta (a, b, ¢) tgliisii vardir. (Scott ve Styer 2016) ve (Scott ve Styer 2018).
O halde genel olarak N(a, b,c) < 2’nin N(a, b, ¢) igin en iyi iist sinir oldugu sonucuna
ulagilir.

R.Scott ve R.Styer’in gozlemledigi sonuglar1 birlestirerek N(a,b,c) > 2

ozelligindeki ¢oziimleri bulma problemi aslinda sonlu adima indirgenir. (Scott ve Styer

2016).



Bilgisayar hesaplamalar1 bilinen iki ¢6ziim hari¢ N(a,b,c) <1 oldugunu
gozlemlemeyi Oneriyor, yani ispatlart heniiz yapilamasa da bilgisayar hesaplamalari
N(a,b,c) < 1 olduguna dair 6nemli isaretler vermektedir. N(a, b, ¢) i¢in net {ist sinirlar
bulma ile ilgili birgcok san1 ortaya atilmigtir. Bunlardan ilki JeSmanowicz Sanisi olup

siradaki boliimiin konusunu olugturmaktadir.



2. JESMANOWICZ SANISI

2500 yillik Pisagor Teoremi’ne 1955-56’da farkli bir bakis agis1 getiren
Sierpinski, Pisagor Teoremi’ndeki iislii ifadeleri degiskene ¢evirmis x,y,z € N olmak
iizere 3* + 4Y = 57 {istel Diophantine denkleminin tek ¢éziimiiniin (2, 2, 2) oldugunu
ispatlamistir. Buradan hareketle Je§manowicz ayni yillarda Sierpinski’nin sonucunu
n=2,3,4 ve 5 olmak iizere 2n+1, 2n(n+1) ve 2n(n+1)+1 gibi 4 farkl Pisagor ii¢liisline
genigletmis ve tabanlar Pisagor Teoremi’ni saglayan dogal sayilar olmak {izere bu tip
iistel Diophantine denklemlerinin tek ¢6zlimiiniin yine (2, 2, 2) oldugu iddiasini ortaya
atmigtir. Literatiirde yer alan bir¢ok c¢alisma bu iddiay1 dogrular nitelikte olup, tam ispati

heniiz yapilmamustir.
Tamm 2.1. Eger,
AZ + Bz — CZ (2.1)

ise bu durumda (4, B, C) pozitif tamsay: ii¢liisii Pisagor Ucliisii olarak isimlendirilir.

Ozel olarak eger Obeb(A, B) = 1ise (4, B, C) ye Ilkel Pisagor Ucliisii ad1 verilir.

(2.1) geregi her bir (4, B, C) Pisagor Ucliisii n € N olmak iizere
A= Aln, B = Bln, C = Cln (2.2)

olarak ifade edilebilir. Burada (4,, By, C;) bir Pisagor Ucliisiidiir. Dikkat edilmelidir ki
her bir (4, By, C;) Ilkel Pisagor Ugliisii, C;tek say1 ve 4, ile B; farkli tek veya ¢ift say1
olma durumuna gore, yani A; tek iken B, ¢ift, A; ¢ift iken B; tek olma o6zelliklerine
sahiptir. Boylece genelligi bozmadan A;’in tek , B;’in ¢ift oldugu kabul edilebilir.
O halde f ve g den biri ¢ift olmak iizere Obeb(f, g)=1"dir ve f > g olmak fiizere
f,g € Nigin

A =f*-g% B =2fg,Ci=f*+g° (2.3)
oldugu elde edilir. ( Mordell, 1969).
Sani 2.2 (JeSmanowicz Samis1). Eger (4, B, C) bir Pisagor {igliisii ise

A* + BY = C? (2.4)



denkleminin tek ¢oziimii (x,y,z) =(2, 2, 2)’dir. (JeSmanowicz, 1955).

(2.2),(2.3) ve (2.4) esitlikleri geregi Jesmanowicz Sanisi asagidaki sekilde

yeniden ifade edilebilir:

Sami 2.3. x,y, z € N olmak iizere, herhangi bir pozitif n sayis1 i¢in

((F2 = gPn)" + (2fgn)? = ((F* + gPn)’ (2.5)

esitliginin (x,y,z) = (2,2,2) olacak sekilde tek bir ¢oziimii vardir. Burada f ve
g,(2.3)’1 saglayan pozitif tam sayilardir (Scott ve Styer, 2018).

Je$manowicz sanisinin dogru oldugu bir¢ok 6zel durum ic¢in kanitlanmistir.

Ancak problemin genel ¢oziimii literatiirde hala bir ac¢ik problemdir.

2.1 ilkel Durumlar.
Bu kisimda n = 1 i¢in San1 2.2 goz oniline alinacaktir. Bu san1 {izerindeki eski

¢aligmalarin bir¢ogu (2.5) denkleminin
n=1f=g+1 (2.6)

durumu ile ilgilidir.

(2.6) saglandig1 zaman asagidaki kosullardan birinin saglanmasi halinde Sani
2.2 dogrudur:

(1) g = 1. (Sierpinski, 1956).

(i) 2 < g <5. (JeSmanowicz, 1955).

(1) g=1,3,4,579,10,11mod 12,g =2mod 5,g =3 mod 7,g =

4mod 9,9 =5mod 11, g = 6 mod 13 veya g = 7 mod 15. (Ke, 1958).
(iv) g = 2,6 mod12. (Rao, 1960).
(v) g <6144. (Ke, 1959, 1963, 1964); (Ke ve Sun, 1964).

V. A. Dem’janenko 1965 yilinda (2.6)’nin biitiin ¢dztimlerini bulmustur.
(Dem’janenko, 1965). Kirk bes yil sonra Y.-Z. Hu ve P.-Z. Yuan, Dem’janenko’nun
sonucunun yeni bir ispatin1 vermistir. (Hu ve Yuan, 2010). Ustelik Z. Ke, T. Jozefiak,
J.-R. Chen, V. D. Podyspanin, Z.-F. Cao, W.-J. Chen, A. Grytczuk ve A. Grelak n =1

icin Sanm1 2.1’in daha 6zel durumlarin1 basari ile ele almislardir. Yukaridaki ispatlarin



sonuglar1 oldukca elementerdir. Bu konu ile ilgili detayl bilgiler (Ke ve Sun 1980)’nin
Boliim 7.1°de, (Cao, 1989)’da Boliim 9.2°de ve (Soydan vd. 2017)’de bulunabilir.

Herhangi bir t pozitif tamsayisi igin, P(t), tnin farkli asal bdlenlerinin

carpiminin sayisini gostersin.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalar haricinde n = 1 i¢in San1 2.1 hakkinda var olan

sonuclar agagidaki gibi 3 durumda incelenebilir.

Durum 1.

(2.5) denkleminin (x,y,z) # (2,2,2) igin bir ¢6ziimiine istisnai ¢oziim denir.
Eger n = 1 ise (2.5) denkleminin istisnai ¢oziimleri asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(i) Egerx=y=z=0mod2ise x =y =z = 2mod 4 dir. (Li, 2003).

(ii) Egery =z =0mod 2 ise y = z = 2 mod 4 dir. (Miyazaki, 2011).

(iii) Eger f =2mod 4,g=3mod4, ve f+g=1mod16 ise y=1 dir.

(Deng ve Huang, 2017).
(iv) Eger fg = 2mod4, ise ise y = 1 dir. (Ma ve Chen, 2017).

Durum 2.
Eger f ve g asagidaki degerleri aliyorsa bu n = 1 i¢in San1 2.1 dogrudur:
(i) g = 1dir. (Lu, 1959).
(ii) g = 2 ve f, tek asal kuvvettir. (Liu, 2017), (An, 2015).
(iii) g = 2 dir. (Terai, 2014).
(iv) g = 6 ve f, tek asal kuvvettir. (Fu, 2016).
(V) f?—2fg— g* = £1 dir. (Miyazaki, 2013).

Durum 3.

Eger f ve g asagidaki denklik ve boliinebilirlik kosullarini sagliyorsa n = 1 i¢in
Sani 2.2 dogrudur:

(i) f=2mod4veg € {3,7,11,15} dir. (Takakuwa, 1996).

(i) fg =2mod 4 ve f?+ g%, tek asal kuvvettir. (Le, 1996).

(iii) f =2mod4, g=3mod4 ve f >81lg dir. (Guo ve Le, 1995); (Le,
1996).

(iv) f =2mod 4, g = 3 mod 4 bzelliginde bir tek asal sayidir ve f? — g?’nin
bolenleri belirli kosullari saglar. (Takakuwa ve Asaeda, 1993).



(V) 2fg ve f?+ g? nin bolenleri belirli 6zelliklerini saglar. (Deng 1993,
2002), (Wang ve Deng, 1996), (Deng ve Cohen, 2000), (Miyazaki, 2009), (Li , 2011),
(An, 2014), (Xing, 2015), (Gou, 2016), (Zheng, 2017).

vi) (f,g) =(1,6),(2,5),(5,2),(6,1) (mod 8) dir. (Guan, 2011).

(vii) f2—g? =11 (mod2fg) ve f?+ g?=1(mod 2fg)’dir. (Miyazaki,
2010).

(viii) f2 — g? = +1 (mod P(2fg)) veya f%+ g?>=+1(mod P(2fg)) dir.
(Miyazaki, Yuan ve Wu, 2014).

(ix) 2fg =0 (mod2%) ve 2fg = +2F (mod(f? — g?))’dir.Burada k > 2
olmak {izere k pozitif bir tamsayidir. (Fujita ve Miyazaki, 2012).

x) 2fg, d =11 (mod(f?— g?)) modlu bir bolene sahiptir. (Fujita ve
Miyazaki, 2014).

(xi) fg=2 (mod4)vef+g,p %1 (mod 16) olmak iizere p ile birlikte bir
bolene sahiptir (Han ve Yuan, 2018).

(xii) g = 2 (mod 4) ve n < 600 diir. (Deng ve Guo, 2017).

(xiii) f > 72,g =2 (mod 4) ve g/2 tek bir asal kuvvet veya karedir.
(Miyazaki ve Terai, 2015).

xiv) fg=2(mod4), f >72g ve f, g nin bazi1 bdlenleri i¢in. (Yuan ve Han,
2018)

(xv) fg =2 (mod4), f > 30.8g dir. (Le, 2018).

(xvi) f2 + g2 > 4x10°ve obeb <f2 + 9% (((F? = g9 =)/ (F? + g2)> —1

burada [ en az bir pozitif tamsayr olmak iizere (f? — g?)! =x (mod(f? + g?)) ,
€ {1, —1} dir. (Le, 2009).

2.2 ilkel Olmayan Durumlar

Bu boliimde Sani 2.2°in n > 1 durumu ile ilgilenilecektir. Bu durum n =1
durumuna gore biraz daha zor bir durum olup, 1998 yilina kadar calisilmamistir.
1998’de M.-J. Deng ve G.L. Cohen n > 1, f? — g? bir tek asalin kuvveti veya
n = 0modP(2fg) ye veya 2fg # O0modP (n) ise (2.5) denkleminin (x,y,z) = (2,2,2)
seklinde bir tek ¢oziimiiniin oldugunu ispatlamislardir. (Deng ve Cohen, 1998). Bir yil
sonra M.H.Le, 1999 yilinda (2.1) denkleminin n > 1 durumu i¢in daha genel bir sonug
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vermistir. (Le, 1999). Oyle ki n > 1 ise (2.5) esitliginin her bir (x,y,z) istisnai
¢cozlimiiniin agagidaki kosullardan birini sagladigini ispatlamistir.

(i max{x,y} > min{x,y} > z, f?+ g% = 0 modP(n) ve P(n) <
P(f? + g%

(ii) x>z>yve2fg=0modP(n)dir.

(iii) y>z>xvef?—g%?=0modP(n) dir.

16 yil sonra yani 2015 de H. Yang ve R.-Q. Fu, Le’nin sonucunu basitlestirerek
(1) kosulunun kaldirilabilecegini ispatlamigtir (Yang ve Fu, 2015). n > 1 durumu igin

(2.5) denklemini ¢6zmede yukaridaki iki sonug farkli sekillerde kullanilmistir.

Bir¢ok calismada (2.5) denkleminin k € N ve n > 1 olmak lizere
f — zk' g= 1 (27)
durumu arastirilmastir.

Asagida verilen ¢alismalarda (2.7)’nin saglandig1 takdirde asagidaki k degerleri
icin San1 2.1’in dogru oldugu ispatlanmstir.

(i) k =1 dir. (Deng ve Cohen, 1998).

(ii) k = 2 dir. (Yang ve Tang, 2012).

(iii) k£ = 3 diir.(Gou ve Zhang, 2015).

(iv) k € {1,2,4,8} dir. (Tang ve Yang, 2013).

(v) k € {2,3,4,5} dir. (Deng, 2014).

(vi) k = 2° dir. Burada s negatif olmayan bir tamsayidir (Tang ve Weng, 2014).

2014’te X.-W. Zhang ve W.-P. Zhang ve 2015’de T. Miyazaki birbirinden
bagimsiz olarak (2.7) durumunu tamamen ¢ézmiislerdir. (Zhang ve Zhang, 2014) ve
(Miyazaki, 2015). Yani eger n, f ve g (2.7)’yi saglarsa, San1 2.2°in dogru oldugunu
ispatlamislardir.

Sani1 2.2°nin n > 1 durumu asagidaki 6zel durumlar i¢inde dogrulanmaistir.

(i) (f,g9) = (6,1) dir. (Yang ve Weng, 2012).

) (f,g9) = (10,1) dir. (Soydan vd., 2017).

Gii) (f,g9) = (12,1) dir. (Liu, 2017).

Giv) (f,g9) = (14,1) dir. (Ling ve Weng, 2013).
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v) g=1,n=0modP(f?—1) veya f = 2p* ve 4p** — 1 # 0 modP(n),
burada p, p = 3mod4 ile tek bir asal say1 ve k, pozitif tamsayidir.(Ma ve Wu 2015),
(Sun ve Cheng, 2015).

i) (f,g9) = (5,2) dir. (Cheng, Sun ve Du, 2013).

(vii) (f,g) = (7,2) dir. (Sun ve Cheng, 2013), (Tang, 2014).

(viii) (f,g) = (7,2) veya (49,2) dir. (Fu ve Deng, 2015).

(ix) (f,g9) = (9,2) dir. (Sun ve Cheng, 2014).

(x) (f,g9) = (11,2) dir. (Lu, Gao ve Hao, 2014).

(xi) Eger f tek bir asal ve g = 2 ise, o zaman (2.5) denkleminin x >z >y
ozelliginde higbir (x, y, z) ¢oztiimii yoktur.(Yang, Ren ve Fu 2017), (Chen, 2018).

(xii) (f,g) = (8,3) dir. (Li, 2018).

(xiii) (f,g) = (9,4) dir. (Ma, 2015), (Ma ve Wu, 2014).

xiv) (f,g9) = (3,2),(4,3),(5,4),(6,5) dir. (Deng ve Cohen, 1998).

xv) (f,g9) = (7,6),(8,7) dir. (Deng, 2007).

(xvi) (f,g) = (11,10) dir.(Che, 2011).

(xvii) (f,g) = (18,17) dir. (Sun, 2015).

(xviii) (f,g) = (20,19) dir. (Wang, 2011).

(xix) (f,g) = (26,25) dir. (Lin, 2017).

xx) (f,g) = (29,28) dir. (Ma, 2013).

(xxi) (f,g) = (46,45) dir. (Lu vd., 2015).

(xxii) (f,g) = (2%,2k—1) ve 2% —1 tek bir asal, burada k pozitif bir
tamsayidir. (Yang ve Fu, 2015).

(xxiii) (f,g) = (2¥+1,2%) ve 2¥+1 tek bir asal, burada k pozitif bir
tamsayidir. (Yang ve Fu, 2017).

(xxiv) Eger f =g+ 1 ve ¢ > 500000 ise dolayisiyla (2.5) denklemi igin
y > z > x oOzelliginde hi¢bir (x,y,z) ¢oziimii yoktur. (Wang, Wang ve Yingzhao,
2018).

2.3 Jesmanowicz Samisinin Degisik Bir Versiyonu
B; bir ¢ift say1 olmak tizere (A;, B;,C;) bir ilkel Pisagor {gliisii olsun. Bu
takdirde A, B;, ve C; (2.3)’deki gibi ifade edilebilir. 2011 yilinda T. Miyazaki

asagidaki saniy1 vermistir.
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Sam 2.3.1. Eger f = g + 1 ise bu takdirde x, y, z € N olmak tizere

(F2+ 95"+ 2fg)” = (f* — g*)* (2.8)

Denkleminin (x,y,z) = (1,1,2) seklinde bir tek ¢oziimii vardir. Bundan bagka
(2.8) in higbir (x,y, z) ¢oziimil yoktur (Miyazaki, 2011).

Bu da ¢oziilmemis bir problemdir. Simdiye kadar asagidaki durumlarda saninin
dogru oldugu gosterilmistir.

(i) f?+ g% = 1 mod 2f g dir. (Miyazaki, 2011).

(i) f?+ g?=1modd burada d, 2fg nin en biiyiik asal bolenidir. (Rabai,
2017).

(i) (f.9) =
(0,1),(0,5),(1,2),(2,3),(3,4), (4,1),(4,5), (5,6), (6,7) veya (7,0) mod 8 dir. (Liu,
2013).

(v)  (f,g) = (2% 1) dir. Burada k pozitif tam sayidir. (Feng, 2015).

v)  (f,g) = (2%,p) dir. Burada k pozitif tam say1 ve p asal sayidir. (Wang
ve Gou, 2014).
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3. JESMANOWICZ SANISININ OZEL BiR DURUMUNUN TAM BIiR
CcOZUMU
Bu boliimde

(20k)* + (99k)? = (101k)? (3.1)

iistel Diophantine denklemini ¢6zmek igin basit bir metodun var oldugu goriilecektir.

(u,v,w) = (4n,4n? — 1,4n? + 1) olmak iizere,
(k.U)* + (k. V)Y = (k.W)? (3.2)

esitligini k > 1, U2+ V? =W? ozelligindeki ¢oziimlerini aramak birgok bilim
insaninin amaci olmustur. Dikkat edilirse (3.2) denklemi Je§manowicz Sanisi’nin farkli
bir versiyonudur.

Bu boliimde (u,v,w) = (20,99,101) durumu ele alinacaktir. Dikkat edilirse bu
soru aslinda  (20k)* + (99k)Y = (101k)#* Diophantine denkleminin tamsay1
cozlimlerini aramak demektir. Bu denklemin elementer metotla ¢dziilebilmesi nedeniyle
bu c¢aligmada yer almaktadir. (Soydan vd., 2017) kaynagi temel kaynak olarak
kullanilmistir ve orijinal sonu¢ bu makalede yer almaktadir.

Ik olarak (3.2) denklemi i¢in (u,v,w) = (4n,4n? — 1,4n? + 1) olmak iizere
2 <n <4 ven = 8 durumu ¢alisilmistir. (Deng, 2014), (Tang ve Weng, 2014), (Yang
ve Tang, 2012) ve (Yang ve Weng, 2012).

n = 1 durumu ise 1959 da Lu tarafindan ispatlanmistir. (Lu, 1959).

Bu boliimde ise n =5 durumunu ele alinacaktir (Soydan vd., 2017). Bu

durumda yukaridaki (3.1) esitligi elde edilir. Bu Diophantine denkleminin ¢6ziimii

asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.1. (Soydan vd., 2017) k herhangi bir pozitif tam say1 olsun. Bu takdirde
(3.1) Diophantine denkleminin (x, y, z) = (2,2,2) seklinde bir tek ¢6ziimii vardir

Uyari 3.2. (3.1) denkleminde (x,y, z) = (2,2,2) yazilirsa,

(20k)? + (99Kk)? = (101k)?
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oldugundan bu degerin (3.1) denkleminin bir ¢oziimi oldugu aciktir. Burada
ispatlanmasi gereken bu ¢oziimden baska (3.1) denkleminin tam say1 ¢oziimiiniin

olmadigidir.

Dikkat edilirse (3.1) denkleminin (x,y,z) # (2,2,2) seklinde bir ¢oziimii varsa

bu takdirde z < max{x, y} dzelligini saglamak zorundadir.

O halde ispat x < y ve x > y durumlart i¢in yapilmalidir.

3.1. Yardimci Sonuglar:
Bu boélimde Teorem 3.1°in ispatinda kullanilacak iki yardimei teorem

verilecektir.
Lemma 3.1.1.
(4n? — 1)* + (4n)Y = (4n? + 1)?
Diophantine denkleminin (x, y, z) = (2,2,2) seklinde bir tek ¢oztimii vardir. (Lu, 1959).

Lemma 3.1.2.

Eger z > max{x, y} ise u, v ve w aralarinda asal olmasi gerekmeyen
u* +v¥ = w?
diophantine denkleminin, u? + v? = w? diophantine denklemine (x,v,z) = (2,2,2)

disinda bagka bir tamsay1 ¢6ziimii yoktur. (Deng ve Cohen, 1998).

3.2 Teorem 3.1’in Ispatu.

Lemma 3.1.1 geregi
20* +99Y = 101*

tistel Diophantine denkleminin tek ¢oziimii (x, y, z) = (2,2,2) dir.

Tersine kabul edilsin ki (3.1) denkleminin (x,y,z) # (2,2,2) 6zelliginde en az
bir farkli ¢oziimii olsun. Lemma 3.1.2 geregin > 2 ve z < max{x,y} olmasi gerektigi
sonucuna varilir. Ustelik M.H. Le’nin, 1999 yilindaki sonuglari geregi x = y ,x = z ve

y = z durumlart ile ilgilenilecektir. (Le, 1999).
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1.Durum.

x < y olsun. Dikkat edilirse z < max{x, y} kosulu geregi iki alt durum ortaya

cikacaktir.

Alt Durum 1.1.

z < x < y olsun. Bu durumda,
k*~%(20% + 99YkY~*) = 1017 3.3)

dir.
Eger obeb(k,101) =1 ise bu durumda (3.3) denklemi kK >2 igin x =z
olmasini gerektirir. Bu bir ¢eligkidir.

Eger obeb(k,101) = 101 ise bu takdirde s =1 ve 101 n; olmak iizere
k = 101°n, yazlabilir. Bu ifade (3.3)’de yerine yazilirsa ,

1015%=2)n, ¥72(20% + 9971015, Y=%) = 1017 (3.4)

elde edilir. Bu durumda n;*7% | 101% sonucuna ulasilir. O halde n; =1 olmak

zorundadir. Dolayisiyla (3.4) denklemi
1015¢-2(20% + 99710150-9)) = 1012

haline doniisiir.

Bu durumda hipotez geregi

sx—z)<z
ve

20% + 9971015 %) = 101752
elde edilir.

O halde 101 | 20* dir. Bu ise bir ¢eligkidir.
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Alt Durum 1.2.

x < z < y olsun. Bu takdirde,
20% +99YkY™* = 101%k*™* (3.5)

denklemi elde edilir.
Eger obeb(k,20) =1 ise, (3.5) esitligi k> 2 igin x =z <y olmasini
gerektirir. Bu ise x < z olmasi ile ¢eligkilidir.

O halde obeb(k,20) > 1 oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda r + s > 1 ve

obeb(10,n,) = 1 olmak iizere k = 2"5%n, yazabiliriz.

Boylece (3.5) denkleminden,
20% = 2r@E=x)5s@E=pz=x(1017 — 99 2r&-A5s=2)nY ™) (3.6)

elde edilir.
(1) Egerr > 1ves = 0ise obeb(10,n,) = 1 olmak tizere k = 2™n,

yazilir. Boylece (3.6) denklemi,
20% = 2r@Eni=x(1017 — 99727 -2ny ™)

seklini alir.
Buradan r(z — x) = 2x ve 5* = nf_x(lolz — 993’2“3’_2)71{_2) elde edilir.

obeb(n,,10) = 1 oldugundan bu durumda n, = 1 ve bdylece
1017 — 5% = 99¥27(-2) (3.7)

denklemi elde edilir.

O halde mod 33 gbz oOniine alindiginda 2% = 5*(mod33) kongreasinin
(z,x) = (8,2),(18,2),(28,2) gibi tli¢ ¢oziimi vardir. x =2 ve z; > 0 olmak {izere
z = 2z, yazilirsa (3.7) geregi,

(1017 — 5)(101% 4 5) = 99¥2r0r-2)

elde edilir.
obeb(101%t —5,101% + 5) = 2 oldugunda bu takdirde,
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117 | (10172 4+ 5) (3.8)
ve

117 | (10172 —5) (3.9)
elde edilir.

Ancak,

117 > 11 > (101 + 5)%* > 101* + 5 > 101%t =5

elde edilir. Bu da (3.8) ve (3.9) ile ¢elisir.
(il)  Egerr =0ves > 1ise obeb(10,n,) = 1 olmak lizere k = 5°n,

yazilir. (3.6) denklemi kullanilarak
20% = 55=0nZ7%(1017 — 99¥550-2)n)™*)
elde edilir. Burada s(z — x) = x dir. Dolayisiyla,
22 = nZ7*(101% — 997550~y 7%)
elde edilir.
obeb(ny,10) = 1 oldugundan n; = 1 ve
1017 — 22% = 99¥55(=2) (3.10)

elde edilir.

Yukaridaki denklem moduloll i¢in 2% = 4*(mod11) i verir.Yani z =

0(mod?2) dir.

z; > 0 ve (3.9) denkleminden z = 2z; yazilir. Dolayisiyla
(101721 — 2%)(101% 4 2%) = 99Y55(y-2)

olur.

obeb(101% — 2%*,101% 4+ 2*) = 1 oldugundan bu durumda

11¥ | 1017 — 2% (3.11)



18

ve
117 | 1017t + 2% (3.12)
elde edilir.
Ancak,

117 > 112 > (101 + 4)% > 1017 4+ 2221 > 1017 + 2% > 1017 — 2*  (3.13)
yazilir. Buda (3.11) ve (3.12) ile ¢elisir.

(i) Egerr>=1,s>=1olsun. Ohalder(z —x) = 2x, x = s(z —x)
elde edilir. (3.6) esitliginden ,

ny*(1017 — 99¥2r-25s0-pY"?) = 1

denklemi elde edilir.

Eger x = z ise x = 0 oldugu agiktir. Ancak bu bir ¢eliskidir. O halde x < z ve

n,; = 1 olmak zorundadir.

Boylece,
99y27y-2)550—x) = 1017 — 1 (3.14)

elde edilir.

Yukaridaki denklem mod 3’te incelenirse 2% = 1(mod 3) ve z = 0(mod 2) dir.

Yani z nin ¢ift oldugu elde edilir. (3.14) denklemi mod 17 de c¢alisilirsa,
1012 =1 = (—-1)* — 1 = 0(mod17)

dir ve boylece 17 | 101% — 1 olur. Bu ise bir ¢eliskidir. 1.Durum’un ispati tamamlanmis

olur.

2.Durum

x > y olsun. Yine z < max{x,y} kosulu geregi iki alt durum ortaya ¢ikacaktur.

Alt Durum 2.1.

z <y < x olsun. Bu durumda
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kY=%7(20%k*~Y + 99¥) = 1017 (3.15)

dir.
Eger obeb(k,101) = 1 ise k = 2 ve (3.15) kullanilarak y = z elde edilir. Bu ise
z < y olmast ile ¢elisir.

Eger obeb(k,101) = 101 ise r =1 ve 101 t n; olmak tizere k = 101"n,’i
koyulursa (3.15) denklemi,

n, Y 72101702 (20%n,*771017*=» + 99¥) = 101%

olur. Cinkii r(y—2z) =2z ve nly_Z(ZO"nlx_ylolr(x_y) + 99y) =1 oldugundan
obeb(ny,101) = 1 ve obeb(20*n,*¥1017*~%) +99¥,101) = 1 oldugunu gdriiriiz.

Bu da imkansizdir.

Alt Durum 2.2

y < z < x olsun. Daha sonra (3.1) denklemi
99Y = k*7Y(101% — 20%k* %) (3.16)

denklemine doniistir.

Eger obeb(k,99) = 1 ise, bu durumda (3.15) denkleminden k > 2 den dolay1
y = z olur. Bu ise bir ¢eligkidir.

Eger obeb(k,99)>1 ise r+q=1 ve obeb(99,n,) = 1olmak {izere
k = 3"119n, yazariz. (3.16) denkleminden,

99Y = 37(@¥)114@EVn, 27¥(1017 — 20%37*x~2)119x-2p, *-2) (3.17)

elde edilir.
Tiim olasiliklar ¢alisilacaktir.

) Egerr > 1 ve g = 0 ise buradan k = 3"n, ve (3.16) denkleminden
997 = 37(@¥)n, 27¥(101% — 20737 >~ *¥=7)

elde edilir.
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Daha sonra r(z —y) = 2y ve obeb(n,,99) = 1 olmak iizere n; = 1 olmasini

gerektirir.
20%3%Y = 1017 — 117 (3.18)

denklemi elde edilir.

Mod 4 dikkate alindiginda y = 2y; y; > 0 olmak iizere (—1)Y = 1(mod4)

olur yani y ¢ifttir.

Simdi mod 6 ile (—1)% = (—1)?Y1(mod6) elde edilir. Yani z ¢ift olmaldir.

(3.18) denkleminde z = 2z; ve z; > 0 yazilirsa
2037221 = (10171 — 1171)(10171 + 11%1) (3.19)

elde edilir. Buradan 1017 — 11Y1 = 0(mod5) olmak ilizere

obeb(101%t —11%1,101% + 11%1) = 2 sonucuna varildi. Dolaysiyla iki

segenek vardir:

5%¥22%=1 11017 — 1171 ve 21101% 41171 (3.20)
ve

5211017 — 1171 ve 22*71 11017 + 1171 (3.21)
olur.

Ancak,

22%71 5% > 22271 52 % 23715221 > (101 + 11)% > 1017 + 11Y1 > 1017 —
1171
esitsizligi (3.20) denklemi ile ¢elisir. Bu nedenle

1017 — 1171 =1 — (1)t = 2(mod4)
oldugunu goérmek i¢in (3.21) yi kullanilir. Yani y; tektir.

Eger 3"®~2) | 1017t — 117 ise burada (3.9) geregi,
10171 — 111 = 2,5%37(x=2) 10171 + 1171 = 2271

esitlikleri elde edilir. Boylece,
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11%1 = 22x—2 _ 5x3r(x—z)

olur.

Mod 3 dikkate alindiginda (—1)¥* = 1(mod3) ¢ sahip oluruz. Bu y;in gift

oldugu anlamina gelir. Bu ise y;in tek olusu ile celisir.
Yani 37*~2 | 1017 + 111 dir. (3.19) ve (3.21)’den

10171 — 1171 = 2.5%, 10171 + 111 = 22*¥-137(x=2)

esitlikleri elde edilir. Buradan,

10171 = 5% 4 4x-137(x-2) (3.22)
veE
1171 = 4x-13r(x-2) _ gx (3.23)

denklemleri elde edilir.

Eger (3.22) denklemi i¢in mod 12 g6z Oniine alirsak buradan,
5%1 = 5%(mod12), 5%217% = 1(mod12)
olur. O zaman iki olasilik vardir.

A)z; ve x Her Ikisi de Cift :
(3.21) ve (3.22) den,

1017 — 11%1 = 2.5% (3.24)

elde edilir.

Yukaridaki denklem mod 11 de incelenirse;
22171 = 5%(mod11)

elde edilir. 5%, 1,3,4,5,9 mod 11 degerlerini aldiginda 222~ de modulo11 degerlerine

sahip olmalidir. Her durumda z; asal olmalidir. Bu ise z; in ¢ift olmasi ile ¢elisir.
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B) z;vex Her ikisi de Tek:
(3.24) denklemi mod 12’de incelenirse (—1)¥1 = 7 (mod 12) olarak bir

celiski elde edilir.
(i1) Eger r=0 ve g > 1 ise buradan k = 119n; dir. Bu nedenle(3.16)

denkleminden,
99 = 119, 27¥(101% — 20¥119%~2)p, *-2)

elde edilir.

Bu durumda q(z — y) = y dir. Buradan obeb(n;,99) = 1 alinarak k = 1 elde

ederiz ve
20¥119%-2) = 1017 — 3% (3.25)

denklemini elde ederiz.

(3.25) denklemi mod 11°de incelenirse 2* = (—2)Y (mod11) bulunur. Buradan
y ve z nin ikisinin de ¢ift oldugu goriiliir. z = 2z; ve z; > 0 yerine koyulsun. (3.25)

denklemi kullanilarak
20%1190-2) = (1017 — 3Y)(101% 4+ 3Y) (3.26)

denklemi elde edilir.
obeb(101% — 3%,101%t + 3%) = 2 olarak y = 0(mod4) oldugu
101%t — 3Y = 0(mod5) sonucuna vardik. y = 4y, i yerine koyulsun.

Bu nedenle iki ihtimal vardir:

5%¥22x=1 1 (101% — 3%) ve 21(101% +3Y) (3.27)
ve

521 (10171 —3Y) ve 22*71 1 (101% + 37) (3.28)
olur.

Ancak,

22x~15x > 227152 > 23215221 > (101 + 9)% > 10171 + 9% = 10171 +
32721 > 1017 + 3Y > 10172 — 3¥
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esitsizligi (3.27) denklemi ile ¢elismektedir.
Simdi eger 119%=2) | 10171 + 3¥ ise ozaman (3.26) ve (3.28) denklemlerinden
1017 + 3Y = 227111402
ve
1017t —3Y = 2.5%

denklemlerini alinmamaktadir.

Yukaridaki denklemlerin farkini alarak,

3V = 22x—211q(x—z) —5X

denklemi yazilir. Mod 4 dikkate alinirsa 3Y = —1(mod4) elde edilir. Bu yiizden y
tektir. Bu y nin ¢ift olusu ile ¢elisir.

Bu nedenle (3.26) denkleminden 119%~2) | 10171 — 3Y olur.

Buradan,

1017 — 3Y = 2.5%¥114(x~221)
ve

1017t 4 3Y = 22x-1

denklemleri elde edilir.

Dolayisiyla,
101% =
22x—2 + 5x11Q(x—221) (329)
ve
3y =
22x—2 + 5x11Q(x—221) (330)

olur.
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(3.29) denklemini kullanarak 2% = 22*~2(mod 11) elde edilir. Bu bize z; in

cift oldugunu gosterir.

(3.30) denkleminden, (—1)*1 = —(—1)7*~220)(mod4) yazariz. Bu nedenle

q ve x tektir.
Son olarak (3.29) denklemi mod 4 igin incelenirse,
1=(-1)7" = —1(mod4)

elde edilir. Burada q ve x tektir. Bu ise bir celiskidir.

(i) Egerr = 1 ve g = 1 ise bu durumda (3.17) denkleminden

r(z—y)=2q(z—-y)

esitligini alarak r = 2q esitligi elde edilir. Bu nedenle

1=n,777(1017 — 20*37*~2)119G2)p, x-7)
olur. y < z oldugundan n; = 1 dir. Ve
1=101% — 20%37*x~2119%~2)

dir.

Yukaridaki denklem mod 3’e goére incelendiginde, z’nin ¢ift oldugu,
1 = 2%(mod3) den goriiliir.

Simdi 1014 — 1 = (—1)? — 1 = 0(mod17) dir. Dolayisiyla 17 | 101% — 1 dir.
Ancak 17 f 20%¥37®*=2)119*=2) djr. Bu ise bir geliskidir ve bdylece Teorem 3.1%in

ispat1 tamamlanur.
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