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BEYAN

Fibonacci Ve Benzeri Say1 Dizileri Yardimiyla Olusturulan Bazi Diophantine Denklemleri

Uzerine adl yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik

kurallarmma uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim boliimlerde bilimsel

kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat

yapmadigimu, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir

tiniversitede bagka bir tez ¢caligmasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel

durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum

bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢aligmanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.
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OZET

FIBONACCI VE BENZERI SAYI DiZILERI YARDIMIYLA OLUSTURULAN BAZI
DIOPHANTINE DENKLEMLERI UZERINE

Dort bolimden olusan bu calismada, cebir ve sayilar teorisinin olduk¢a kokli ancak
giincelligini kaybetmeyen konusu, Diophantine denklemleri ele alinmistir. Diophantine
denklemleri tam olarak ¢ozlimleri tam say1 olan denklemlerdir. Bu nedenle giinliik hayat
problemlerine kolaylikla uyarlanabilir. Ornegin Fibonacci, Tribonacci ve benzeri say1
dizilerinden olusan bir denklem g6z Oniine alindiginda, ¢6ziim aday1 olan sonsuz tane tam say1
oldugundan bu tarz denklemleri ¢6zmek zor ve hatta bazen imkansiz olabilir. Burada Baker
Teorisi’nin 6nemi 6n plana ¢ikar. Bu teori belli bir sinirdan sonra denklemlerin tam say1
¢Oziimii olmadigini garantiler ve boylece denklemlerin ¢6zliim araligini sinirlar. Bu ¢alismanin
ilk boliimiinde ¢alismanin temel konusunu olusturan Fibonacci, Tribonacci ve Perrin sayilari
tanitilmis ve bazi Gzellikleri verilmistir. 2. boliimde iki Fibonacci sayisinin toplaminin, 3.
boliimde ise iki Fibonacci sayisinin siradaki farkinin ne zaman 2’nin bir kuvveti olacagi
problemleri literatiirde mevcut olan ¢alismalar yardimiyla incelenmistir. Tezin 6zgiin kismini
olusturan 4. boliimde ise iki Perrin sayisinin ¢arpiminin ne zaman bir Tribonacci sayist oldugu

problemi ¢6ziime kavusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Diophantine denklemleri, Fibonacci sayilari, Tribonacci sayilari, Perrin

sayilari, Baker metodu, logaritmalardaki lineer formlar
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ABSTRACT
ON SOME DIOPHANTINE EQUATIONS CONSTRUCTED WITH THE HELP OF
FIBONACCI AND SIMILAR NUMBER SEQUENCES

This four-part study examines Diophantine equations, a deeply rooted yet timeless topic in
algebra and number theory. Diophantine equations are equations whose solutions are integers.
Therefore, they are easily applicable to everyday problems. For example, when considering an
equation consisting of Fibonacci, Tribonacci, or similar sequences of numbers, solving such
equations can be difficult, and sometimes even impossible, because there are infinite integers
available as potential solutions. This is where the importance of Baker's Theory comes to the
fore. This theory guarantees that equations have no integer solutions beyond a certain limit,
thus limiting the range of solutions. The first part of this study introduces the Fibonacci,
Tribonacci, and Perrin numbers, which form the main subject of this study, and provides some
of their properties. The second part examines the sum of two Fibonacci numbers, and the third
part examines the problem of when the difference of two Fibonacci numbers is a power of 2,
using available literature. In the fourth chapter, which constitutes the original part of the thesis,

the problem of when the product of two Perrin numbers becomes a Tribonacci number is solved.

Keywords: Diophantine equations, Fibonacci numbers, Tribonacci numbers, Perrin numbers,

Baker's method, linear forms in logarithms
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

: Reel Sayilar
: Rasyonel Sayilar

: Tam Sayilar



1. FIBONACCI, TRIBONACCI, PERRIN SAYILARI VE MATVEEV
TEOREMI
Bu boliimde calismanin temelini olusturan Fibonacci, Tribonacci ve Perrin sayilari

tanitilacak ve temel 6zellikleri incelenecektir.

Tam say1 dizileri giinliik hayattaki uygulama alanlar1 ve dogada ¢esitli sekilde karsimiza
cikislariyla insanoglunun her zaman ilgisini ¢ekmistir ve kesfinden binlerce yil ge¢mesine
ragmen hala yaygin olarak calisilmaya devam etmektedir. Ornegin “Tavsan Problemi”
¢cozlimiinde kullanilan ve matematikle ilgisi olsun olmasin herkesin yakindan bildigi Fibonacci
sayilar1 ilk olarak 1228’de Italyan Leonardo Pisano’ nun “Liber Abaci” kitabinda karsimiza

cikmuigtir.
Tanim 1.1. Fibonacci dizisi F, ile gosterilir ve
Fy=0,F, =1ven = 2 olmak iizere
Fy=Fy 1+ F»

ozyinelemeli bagintisi ile tanimlanir.

Boylece ilk Fibonacci sayilari

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...

seklindedir.

Tam Say1 Dizilerinin Online Ansiklopedisi! (OEIS)’de Fibonacci sayilart A000045
etiketiyle yer almaktadir. Fibonacci sayilarinin tanimindaki baslangi¢ degerleri degistirilerek
farkl1 say1 dizileri (Ornegin Lucas sayilari) elde edilebilir. Diger yandan 6zyinelemeli bagitiya
cesitli katsayilar eklenerek de (Ornegin Pell sayilar1) gibi farkli say1 dizileri elde edilebilir.
Fibonacci sayilar1 ikinci dereceden dogrusal homojen 6zyinelemeli bir dizinin klasik bir

ornegidir. Ozyinelemeli bagintida terim sayis1 artirilarak da yeni say1 dizileri elde edilebilir.
Tanim 1.2. Tribonacci dizisi T,, ile gosterilir ve

Ty, =0, T, =0, T, =1ven = 3 olmak iizere

! www.oeis.org
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T =Th1+Th2+Ths
ozyinelemeli bagintisi ile tanimlanir.
Boylece ilk Tribonacci sayilari
{T:}120:0,0,1,1,2,4,7,13,24,44,81,149,274,504,927,1705, ...
seklindedir. OEIS’de A000073 etiketiyle bulunmaktadir.

Bu ¢alismanin konusunu olusturan bir diger say1 dizisi Perrin sayilari olup bu say1 dizisi

Pell sayilari ile karismamasi adina literatiirde R,, ile gosterilir.
Tamm 1.3. Perrin dizisi R,, ile gosterilir ve
Ry =3, R; =0, R, =2ven = 3 olmak {izere
Ry =Ry—2 +Ry3
ile tanimlanir.
Boylece ilk Perrin sayilari
3,0,2,3,2,5,5,7,10,12, 17, 22, 29, 39, 51, 68, 90, 119, 158, ...
seklindedir.

Yukaridaki  tanimlarmi  verdigimiz say1 dizileri Ozyinelemeli bagintilarla
tanimlandiginda bu haliyle 142. Tribonacci sayisini tespit etmek olduk¢a zahmetlidir. Bu
nedenle bu sayr dizilerinin herhangi bir terimini dogrudan veren formiillere ihtiyag
duyulmustur. Binet formiilleri olarak bilinen bu formiiller uygulamada pratiklik saglar.

Asagidaki teoremde bu ¢alismaya konu olan say1 dizilerine ait Binet formiilleri siralanmustir.
Teorem 1.4. (Koshy, 2019)

i) Fibonacci sayilarinin Binet formiilii, karakteristik denklemi x? — x — 1 = 0’1 kokleri

_1+/5 ,  1-5
a=- , B= 2
olmak tlizere
Rl -
:—:—a —
" a-B 45



ile verilir. Ayrica Fibonacci sayilari iizerinde her n > 1 olmak i¢in a2 <F, < a™!

esitsizligi saglanir.
ii) Tribonacci sayilarinin Binet formiilii karakteristik denklem
x3—x2—-x—-1=0
kokleri a, f ve y olmak iizere
T,=a-a+b-p"+c-y"
seklindedir.

Bu formiilde yer alan a, b ve ¢ degerleri Tribonacci sayilarin taniminda yer alan baslangi¢

degerler kullanilarak elde edilen {i¢ bilinmeyenli {i¢ denklem sisteminin ¢oziimiiyle elde edilir.
iii) Perrin sayilariin Binet formiilii karakteristik denklem
x3—-x—-1=0
kokleri a, f ve y olmak iizere
B, =a™+ " +y"
bi¢imindedir.

Bir bagka deyisle Perrin sayilar1 karakteristik denklemin dogrudan {istten toplamiyla
elde edilir.

Simdi ise ¢alismanin tamaminda kullanilacak olan Baker teorisine dair 6n hazirliklar
yapilacak ve Matveev teoremi ifade edilecektir.
M1, .-,y bir K reel cebirsel say1 cismi iizerinde pozitif reel cebirsel sayilar olsun.

Burada bu sayilarin Z iizerindeki minimal polinomlari

£ =ao | Jee-m

seklinde olsun.

n’nin aligilmig logaritmik mutlak yiiksekligi h(n) ile gosterilir ve bu deger



h(n) = + (loglay| + %2, log(max{[n®|,1}) 2.1

formiilii ile hesaplanir. Eger burada (a,b) = 1 ve b > 1 olmak iizere n = % bir rasyonel say1

ise bu takdirde

h(n)=log(max{lal, b})

olur. Tanim kullanilarak logaritmik yiiksekligi baz1 6zellikleri asagida siralanmugtir:
(1) 2(n £ y) <h(m)+ h(y)+log2
(2) h(y*") < h(n) + h(y)
(3) h(n*)= Is|h(n)
Burada s herhangi bir tamsay:dir.
Simdi ise Baker teorisinin Matveev Teoremi adi verilen en dnemli sonucu verilecektir.
Teorem 2.1. (Matveev, 2000)
by, ...,b; € Z* olsun ve Q(74, ..., n;) say1 cisminin Q tizerindeki derecesini d ile gosterir.

A == n,P1...n,Pt — 1 degerinin sifirdan farkli oldugu kabul edilsin. Bu takdirde
log|A] > —1.4-30t%3 - t%5 - dZ% - (1 + logdg)(1 + logB) - A, -+ A,

olur. Burada heri = 1, -+, n i¢in

B :=max{|by|, -, |b¢|} (2.2)
ve

A; = max{dg - h(n;), |logn;|,0.16} (2.3)
seklindedir.
Lemma 2.2. (Sanchez ve Luca, 2014) Eger L > 1, H > (412)! ve H > (lo;L)l ise bu durumda

L < 2'H(logH)"

olur.



Asagidaki Lemma Baker-Davenport Teoremi olarak bilinir.

Lemma 2.3. (Bravo, vd, 2016) M bir pozitif tamsay1, ¢ > 6M olmak iizere g, T irrasyonel

sayisinin siirekli kesrini yakinsayani olsun. Diger yandan 4, B ve p reel sayilar1 A pozitif ve

B > 1 olarak secilsin. € sayist

e:= [lugll — Mllzql|

olarak tanimlansin.

A-
tog(7) )
olmak tzere

logB

Eger € > 0 ise bu takdirdeu < M vew >

O<|lu-t—v+ul<A-B™"v
esitsizliginin u, v ve w tamsayilari iizerinde bir ¢éziimii yoktur.

Lemma 2.3. (Odjoumani ve Ziegler, 2023) x bir pozitif reel say1 olmak iizere |x — 1| <0.5 ise

bu takdirde
|logx| < 1.5 |x — 1]

olur.



2. F,+F,, = 2 DIOPHANTINE DENKLEMI UZERINE

Bu boliimde (Bravo ve Luca, 2016) ¢alismasinda yer alan
E, +F, = 2¢ (2.1)

Diophantine denkleminin tiim pozitif tam say1 ¢oziimleri bulunacaktir. Bu sonucun ispatinda
esas olarak Baker metodu kullanilmaktadir. 2’nin kuvvetleri ¢esitli Fibonacci sayilarinda
karsimiza ¢ikmaktadir. Kolayca gosterilebilir ki Fibonacci dizisinde 2’nin kuvvetlerinden

sadece 1, 2 ve 8 Fibonacci sayilari olarak karsimiza ¢ikar.

n > 12 olmak iizere F,’nin daha onceki herhangi bir Fibonacci sayismnin carpani
olmayan en az bir asal carpani1 vardir (Carmichael, 1913). F, icin bu 6zelligi saglayan asal
carpanlar “ilkel” olarak adlandirilirlar. Bu ¢arpanlarin mod n’de +1’e¢ denk olduklar
gosterilebilir. Bu ifadenin daha genel bir hali (Bilu, vd., 2001) de bulunabilir. Bdylece bu
degerler arasinda 2’nin tiim kuvvetlerini bulmak i¢in Fibonacci dizisinin ilk 12 terimini kontrol

etmek yeterlidir.

Benzer tartisma ve problemler Lucas sayilari i¢in de yazilabilir. Fibonacci ve Lucas
dizilerindeki tiim tam kuvvetleri bulma problemi literatiirde uzun siire agik kalmis olan bir

problem olup nihayet (Bugeaud, vd., 2006) calismasinda tiim ¢6ziim tamamiyla verilmistir.

Teorem 2.1. (Bugeaud, vd., 2006) Tiim Fibonacci sayilar arasinda tam kuvvet olanlar sadece
Fy=0, F; =F, =1, Fg = 8, F;; = 144 sayilaridir. Lucas sayilar1 i¢indeki tam kuvvetler ise
Ll :1, L3 = 4’ diI‘.

Tanim 2.2. (Bravo ve Luca, 2016) i = 1,--,t — 1 i¢cin m; — m;,; = 2 olmak {izere N pozitif

tam sayisinin Zeckendorf temsili
N =F, +Fp, + -+ Ep,
olarak tanimlanabilir.

Literatiirde Zeckendorf temsilleriyle iliskili birgcok sonu¢ bulunmaktadir. Bu béliimiin
konusunu olusturan ¢alismada ise Zeckendorf temsilinin uzunlugu 2 iken uzunlugu 1 olan tiim

pozitif tam sayilar bulunmustur. Bu ise esas olarak n > m olmak tizere

F,+E, = 2%



Diophantine denkleminin n, m ve a negatif olmayan tam sayilar lizerinde ¢dzlimlerini aramaya
esdegerdir. (Pethé ve Tichy, 1993) sonucu geregi bu denklemin sadece sonlu sayida ¢ézimii

vardir. F,, = 0 olmas1 durumundan kaginmak i¢in genellik bozulmadan m > 1 kabul edilebilir.

Teorem 2.3. (Bravo ve Luca, 2016: 392) n > m olmak {izere (2.1) Diophantine denkleminin

n, m ve a pozitif tam sayilarindaki tim ¢éztimleri
(n,m,a) €{(1,1,1),(2,2,1)(3,3,2),(6,6,4),(2,1,1),(4,1,2),(4,2,2),(5,4,3),(7,4,4), }
seklindedir. Daha acik olarak
2F, =2, 2F, = 2,2F; = 2%,2F, = 2*
ve
F,+F, =2 F,+F =22 F,+F, =22 F;+F, =23 F,+F, =2*
olur.

Ispat. n = m olsun. O halde (2.1) denklemi F, = 2¢~* halini alir. Bu durumda Teorem 2.1°de

elde edilen sonuglar bulunmus olur ki bu ¢oziimler
(n,a) €{(1,1),(2,1),(3,2),(6,4)}
seklindedir.

O halde bundan boyle n > m oldugu kabul edilecektir. Ger¢ektende F,, + F,,_; = Fp,44

oldugundan n > m + 1 oldugu ve 6zel olarak n — m > 2 oldugu kabul edilecektir.

Eger n <200 ise uygun bir bilgisayar programi yardimiyla 1 <m <n < 200

araligindaki tim ¢oziimler
(n,m,a) €{(2,1,1),(4,1,2),(4,2,2),(5,4,3),(7,4,4)}
seklindedir.

Ispatin geriye kalan kismida n > 200 oldugu kabul edilip bir ¢eliski elde edilecektir.

Ispatin bu asamasinda n ile a arasinda bir iliski elde edilmeye calisilacaktir.
a2 <FE, <a"! (2.2)

esitsizligi ile (2.1) birlestirilerek



20 <atltamli<agtltam?=q" < 2"
elde edilir.
Bu ise a < n olmasi gerektirir.

Diger yandan (2.1) denklemi asagidaki gibi tekrar yazilabilir:

an a_ﬁn

——=24=——-F,.
V5 vs "
Mutlak deger alinarak
@ _ga| L 1B 1 m
|@; 20| <o+ By <5 + am,

Bu son esitsizlikte (2.2) numarali esitsizligin sag tarafi kullanilmistir. Bu son esitsizlikte n >

m oldugu dikkate alinarak esitsizligin her iki yan1 af: ile boliinerek

4
gn—m

|1—2%-a™ V5| < (2.3)
esitsizligi elde edilir.
Matveev teoreminde
t:=3,y1:=2,y:=q, y3:=\/§
bi:=a,b,;=-n,b;:=1

alinacaktir.

Dikkat edilirse y4, y,, Y3 degerleri pozitif reel sayilar olup K: = Q(\/g) cismine aittir.

Boylece D: = 2 alinabilir. (2.3) esitsizliginin sol tarafi sifirdan farklidir. Gergekten de eger bu

deger sifir olsaydi 2¢ = % ve bdylece a?™ € Z tam say1 olurdu ki bu imkansizdir.

h(y;) =log2 = 0.6931 ...
oldugundan
Al: = 1.4 > Dh (yl)

secilebilir. Ustelik



loga (0.4812..)

h(y2) =— >
ve
h(ys) = logV5 = 0.8047 ...
oldugundan
A,:=0.5> Dh(y,)
ve
As:= 1.7 > Dh(y3)
alinabilir.

Son olarak a < n oldugu hatirlanirsa
max{|by|, |b,l, |bs|} = n
olur ki bdylece B:= n segilebilir. Bu takdirde Matveev teoremi geregi
C; :=1.4-30%-3*5.22.(1+1log2) <9.7-10%"

olmak iizere (2.3) esitsizliginde logaritmalar1 alinarak ve

|1 —2% a5 > exp(—C; - (1 +logn) - 1.4-0.5-1.7) (2.4)
esitsizligi ile kiyaslama yapildiginda n > 3 degerleri igin

1+logn < 2logn

oldugu dikkate alinarak

(n—m)loga — log4 < 2.31-10%2logn (2.5)
ifadesine ulagilabilir. Boylece

(n—m)loga < 2.4-10'%logn

elde edilir.



O halde simdi logaritmalarda ikinci bir lineer formu dikkate alalim. Bunu yapabilmek

icin (2.1) denklemini asagidaki gibi tekrar yazalim.

an am 0 ﬁn ﬁm

G EYTEYR

p = 1_2—\@ degeri yerine yazilarak mutlak deger alindiktan sonra gerekli islemler

yapildigindan > 5 ve m > 1 olmak {izere
n

BI" +1pIm 1
NG < <

1+ ™) —2¢
( ) =<3

bu esitsizligin her iki yanin1 sol taraftaki ilk terim ile bdlerek

[1-20 @ V5(1+a™ ™) < — (2.6)
elde edilir.

Matveev teoremini ikinci kez uygulamak i¢in

t:=3 vey, :=2,y:=a, 3 : =V5(1 + @™ )1
ve
bi:=a,b,:=—-nvebs;:=1

parametreleri alinsin.

Daha once oldugu gibi K:= Q(\/g) cismi Yy, Y,, Y3 elemanlarin1 bulundurur ve
D:=[K: Q] = 2'dir.

(2.6) esitsizliginin sol tarafi sifir olamaz. Aksi takdirde

2%/5 = a™ 4+ q™ (2.7)
esitligi elde edilir. Yukaridaki esitligin Q(v'5) "te eslenigi alinarak

—2%/5 = " + g™ (2.8)
elde edilir. (2.7) ve (2.8) birlestirilerek

a" <at+am ="+ M < |IBI"+IBIm < 1
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elde edilir ki herhangi bir pozitif n sayisi i¢in bu imkansizdir. O halde (2.6) esitsizliginin sol

tarafi sifirdan farklidir.
Matveev teoreminin uygulanmasi i¢in daha 6nce yapildig: gibi

A;:=14, A,:=05 veB:=n

alsm. Simdi h(y3)’ i kestirmeye ¢alisalim. ilk olarak y; <5 ve y3~! < % esitsizlikleri

dikkate alinirsa |log y5| < 1 olur.
Dikkat edilirse
h(ys) < logV5 + |m —n| (lo%) +1log 2 = log(2V5) + (n —m) (lo%a) ;
ve boylece
As:=3+ (n—m)log a > max{2h(ys), |logys|,0.16}
olur. O halde Matveev Teoremi (2.6) esitsizliginin sol tarafi i¢in
Cy:=1.4-30°-3%5.22.(1+1log2)<9.7-10%"
olmak {izere
exp(—C2 -(1+1logn)-14-05- 3+ (n—m)log a))
seklinde bir alt sinir verir.
O halde (2.6) esitsizligi
nloga < 1.4-102logn - (3 + (n —m) log a) (2.9)
olmasin gerektirir.
Gerekli islemler yapilarak
n<7.1-10%**log*n
ve boylece
n < 3.1-1028

esitsizligi elde edilir. Tiim bu yapilan islemler yardimiyla asagidaki lemma ispatlanmis olur.
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Lemma 2.4. (Bravo ve Luca, 2015) Eger (n,m,a) sayilar1 (2.1) esitliginin pozitif tam

sayilardaki n > m 6zelliginin bir ¢6ziimii ise bu takdirde a <n < 3.1-10%8 dir.

Matveev teoremi yardimiyla elde edilen bu iist sinir modern bilgisayar programlari
kullanilsa dahi ¢ok yiiksek bir say1 oldugundan n {izerinde bir indirgeme yapilmalidir. Bunu

yapabilmek igin (Bravo ve Luca, 2016: 394)’te yer alan Lemma 1 kullanilacaktir. Ilk olarak
zi:=alog2 —nloga + log\s (2.10)

olsun. Kolayca goriilebilir ki (2.3) esitsizligi

11—e7| < 2.11)

agn—m

gibi tekrar yazilabilir. Fibonacci sayilarin Binet formiilii kullanilarak (2.1) esitligi

yardimiyla

an ﬁTL
— =F,+—=<E, +1<EFE,+F,=2%

V5

olur. Bunun sonucu olarak
1< 2%¢™™/5
ve
z1>0

elde edilir. Bu sonug (2.11) ile birlestirilerek

0<Z]_Sezl_1<

an—m
olur.

Bu z; degerini yukaridaki esitsizlikte (2.10)’da verilen formiildekiyle yer degistirerek

ve elde edilen son esitsizlige her iki taraf log a ile boliinerek

log2) _ log Vs . —(n-m)
0<a(mga) "+(zoga)<9 q~(-m (2.12)
elde edilir.
Simdi

12



._logz _ logVs A:'=9 B:=qa

" loga’ loga’

olsun. Dikkat edilirse y; irrasyonel sayidir. Burada Lemma 2.2 tarafindan verilen a {izerindeki
{ist sinir olan M: = 3.1 - 1028 olsun. O halde (Bravo ve Luca, 2016: 394)’te yer alan Lemma 1,

(2.12) numarali esitsizlige uygulanarak

elde edilir. Burada ¢ > 6M, ¥’ nin
€ = [luqll = Mllzqll > 0

ozelligindeki stirekli kesrinin yakinsaginin paydasidir. Uygun bir bilgisayar programi

yardimiyla eger (n, m, a) sayilari (2.1) denkleminin muhtemel ¢oziimii ise bu takdirde
n—m € [1,150]

oldugu bulunur. n — m i¢in verilen bu iist sinir (2.9)’da yerine yazildiginda
a<n<9-10°

elde edilir. n lizerindeki daha iyi bir {ist sinir elde edebilmek i¢in (2.6) iizerinde biraz daha

calisilacaktir.
zy: =alog2 —nloga+ logp(n—m)
olarak tamimlansin. Burada ¢ (t) : = V5(1 + a~t)~! seklindedir. Béylece (2.6) geregi
|1—eZz|<ain (2.13)
elde edilir.

Dikkat edilirse z, # 0 dir. Bdylece z, nin 2 durumu s6z konusudur. Eger z, > 0 ise

e’z2—-1>0
olur ve bdylece (2.13) geregi
1
0 < Z2 < ﬁ

13



elde edilir.

Z, < 0 oldugunu kabul edelim. Kolayca gdsterilebilir ki n > 200 i¢in

1 < 1
a™ 2
olur. Bu takdirde (2.13) kullanilarak
le?z — 1] < L
2
ve boylece
elzl < 2

elde edilir. z, < 0 oldugundan
2
0< |z <el2l =1 =el2llez2 — 1| < —
a

olur.

ki durumda da
2
0 < |Z2| < ﬁ

esitsizligi elde edilir ve bu esitsizlik tim n > 200 degerleri i¢in dogrudur. z, degerleri gerekli

yerlerde yerine yazilirsa

log2) log @ (n—m) L -n
0<|a(1oga) n + BT 5y (2.14)

log @
elde edilir.
Burada «a tizerindeki iist sinir i¢in

M:=9-10%

alinir.  Aynmi  prosedir yapildiginda n—m =26 harig n—me€{1,-,150} icin
uygulandiginda n < 100 oldugu sonucuna ulasilir. Bu ise teoremin basinda kabul olan n >

200 olmast ile gelisir. Bu da ispat1 bitirir.

Teoremdeki geriye kalan n — m = 2 ve 6 durumlari i¢in (Bravo ve Luca, 2016)’ ya bakilabilir.
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3.F,—F,, = 2° DIOPHANTINE DENKLEMIi UZERINE
Bu boliimde (Siar ve Keskin, 2017)’de yer alan

F,—E, =29 3.1)

Diophantine denkleminin ¢dziimii incelenecektir. Bu makalede logaritmalarda lineer formlar

yardimiyla ilgili denklemin tiim ¢éztimleri bulunmustur.

Teorem 3.1. (Siar ve Keskin, 2017) m < n ve a negatif olmayan tam sayilar olmak iizere (3.1)

Diophantine denkleminin tiim ¢éztimleri
(n,m,a) € {(1,0,0), (2,0,0),(3,0,1), (6,0,3), (3,1,0), (4,1,1), (5,1,2), (3,2,0)}
ve
(n,m,a) € {(4,3,0),(4,2,1),(5,2,2),(9,3,5),(5,4,1),(7,5,3),(8,5,4), (8,7 ,3)}
seklindedir.

Ispat. Verilen denklemin saglandigini kabul edelim. Uygun bir bilgisayar programi yardimyla
1<m<n<200 igin teoremin ifadesinde verilen tim c¢oziimler elde edilebilir. Aksi

belirtilmedigi siirece n > 200 ve n — m > 3 olarak kabul edecegiz. Fibonacci sayilar1 i¢in

145 1-V5
S Ve B = —

olmak {izere
a2 <FE, <a"!
esitsizligi kullanilarak
2 =F, —-F, <F, <a"*<2"
ve boylece a < n oldugu goriiliir.
Diger yandan (3.1) denklemi yeniden diizenlenirse

an ﬁn

—_2a—-_F __

V5 "oE

elde edilir.
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Ardindan mutlak deger alinarak ve Fibonacci sayilarinin 6zellikleri kullanilarak

L

V5 TNl TS 2
a~™ < 1ven > m oldugu dikkate alinip yukaridaki esitsizligin her iki yan % ile boliiniirse
11— 205 < — (3.2)

olur.
Matveev teoremini asagidaki parametreler i¢in uygulayalim.
V1:=2, yai=a,y3: =5
b:=a, by:=-n,b;:=1

Dikkat edilirse y4, y,, Y3 pozitif reel sayilar olup K = (@(\/g) cisminin elemanidir. O
halde D = 2 olur.

Ayr=2% ™5 -1
degerinin sifirdan farkli oldugunu iddia ediyoruz. Tersini kabul edelim. Eger A; = 0 olsaydi

a an 'BTL a
2 :ﬁ:Fn+ﬁ>Fn_1>Fn_Fm:2

olurdu. Ancak bu bir celiskidir. O halde A; degeri sifirdan farklidir. Ustelik
h(y;) =log2 = 0.6931..,

loga 0.4812...
2 2 7

h(y,) =

h(ys) = logV5 = 0.8047 ...
oldugundan 4, = 1.4, A,: = 0.5, A3: = 1.7 alinabilir.
Diger yandan a < n oldugundan
B:= max{|a|,|-n|, 1} =n

olur.
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Boylece artitk Matveev teoremini uygulayabiliriz. O halde asagidaki esitsizlik

dogrudur.

> |A;] > exp(—1.4-30°-3%5-22(1 + log 2)(1 + log n)(1.4)(0.5)(1.7))

qn-m
ve boylece
(n—m)loga —log4 <1.4-30°-3*5-22(1+1log 2)(1 + logn)(1.4)(0.5)(1.7)
olur.
Uygun bir bilgisayar programi yardimiyla yukaridaki esitsizlikten
(n—m)loga < 2.4-10%2logn (3.3)

esitsizligi elde edilir. Simdi bir kez daha Matveev teoremi kullanilacaktir. (3.1) denklemi
yeniden diizenlenerek

an am 0 ﬁn ﬁm

NN AN

elde edilir.
Burada mutlak deger alinarak

a™(1—a™™™)

Bt BTy _ 1B IBIm _1
V5

Vs VslT ¥5 3

a

bulunur. Bu son esitsizlikte n > 200 igin |B|™ + |B|™ < % oldugu kullanilmistir.

Bu son esitsizligin her iki tarafi

(Xn(l _ an—m)

V5

ile boliinerek

\/ga—n(l_a,m—n)—l
3

1-2% /51 —a™ ™Y < (3. 4)

elde edilir.
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1 <1<2
ar—m ag 3

am—" =

oldugundan

1—a™™> 1—2—1

3 3
oldugu goriiliir. Boylece
1
1—qgm™m 3
elde edilir. (3.4) esitsizligi yardimiyla
1- 20 /501 —a™ ™) < (3.5)

elde edilir.
Matveev teoremini bir kez daha kullanmak i¢in
y1:=2,¥2:=a,y3:=V5(1 —a™™)?
bi:=a,b,:=-n,b;:=1
bir kez daha benzer gerek¢eyle D = 2 olur.
Ay = 2% ™/5(1 — g™ ™)1 -1
degerinin sifirdan farkli oldugu kolayca goriilebilir. Onceki duruma benzer olarak
h(y;) =log2 =0.6931... ,

loga 0.4812 ...
h()’z) = 2 = 2 §

Aj:=14,A4,:=05ve A;:=10og20+ (n—m)loga
secilebilir. Ustelik a < n oldugundan
B := max{|al|,|-n|, 1} =n
olur.

Bu degerler (3.5) numarali esitsizlikte kullanilarak Matveev teoremi yardimiyla

18



% > |A,] > exp(—C)(1 + log 2)(1 + logn)(1.4)(0.5)(log 20 + (n — m) log a)

veya
C = 1.4.306.3%5,22
olmak {izere
nloga—1log3<C(A+1log2)(1+logn)(1.4)(0.5)(log 20 + (n —m) log a)

bulunur. Bu son esitsizlikte (3.4) numarali esitsizlik yerine yazilirsa

nloga —log3 < C(1+log2)(1+ logn)(1.4)(0.5)(log 20 + 2.4 - 102 logn)  (3.6)
elde edilir. Boylece

n < 291-10°8

olarak elde edilir.

Bu simir bilgisayarla hesaplama yapabilmek i¢in olduk¢a yiliksek olup indirgeme

yaparak asagiya cekilebilir.

Zy= alog2—nloga+log\/§

olsun.
Bu durumda (3.2) numarali esitsizlik geregi
1 —e”| < o

elde edilir.
7z, < 0’ dir. Gergekten de

an ETL

ﬁ:Fn+ﬁ>Fn—1>Fn—Fm=2a
Bu durumdan —m > 3 igin

e < 0.95
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oldugundan
elnl < 20

olur. O halde

0< lzq] _ 1< |z1] 1—e% 80
|zl < e < e'al| e |<a"—m

veya
0< |al0g 2—nloga+ log\/§| < a:?m

elde edilir.

Son esitsizlik log a ile boliinerek

0 < | (122) — n+ 255 < 50 . g~ (.7)
IOgO( logo( .

bulunur.
Matveev Teoremi’ni kullanmak i¢in

._log2 _log\/g

loga’

¢ Q

1= A:=50,B:=a vew:=n—m
loga

alinsin.

M: = 2.91- 10?8 alinarak y’ nin 64. yakinsag1 6M’yi gecer. Bu nedenle ilgili teoremde

bu saymnin paydasi olan g4, kullanilir. Ustelik bu durumda

€:= |luqesll — Mllyqesll = 0.184

olur.

log(A'q64)

g
log B

Dikkat edilirse € pozitif oldugunda (3.7) esitsizligi n —m > icin ¢Oziimil
olmadig1 sonucuna varilir. Bilgisayar yardimiyla yapilacak sayisal hesaplamalarin ardindan

n—m = 146.408
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olarak bulunur ki bu iist smir n — m i¢in (3.6) nolu esitsizlikte yerine yazilarak n < 7.56 - 101°
olarak bulunur. Ayn1 metot bir kez daha uygulanarak n — m # 4,12 haricinde n > 98.1915

igin

_,ym—ny—1
0<|a(22)-n+ Lg(SA-a™HI - q3. g=n (3.8)
loga loga

esitsizliginin ¢dziimii olmadigi sonucuna varilir. Bu ise n > 200 kabuliiyle celisir. Ispati
tamamlayabilmek i¢in n —m = 1,2 ,4 ve 12 durumlarmin ayrica ispatlanmasi gerekir. Buna

gore eger n — m = 1 ise bu durumda

29 =Fpy1 —Fp = Fn
denklemlerinden

(n,m,a) = (3,2,0),(4,3,0),(8,7,3)

elde edilir. Egern —m = 2 ise

2% = Fy2 = Fp = Funa
elde edilir ki buradan

(n,m,a) =(3,1,0)
¢Ozimii bulunur.
Eger n — m = 4 ise Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasindaki bagint1 kullanilarak
2% = Fpya — Fn = Fpys + Fpr = Lingo

elde edilir. Bu esitligin ¢6ziimii (Bugeaud vd., 2006)’ da verilmis olup tek ¢éziim m = 1 ve

bdylece n = 5 ve a = 2 “dir. Son olarak n — m = 12 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
m+ 12 = m(mod4)
oldugundan
2% = Fpy12 — Fn = Folmye

bulunur.
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Bu denklemin m > 0 i¢in ¢6ziimii olmadig1 kolayca goriilebilir. Boylece teoremin ispati

tamamlanmis olur.
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4. IKi PERRIN SAYISININ CARPIMI OLARAK YAZILABILEN
TRIBONACCI SAYILARI

Bu béliimde ¢alismanin 6zgiin kismini olusturan ve (Demirkol Ozkaya, vd., 2025)’te
yaymlanan ¢aligma ele alinacaktir. Literatiirde bu bi¢imdeki Diophantine denklemlerine
rastlanmaktadir. Burada iki Perrin sayisinin ¢arpimi olarak yazilabilen tiim Tribonacci sayilar
bulunmustur. Ispatta ise Baker teorisinin énemli bir parcasi olan logaritmalarda lineer formlar

kullanilmistir. I1k olarak temel sonug verilecektir.

Teorem 4.1. 7, ile Tribonacci sayilar1 ve R, ile Perrin sayilar1 gosterilmek tlizere

Diophantine denkleminin pozitif n, k, m tamsayilar1 i¢in k < m olmak {izere sadece
(n,k,m) =(5,2,2),(5,2,4),(5,4,4),(8,2,9),(8,4,9),(9,2,11),(9,4,11)
icin ¢ozlimii vardir.
Ispata gegmeden &nce bazi 6n hazirliklar yapilacaktir.

Lemma 4.2. (Sanchez ve Luca, 2014)

3 3 3 3
~/108+12v69-/108-12v69+iv3(/108+12v69—1/108—12v69)
12

q = 3/108+12V69+ 1/108-12v69 B =
= . , B =

olmak {izere Perrin Sayilarinin karakteristik polinomu

X-X-1=X-a)X-pHX-v)
seklindedir.

— 1
Dikkat edilirse y= f ve ilave olarak |B| = |y| = a2 seklindedir.

Her n > 0 i¢in Perrin dizisinin Binet formiilii
Ry=a"+p"+y"
dir. n = 2 igin n. Perrin say1s1 a™ ! ile iistten simirhidir. Béylece Perrin sayilari i¢in

an—z S Rn S an+1

23



e e o . . .. . 1+r+1r*
esitsizligi dogrudur. Tribonacci sayilarinin karakteristik formu ise P = S > W=

22 DBETT) e s 319 4 3933 ve rt = 319 — 3v33 olmak iizere

6

X3-X2-X-1=X-yP)X-—w)X—-w")
olur.
Buna gore Tribonacci sayilari igin
l/)TL—Z < TTL < .(l)n—l
oldugu agiktir.
Binet formiilii ise tiim n > 0 degerleri i¢in

T, = ap™ + bw™ + c(w*)"

ile verilir.

592 -31h—4 p = 5w2-3w—4
22 27 22

Burada a = ,c = b vemax{|al,|bl,|c|} < 1 seklindedir.

K say1 cismi i¢in bu cismin Q rasyonel say1 cismi lizerindeki derecesi di olsun ve bu deger

genellikle [K: Q] ile gosterilir. dg(a) = 3 ve do(¥) = 3 oldugundan kolayca goriilebilir ki

Q(a) # Q(¥)

Ote yandan a, Y ve a pozitif sayilar olup bu sayilar K derecesi dx = 9 olan

K= Q(a,¥)

reel cisminin elemanlaridir. Gerekli hesaplamalar yapilarak agagidaki numerik kestirimler elde

edilir:

1.83 <1 <1.84

1
0.73 < |lw| =972 <0.74
0.33 < |a| < 0.34
0.25 < |b] < 0.27
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T,:=e(n) + ayp™ olsun. O halde n > 1 olmak tizere |e(n)| < 1/)_3 elde edilir.

Tribonacci ve Perrin sayilarinin sagladigi esitsizlikler ve Binet formiilii kullanilarak

lpn—z S Tn S l/)n_l,

ak—Z S Rk S ak+1

Ve

am—z S Rm S am+1

yazilabilir.

Bu son esitsizlikler kullanilarak

loga

logyp

—0.85 + (k + m) +2.95 4.1)

loga
1og¢§n§ (k+m)

yazilabilir.

Diger yandan verilen Diophantine denklemi diizenlenip tekrar yazilirsa
To=(a"+ B+ y*) (a™ + ™+ y™)

elde edilir ve

T, = ap™ +e(n),e(n) <yp 2 <!

ve
1Bl =lyl=a
oldugundan
:klﬁ; — 1| < |(e(n) + akp™ + aky™ + ampBk + pEIM 4 Y™ 4 qMyk kg™ 4
-3k
ymya~ kM| < 855 a2 (4.2)

esitsizligi elde edilir.
Baker metodunu etkin olarak kullanabilmek i¢in uygun bir A fonksiyonu

tanimlanmalidir. Burada
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o T

- alktm -
olarak tanimlanirsa, bu durumda
m=¥,m, =a,n3 =a,b;=n, b =—(k+m), b3 =1

olarak elde edilir.
Diger yandan dikkat edilirse bu se¢imlerin sonucunda A; # 0 olur. Gergekten de bunun

ispat1 icin tersine A; = 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda ay™= a**™ esitligi saglanirds.

Ancak dikkat edilirse bu bir ¢eliski olur. Ciinkii

ap™ & Q(a)
olur ki bdylece bu esitlik saglanmaz. (4.1) esitligi kullanilarak
h(n1) = h() = - (log 1 + log + log 1 +log 1) = = (log ) = 0.2031 < 0.204,

1 1
h(n,) = h(a) = §(log 1+loga +1logl+logl) = §(log a) = 0.0937 < 0.094,
1
h(ns) = h(a) = §(log(44) +logl+1logl+1logl) =1.2613 < 1.262
dk = 9 oldugundan Matveev Teoremi’'nde 4;, A, ve A3 degerleri
A; =1.84>9-0.204 =9 h(¥p) = max{9 - h(3), [log(y))|, 0.16},
A, =0.85>9-0.094 = 9 - h(a) = max{9 - h(a), |log(a)|,0.16},

A; =11.36 >9-1.262 =9 - h(a) = max{9 - h(a), |log(a)|,0.16}

olarak secilebilir. B = k + m olarak alinirsa k + m > 3 i¢in

1+ log(k + m) < 2log(k + m)
oldugu kullanilarak buradan

log |A;| > —1.32-10%log (k + m)

olarak bulunur. Bu son esitsizlik ile (4.2) esitsizligi birlikte kullanilarak

26



kloga <8.9-10*log(k + m) 4.3)

elde edilir.
Ispatin ikinci adiminda k sayis1 sabit olarak alimir ve Binet formiilii ile ifade edilen ¢arpim

yeniden yazilir ve diizenlenirse

@, _ o)
Rk Rk

+p™m +y™

olarak bulunur.

m = 3 ve R, > 2 oldugundan

ayp™ lem)| 181" v™ 1 a ™z g2 1
-1 = - < (=42 —3/2)
Rpa™ | < R a™ * |a| * |a| R a™ * am * am™ s« (2 ea
olur.
O halde A,:= % — 1 olarak tanimlanirsa
k
|4,] <1.812-a™™ (4.4)

elde edilir.
Yine benzer gerekceyle R,a™ € Q(a) oldugundan A, # 0 elde edilir. A, degerini hesaplamak
igin
t=3ven, =yY,n, =, N3 = Ri ,by=n,b, =—m,b; =1
k

olarak secilsin ve bdylece k > 2 i¢in

h(ns) =h <Rik) < h(a) + log(Ry) < h(a) + log(a®*t?) < 2.6k log a

olur. Bir kez daha d = 9 elde edilir. Boylece (4.3) esitligi B = k + m oldugu kullanilarak

A, =1.84, A, = 0.85, A; = 23.5kloga
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secilebilir.

k +m > 3 igin

1 + log(k + m) < 2log(k + m)

oldugu kullanilarak

log|A,| > —2.73 - 10% log(k + m) kloga

elde edilir. Bu son esitsizlik (4.4) esitsizligi ile birlestirilerek

mloga < log(1.812) + 2.73 - 10*°k log a log(k + m)

ve boylece

mloga < 2.74-10%k log a log(k + m) 4.5)

elde edilir.

Bu nedenle (4.3) esitsizliginden k - log @ i¢in iist sinir dikkate alinarak

. 15y . . 14
m<<(2.74 1015) - (8.9 - 10 )>-log2(k+m)

loga
ve boylece
m < 8.68-103%0og?(2m)
elde edilir.
Ustelik bu esitsizlik

2m < 17.36 - 103%log?(2m)

olarak diizenlenebilir.

l=2, L =2mveH = 17.36 - 103° degerleri igin ilgili lemma uygulanarak
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m < 1.8-103%° (4.6)

elde edilir.
Boylece

-3k

0 < |nlogy — (k + m)loga + loga| < 12.825a 2z~
elde edilir ki bu esitsizlik

-3k
LY _ (k+m)+ liz <456laz (4.7)

loga l

0<|n

esitsizligini gerektirir.

% irrasyonel say1 oldugu icin (4.1) ve (4.6) esitsizliklerinden

n <295+ (2- m)l’;% < 1.67-1035

bulunur.

w:= _—3k, T:= M, U= loga, A:=45.61, B:= a, M:= 1.67- 103° degerlerini ilgili lemmada
loga loga

yerine yazacagiz. Mathematica programi yardimiyla t” nun 70. yakinsayani

p7o _ 31823508756383478569276843491595581367
q;0 14685070877534159280098882522397462513

dikkat edilirse bu ifadenin paydasi

G0 > 6M

esitsizligini saglar ve

€ > 0.0498134 >0

esitsizligi dogru olur.
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O halde (4.7) esitsizligi

45.61-q70)
€

3k log(

J— 2 . S ——

2 loga
icin yani k > 219 i¢in ¢éziimii yoktur.

k icin verilen bu iist sinir1 (4.5) esitsizliginde yerine yazarak
m < 2.74 - 10k log(k + m) < 6.0006 - 107 log(2m)
esitsizligi elde edilir.
=1, H= 12.0012- 107, L = 2m degerleri igin ilgili lemma tekrar uygulanarak m igin
asagidaki st sinir elde edilir.
m < 4.996 - 10%°
k < m oldugundan (4.1) esitsizligi kullanilarak n i¢in asagidaki iist sinir elde edilir.

n < 4.611-10°

A, dikkate alinarak (4.4) esitsizligi yardimiyla

a
0<|nlogy —mloga + log <R_) < 2.72a™™
k
olur.
Bu ise
log 4
0< nM—m+M <9.7q™™ (4.8)
loga loga

olmasini gerektirir.

log 24
wi=m, 1= 2% ( ), A:=97,B:=a, M:= 4.611-10%°

— k
" loga’ ' loga

degerleri i¢in ilgili lemmay1 tekrar uygulayacagiz.

Mathematica programi yardimiyla t’nun 35. yakinsagi
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P35 _ 827607854074501875668
qss 381902576768821595885

olarak bulunur. q;5 > 6M oldugu agikga goriliir. Buradan k € [3,219] igin

€ > 0.00460347 >0
olur. O halde

97%s

m > < > 195.74
log a

icin (4.8) esitsizliginin ¢oziimii olmadig1 sonucuna varilir. (4.1) esitsizligi geregi

m<195ven <193

elde edilir. Boylece verilen denklemin sadece 2 < k < m < 195 ve n < 193 araligindaki

cozlimlerine bakmak yeterlidir. Bu ¢oziimler de

(n,k,m)€(5,2,2),(5,2,4),(54,4),8,2,9),(8,4,9),9,2,11), (9,4, 11)

olarak bulunur. Bu da ispati bitirir.
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