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giizel kizlarim Sevval ve Melisa’ya ve degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



OZET

Bes boliimden olusan bu ¢aligmada Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi’yle Cebir ve
Sayilar Teorisi’nin arakesitinde yer alan Eisenstein serileri calisilmustir. ilk boliimde
konu tanitilmis olup, ilerleyen boliimlerde kullanilacak kavramlar tanimlanmis ve bu
kavramlarla ilgili ozellikler ele almmustir. Ikinci boliimde Eisenstein serileri
tanimlanmis, bu serilerin Fourier agilimlart tanitilmis ve ¢esitli 6rnekler verilmistir.
Uciincii boliimde ise modiiler formlar kisaca tanitilmis ve Eisenstein serileriyle ilgisi
ortaya konmustur. Dordiincli boliimde Eisenstein serilerinin sifirlar1 iizerine bazi
sonuclar goz Oniine alinmistir. Besinci ve son bolimde ise iki agirlikli Eisenstein
serilerinin sifir yerleriyle ilgili literatiirde yer alan sonuglar ele alinmistir. Calisma

derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler

Eisenstein serileri; Fourier agilimi; Modiiler grup; Sifirlar



ABSTRACT

In this work which consists of five sections, Eisenstein series which are
intersection of Analysis and Function Theory and Algebra and Number Theory are
studied. In the first section, subject is introduced and notions which will be used in the
next sections are defined and some properties of them are given. In the second section,
Eisenstein series are defined, their Fourier expansions are introduced and some
examples are given. In the third section, modular forms are briefly introduced and their
connection with the Eisenstein series is studied. In the fourth section, some properties of
the zeros of the Eisenstein series are considered. In the fifth and the last section, results
for the zeros of the weight two Eisenstein series in the literature are considered. This

work is a compilation.
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1.GIRIS

1.1 Tanim ve Temel Ozelikler
Bu bdliimde; calismanin tamami i¢in gerekli temel tanim, teorem ve

esitsizlikleri verilecektir.

Tanmm 1.1.1. a,b,c,d € C ve ad — bc # 0 olmak tizere,

az+b
cz+d

T(2) =

seklinde tanimlanmis fonksiyona, kesirli dogrusal déniisiim (Mobiiis doniigtimii) denir,

Iki kesirli dogrusal déniisiimiin esit olmasi icin gerekli ve yeter kosul karsilikli
katsayilarin orantili olmasidir. Gergekten de

az+b_dz+b
cz+d ¢z+d

yazilirsa,

| &

b_/1 c_d_ 1=
b_ ) C-‘_'_,uve =u

QU

bulunur.
ad — bc sayisia T ‘nin belirteci (determinantt) denir.

Uyan 1.1.2. ad — bc # 0 kosulu 6nemli bir kisitlama degildir. Cilinkii ad — bc =0

olsa,

az+b adz+bd bcz+bd b(cz+d) b )
= = = = — = sabit

T(7) = = = = —
= T d ™ cdz+ @ izt @ dz+d)  d

olur.



Teorem 1.1.3. (Baskan 2000) T (— %) = o0, T () =% tamimu ile, her T(z) = az+h

cz+d

dogrusal doniisiimii C,, dan C,, a bire-bir, tizerine konform bir doniisiim olur.

Onerme 1.1.4. (Baskan 2000) Her dogrusal T déniisiimiin T ile gosterilen ters

fonksiyonu da bir dogrusal doniigtimdyir.

Tamim 1.1.5: Dogrusal doniisiimlere C,, un bir otomorfizmasi denir.

Teorem 1.1.6. (Baskan 2000) PSL(2,C): _{‘”“’

ab,cdeC ad— bc-l}

kiimesi fonksiyon bileskesi islemine gore bir gruptur.

a1z+b
Ispat. T,(z) = —2 ,T,(2) = gzzthy herhangl iki dogrusal doniisiim olsunlar.
ai1z+b 1+b
T ° T _ az c1z+dq 2 _ (a1a2+C1b 2)Z+a2b 1+b 2d1
z2- 1 2_a12+b Lid, (aicz+cidy)z+ceabq+did;
c1z+dq

ve buradan

(a1ay + c1b 3)(c3b 1 +dydy) — (azb 4 + b pdq)(aic, + c1d3)
=(a;d; — b 1c1) — (azd; — b yc3) =1

elde edilir. O halde T, o T; € PSL(2, C) dir. Benzer sekilde T; o T, € PSL(2,C) olur.

Diger yandan dogrudan islemle

Tio(TyoT3) = (TyoTy)oTs

oldugu goriilir. Her doniisiimiin ters doniisiimiiniin de dogrusal oldugunu

Onerme 1.1.4° ten biliniyor. Birim eleman ise T'(z) = z = I(z) olarak bulunur.

Teorem 1.1.7. (Baskan 2000) Bir dogrusal doniisiimiin {ist yar1 diizlemi kendi {izerine

resmetmesi i¢in gerekli ve yeterli kosul a, b, ¢, d katsayilarinin gergel say1 olmasidir.



Sonug¢ 1.1.8. (Baskan 2000) H = {z € C: |z| > 0} st yar1 diizlemini kendi {izerine
resmeden dogrusal doniisiimlerin kiimesi PSL(2,R) simgesi ile gosterilir ve bu kiime

fonksiyon bileskesi islemine gére PSL(2,C)’nin bir alt grubudur.

Teorem 1.1.9. (Baskan 2000) Her T € PSL(2,R) i¢cin T(R) = R dir.

Tamm 1.1.10. C,, diizlemini, sonlu sayida nokta disinda, kendi lizerine bire-bir ve

konform olarak resmeden her w = f(z) doniisiimii bir dogrusal doniisiimdiir.

1.2. Modiiler Grup ve Denklik Alt Grubu

PSL(2,C) icinde katsayilar1 tamsay1 olan doniisiimler biiyiikk 6nem tasir. Bu
ozellikteki doniisiimler, PSL(2,C)‘nin bir alt grubunu olusturur. Detaylar i¢in standart
referans (Schoeneberg 1974)diir.

az+b

cz+d '

Tanmm 1.2.1. PSL(2,Z) = { ra,b,c,d €Z,ad — bc = 1} seklinde tanimlanan

gruba modiiler grup denir.

Uyan 1.2.2. Kesirli lineer doniisiimler ile 2x2 matrisler arasinda yakin bir iliski vardir.

Bu iligki uygulamada biiyiik kolayliklar saglar. Buna gore

a b

I= SL(z,Z):z{(C d):a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}

olarak tanimlanirsa Cebir ve Sayilar Teorisi’ndeki 1. izomorfizm Teoremi’nden
PSL(2,Z) = SL(2,Z) / {+I}
oldugu goriilebilir. Bu izomorfizm tiim kesirli lineer dontigiimler i¢in de gegerlidir.

Teorem 1.2.3. (Schoeneberg 1974) Modiiler grup T(z) = z + 1 ve S(z) = -1/z

dontisiimleriyle tiretilir.

Tamim 1.2.4. Modiiler grubun temel denklik alt grubu, I, (N) ile gosterilir ve



pwy:= {( Z) € I':c = 0 (mod N)}

olarak tanimlanir.

1.3 .Modiiler Grubun Temel Bolgesi

Tamm 1.3.1. G, modiiler grup I' 'nin bir alt grubu ve iist yari diizlem #’ nin iki noktasi
T ve T’ olsun. Eger

T = At
olacak sekilde A € G varsa bu iki noktaya G altinda denktirler denir. Bu denklik G de

bir denklik bagintis1 olusturur.

Tamim 1.3.2. G de bu denklik bagntisi iist yar1 diizlem H~ i denklik siniflarinin bir
ayrik koleksiyonuna ayirir dyle ki bu denklik siniflarina yériinge denir ve G, ile
gosterilir. G, yoriingesi, A € G olmak lizere, At formundaki tiim kompleks sayilarin

kiimesidir.

Tanmm 1.3.3. G,I"” nin bir alt grubu olsun. Her bir yoriinge den secilen noktalarin

kiimesine G’ nin temel kiimesi denir.

Tamm 1.3.4. G, modiiler grup I’ nin bir alt grubu olsun. Ust yar1 diizlem #’ nin acik
altkiimesi R olsun. Eger
(@) R¢' nin iki farkli noktasi G altinda denk degildir,
(b) Eger T € I ise, G altinda T° ya denk olacak sekilde R;’nin kapaniginda bir t’
noktasi vardir,

sartlarini sagliyorsa R;’ ye G’ nin temel bolgesi denir.



=

t=u+iv,v>0

- - e e

/|r|=l

T T - T »u
=1 = 0 } !

Sekil 1.1. Modiiler grubun temel bolgesi.

Teorem 1.3.5. (Schoeneberg 1974) p asal bir say1 olmak {izere,
p—-1

Rr U U ST* (Ry)
k=0

kiimesi, I (p) alt grubunun temel bolgesidir.

Asagidaki sekil, yukaridaki teorem kullanilarak p = 3 igin elde edilen I,(p) alt

grubunun temel bdlgesini gosterir.

:

ST

ST?

— 1

-1 -1 0 ) 1

Sekil 1.2. I'5(3) i¢in temel bolge.



1.4. Bernoulli sayilar

1.4.1 Tanim.

X

o Bn
= T o 2" (L1)

eX—1

verilsin. Bu seri agilimi yardimiyla elde edilen kuvvet serisindeki B, katsayisina n.

Bernoulli sayist ad1 verilir.

1.4.2 Ornek. Bazi Bernoulli sayilar1 asagidaki gibidir:

BO = 1,
1
B1 = _E,
1
Bz = g,
1
B4 = _%,
1
B¢ v
1
B8 = %,
5
BlO - %,
o __ 691
127 2730
7
Bl4- - gl
3617
Bie =510

1.4.3 Uyar. Dikkat edilirse, burada n’nin 1 den biiyiik tek degerleri i¢in B,, = 0 olur.



1.5. Riemann Zeta Fonksiyonu

1.5.1 Tanim. Riemann zeta fonksiyonu {(s) ile gosterilir ve

(=YL

olarak tanimlanir.



2. EISENSTEIN SERILERI
Eisenstein serileri bir sonraki boliimde tanitilacak olan modiiler formlarin onemli
orneklerinden biridir. Ozellikle Sayilar Teorisi metotlarinin kolayca uygulanabilmesi

nedeniyle konu, Kompleks Analiz ile Sayilar Teorisi arasinda koprii olusturur.

2.1. Giris

w1

2.1.1. Tanmm. k > 2 ¢ift tamsay1, w4, w, € C ve Im( ) > 0 olmak iizere

w2

4

Gr(wy, wy):= z (mywq + mzwz)_k
ml,mZEZ

bi¢iminde tanimlanan seriye k-agirlikli homojen Eisenstein serisi denir.

Tanimdaki semboli (mq, m,) # (0,0) 6zelligindeki tamsayilar tizerinden toplam

alindigini gostermektedir.

2.1.2. Tamim. Yukaridaki tanimda 7 = % alinarak
2

I
Gi(D:= 0Ge(wn @) = ) (mr+m)k

mq,my€Z
tanimlanan seriye de k-agirlitkl homojen olmayan Eisenstein serisi denir.
2.1.3. Uyan. Eisenstein serileri “eliptik bir fonksiyon™ olan (Singerman ve Jones 1987,

Sayfa 72) Weierstrass-g fonksiyonu ile yakin bir iliskisi vardir. Weierstrass-g

fonksiyonu G, ve Gg sirastyla 4 ve 6 agirlikli Eisenstein serileri olmak tizere

(#' )" = 4pW)* — 606, (w) — 1406,



diferansiyel denklemini saglar. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii yardimiyla
Eisenstein serileri, Weierstrass-go fonksiyonunun iirete¢ fonksiyonlar1 olarak
disiiniilebilir.

Gergekten de bu degisken katsayili linecer olmayan diferansiyel denklemin

¢Ozimi

1 N 2k
() = —+ ) 2k +1) Griro?
k=1

olur.

2.1.4,. Tanmm. k > 2 ve ¢ift tamsay1 olmak {lizere k-agirlikli normallestirilmis Eisenstein
serileri E; (z) ile gosterilir ve

E(z) = % Z (cz+d)*

c,d€EZ
(c,d)=1

olarak tanimlanir.

2.1.5. Uyar1. Tanima dikkat edilirse normallestirilmis Eisenstein serisi Ey (z), G (2) nin
tim terimleri, sabit terimi 1 olacak sekilde 2{(k) ile bolinmesiyle elde edilmistir.

Uygulamada daha ¢ok bu seriler kullanilir.

2.2 Eisenstein Serilerinin Fourier Katsayilari

Eisenstein serileri periyodik fonksiyonlar oldugundan Fourier a¢ilimlar: vardir.
Bu serilerin aritmetik 6zelliklerini daha iyi ¢alisabilmek igin Fourier katsayilarinin elde
edilmesi biiyilk 6nem tasimaktadir. Siradaki teoremden de goriilebilecegi gibi bu
katsayilarin  aritmetik fonksiyonlar yardimiyla hesaplanabilmesi konuyla ilgili
asimptotik problemlerin ¢alisilmasinda kolaylik saglar. Gergekten de Eisenstein
serilerinin  yeterince sayida katsayisi uygun bilgisayar yazilimlariyla kolaylikla
hesaplanabilir. Bu seriler bu 6zelligi yardimiyla 6zellikle modiiler formlar i¢in 6nemli

birer ornek olurlar.
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Asagidaki teoremde FEisenstein serilerinin  Fourier katsayilarinin  nasil
hesaplanabilecegi goriilmiistiir.

Teorem 2.2.1. (Apostol 1990) Eger T € H ve k > 2 ve ¢ift tamsay1

Ak
G (T) = 24 (k) + 2 2 (S(Zf‘i)!z: k=1 g 2mimyve

v21

2(2mi)* .
= 2¢(k) + (IE —ml))!z Op—1(n)e?mint

n=1
olur. Buradaki
o, (n) = z dam  (d>0)
d/n
toplami1 N’nin bdlenlerinin m. kuvvetlerini gosterir.

k—1
T olmak tlizere

Ispat. 7 € H,v > 0,k > 2 i¢in a, = (—2mi)* (’;_1

ZneZ(T + n)_k:szl avezmvr

aciktir. ¢ = e?™ olmak iizere
Z(T +n)"% = —4x? Z nq"
—00 n=1

ve buradan
i 1 —4n’q 1
Li(t+n)? (1—q)? 72
n#+0

olur.

Karmasik has olmayan integral kullanilarak

o1 1\ 2mi 1
D i R R
T+n n 1-q =

— 00
n+0
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elde edilir.

o

1 T
= —Z TV (—n)~ @+, |—| <1,
T+n n

v=0

oldugundan Esitlik (1.1) kullanilarak

— = B, (2mit)™ !
2 Z ((2n) ¥t = —2mi Z # +C, || < 1.
n=1 n= n

C=-mi,B,=— % ve k pozitif ¢ift tamsay1 olmak lizere,
(Zm)
(k) = 20eD ——By, (2.1)
kullanilarak
(2 -)k B ,
Gr(®) = 2075 (= 22 + Tpan Oy () €2777), (22)

elde edilir, bu da ispat1 tamamlar.

Onerme 2.2.2. k >3 igin G,(t) Eisenstein serileri # iist yar1 diizleminde mutlak

yakinsak olup H 'nin kompakt alt kiimeleri lizerinde bu yakinsama diizgiindiir.

Ispat. k > 3 olsun. O halde G, (7)’nin tanimin1 kullanarak

I
G@=Y  Jmrim) sy
mq,my€Z n=1M

yazilabilir. Son esitlikte yer alan seri hipotez geregi yakinsak oldugu igin Weierstrass
M-testi geregi G, (t) Eisenstein serisi H ist yar1 diizleminde mutlak yakinsak, # nin

kompakt alt kiimeleri lizerinde ise bu yakinsama diizgiindiir.

Uyan 2.2.3. Yukaridaki seri mutlak yakinsak oldugu i¢in toplamin siras1 nemsizdir 6te

yandan G (t) Eisenstein serisinin 6zdesligin sifirmdan farkli oldugu agiktir. Ote yandan
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Eisenstein serilerinin yakinsakligi herhangi bir referansta bulunabilecek bir problem

olup, yukaridaki dnermede kaynak gdsterilmeden dogrudan ispati verilmistir.

Ornek 2.2.4. Eisenstein serilerine 6rnek olarak asagidaki seriler verilebilir:

E,(2)=1- 242 o, (n)q"
n=1

E,(z) =1+ 2402 o3 (g™ =1 + 240 Z =
n=1 n=1 q

Eg(z) =1— 5042 o5(m)g" = 1 — 5042 =
n=1 n=1 q

n7qn
—q

Eg(z) =1+ 4802 o,(n)q" =1+ 480 Z T
n=1 n=1

Ornek 2.2.5. Bazi Eisenstein serilerinin Fourier agilimlar1 asagida verilmistir:

E,(z) =1 —24q — 72q% — 96q° — 168q* — 144q° — 288q° — 1929”7 — 360q® — -
E,(z) =1+ 240q + 2160g2 + 6720q3 + 17520q* + 30240q° + 60480q° + ---
E¢(z) = 1 —504q — 16632q% — 122976q° — 532728q* — -

Eg(z) = 1+ 480q + 61920¢2 + 1050240¢3 + ---

E10(2) = 1 —264q — 1354329% — -

Ei4(2) =1 —24q — 196632q2% — -

Daha sonra goriilecegi gibi Modiiler form uzay: C iizerinde sonlu boyutlu bir
vektor uzay1 oldugu icin boyut formiilleri (Miyake 2006) yardimiyla Eisenstein serileri

arasinda bazi Ozdeslikler elde edilebilir. Bunlardan bazilar1 asagidaki teoremde

verilmistir.
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Teorem 2.2.6. (Apostol 1990) Eisenstein serileri i¢in asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

E42 = Eg, E4E¢ = Eqo, EsE19 = E14, EEg = Eqy

Uyan 2.2.7. 4 agirlikli ve 6 agirlikli Eisenstein serileri yardimiyla daha yiiksek agirlikli
Eisenstein serileri elde edilebilir ((El Basraoui ve Sebbar 2010), Sayfa 2290).

Buna gore asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.2.8. (Apostol 1990) k > 4 olmak tizere Ex Eisenstein serileri
Eg = E,*
Eio = E4Eg
691E,, = 441E,> + 250E,°
Eyy = E42E6
3617E,4 = 1617E,* + 2000E,E,>
43857E,5 = 38367E, E¢ + 5500E,>
174611E,, = 53361E,” 4+ 121250E,%E,”
77683E,, = 57183E,*E,+20500E,E,>

236364091E,, = 49679091E,°+176400000E,°E,>+10285000E,*

0zdesliklerini saglar.

Uyan 2.2.9. Dikkat edilirse her bir k > 8 icin E,(z) Eisenstein serisi E,(z) ve

E¢(z)’ nin polinomlar1 cinsinden ifade edilebilir.

E,, E, ve E¢ Eisenstein serileri Ramanujan tarafindan yogun sekilde ¢alisilmis

ve iinlii matematikci asagidaki sonuglari elde etmistir.
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Teorem 2.2.10. (Ramanujan 1916) Eisenstein serileri asagidaki diferansiyel

denklemleri saglar:

i 1 dE _ 1 2

(i) 2mi dt | 12 (B — E4),

. 1 dE, _ 1 B

(i) o—=—— =5 (EEs — Ey),
1 dEs _ 1 2
(iii) 2mi dt | 12 (Ez2Ee — E§).

2.3 Ramanujan-t Fonksiyonu
Eisenstein serileri yardimiyla elde edilen Ramanujan-t fonksiyonu oldukca

ilging 6zelliklere sahiptir.

Tanmm 2.3.1. G, ve Gg swrastyla 4 ve 6 agirlikli Eisenstein serileri olmak iizere

Ramanujan-t fonksiyonu 4 ile gosterilir ve

A(r) = 24.33.52(20G3 — 49G2)

esitligi yardimiyla tanimlanir.

Teorem 2.3.2. (2m) 12 A(t) fonksiyonunun Fourier agilimindaki katsayilar tamsayidir.

Ispat. g = e?™7 olsun. {(4) = ve {(6) =

325

4
G,(7) = 7;2 z (1 + 24.3. SZ a;(n) ez"”")

nz1

Ge(7) = 2 (1 —23.32, 720 (n) ez’”m>
6 33.5.7

nz1

oldugu biliniyor. O halde
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1 1
(2m)2A(0) = 553 (1+ 2 3.52 03(Mq")° = 553 (1+ 28,32, 72 o5 (M)q")?
' n=1 | nx1
1
= 5533 (1+ 2%, 3.52 a3(n)q™)3 — 5633 (1 + 2%.32 72 os(n)q™)
n=1 n=1

1
- EZ(503 (M) +705(n)q"

nx1
olur. Buradan,
504(n) + 7og(n) = Z(5d3 +7d5) = sz d3(1 — d2)(mod12).

d/n a/n

d3(1 —d?) = 0(mod12)

oldugu ise aciktir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
Bu teoremden yola ¢ikarak
(2m)PA(T) = Tz T(M)eX™™

kullanilarak Ramanujan-t fonksiyonun bazi degerleri

(1) =1,
7(2) = —24,
7(3) = 252,

7(4) = —1472,
7(5) = 4830,
7(6) = —6048,
©(7) = —1674

olarak elde edilir.

(2.5)
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3. MODULER FORMLAR VE EISENSTEIN SERILERI
Bu bolimde matematigin son yillardaki popiiler konularindan birisi olan
modiiler formlara kisa bir giris yapilacak ve Eisenstein serilerinin modiiler formlarla

iliskisi ortaya konacaktir. Bu béliimde yer alan kavramlar i¢in standart referanslar olan

(Miyake 2006) ve (Koblitz 1984) kaynaklar1 kullanilmistir.

Tanmm 3.1. f(z), H ist yar1 diizlemde tanimli meremorf bir fonksiyon ve k bir pozitif

a b

tamsay1 olsun. f(z) fonksiyonu hery = (C d) € SL(2,Z) i¢in

f(yz) = (cz + D f(2) (3.1)

esitligini gerceklesin.
Ustelik f(z),z = da meremorf yani f(z) = Y eza,q™ Fourier serisinin

n < 0 ozelliginde en fazla sonlu sayida a,, katsayisi sifirdan farkli olsun.
Bu durumda f(z) fonksiyonuna I' igin k-agwrlikly modiiler fonksiyon denilir.
f(2),T igin k-agirlikli modiiler fonksiyon olsun. Eger f(z),H iizerindeki bir
noktada ve z = oo da analitik, yani her n < 0 i¢in a,, = 0 ise f(z) fonksiyonuna I' igin

K-agirlikli bir modiiler form ad1 verilir.

Eger ap, = 0, yani modiiler form sonsuzda sifir oluyorsa f(z) ye T igin

K-agwrlkly bir cusp form denir.

Uyan 3.2. f(z), k-agirlikli bir modiiler form olsun. I’ nin tiretegleri dikkate alinirsa bu

iiretecler icin

f(=3) = (2@ (3.2)

fz+1) = f(2) (3-3)
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esitlikleri elde edilir. (3.3) esitligine dikkat edilirse modiiler formun periyodik

fonksiyonlar olduklar1 goriiliir.

Uyani 3.3. I i¢in k-agirlikli modiiler formlarin kiimesi M, (I") ve cusp formlarin kiimesi

S () ile gosterilir.

Teorem 3.4. M(I') ve S,(I'), C tzerinde sonlu boyutlu bir vektér uzayidir.
((Miyake 2008) Sonug 4.1.4 Sayfa 99 ve (Koblitz 1984) Sayfa 109’a bakilabilir.)

Tamm 3.5. f(z) = Yo, a,q™ serisine /" nin g-agilim1 denir.

-10 ) € I' i¢in (3.1) esitligi yazilirsa

Uyan 3.6. y = ( 0 -1

f@) = (D*f(2)

elde edilir. Buradan f(z) 6zdesligin sifirindan farkli bir fonksiyon olmasi halinde k’nin
cift say1 olmas1 gerektigi goriiliir. Baska bir deyisle k’nin tek say1 agirlikli ve 6zdesligin
stfirindan farkli bir modiiler fonksiyonu yoktur. O halde bu ¢alismada k’nin ¢ift sayi
oldugu kabul edilecektir.

Eisenstein serileri aritmetik fonksiyonlar yardimiyla tanimlandigi igin Fourier
katsayilar1 kolayca hesaplanabilir. Ote yandan modiiler formlarla baglantis1 nedeniyle
onemli birer aritmetik obje haline gelirler. Eisenstein serileri ile modiiler formlar

arasindaki iligki asagida verilmistir.

Teorem 3.7. (Koblitz 1984) G, k > 2 agirlikli Eisenstein serisi olsun. Bu durumda
Gk € Mk(r‘) le.

Ispat: Hipotez geregi k en az 4 oldugundan

I
Z (mz +n)7k
m,nez
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serisi mutlak yakinsaktir ve yakinsama H 'nin herhangi bir kompakt alt kiimesi {izerinde
diizgiindiir. Boylece Gy (z), H iist yart diizlemi {izerinde analitik bir fonksiyon olur.
Tanim geregi m ve n ayni anda sifir olmayan tamsayilar oldugu i¢in G (z) ve G, (z + 1)
serileri, terimlerinin siras1 farkli, aslinda ayni serilerdir. O halde Gy (z) = Gr(z + 1)

oldugu agiktir.

1

lim (mz+n)7k = z nk =28(2) < o
Z—1 mnez —

oldugu i¢in G, (2) nin Fourier agilim1 negatif terimleri igermez. Ote yandan

27KG, (— %) N Zl (mz +n)™* = Gi(2)

m,nez

olur. Bu da ispat bitirir.
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4. EISENSTEIN SERILERININ SIFIRLARI
Herhangi bir karmasik fonksiyon verildiginde akla gelecek ilk sorulardan birisi
de bu fonksiyonun varsa sifirlar1 ve bu sifirlarin diizlemdeki yerleridir. Dogal olarak bu

problem modiiler formlar ve 6zel olarak Eisenstein serileri i¢in de ¢alisilmustir.

Modiiler formlar i¢in verilen degerlik formiilii (Miyake 2006) yardimiyla

k-agirlikli bir modiiler formun sifirlarinin sayisini kabaca [[1’(_2]] oldugu sdylenebilir.

M, uzayinin bir baz1 da Eisenstein serileri yardimiyla olusturulabilir (Garthwarte
ve ark.). Bu durum ise Eisenstein serilerinin Modiiler Formlar Teorisi’ndeki 6nemli

yerinin bir baska kanitidir.
Bu boliimde (Garthwaite ve ark. 2011)’dan faydalanilmistir.
Ilk olarak bir fonksiyonun sifirmin tanimi verilecektir.

Tammm 4.1. Herhangi bir f(z) fonksiyonu verilsin. Bu durumda f(z) = 0 esitligini

saglayan z noktalarina f(z) fonksiyonun sifir: ad1 verilir.

Eisenstein serilerinin sifirlar1 literatiirde ilk olarak 1960’larda Wohlfart (1963)
ve R.A. Rankin (1968) tarafindan c¢alisilmistir. Bu makalelerde k = 36 hari¢ 4 < k <
38 i¢in Ey(z)’nin sifirlarimin birim ¢ember iizerinde oldugu gdsterilmistir. Ardindan

F.K.C.Rankin ve Swinnerton-Dyer asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 4.2. (Rankin ve Swinnerton-Dyer 1970) k > 4, cift say1 olsun. E}(z)’nin

I’ modiiler grubun temel bolgesi tizerindeki tiim sifirlart

A::{Z:eig;z<9<2—n-}
27 7 3

yay1 iizerindedir.
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Sekil 3.1. Ex(z) nin sifirlar1 (k = 4).

ispat: n bir tamsay1 olmak {izere ve s = 0,4, 6,8, 10 ve 14 olmak iizere k = 12n + s
olsun.

—14+/3i
2

Degerlik formiilii geregi, s sayist E(z)’nin i ve w = noktalarinda sahip olmasi
: : ; 2 <
gereken en az sifirlarinin sayisim belirler. Bu ise Ej (") nin (g,?n) araliginda en az

n tane sifir yeri olmasina denktir.
n >0 i¢in R,E;(z)’nin taniminda yer alan tlim terimlerin kalanini gostermek ve

c? 4+ d? > 1 olmak iizere
= M i0 = k—g
F.(0) =e2 Ek(e ) 2cos > + R
g6z Online alinsin. O halde (g,z?n) araliginda |R| < 2 olur. Boylece Ey(e*®)’nm bu

. ] . .
araliktaki sifir sayis1 en az 2cos (k E)’nln sifir sayis1 kadardir. Rankin ve Swinnerton-

Dyer kisa bir hesaplamadan sonra sifir yerleri sayisinin n tane oldugunu géstermistir.

Eisenstein serilerinin sifir yerlerinin literatiirdeki son ¢aligmalarindan birisi de
“ayirma Ozelligi”dir. Bu 6zellik (Gekeler 2001)’de gozlemlenmis ve (Nozaki 2008)’de

ispatlanmustir.

Teorem 4.3. (Nozaki 2008) k > 12 bir ¢ift tamsay1 ve E(z), SL,(Z) igin k-agirlikl

Eisenstein serisi olsun. {e'%:a; < a; < ... < a} , Ex(z)’nin A iizerindeki sifirlarmin
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kiimesi ve {e®?/:b; < by < ... < byy1} , Exp12(2) nin A iizerindeki sifirlarinin kiimesi

olsun. Bu takdirde j = 1,2, ...,n igin b; < a; < bj,4 olur.
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5. IKi AGIRLIKLI EISENSTEIN SERILERI VE BU SERILERIN SIFIRLARI
Modiiler formlarin sifirlarinin kiimeleri uzun yillar boyunca matematikgilerin
ilgi ¢ekici calisma konularindan birisi olmustur. Onceki boliimde goriildiigii gibi Rankin
ve Swinnerton-Dyer, (1970)’de k agirlikli Eisenstein serilerinin sifirlarinin standart

temel bolgedeki |z| = 1 gemberi {izerinde oldugu gosterilmistir.

Literatiirde gilincel ¢alismalar g6z Oniine alinirsa Hahn, (2007)’de baz1 6zel
gruplar tlizerinde tanimlanan Eisenstein serilerinin sifirlar1 calisildigi goriiliir. Miezaki,
Nozaki ve Shigezumi, (2007)’de modiiler grubun bazi 6zel alt gruplari lizerinde taniml
Eisenstein serileri i¢in benzer problem olan sifir yerlerinin geometrik yerleri iizerinde
durulmustur. Farkli bir problem olarak, Rudnick (2005)’de modiiler formlarin
stfirlarinin asimptotik dagilimi ¢alisilmis ve esdagilim sonuglari elde edilmistir. Boylece
modiiler formlarin sifirlar1 tizerine iki farkli yaklagimdan yola ¢ikilarak Onemli

sonuclara ulagilmistir.

Bu boéliimde hemen hemen modiiler form olan iki agirlikli E,(z) Eisenstein
serileri i¢in sifirlar1 i¢in (EI Basraoui ve Sebbar 2010) ile (Wood ve Young 2013)’te

elde edilen bazi sonuglar verilecektir.

5.1. Tamim ve Temel Ozellikler.

Tamm 5.1.1. Iki agirlikli Eisenstein serileri E,(z) ile gosterilir ve

E,(z)=1- 242 o, (n)q"

Fourier agilim1 yardimiyla tanimlanir.

Teorem 5.1.2. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E,(z) Eisenstein serileri her

y(z) = % € I i¢in
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E, (“Z“’) = (cz + d)?E,(2) — Zic(cz + d) (4.1)

cz+d
fonksiyonel esitligini saglar.

Uyan 5.1.3. Yukaridaki teoreme dikkat edilirse E,(z) Eisenstein serileri modiiler
formlarin taniminda yer alan fonksiyonel esitligi bir terim farkla saglamaz ancak yine de
benzer bir esitligi saglar. Bu nedenle E,(z) Eisenstein serileri hemen hemen modiiler

form 6zelligini tagir.

5.2. E, Eisenstein Serisinin Sifirlari
E,(z)’nin sifirlarin sayist uzun siire literatiirde agik problem olarak yer aldu.
(El Basraoui ve Sebbar 2010)’da ilk olarak bu sayinin sonsuz ¢oklukta oldugunu

gosterilmistir. Bu boliimde bu makalede yer alan sonuglar ele alinacaktir.

Teorem 5.2.1. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E, Eisenstein serisinin sanal eksen

. 1, . . " .
tizerinde 7,, Ve Re(z) = 5 dogrular1 tizerinde 7, gibi en az bir sifir1 vardir.

0 -1
1 0

piir sanal say1 olarak alinirsa, yani T = iy olursa, bu durumda E, (t) reel degerler alir ve

Ispat: n > 0 olmak iizere S = ( ) ve S, = (1 O) olarak tanimlansin. T sayisi
n 1

ayn1 zamanda (0,c0) iizerinde artan olur. Ote yandan limy_qE,(iy) = —c0 ve

lim,,_,, E;(iy) = 1 ‘dir. O halde E,(z)’nin sanal eksen iizerinde bir tek 7 gibi bir sifir

yeri vardir.

Benzer olarak E,(7), T = % + iy, y > 0 icin gecerlidir. Bundan bagka

1 0) i¢cin

lim,, Ez(% + iy) = —oo olur. Gergekten de @ = 52‘1 = (_2 1

E(+0)=—5GE(-5+5) -

olur. y > 0 iken E, (—% + E) — 1 oldugunda limy,_o E, (5 + iy) = —oo elde edilir.
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E, (_1?\/5) =E, (g) = % oldugunda E,(2)’ nin reel kismi % ve sanal kismi ?’ dan
kiiciik olan 7, gibi bir sifir yeri vardir. Son olarak (El Basraoui ve Sebbar 2010)’de

Onerme 2.1. kullanilarak ispat tamamlanur.

Uyan 5.2.2. Modiiler formlar, I' modiiler grubun elemanlar1 tarafindan invaryant
birakilir. Ancak E,(z) Eisenstein serisi hemen hemen modiiler form oldugu igin bu

Ozelligi kismen saglar. Bu durum asagidaki dnermede yer almaktadir.

Onerme 5.2.3. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E,’nin iki sifir yeri denktir < Biri

digerinin bir tamsay1 kadar 6telemesidir.

Ispat: z; ve z, iist yar diizlemde I"’ya gore denk olan iki sifir yeri olsun. Yani belli bir

Yy = (Ccl Z) € I igin z; = Yz, olsun. Bu durumda (4.1) geregi

6c 6c
Ey(z1) = 0 = Ey(yzy) = (czy + d)?Ey(2,) + E(CZZ +d) = E(CZZ +d)

elde edilir. Son esitligin sifir olmasi ancak ve ancak ¢ = 0 ile miimkiindiir. Bu durumda

1 0
0 1

bir otelemedir. Yeter sart ise E,’nin Oteleme doniislimlerinin invaryant kalmasindan

ad — bc = 1 oldugundan a = d = 41 olmalidir. O halde y = ( ) elde edilir ki bu

elde edilir. Oyle ki z;, z,’nin bir tamsay1 kat:1 Stelemesi ise z; = yz, olacak sekilde bir

y € I' vardir. Bu ise ispati tamamlar.

Yukaridaki 6nermeden asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.2.4. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E,’nin S = {r €EH: —% < Re(7) < %}

seridi izerinde SL,(Z) ye gore denk olan iki farkli sifir1 yoktur.

A fonksiyonunun ¢arpim formiilii kullanilarak asagidaki sonug kolayca elde edilebilir.
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Teorem 5.2.5. E,(z) = ﬁj(—(zz)) olur.

Teorem 5.2.6. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E,’nin S {izerinde sonsuz ¢oklukta sifir
yeri vardir.

Yukaridaki teorem yardimiyla asagidaki sonug verilebilir.
Sonug 5.2.7. Delta fonksiyonu A’nin sonsuz ¢oklukta kritik noktas1 vardir.

Ispat: E, Eisenstein serisi delta fonksiyonu A’nin logaritmik tiirevi oldugu ve bir

fonksiyonun tiirevinin sifir oldugu noktalar kritik noktalar oldugu i¢in ispat agiktir.
Teorem 5.2.8. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E,’nin tiim sifirlart basit sifir yerleridir.
Ispat: E,, E,’nin bir sifir yeri olsun. O halde esitlik (6) geregi

1 dEy(25) 1

1
g = 1z F2(20)* = Ea(20)) = =15 Ea(20)

olur. Bdylece z,’1n basit sifir yeri oldugunu gostermek igin tanim geregi E,(z,) # 0

—1+iV3
ve bu noktanin

oldugunu gostermek yeterlidir. E,’ iin tiim yerlerinin 7 =

I' = SL,(Z)’ye gore denk olan noktalar oldugu biliniyor. O halde her y € SL,(Z) igin
E,(yt) # 0 oldugu gosterilmelidir.

Hery = (‘Cl Z) € I' = SL,(Z) icin esitlik (4.1) kullaniimalidir.

E(y.D) = (et + 222 + L (et + d) = 22 (2 - cd+d?)

elde edilir.

O halde E,( yt) = 0 olmasi igin ¢ = d = 0 olmalidir. Ancak ad — bc = 1 olma

kosulu ile bu durum imkansizdir. Yani E,( y7) # 0 olur ki bu da ispat1 bitirir.
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Uyan 5.2.9. E,(z) Eisenstein serileri hemen hemen modiiler form adini aldigi daha
once belirtilmisti. Dogal olarak akla bu serilerin sifirlarinin yerleri problemi akla gelir.
Ote yandan bu serilerin tiirevlerinin sifir yerleri de bir baska dogal arastirma konusu
olur. Ancak iki durumda da modiiler formlarin sagladig1 fonksiyonel esitligin getirdigi
indirgeme teorisi burada ise yaramadigindan iist yar1 diizlemin sinirina yaklasan
stfirlarin sonsuz ¢okluktaki dizisinin elemanlarini temel bolgeye tasiyacak bir metot

yoktur. Bu nedenle bu problem iginde ayr1 bir zorluk barindirmaktadir.

Uyari. 5.2.10. Teorem 3.1.2°deki 6zdeslikten E,(z) nin {ist yar1 diizlemdeki sifirlarinin
A'(z) fonksiyonunun sifirlariyla ortiistiigii goriiliir. E1 Basroui ve Sebbar, (2010)’da

E,(z)’nin G ={z € H: —% <x< %} seridi i¢inde I"’nin doniistimleri altinda birbirine
resmedilebilen sonsuz ¢oklukta sifirinin oldugu gosterilmistir. Bu sonucun diger hemen

hemen modiiler formlara genellestirilmesiyle ilgili sonuglar Saber ve Sebbar (2012)’de

yer almaktadir.

5.3. E5(z)’nin Sifir Yerleri Uzerine Bazi Hesaplamalar
Wood ve Young, Mathematica yazilimini kullanarak E,(z) = 0 denklemini iki
agirlikli Eisenstein serilerinin kesik Fourier agilimi yardimiyla ¢esitli € degerleri igin

y = € kosuluyla niimerik olarak ¢6zmiislerdir.

Cesitli nedenlerden dolayr bu sifirlarin yerleri y—degerlerinin azalan sirasiyla

listelenmistir.

En biyiik sifir yerine eger z; denirse, bu durumda bu sifir x = 0,
y =0.5235217000179992 noktasinda yer almaktadir. E, (iy) degeri reel say1 olupy > 0
igin arttig1 ve lim,,_o+ E;(iy) = —oo ve lim,,_,o, E;(iy) = 1 oldugu igin X = 0 dogrusu

tizerinde E,(z)’nin tam olarak bir tane sifir1 vardir.

Iki agirlikli Eisenstein serilerinin bir tane daha sifirt vardir, bu noktaya

Zp denirse, bu sifir yeri X = -1/2, y = 0.13091903039676245 noktasindadir.
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El Basroui ve Sebbar, (2010)’da kullanilan metotlar takip edilerek Wood ve
Young (2015)’te X = —1/2 6zelliginde bir sifir yerinin daha oldugu ispatlanmistir.

Mathematica kullanilarak x < 0 i¢in yaklasik sifir yerleri

23 =-0.33332589074451363 + 0.05818192365400147i
74 =-0.2499951743678368 + 0.03272491502475048i
z: =-0.19999706592873248 + 0.020942992286928155i
z%=-0.40000182048192795 + 0.020946451276672513i

olarak bulunmustur. Verilere dikkat edilirse sifir yerlerinin X — koordinatlar1 sirasiyla
-1/3, -1/4, —1/5 ve —2/5 rasyonel sayilarina yaklagmaktadir. y — koordinatlari arasinda
da su sekilde bir iligki vardir.

Im(z,)

= 3.99882 ...
Im(z,) 3.99882 ...,
Im(z,)

=8.99801 ...,
Im(z3)
Im(z,)

= 15.
Im(zy) 5.9976 ...,
Im(z
Li) = 24.9975 ..,
Im(z3)
Im(z,)
——~ = 24.9933 ..,
Im(zs)

Dikkat edilirse bu sayilar bir tamkareye olduk¢a yakindir. Boylece Wood ve
Young (2015)’te asagidaki teorem elde edilmistir.
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Teorem 5.3.1. (Wood ve Young 2015) c ve d aralarinda asal ve —%E [—%,%]
ozelligindeki iki say1 ve

d i
2d:i= ——+

e

olarak tanimlansin. Bu 6zellikteki her bir rasyonel say1 i¢in Ep’nin Oyle bir % sifin

vardir ki
00283
d _ »d
z¢ — 28| < >
(3)
C —
T
olur.
0.020
0.015 .
. - . DDIU_ - . L
- 0.005
- * - [ [ [ ] .. - L] [ L] L]
[ ] - - [ ] .i. .I. [ ] - - [ ] [ ]

Sekil 5.1. E(z) nin sifirlari.

5.4. Yardimci Bir Fonksiyon ile Sifirlarin Arastiriimasi
Bu béliimde “esvaryant fonksiyon” tanimlanacak ve hesaplamalarda kullanilan

yardimei bir fonksiyon tanimlanacak ve bu fonksiyonun esvaryant oldugu goriilecektir.
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Tamim 5.4.1. H st yar1 diizlemde tanimli bir h(z) fonksiyonu verilsin. Eger her y € I’
icin
h(yz) = yh(2)

oluyorsa h(z) fonksiyonuna esvaryant fonksiyon denir.

Teorem 5.4.2. (Wood ve Young 2015) h(z) =z +§/—(’Z) bi¢iminde tanimlanan h(z)
2

esvaryant bir fonksiyondur.

Ispat: y = (Ccl Z) €I’ = SL,(Z) ve z € U olsun bu durumda esitlik (3.1) geregi
6
h(yz) = az+ b + fit

cz+d (cz + d)Ey(2) + o

elde edilir.ikinci terimin pay ve paydasi E,(z) ile bolerek ve payda esitlenerek

6¢ 6
(az+b)|cz+d+— +—
h(yz) = ! ( mEzéﬁ)) TiE,(2)

cz+d
(cz+d)+ TiE, @

bulunur. Pay kismma ad —bc =1 ve boylece ad =1+ bc yazilarak, ayrica
sadelestirerek

az+b+am.E—2(Z)_

h(yz) = 6 = rh(@)
cz+d+ Cm

elde edilir ki bu da ispat1 bitirir.



30

E,(z) Eisenstein serisinin sifir yerleri i¢in esvaryant olma 6zelligi kullanilarak elde

edilen bagka bir 6zellik asagidaki 6nerme yardimiyla verilmistir.

a b
c d

0 ise bu durumda h(yz,) = % olur. Tersine (a, ¢) = 1 olmak iizere h(z,) =% ise bu

Teorem 5.4.3. (Wood ve Young 2015) y = ( ) € I' = SL,(Z) icin eger E,(z,) =

a b

durumda belli bir y = (C d) € I"icin E,(y~12,) = 0 olur.

Ispat: E,(z,) = 0 olsun. Bu durumda h(z,) = oo olur.O halde z = yz, alinsin dikkat

edilirse yoo = = “dir. Boylece

a
h(yzy) = yh(z,) = yoo = c

elde edilir. Tersine h(z,) = %olsun. Bu takdirde

a
h(y~'to) =y th(zy) = V_lz =00

ve boylece E,(y1z,) = 0 elde edilir.

5.5. E;’nin Bir Sifir Yerlerinin Dagilimm
Bu boliimde E,(z)’nin sifirlarinin dagilimiyla ilgili olarak literatiirde giincel

olarak yer alan iki sonug ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 5.5.1. (El Basraoui ve Sebbar 2010) ¢ > ¢, ozelligindeki tim ¢ pozitif
tamsayilar i¢in % gibi bir kosesinde E, nin bir sifir1 var olacak sekilde bir temel bolge

olusturacak sekilde bir ¢, tamsayis1 vardir.

Uyan 5.5.2. Yukarida verilen teorem E, Eisenstein serisinin sifir yerlerinin sayisinin
sonsuz ¢oklukta oldugunu gosterir. Ote yandan temel bdlge tanim geregi tiim bu sifirlar

SL,(Z)’ ye gore denk olmayan noktalardir.

Teorem 5.5.3. (El Basraoui ve Sebbar 2010) E, Eisenstein serisinin I' = SL,(Z)’nin

temel bolgesi i¢inde sifir yeri yoktur.



31

KAYNAKLAR

Apostol T. “Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory”, 2. Baski,
Springer-New York, (1990).

Bagkan T. “Kompleks Fonksiyonlar Teorisi”, Dora Yaywncilik, (2000).

Duke W. ve Jenkins P., “On the zeros and coefficients of certain weakly holomorphic
modular forms.”, Pure and Appl. Math. Q., 4(4): 1327-1340 (2008).

El Basraoui, A. ve Sebbar, A., “Zeros of the Eisenstein Series E,.” Proceedings of the
American Mathematical Society. 138 (7): 2289-2299 (2010).

Garthwaite S., Long L. ve Swisher H., “ Zeros of classical Eisenstein series andrecent
developments). Fields Intitute Communications Volume WIN—Women in
Numbers, Research Directions in Number Theory, American Mathematical
Society”, (2011).

Gekeler E. U., “Some observations on the arithmetic of Eisenstein series for the
modular group SL(2, Z)”, Archiv der Mathematik, (Basel) 77(1): 5-21, (2001).

Ghosh, A. ve Sarnak, P., “Real zeros of holomorphic Hecke cusp forms.”, European
Mathematical Society, 14 (2): 465-487 (2012).

Hahn, H., “On zeros of Eisenstein series for genus zero Fuchsian groups.”, American
Mathematical Society, 135 (8): 2391-2401 (2007).

Koblitz, N. “Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms”, Springer-Verlag New
York, (1984).

Miezaki T., Nozaki, H. ve Shigezumi, J., “On the zeros of Eisenstein series for I (2)
and Iy (3).”, J. Math. Soc. Japan, 59 (3): 693-706 (2007).

Miyake T., “Modular Forms”, Springer-Verlag, (2006).

Nozaki H., ““ A separation property of the zeros of Eisenstein series for SL(2, Z). ”,
Bulletin of the London Mathematical Society, 40(1): 26-36. (2008).

Ramanujan S., “ On certain arithmetical functions.”, Trans. Cambridge Philosophical
Society. 22 (9): 159-184 (1916).

Rankin, F. K. C., Swinnerton-Dyer, H. P. F. , “On the zeros of Eisenstein series.”,
Bulletin London Mathematical Society, 2 : 169-170(1970).

Saber, H., Sebbar, A., “On the Critical Points of Modular Forms”, J. Number Theory,
8:1780-1787(2012).

Schoeneberg, B., “Elliptic modular functions”, Springer-Verlag, (1974).



32

Singerman D, Jones G. A., “Complex Functions: An Algebraic and Geometric
Viewpoint”, Cambridge University Press, (1987).

Wohlfahrt K., “Uber die Nullstellen einiger Eisensteinreihen., (German),
Mathematische Nachrichten, 26: 381-383(1963/1964).

Wood, R.ve Young, M. P, “Zeros of the weight two Eisenstein Series.”, Journal of
Number Theory, (2015).



Kisisel Bilgiler
Ad1 Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi

Egitim Durumu
Lisans Ogrenimi
Bildigi Yabanci Diller
Bilimsel Faaliyetleri

Is Deneyimi
Stajlar
Projeler

Calistig1 Kurumlar

fletisim

Adres

Tel

E-Posta Adresi

Akademik Cahismalari

Yabanc Dil Bilgisi

OZGECMIS

: Kenan Elmaagag

- Kayseri /1979

: Zonguldak Karaelmas Universitesi, Matematik

: Ingilizce

: Bilecik Seyh Edebali Universitesi, Meslek Yiiksekokulu

: Bilecik Seyh Edebali Universitesi MYO BILECIK
 (228) 214 16 16

: kenan.elmaagac@bilecik.edu.tr

- Ingilizce (Orta Seviye)

Tarih:28/09/2015



