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OZET

COVID-19 BULASICI HASTALIGININ TURKIiYE’DEKIi YAYILMASININ
MATEMATIKSEL MODELLEMESI

2019 yilinda diinya capinda hizla evrimlesen yeni koronaviriisiin (nCovid-19) bulasici hasta-
liginin yikicr salgini, giivenilir tahmine dayali matematiksel modellerin 6nemini giin 1s181na
cikartmistir. Bu tiir matematiksel modellerden elde edilen sonuclar, hastaligin mevcut durumu-
nun anlagilmasini ve gelecek senaryolarin tahmin edilmesini saglayarak, miidahale onlemleri-
nin kullanimini ve tibbi kaynaklarin yonetimini onemli 6l¢iide etkiler. Dolayisiyla matematiksel
modeller kritik dneme sahiptir. Bu tezde, nCovid-19 i¢in Onerilen baz1 matematiksel modeller
verilmistir. Ayrica, Diinya Saglik Orgiitii tarafindan aciklanan ve Tiirkiye Cumhuriyeti Saglik
Bakanligi’nin resmi verileri kullanilarak, Tiirkiye’deki nCovid-19 yayiliminin analizi ve tah-
mini i¢in yeni bir SEIRD diferansiyel modeli 6nerilmistir. Bu calismada ayrica, sistemin denge
analizi ve kararlili81 ile temel iireme sayis1 (Rp) gibi konular da ele alinmigtir. Kararlilik analizi
icin Routh-Hurwitz ve Lyapunov kararlilik teorileri kullanilmistir. Onerilen model esnektir ve
cesitli salgin senaryolarini izlemek icin hizla uyarlanabilir. Onerilen modelin verilere dogru bir
sekilde uydugunu ve giivenilir tahminler yaptigin1 dogrulamak i¢in sayisal sonuglar da MAT-

LAB yazilimi kullanilarak verilmistir.

Anahtar Kelimeler: nCOVID-19, SEIRD Modeli, Matematiksel Biyoloji, Kararlilik, Sayisal

Simiilasyonlar.

il



ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING OF THE SPREAD OF THE COVID-19 INFECTIOUS
DISEASE IN TURKEY

The destructive epidemic of the rapidly evolving worldwide infectious disease of the novel co-
ronavirus (nCovid-19) in 2019 has revealed the importance of reliable predictive mathematical
models. Results from such mathematical models significantly influence the use of intervention
measures and the management of medical resources, enabling an understanding of the current
state of the disease and the prediction of future scenarios. Therefore, mathematical models are
of critically importance. In this thesis, some proposed mathematical models for nCovid-19 are
given. In addition, a new SEIRD differential dynamic model has been proposed for the analysis
and prediction of the spread of nCovid-19 in Turkey, using the official data of the Ministry of
Health of the Republic of Turkey announced by the World Health Organization. In this study,
issues such as equilibrium analysis and stability of the system and basic reproduction number
(Rp) are also discussed. Routh-Hurwitz and Lyapunov stability theories are used for stability
analysis. The proposed model is flexible and can be quickly adapted to monitor various epi-
demic scenarios. Numerical results are also given using MATLAB software to verify that the

proposed model fits the data correctly and makes reliable predictions.

Keywords: nCOVID-19, SEIRD Model, Mathematical Biology, Stability, Numerical Simulati-

ons.
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1. GIRIS

Cin’in Wuhan sehrinde tespit edilen olagandis1 zatiirre vakalari ilk olarak 31 Aralik
2019°da Cin’deki Diinya Saglik Orgiitii (DSO) Ofisine bildirildi. Hastaligin sebebi, baslangicta
tedavisi olmayan daha once bilinmeyen bir korona viriis tiirii (2019-nCoV) olarak tanimlandi
(WHO, 31 Aralik 2019). Ilk veriler, 2019-nCoV’in, viriis dizisi Coronaviridae ailesinin sarbe-
covirus alt cinsine ait bir beta korona viriis oldugunu ve yarasalarin beta korona viriisleri ile
benzerliklere sahip oldugunu, ancak MERS Korona viriisii ve SARS Korona viriisiinden farkl

oldugunu ortaya koymaktadir.

Hastalik baglangicinda, laboratuvarca dogrulanmis vakalarin klinik sunumlari, agirlikli
olarak ates, Oksiiriik, kas ve adale agris1 veya yorgunluk, nefes darlig1 ve solunum sikintisi ola-
rak tamimlanmistir. Daha az goriilen semptomlar arasinda bag agrisi, balgam iiretimi, hemoptizi
(6ksiiriikle kan tiikiirme) ve ishal bulunur (Alicilar vd., 2020).

Korona viriisii ortaya ciktig1 ilk giinden beri diinyay1 kasip kavurmakta, hayatin akisini
olaganiistii etkilemektedir. Diinyadaki hemen hemen biitiin iilkeler bu viriisten kurtulmak veya
yayilmasini engellemek i¢in bir¢ok calisma yapmakta ve cesitli tedbirler almaktadir. Salgin bag-
langicta uluslararasi bir saglik acil durumu olarak ilan edilmedi ve epidemik olarak algilanarak
sadece Cin icerisinde bir hastalik olarak goriildii. Ancak her ihtimale kars1 diinyanin dort bir
yanindaki havalimanlari, hastaligin yayilmasini kontrol altina almak amaciyla, hastalikla ilgili

semptomlar1 olan yolculari izole etmek i¢in tarama 6nlemleri uyguladi.

Korona viriis yayilim hiz1 diinya genelinde artinca, DSO 11 Mart 2020 tarihinde COVID-
19’u Cin merkezli epidemik bir hastaliktan, diinya geneline yayilan pandemik bir hastalik sevi-
yesine (kiiresel salgin) ¢ikarmistir (WHO, 16 Mart 2020). Mart ayinda diinya genelinde viriis
salgini artarken, viriisiin ¢ikis yeri olan Cin’de alinan siki 6nlemler sayesinde viriisiin yayilim
hiz1 yavaglamistir. Tiim diinyada oldugu gibi Tiirkiye’de de durum gittikce agirlasmaya bag-
lamis, 11 Mart’ta tespit edilen ilk vaka ile birlikte ay sonuna kadar dort binin iizerinde vaka
tespit edilmis ve yiiziin iizerinde 6liim gerceklesmistir. Viriisiin yayilim hizin1 azaltmak i¢in
tilkeler farkli 6nleme yontemlerini kullanmiglardir. Cin ¢ok kati1 kurallardan olusan karantina
sartlartyla, Gliney Kore vatandaglarina cok sayida test yaparak iilke i¢inde salginin yayilimini

kontrol altina almistir.

Bu viriisle ilgili alinan baz1 verilere gore, 29 Ocak 2020 itibariyle 6lii sayis1 132 kisiyi
astt ve 6155 kisi 2019-nCoV vakasi olarak dogrulandi. Hastalik, baglangicta asagidakiler da-
hil 17 iilkenin sinirlarimi asti; Japonya, Kore, Vietnam, Singapur, Avustralya, Fransa, Amerika
Birlesik Devletleri, Kanada, Portekiz ve Almanya (WHO, 30 Ocak 2020). Cin’de, viriisiin bag-
larinda 60 milyondan fazla kisiyi etkileyen bir karantina yiiriirliige girdi. Wuhan korona viriisii
baslangicta, 2003 yilinda Cin’de karsilagilan SARS vakalarinin sayisinin %75’inden fazlasina
ulagmisti, ancak SARS tan daha diisiik vaka 6liim oranina sahipti (SARS i¢in %9,6’ya kiyasla

%?2,1) ve salginin ne zaman zirve yapacagini belirlemek zordu (Perlman, 2020; Lu vd., 2020;



She vd., 2020; Kumar vd., 2021)). Matematiksel modeller, kiiresel olarak on binlerce hatta yiiz
binlerce kisinin enfekte oldugu kasvetli bir durumu 6ngoriiyordu, ancak vaka 6liim oran1 %5’in
altinda tutuluyor ve Subat ortasindaki olasi en erken zirveye ulagsmasi birka¢ haftay1 bulabile-

cegi tahmin ediliyordu (Yang vd., 2020).

Korona viriisiiniin ortaya ¢ikmasindan bir ay sonra Li ve arkadaglar1 (L1 vd., 2020) sal-
ginin yayilim etkileri ve etkenleri iizerine kapsamli bir ¢alisma ortaya koymuslardir. Bu ca-
lismada, salginin baslangi¢ evresinin dinamikleri incelenmis ve salginin yayilmasindaki temel
faktoriin kisiden kisiye bulasiyor olmasi oldugu sonucu ortaya ¢ikmistir. Baglangigcta 6nemsen-
meyen ve bundan dolayr hi¢ dnlem alinmayan belirti gdstermeyen (asemptomatik) hastalarin,
aslinda 6nemli bir tasiyici olabilecegi goriisii ilk olarak 30 Ocak’ta yayinlanan bir mektupla or-
taya ¢cikmistir (Rothe vd., 2020). Daha sonrasinda, Li ve arkadaglan tarafindan yapilan model-
leme calismalariyla bu goriisiin dogru oldugu ortaya ¢ikmistir. Yapilan calismada, semptomlari
hafif gosteren ya da asemptomatik olan hastalarin, hastalig1 yayma potansiyellerinin %79’lara
kadar c¢ikabilecegi ongoriilmiistiir (L1 vd., 2020). Ayrica bu caligmalarda, hastaligin ortalama
kulugka (inkiibasyon) siiresi 5,2 giin olarak bulunurken, temel iireme sayisinin (Ry: bkz. Bolim
o donemlerde 2,2 oldugu hesaplanmistir (Li vd., 2020) ve (Er ve Unal, 2020).

Ayni1 donemde Wu ve arkadaslar1 (Wu vd., 2020) tarafindan yapilan bir bagka modelleme
calismasinda, viriisiin diinyaya yayilmasini1 6nlemek adina salginda insanlarin ve devletlerin al-
mis olduklar1 6nlemlerin muhtemel etkileri analiz edilmistir. Bu ¢alisma sonucunda, yayilim
dinamiklerinden temel iireme sayisinin (Rg) 2,47 ile 2,86 aralifinda ve 2,68’e yakin oldugu or-
taya cikmistir. Ayrica asemptomatik hastalarin sayisinin, semptomlar: gosterenlerin 5 ila 21 kat
arasinda (yaklasik olarak 12 kat1) oldugu tespit edilmistir. Bu ¢alismada ¢ikan bir bagka sonucta,
sehirler aras1 seyahatlerin kisitlanmamasi (yani bulagin azaltilmamasi) durumda viriise bulagan
hastalarin sayisinin Nisan ayinda zirve noktasina ulasabilecegi, %50 oraninda kisitlamada ise

diisiisiin kisa siirede baglayabilecegi ongoriilmiistiir.

Cinli bir aragtirma ekibinin (Epidemiological Team, 2020), yayinlamis olduklar1 ma-
kalelerinde hastaligin baslangicindan 11 Subat’a kadar gecen siirede Cin’deki sonuclari ortaya
koymustur. Bu sonuglara gore toplam da 72314 hastadan 44672 tanesinin (yaklasik %61,8) ke-
sin pozitif vaka oldugu, 16186 tanesinin (yaklasik %22,4) siipheli vaka oldugu, 10567 tanesinin
(yaklasik %14,6) klinik teshisiyle ortaya cikan vaka oldugu ve 889 tanesinin (yaklasik %1,2)
asemptomatik vaka oldugu tespit edilmistir. Kesin pozitif vakalarin %74,7’sinin 30 ila 79 yas
araliginda oldugu ve bunlarin %86,6’sinin hastalig1 hafif gecirdigi ortaya ¢ikmistir. Ayrica 1023
Kisinin vefat ettigi ve bunun da 6liim orani olarak %2,3’e denk geldigi goriilmiistiir. Ilk zaman-
larda alinmayan Onlemlerin bu oranin yiiksek olmasinda en biiyiik etken oldugu, aradan gecen
zamanla ve alinan 6nlemlerin artmasiyla ters orantili olarak bu oranin diismeye basladig1 goriil-
miistiir. Alinan dnlemlerin 6liim oranlarini diisiirmede ne kadar 6nemli oldugu saglik calisan-
larinin 6liim oranindan da kolaylikla anlasilabilir. Saglik calisanlar: tedbirli ¢alistiklarindan do-

lay1, bu hastalikla miicadelede 6n saflarda ¢alisan saglik¢ilarin 6liim oraninin %0,3’lerde kaldig1



goriilmiistiir (1716 vakada 5 6liim). Bu calismada bir bagka onemli sonu¢ da 6liim oranlarinin
yasa bagh olarak degistigi gercegidir. Yas ilerledikce 6liim oranlarinin da arttig1 tespit edilmis-
tir. 50 yas altindaki vakalarda %0,5 6liim oram goriiliirken, bu oran 80 yas iistiinde %14,8’lere
kadar ¢ikmaktadir (Er ve Unal, 2020). Bu sonuglardan dolayi, 6liim oranlarini ve sayisini azalt-
mak i¢in, hastalifin ilerleyen zamanlarinda bir¢ok iilkede oldugu gibi Tiirkiye’de de 65 yas istii
vatandaglar i¢in evden ¢ikma yasagi basta olmak iizere birtakim 6nlemler alinmistir. Yas fak-
toriiniin disinda cesitli kronik hastaliklarda (hipertansiyon, diyabet, solunum, kanser v.b. gibi)
korona viriisii kaynakli 6liim oranlarinin artmasinda 6nemli etkenler olarak ortaya ¢ikmustir. Bu

yapilan ¢alismalarin hepsinde matematiksel modellemelerden faydalanilmistir.

Matematiksel modeller, salgin hastaliklarda elde edilen veriler 1s1g¢1nda, s6zkonusu sal-
ginin davraniglarini gdzlemleyerek, gelecekteki seyrinin anlasilmasi i¢in tahmini sonuglar elde
edilmesini sagladigindan dolay1 ¢ok biiyiik bir dneme sahiptir. Bu modeller yardimiyla elde
edilen veriler kullanilarak, alinmasi gereken tibbi onlemlere ve tedbirlere 6nemli dl¢iide yon

verilebilmektedir.

Yeni tip korona viriisii olan nCovid-19’da, bireyler 1yilestikten sonra belli bir siire icinde
yeniden hastalanabilmektedir. Bundan dolayi, bir¢ok eski tip viriislerden davranis bakimindan
farklilik gostermektedir. Bu calismanin amaci, bu farkliligi g6zoniine alarak, mevcut dinamik-

leri en iyi sekilde ortaya koyan yeni bir matematiksel model ortaya koymaktir.

Bu ¢alismada, ilk olarak nCovid-19 salgin1 oncesi kulanilan bazi matematiksel modeller
tanitilmistir ve devaminda tezin icinde kullanilan tanim ve teoremler verilmis. Sonrasinda, Tiir-
kiye’de ortaya ¢ikan veriler kullanilarak, nCovid-19 yayiliminin analizi ve tahmini i¢in yeni bir
SEIRD diferansiyel denklem sistemi insa edilmistir. Devaminda, olusturulan bu modelin denge
analizi ve kararlilig1 matematiksel olarak analiz edilmistir. Onerilen model esnektir ve cesitli
salgin senaryolarini izlemek i¢in gerekli ekleme ve ¢ikarmalar yapilarak hizla uyarlanabilmek-
tedir. Son olarak, modelin verilere dogru bir sekilde uydugunu ve giivenilir tahminler yaptigini
dogrulamak icin sayisal sonuglar grafikleriyle ortaya konulmustur. Bu calismayla birlikte, gec-
misteki veriler kullanilarak Tiirkiye’deki hastalifin yakin gelecekteki seyrinin nasil ilerleyecegi,

yiiksek tahmin oranlariyla elde edilebilmektedir.
1.1. Matematiksel Modellerin Olusumu

Matematiksel modelleme, salgin hastaliklarin yayilma hizindaki etkenlerini bulmak ve
bu etkenlere kars1 kontrol yollarini bulmak i¢in uzun zamandan beri kullanilmaktadir. Burnet ve
arkadaslar1 hastaliklarin dogal tarihi lizerine caligmalar yapmig ve bu konuda bir kitap yazmigtir
(Burnet vd., 1972). Ayrica, Bailey (Bailey, 1975), 1975 yilinda ve Anderson ile May (Anderson
ve May, 1992)), 1992 yilinda salginlarin yayilmasina yonelik matematiksel teorilerin geligsiminin
ana hatlar icin kitap yazdilar. Salgin hastaliklarda kullanilan ilk matematiksel modellemeler-
den biri, Kermack ve McKendrick tarafindan 1927 yilinda (Kermack ve McKendrick, 1927),

hastaligin gelecekte nasil davranig gosterecegini tahmin etmek i¢in sunulan ve 1991°de yeni-
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den giincellenerek yayimlanan modeldir (Kermack ve McKendrick, 1991). Bu modelde toplam
niifus sabit kabul edilmek iizere, tiim niifus li¢ gruba ayrilmistir. Birinci grup hastalifa bu-
lagmamis, sagliklt ama bulagma ihtimali olan "Duyarli" bireyleri temsil etmektedir ve "S" ile
gosterilir. Baglangicta, ortaya yeni ¢ikan bir hastalifa kargt gelistirilmis herhangi bir ag1 olma-
dig1 durumlarda, tiim toplumun bu hastaliga maruz kaldig1 ve dolayisiyla "Duyarli" boliimiin
tiim popiilasyon tarafindan temsil edilebilecegi soylenebilir (Giizey, 2021). "Duyarli" seviye-
deki bir birey, bulasici bir kisiyle temas yoluyla modelin bir sonraki seviyesi olan "Bulasict"
birey seviyesine gegebilir. Bu tek bulagma ile, duyarli insan sayisi birer birer azalirken, bulasici
insan sayist da aynm sayida artar. Ortaya cikan bu ikinci grupta "Bulasic1” olarak adlandirilan
ve hastalig1 duyarl insanlara bulagstirabilen hasta bireyleri temsil etmektedir ve "I" ile gosterilir.
"Kaldirilan" olarak adlandirilan i¢iincii grup ise, hastalig1 gecirmis ve iyilesmis (bagisiklik ka-
zanmig) veya bu hastalik sonucu hayatin1 kaybetmis ve dolayisiyla bir daha bu hastalig1 gecirme
ve yayma ihtimali olmayan bireylerin toplamini temsil eder ve "R" ile gosterilir. Boylece, bu ii¢
grup ile birlikte bulasic1 (salgin) hastaliklar i¢in temel model olan SIR modeli ortaya ¢ikmigtir
(Kermack ve McKendrick, 1927). SIR modelinde bu ii¢ bdliimiin toplami sabit kalir ve baglan-
gictaki popiilasyon sayisina esittir ve "N", {N=S+I+R}, ile gosterilir (dogum ile 6liim sayis1 esit
kabul edilir). Sekil (I.T))’de temel bir SIR modelinin diyagrami gosterilmektedir.

Duyarli | B | Enfekte | 2 'V"gﬁlen ve
en
®))

(D (R)

Sekil 1.1. SIR modeli diyagrami.

Burada 8 enfeksiyon oranini (bulasma oranini) veya enfeksiyon kuvvetini gosterir, A

ise iyilesme veya kaldirilma oranini gosterir.

Parametre Tanim

1/B Enfekte olmusg her bireyin, hastalig1 yaymak icin yeterli olan

bir giinde temas say1s1

/A Birim zamanda iyilesen kisi sayis1 (1/hastaligin gegirme siiresi)

Yukarida verilen diyagramin diferansiyel denklemi asagidaki gibi olusturulmaktadir.

. IS
S=-B

IS

I=p~ M (1.1)
R=AI



Bu diferansiyel denklemin baslangi¢ degerleri; S(0), salgindan etkilenen topluluk nii-
fusu, 7(0) ise herhangi bir deger olabilen ancak sifir olmayan dogrulanmig vakalarin sayisi ola-
rak alinmaktadir. Yayilma ve simiilasyonun baglangi¢ zamanlar esitse, R(0) sifir olarak alina-
bilmektedir. Bu modelde dikkat edilirse, hastaliga yakalanan kisiler ya 6lmiistiir ya da iyileserek
bu hastali§a kars1 bagisiklik kazanmislardir ve bir daha ayn1 hastaliga yakalanmayacaklardir. Bu
tiir hastaliklara ornek olarak kizamik hastalig1 verilebilir. Fakat influenza (grip) gibi hastaliklar
her y1l mutasyona ugradigindan dolay1, bir y1l hastali1 gecirmis birey bir bagka y1l tekrar ayni
hastaliga yakalanabilmektedir. Veyahut, bazi hastaliklarda kisi iyilestikten sonra bile tekrar ayn1
viriis yliziinden hasta olabilmektedir. Bundan dolayi, bu hastalik sonucu 6lenler ile hastalig1 ge-
cirmis ve iyilesmis kisiler, ki bunlar hastalik belirtileri yeniden gosterebileceginden, iki ayri
gruba ayrilmistir. Bu hastalik sonucu hayatin1 kaybetmis bireyler "D" ile, iyilesip tekrar hasta-
lanma ihtimali olanlar "R" ile temsil edilmis ve SIRD modeli ortaya ¢cikmistir (Bailey, 1975)).
Sekil (I.2)’de SIRD modelinin diyagram: gosterilmistir.

K Olen

(D)

Duyarli p Enfekte
(5) )

A lyilesen
(R)

Sekil 1.2. SIRD modeli diyagramu.

Burada 3 yine enfeksiyon oranini gosterirken, A sadece iyilesme oranini ve k da 6liim
oranini gosterir. 0 parametresi ise hastalig1 atlatan bireylerin hastaliga olan bagisikliklarini kay-

betme hizinin oranini temsil etmektedir.

SIRD modelinin diferansiyel denklemleri asagidaki gibi gosterilmektedir.

) IA

S——ﬁﬁ+5R

I':B%—QLI—KI (1.2)
R=AI—06R

D=xI



Bu modeller yillar i¢inde hastaliklarin bilinen belirtilerinden yararlanilarak bazi degisik-
liklere ugrayarak gelistirilmigtir. Baz1 hastaliklar i¢in S, I, R ve S, I, R, D gruplarinin yetersiz
oldugu, yeni bir grup eklenilmesi gerektigi goriilmiistiir. Bu amagla, ”Duyarli” ve ”Bulasic1”
bolme arasina "Maruz” adi verilen ve "E" ile temsil edilen, hastaliga yakalanan ama hastaligin
belirtilerini gdstermeyen bireyleri konu alan ek bir bolme eklenmistir ve boylece SIR modeli
SEIR modeline, SIRD modeli de SEIRD modeline doniismiistiir (Aron ve Schwartz, 1984]).
SEIR modeli Sekil (I.3])’deki gibi gosterilebilir.

Duyarli B Maruz Y Enfekte | 4 | vilesenve

(S) (E) 0 Czl?e)”

Sekil 1.3. SEIR modeli diyagrama.

Burada 1/ bulagici olan ancak kulugka veya gizli donem gibi belirli bir siire boyunca
bagkalarina bulagtirmayan bireylerin gecirdigi ortalama siire olarak verilmektedir ve dolayisiyla
Y parametresi kulucka orani olarak ifade edilmektedir. Dikkat edilirse, dogum ile 6liim sayis1

esit kabul edildigi siirece, herhangi bir zamanda dort durum degiskeninin toplamu sabittir.

SEIR modelinin diferansiyel denklemleri asagidaki gibi gosterilmektedir.

i IS

§=-p%

. IS
E=p —TE (1.3)
I=vE—AI

R=2AI

Bu caligsmada, yukaridaki denklem sistemlerinden yola c¢ikarak ve yakin zamandaki ko-
ronaviriis i¢in tasarlanmis bazi salgin modellerini g6z Oniine alarak; oncelikle on yedinci yiiz-
yildan giiniimiize kadar gelen salgin hastaliklarinin matematiksel modellemeleri incelenecek ve
sonrasinda 2019 un sonlarina dogru ortaya c¢ikan korona viriisiiniin yayiliminin matematiksel
modellemesi ¢alisilacaktir. Burada, hastalig1 gecirmis ve iyilesmis (bagisiklik kazanmais) kisiler
yine R ile temsil edilirken, bu hastalik sonucu hayatin1 kaybetmis bireyler ise bundan sonra "D"

ile gosterilecektir.



1.2. Bulagic1 Hastalik Modellerinin Ureme Sayilari (R)

Pauline Van den Driessche’nin (Van den Driessche, 2017) makalesinde agiklandig: gibi,
"bulasici hastaliklar, hastaliga neden olan yeni patojenlerin ortaya ¢cikmasi ve eski patojenle-
rin yeniden ortaya ¢ikmasi ya da evrimlesmesi ile insanlarda ve hayvanlarda hastalanmaya ve
hatta oliimlere sebep olmaktadirlar". Ayn1 makalede verilen 6rneklere goz atacak olursak, vi-
riislerin grip, kizamik ve Bat1 Nil viriisii gibi hastaliklara sebep oldugu, bakterilerin ise sarbon,
salmonella, klamidya ve koleraya gibi sorunlar1 ortaya ¢ikardigi, protozoalarin ise sitmaya ve
tripanosomiasise (uyku hastaligi) yol agtig1 goriilmektedir. Hastalik, dogrudan insandan insana
solunum veya cinsel yollarla, kizamikta oldugu gibi damlaciklarla, klamidyada oldugu gibi vii-
cut salgilartyla bulagabilmektedir. Ayrica hayvanlardan insanlara, tripanozomiyazda oldugu gibi
cece sinekleriyle, sitmadaki gibi sivrisineklerle, veya cevresel etkenlerle, koleradaki gibi suyla
ve yiyecekler ile veya besinlerle bulagabilir. Bazi hastaliklar1 kontrol etmenin cesitli yollari
bulunmaktadir. Bunlara 6rnek olarak, bulas yollarim1 kapatmak i¢in alinan kisitlama tedbirleri
ve davranis degisiklikleri veya asilar, antibiyotikler ve antiviral ilaclar gibi tedavi yontemleri
gosterilebilir. Belirli bir hastalik i¢in kontrol stratejilerini degerlendirmek adina, patojenin 6zel-
liklerini, bulagsma seklini ve diger epidemiyolojik detaylar1 bilmek onemlidir. Ciinkii yukaridaki
orneklerde belirtildigi gibi, bunlar hastaliklar arasinda biiyiik farkliliklar gosterir (Van den Dri-
essche, 2017)).

Matematiksel modelleme, bir hastaligin énemli yonlerine odaklanarak, hastalik sagka-
Iimu1 i¢in esik miktarlar1 belirleyerek ve belirli kontrol stratejilerinin etkisini degerlendirerek,
olas1 hastalik kontrol stratejilerini 6lgmeye yardimei olmada 6nemli bir rol oynayabilir. Sal-
gin hastaliklar icin kullanilan matematiksel modellemelerde, temel tireme say1s1 ¢ok 6nemli bir
esik miktaridir ve genellikle Ry ile gosterilir (Heffernan vd., 2005). Ry’1n epidemiyolojik ta-
nimi1, enfekte bir bireyin hastalig1 kaptig1 ve duyarlt bireylerin saglikli oldugu ancak hastalig1
kapabilecegi duyarli bireylerden olusan bir popiilasyona katilan bir enfekte birey tarafindan tire-
tilen ortalama ikincil vaka sayisidir. Gergekte, belirli bir hastalik i¢cin Ry degeri, popiilasyonun
konumu ve yogunlugu gibi bir¢ok degiskene baghdir. Bu boliimde, Ry’1in epidemiyolojik an-
lamin1 akilda tutarak, bir popiilasyondaki adi diferansiyel denklem (ADD) ile kurulan hastalik
modelleri i¢in Ry bulmanin matematiksel yollarin1 detaylandirip, bu ve diger iireme sayilarinin

kontrol stratejileri {izerine durulacaktir.

ADD modellerinde teorik olarak Ry hesaplamak icin yeni nesil matris yontemi kullanil-
maktadir. Ik olarak, (1.1)’de verilen SIR modeli gozoniine alimirsa, sadece enfekte bolme (1),
Ry’ aetki yapar ve enfekte olanlarin sayis1 arttik¢a epidemik olarak Ry’1n varligindan bahsede-

biliriz. Yani / > 0 oldugunda, (I > 0), Ry asagidaki gibi hesaplanr,

i BIS _ BS _ BS _
I_N Al >0 = N 7LI>0=>N A >0,



ve baslangicta So = N oldugu gozoniine alinirsa Ry, Ry = E > 1, olarak elde edilir.

A
(1.27de verilen SIRD modeli de SIR modelindeki gibi ayn1 6zelliklere sahip olup, ayni

islemler yapildiginda Ry’in agsagidaki gibi oldugu kolaylikla goriilebilir;

(I.3)’ de verilen SEIR modelinde ve en genel modellerde iki enfekte bolme (E ve [) var-
dir. SEIR modeli i¢in kullanilan Jacobian yontemi, biyolojik olarak makul bir Ry verir. Ancak
daha karmagik boliim modelleri gézoniine alindiginda, 6zellikle daha fazla enfekte bolmeleri
olanlar diisiiniiliirse, denklem sisteminin kararlilig1 cebirsel Routh-Hurwitz kosullarina dayan-
digindan, yontemin uygulanmasi zordur. 1990 yilinda Diekmann ve arkadaslar1 (Diekmann vd.,
1990) tarafindan onerilen (bkz. (Diekmann & Heesterbeek, 2000)) ve 2002 yilinda Van den
Driessche ve Watmough (Van den Driessche ve Watmough, 2002)) tarafindan detaylandirilan
alternatif bir yontem ile yeni nesil matrisi kullanarak bir ADD modeli icin R belirlenebilmek-

tedir.

Ik (m < n) bolmenin enfekte bireyleri kapsadig1 her bolmedeki kisi sayisini,
x = (x1,X2,X3,...,%,)7 olarak alalim. Baslangicta xo’m var oldugunu ve hastalik olmadiginda
stabil oldugunu ve baslangigtaki x1, . .., x,, icin lineerlestirilmis denklemlerin diger denklemler-

den ayrildigini1 varsayalim. Bu denklemlerin,

dx;

d—’; = Fi(x) = %(x), (i=1,2,3,...,m),

seklinde yazilmig oldugunu g6z 6niinde bulunduralim. Burada, .%;(x), i’deki yeni enfeksiyon-
larin ortaya ¢ikma oramidir ve ¥#;(x), diger enfekte bolmeleriyle i bolmesi arasindaki bir bagka
gegislerin oranidir. .%; ve ¥#;’nin siirekli olduklar1 ve i € [m+ 1,n] ise .%; = 0 oldugunu varsa-

yalim. Bu varsayimlardan sonra F ve V asagidaki gibi tanimlanabilir.

8%@0) ve V — (97/,()60)

F= axj' ij

, (1<id, j<m).

F ve V’nin biyolojik anlamlarindan, F’nin giris agisindan negatif olmadig1 ve V’nin tekil ol-
mayan bir M matrisi (reel kistmlar1 negatif olmayan 6zdegerlere sahip ve kosegen dis1 girigleri
sifirdan kiigiik veya sifira esit olan matris) oldugu sonucu ¢ikar (bakiniz (Berman ve Plemmons,
1994)). Dolayisiyla V~! giris acisindan negatif degildir. y(0) baslangicta enfekte olmus birey-
lerin sayis1 olsun. O zaman FV ~!y/(0), beklenen yeni enfeksiyon sayisini veren giris acisindan
negatif olmayan bir vektordiir. FV ~! matrisinin (i,J) girisi, j bolmesine sokulan enfekte olmus

bir kisi tarafindan i bolmesinde meydana getirilen beklenen ikincil enfeksiyon sayisina esittir.



Boylece FV~! yeni nesil matristir ve p spektral yarigap olmak iizere, Ry su sekilde gosterilir;
Ro=p(FV').

Hastaliksiz donemin kritik noktalarinin lineer kararliligi Jacobian matrisinden s(F — V') ile be-
lirlenir. Burada s, 6zdegerlerin maksimum gercek kismini belirtir ve bazen spektral sinir olarak

da adlandirilir.

d .
Teorem 1.1. Eger xo, % = Zi(x) — ¥i(x) sisteminin bir hastaliksiz doneminin kritik noktasi

ise, x0, Ry = p(FV~!) < 1 olmas1 durumunda yerel olarak asimptotik kararlidir ancak Ry > 1
olmasi durumunda kararsizdir denir, yani s(F —V)’in isareti (Rg — 1)’inkine esittir.

Bu yeni nesil matris yaklagimi simdi (I.3)’deki SEIR modeli iizerinde gosterelim. En-
fekte bolmeler E ve I’dir. Hastaliksiz donemin kritik noktalarinin matrislerinde F ve V,

[ dE BSo
= o =
F=|%ar =" N |
[0 0 0 O
[ dE
-— 0
V= dE N A
dl dl —y A’
L dE  dI
olarak bulunur. Buda bize asagidaki sonucu verir:
PSo BSo
Fv'=| AN AN
0 0
Bso

olur ve Sp = N oldugundan, Ry = E olarak ortaya

Boylece FV~in 6zdegerleri 0 ve Ry = 1

AN
cikar.



2. TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, calisma icerisinde kullanilacak olan bazi temel kavramlar ve teoremler

verilmistir.

Tanim 2.1. (Adi Diferansiyel Denklem) Bir veya daha fazla bagimli degiskenin yalnizca bir
tane bagimsiz degiskene gore adi tiirevlerini iceren bir denkleme Adi Diferansiyel Denklem
(ADD) denir. Bir ADD’nin mertebesi, denklemdeki en yiiksek tiirevin mertebesidir. n’inci mer-
tebeden bir ADD’yi asagidaki gibi ifade edilir.

X = ft,x, .. 107, (2.1)

Tanim 2.2. (Otonom ADD) (2.1)’deki gibi verilen bir denklem sisteminde, f fonksiyonu za-

mandan bagimsiz ise, o denklem sistemine otonom ADD denir.

Tanim 2.3. (Otonom olmayan ADD) (2.1))’deki gibi verilen bir denklem sisteminde, f fonksi-

yonu zamana bagimli ise, o denklem sistemine otonom olmayan ADD denir.

Tanim 2.4. Asagidaki gibi tanimli otonom bir diferansiyel denklem gozoniine alinsin.

dx_

= F), 22)

f’in siirekli bir fonksiyon oldugu varsayilirsa, f(x) ifadesini sifir yapan (f(x) = 0) biitiin x
degerleri, (2.2) diferansiyel denkleminin kritik (denge) noktalar1 olarak adlandirilir. Benzer se-

kilde, A = (a;j), (i,j = 1,...,n), reel say1 matrisi sabit olmak iizere, birinci mertebeden

dX
dl Y (X],Xz, ,)Cn),
diferansiyel denklem sisteminin kritik (denge) noktasi AX = 0 esitligini saglayan X vektoriidiir.

Tanmim 2.5. f siirekli bir fonksiyon olmak iizere,

dx_

E —f(X),

denklem sisteminin bir kritik noktas1 X olsun.

e Herhangi bir € > 0 i¢in ||xg — X|| < 0 oldugu zaman V ¢ > 0 i¢in ||x(¢) — X|| < € olacak

sekilde bir & > 0 sayisi varsa x kritik noktasina yerel kararlidir denir.

o ||x(r) —X|| < 8 = limy_ ||x(¢) — X|| = O sartim1 saglayan bir 6 > 0 sayis1 varsa X kritik

noktasina asimptotik kararlilik denir.

(i) |f(¥)| < 1 ise x kritik noktasi yerel asimptotik kararldir.
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(i) |f’(x)| > 1 ise denge noktasi kararsizdir.

e lim;_,..||x(f) — || = 0 ise X noktasina global asimptotik kararlidir denir.

Lineer olmayan denklem sistemlerinde kritik noktalar1 ve denge ¢oziimlerini analiz eder-
ken, her zaman denklemi kritik noktanin bir komsulugunda lineerlestirerek baglanilmalidir.
f(x)’in birinci dereceden Taylor serisi acilimina ve x = a’daki daha yiiksek mertebeden kalan
terimine sahip oldugunu varsayarsak, dogrusallastirma, daha yiiksek dereceli terimleri disarida

birakmamiz anlamina gelir. Yani,

x=f(x)
olarak alindiginda, denklem kritik nokta (x = @) ’nin komsulugunda asagidaki gibi yazilir,

s

i= (a)(x—a)+ yiiksek dereceli terimler.
x

Lineer denklemler sabit katsayilarla analiz edilir,

._Odf
X = a(a)(x—a).

Gosterimi basitlestirmek icin a noktas1 genellikle faz uzayinin orijinine kaydirilir ve X = x —a

seklinde konulursa,

Yy,

i=

elde edilir.

d
Genellikle a—f(a) = A’y1, sabit katsayilarla bir n X n matrisine doniistiiriiliir ve kritik
x

nokta sembolii kaldirilir. x = a komsulugunda incelenen lineerlestirilmis sistem su sekildedir:
X = Ax.

Asagida tanimlanan x; ve x; gibi iki bagimsiz degiskene sahip bir diferansiyel denklem siste-

mini goz Oniine alalim:

%:f(xl(t),xz(f)7k)7
% :g(xl(l‘),x2(t)7k)'

Burada £, harici giris sabitlerini ve d—;’de (i =1,2), x;’nin zamana gore tiirevini temsil eder.

Ayrica f ve g fonksiyonlar lineer olmayan siirekli fonksiyonlardir.

Dogrusallagtirilmis sistemlerin sabit noktalardaki yerel kararlilifi, sistemin Jacobian
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matrisi olarak adlandirilan kismi tiirevlerinin matrisinin hesaplanmasiyla analiz edilebilir. Yu-

karidaki ornekte en genel formda verilen denklem sistemi i¢in 2 X 2 Jacobian matrisi asagidaki

gibidir,
9f If
_ | dx1 oIx
I=1 9 og

8x1 8x2 |x:i

Bu Jacobian matrise karsilik gelen dogrusallastirilmis sistem su sekilde elde edilir:
X =Jz X, X=[1,x]".

Denklemin ¢oziimii olarak elde edilen 6z degerler z;,{i = 1,2},
det(J —zl) =0,

esitlifinin ¢oziimiiyle, sistemin denge etrafindaki davranisi hakkinda bilgi verir.

Dogrusallastirilmis bir sistemdeki kritik nokta, tiim 6zdegerlerin negatif reel kisimlari
varsa kararlidir ve en az birinin pozitif reel kismi varsa kararsizdir. Her iki 6zdegerin pozitif
reel kismu varsa kararsizdir ve bu 6zdegerler farkli isaretlere sahip ise bir eyer noktasi olusur.

Kararhilik kogsullar1 genellikle Routh-Hurwitz kararlilik kriteri kullanilarak formiile edilebilir.

Tanmm 2.6. (Routh-Hurwitz Kriteri): Routh Hurwitz kriteri, herhangi bir sistemin, ancak ve
ancak ilk siitunun tiim koklerinin ayni1 isarete sahip olmasi ve ayni isarete sahip olmamasi veya
isaret degisikligi olmasi durumunda, ilk siitundaki isaret sayisinin degismesi durumunda kararl
olabilecegini belirtir. Denklem sisteminin 6zdegerlerinin sayisi, s-diizleminin sag yarisindaki

karakteristik denklemin kok sayisina esittir, yani pozitif reel kisimli kok sayisina esittir.

Teorem 2.1. (Routh-Hurwitz Kriteri): i = (1,2,...,n) i¢in a; ler reel sabitler olmak tizere
P(z) = ap? + a2V + ... +ag,-1)z+an,

polinomunu gozoniine alalim. ag = 1 olarak alirsak, P(z) polinomunun biitiin koklerinin negatif

ya da negatif reel kisimlara sahip olmasinin gerek ve yeter kosulu,

(a1 1 0 0 0 ]
az az ag 1 ... 0
H,=| a5 a4 a3 ay 0 |,
0O 0 0 0 ... a,

olarak tanimlanan Hurwitz matrisinin mindrlerinin tiim ana kosegenlerinin pozitif olmasidir.
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Buda agagida verilen tiim determinantlarin pozitif olmasi anlamina gelmektedir.

1 al 1 0
a
le‘ ar |, Hy= : , H3=| a3 a» ay |, -+, H,=det(H,) > 0.
ao@ as a4 a
5 a4 asz

Kararlilik analizinde bir baska 6nemli yontem de Lyapunov kararlilik teorisidir. Bu te-
ori, ilk kez 1892°de Rus matematikci Alexandr Mikhailovich Lyapunov tarafindan ortaya cika-
rilmistir (bkz. (Lyapunov, 1992)).

Teorem 2.2. (Yerel Lyapunov kararlilik teoremi): x € & C R" ve &, x’in bir komsulugu olmak
tizere, ¥ = 0 siirekli tiirevlenebilir bir X = f(x) sisteminde bir denge noktasi olsun. Siirekli tiirev-
lenebilir bir V (x) :  — R, (pozitif tanimli) Lyapunov fonksiyonu var iken asagidaki 6zellikler

saglaniyorsa, denge noktasi X = O yerel olarak kararhdir.

e V(0)=0,

e V(x) >0, Vxe 2\{0},
x):i

Eger V(x) kesinlikle sifirdan kiigiikse,

Z g f, ) < 0 (negatif yar1 tanimli).

Xi

e V(x) <0, (negatif tammli)
denge noktas1 ¥ = 0 yerel ve asimptotik olarak kararhdir.

Teorem 2.3. (Global Lyapunov kararlilik teoremi): x = 0 siirekli tiirevlenebilir bir x = f(x)
sisteminde bir denge noktasi olsun. Siirekli tiirevlenebilir bir V(x) : R* — R, (pozitif tanimli)
Lyapunov fonksiyonu var iken agagidaki 6zellikler saglaniyorsa, denge noktas1 X = O global ve

asimptotik olarak kararhdir.

V(x) >0, Vx #0,

e ||x|| = oo iken V(x) — oo (radyal olarak sinirsiz),
Z Bx, Z 8x,fl

Lyapunov kararlilik teorisi, LaSalle tarafindan, otonom olmayan sistemlerin limit kiime-
lerini bulmak i¢in LaSalle teoremi adiyla genisletildi (La Salle, 1960; La Salle, 1968; La Salle,
1976). LaSalle degismezlik ilkesi ile Lyapunov teoremi arasindaki temel fark, V (x) aday fonk-

siyonunun LaSalle degismezlik ilkesinde pozitif tanimli bir fonksiyon olmasi gerekmemesidir.
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Tanim 2.7. x € ¥ C R"de segilen tiim x baglangi¢ degerleri igin, tiim x(¢) yoriingeleri 2’°de
kaliyorsa 2 C R” kiimesi x(¢) = f(x(¢)) sisteminin degismez bir kiimesidir. Eger daha sonraki

tiim yoriingelerde 2°de kaliyorsa, bu durumda pozitif olarak degismez denir.

Teorem 2.4. (LaSalle degismezlik ilkesi): X’ in bir komgulugu olarak tanimlanan & igin, x €
2 C R™de x = 0’1, siirekli tiirevlenebilir bir x = f(x) sisteminin bir denge noktasi olarak ka-
bul edelim. Bir pozitif degismez kompakt M C D kiimesinde V (x) < 0 olacak sekilde, siirekli
tiirevlenebilen bir V(x) : Z — R fonksiyonunun oldugunu varsayalim. V (x) = 0 iken E, kom-
pakt kiime M’deki tiim noktalarin kiimesi olsun. S, E’daki en biiyiik degismez kiime olsun. Bu

durumda M ile baslayan her ¢6ziim ¢ — oo iken §’ye yaklagir.
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3. MATEMATIKSEL MODELIN OLUSTURULMASI VE ACIKLANMASI

Bu boliimde, 2019°da Wuhan’da patlak veren COVID-19 salgimimi karakterize etmek
icin kullanilan klasik SEIR modelini mevcut duruma genisleterek, ortaya ¢ikan SEIRD modeli
tanitilacaktir. Buradaki bes farkli durum olan {S(z);E(¢);1(¢);R(¢); D(t)} sirasiyla su sekilde

tanimlanabilir;

Aninda duyarli edilebilir vakalar S(z),

Hastalifa maruz kalan vakalar (enfeksiyonlu fakat heniiz tespit edilmemis olan, gizli do-
nem) E(7),

Bulasic1 vakalar (onaylanmis ve enfekte) /(7),

Iyilesmis vakalar (tekrar enfekte olma ihtimali olanlar) R(¢) ve

Kapatilmig vakalar (6lmiis ve tekrar enfekte olma sanst olmayanlar) D(t).

K Olen

(R)

L
Duyarli Maruz Enfekte
(5) (E) (1
u ‘ lyilesen
(R)
§ l u

Sekil 3.1. Geri beslemeli SEIRD model diyagrami

SEIRD modelindeki kompartmanlarin kendi aralarindaki iliskiler Sekil [3.1]de verilmis-
tir ve bir grup adi diferansiyel denklem ile asagidaki gibi karakterize edilir.

. IS

. IS
E=p —YE~HE

I=yE—Al—xI—pul (3.1)
R=AI—8R—uR
D=«l
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Burada N sabit kabul edilir ve belirli bir bolgedeki toplam niifusu temsil eder {N =
S+E+I+R+D}. B,y,A, Kk ve § katsayilar sirasiyla, enfeksiyon, kulugka, iyilesme, 6liim ve
hastalifa yeniden bulasma oranlarini temsil eder.

| —

e — . Enfeksiyon siiresini,

e —, Kulugka siiresini,

RI= ™

o —, lyilesme siiresini,

, Oliim siiresini ve

D= ARl >)|.—n

, Yeniden hastaliga bulagma siiresini temsil eder.

Ayrica sabit kabul edilen b ve u katsayilart ise sirasiyla, popiilasyondaki dogum oranini ve
hastalik dis1 nedenlerden (farkli sebepler ya da dogal yollardan) 6lenlerin oranini temsil eder-
ler. Pandeminin baslarinda Li ve arkadaglart (Li vd., 2020) tarafindan yapilan calismalarda,
Cin’deki kulugka siiresini O ila 24 giin aralifinda ve ortalama 5.2 giin olarak tespit ettiler. Bagka
bir ¢alismada ise Lauer ve arkadagslar1 (Lauer vd., 2020), kulugka siiresinin hastalik belirtisi
gosterenlerin %97.5’inde ortalama 11.5 giin olarak tespit edildigi ortaya konulmustur. Guan
vd. tarafindan yapilan ¢alismada ise bu siirenin ortalama 2 ile 7 giin arasinda ve yaklagik ola-
rak 4 giin oldugu ortaya konulmustur (Guan vd., 2020). Belirtilen tiim parametreler ve siireleri

alinan veriler lizerinden hesaplanmaktadir. Bundan dolay1 bu degerler iilkeden iilkeye farklilik
gostermektedir.

16



4. KRITIK NOKTALARIN BULUNMASI VE KARARLILIK ANALIZIi

(3.1)de verilen denklem sistemi popiilasyon degerine (N) bagl oldugu asikardir. Denk-
lem sistemini boyutsuzlagtirarak N’den bagimsiz hale getirebilmek icin denklemdeki degisken-

leri agagidaki gibi doniistiirebiliriz;

99 9

Buradan ”’s” hastaliga duyarl olan kisilerin orani, ”e” hastaligin belirtilerini gosterme-

99 %99
l

yen bireyleri orani, hasta bireylerin orani, ’r” hastalig1 gecirip iyilesmis bireylerin oranini,

”d” hastaliktan dolay1 6lmiis bireylerin oranin1 géstermektedir. Bu oranlar1 denklemde yerine

yazarsak, asagida verilen normallestirilmis (boyutsuzlastirilmis) denklem sistemini elde ederiz.

s=b—us—Bis+ dr,
ezﬁls_(Y‘Hl)e,

i=Ye— (A+K+u)i (4.1)
F=Ai—(8+u)r,
d = xi.

Sekil (3.1)’de D ile verilen degiskenin kapali dongiiniin disinda kaldig: kolaylikla go-
riilebilmektedir. Ayrica, (4.1))’de verilen normallestirilmis seird denkleminde "d" degiskeninin
diger degiskenler iizerinde herhangi bir etkisinin olmadig1 asikardir. Bu yiizden, bundan sonra
kararlilik analizi ve kritik noktalarin bulunmasinda, d ile verilen besinci denklem dikkate alin-

mayacaktir.
4.1. Kritik Noktalarin Elde Edilmesi

(4.1) denklemin kritik noktalari, denklemin ilk dort esitliginin sag taraflarinin sifira esit

olmasi ile elde edilebilir. Bu da agagidaki sonucu ortaya ¢ikarir.

0=b—Bis+ 67— us, 4.2)
0=Bis—(y+u)e, (4.3)
O=ye— (A +x+pu)i (4.4)
0=Ai—(5+u)7, 4.5)
0 = «i. (4.6)

Bu denklemde verilen degiskenler {izerindeki sapkali ifadeler, o degiskenin kritik nok-

tasin1 temsil etmektedir. Baslangicta, niifusta viriis olmadigindan, enfekte kisi sayist sifirdir.
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Buradan yola ¢ikarak, r =0, i = 0 ve e = 0 oldugunu g6z 6niine aldigimizda, denklemde s = 0

olabilmesi icin, b — us = 0 olmalidir. Buda s = E olmas1 anlamina gelir. Yani ilk kritik nokta,

Eo= (5,2,i,F) = (E,o,o,o), 4.7)

olarak bulunur. Popiilasyon sayisinin baglangigta sabit oldugu varsayilirsa, (4.1) sistemindeki

degiskenlerin orantisal toplami 1’e esit olmalidir; yani s +e+i+r+d = 1. Bu da bize baglan-
- - b

gicta e =i =7 = d = 0 oldugundan, s degerinin s = — = 1 oldugu sonucunu verir. Bu denge

noktasina yayilmanin olmadigi, hastaliksiz denge noktasi denir.

Bir diger kritik nokta, tiim degiskenlerin dengedeki degerlerinin sifirdan farkli oldugu

kabul edildiginde, asagidaki sirali islemler yapilarak bulunur.

flk olarak, (4.5)), (4.4) ve (4.3) esitliklerinden sirasiyla 7 ve e degerlerini yanliz birakir-
sak, asagidaki esitlikleri elde ederiz.

-—>r— i 4.8)
@A) o= Wz 4.9)
—e= ﬁlsu) (4.10)

Daha sonra (4.9) ve {#.10)’daki esitligi kullanarak;

(/l+:<+u) Bis

Y RCZan)
- (A +x+u)(r+n)
S = )
By
elde edilir. Bulunan bu esitligi ve (4.8)’deki esitligi, (4.2))’de yerine yazarsak,
(A + K+u)(y+u)> -, 64 - ((/1+ K—i-u)(}/-l-u))
b— i+ i— =0,
#(, 5 n) By

N ((l+K+¢)(Y+u) 3 5Tu>?=b—u (MH?;)(HN))

_ 5 BBy A+ k) (v + )] (8 + 1)
BIA+x+u)(y+u)(8+u) =AY
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olarak elde edilir. Buradan i yi (4.8)) ve (4.9) da yerine yazarsak;

ABBy—p(A+Kx+u)(y+u)
BIA+Kx+u)(y+u)(0+u)—381y’

7=

Ve

BBy — (A +x+u)(y+ )] [(A+x+u)(6+u)]
By[(A+x+u)(y+u)(0+u)—061y] ’

=
olarak elde edilir. Eger;

= (r+mn),
Ay =(A+K+p),
Az =(6+pu),
= (bBy—Ai1Az),
Cr = A1A2A3 — 8,

olarak alinirsa, ikinci kritik nokta,

(4.11)

L A1Ay A2A3C) A3Cyp AC
E| = (5,e,i,7) =

By » ByCy T BCy  BC,
olarak elde edilir ve tekil endemik kritik nokta olarak adlandirilir.

Biyolojik olarak bir noktanin kritik nokta olabilmesi i¢in kritik nokta i¢indeki tiim de-
gerlerin negatif degerden farkli olmasi gerekmektedir. Tiim parametrelerin negatif olmadig1 goz
oniine alinirsa, ilk kritik noktada (hastaliksiz denge noktas1) s nin pozitif, diger degerlerin sifir
oldugu acik bir sekilde goriilmektedir. Ikinci kritik noktada, A;, A> ve A3 iin pozitif oldugu, tiim
parametrelerin pozitif olmasindan dolayi asikardir. C; nin pozitifligi de denklemin acilarak ya-
zilmasiyla goriilebilir. Bu durumda ikinci noktanin (E;’in) kritik nokta olabilmesi C;’in pozitif

olmasina baghdir.
4.2. Kararhlik Analizi

Dinamik sistem (#.1])’deki endemik salgin hastaligin davranigini analiz edebilmek igin,
denklem sisteminin en az bir kararl kritik noktaya sahip olmas1 gerekmektedir. Pozitif denge
noktalarinin yerel olarak kararli olup olmadigin1 anlamak i¢in Jacobian matrisinin kritik nok-
talardaki 6zdegerlerinin elde edilmesi gerekmektedir. Bundan dolayi, (4.1)) denklem sisteminin
kararlilik analizini incelerken sisteminin kritik noktalarmin kararli olup olmadigini Jacobian

matrisinin 6z degerlerini bularak elde edecegiz. (4.1)) denklem sisteminin Jacobian matrisi;
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[ Bi—u 0 —Bs B
J(EEE?) = A R ps )
oh 0 Y —K—A—Uu 0
i 0 0 A —6—Uu
| —Bi—u 0 —PBs
B Bi —A; Bs O
B 0 y —A, 0 |’
0 0 A A

seklindedir. Jacobian matrisinin 6z degerlerini asagidaki karakteristik denklemin koklerinden

elde edebiliriz. Karakteristik denklem,

—Bi—u—z 0 —Bs 8
j —A — 0
P(z) =det(J —zy) = i 1ma o Ps ,
0 y  —Ar—z 0
0 0 A —As—z

esitliginden elde edildiginden, gerekli hesaplamalar yapildiginda,

= P(z2) =2+ A1 + Ay F A3+ Bi+u)2P + [A1Ar + A1A3 +AsAs + (A +Ar +A3)Bi+ (A +
Ay +A3) U — BYs]? 4 [A1A2A3 + (A1Ay + A1A3 + ArA3) Bi+ (A1Ay + A1A3 + AA3) 1 — (A +
W)BYs)z+A1A2A3Bi+A1A2Asu — A3 Byus — SYABi =0,

sonucu elde edilir. A4 = i + u olarak alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

P(z) ="+ [A1 + Ay + A3+ AL +[A1As +A 1A +A2A3 + (A1 +Ar +A3) Ay — BYs|22 +[A1A2A3 +
(AlAz +A1A3 +A2A3)A4 — (A3 + ,u)Byi]z +A1A2A3A, — AsByus — 5’}’1[3;

= H[A1 FA A3+ ALY H[A1AL+HA2A3 4+ (A +Ag) (A +A3) — BYs]e? 4 [A1A4(Ar +A3) +
ArA3 (A1 +Ag) — (A3 + 1) BYs|z+A1A2A3A4 — A3Byus — SyABi =0,

dordiincii dereceden polinom elde edilir. Eger,

ar =A1+Ay+Az+Ay

ay = (A1As+A2A3+ (A1 +A4) (A2 +A3z) + Bys)

a3 = (A1A4(A2 +A3) +A2A3(A1 +As) — (A3 + 1) BYs)

as = A1A2A3A4 — A3Byus — SYABI,

olarak alinip, polinomda yerine yazilirsa;

P(2) =+ a1 + axd® + azz+ aa, (4.12)

karakteristik polinomu elde edilir. (4.12) polinomunun kritik noktalarindaki biitiin reel kokleri-
nin (denklem sisteminin dzdegerlerinin) pozitiften farkli olmast durumunda (4.1)) denklem sis-
temi yerel kararlidir. Bu koklerin tamaminin negatif olmasi durumunda, denklem sistemi global

asimtotik kararlidir. Aksi taktirde sistemin kritik noktalar1 kararsizdir.
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4.2.1. SEIRD Modelinin Ureme Sayisimin (Ry) Bulunmasi

Ry ile gosterilen temel iireme sayisi, ortalama enfeksiyon siiresi boyunca hastaliksiz
denge noktasinda tipik bir enfekte birey ve tamamen duyarli bir popiilasyonun neden oldugu

yeni enfeksiyon vakalarinin ortalama sayisidir (Van den Driessche, 2017).

Bilindigi gibi, bir salgin sistemin hastaliksiz dengesi, ancak ve ancak Ry < 1 gecerliyse
yerel olarak asimptotik olarak kararlidir. Bu, hastaligin ancak ve ancak duyarli, maruz kalmig
ve enfekte degiskenlerin baslangi¢ degerleri hastaliksiz denge civarindaysa ortadan kalkabile-
cegi anlamina gelir. Bunun bir sonucu olarak, salgin modelin varyantlarinin baslangic kosullari
ne olursa olsun, hastalik popiilasyondan kaybolabilir. Goriiniise gore bir yerde salgin veya pan-
demi varsa Ry < 1 saglayabilecek kosullarin olmasi halk saglig1 agisindan 6nemlidir. Van den
Driessche ve Watmough (Van den Driessche ve Watmough, 2002) tarafindan gelistirilen iiretim
operatérii yontemini kullanarak Ry degerini bulmak miimkiindiir. Ry, FV~!in baskin 6zdegeri
oldugundan, FV~!"i asagidaki gibi elde edebiliriz. Oncelikle F ve V matrisleri, denklem
sistemi goz Oniine alinarak asagidaki gibi hesaplanabilir.

dé
__ 0 ¢
Fe |0 w :[ ﬁs],

0 0 0 O
ve
deé 0
V— _d_q . H+Y 0
_di_di 7 (k+A+p)|’
de di
Buradan, V1!,
-1 _ 1 K‘f’l‘f’,u 0
(K+2A+u)(y+u) y y+u|’

olarak hesaplanir ve boylece iiretim matrisi,

1/(y+u) 0
v/ ((k+A+p)(y+u) 1/ (k+A+p)
Bys Bs
(K+A+p)(v+u) (K+A+p)

Fv!= 0 BS_]

0 0
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olarak bulunur ve (4.7) kritik noktasinda § = b/ oldugundan,

Bvb pb
pk+A+p)(v+u) p(k+A+p)

Fv—! =
0 0

olarak elde edilir. Bdylece, Ry yeniden iiretim sayisi, iiretim matrisinin baskin 6zdegerinden
asagidaki gibi elde edilebilir,

Byb Bvb
Ry = = . 4.13
0 \/u(y+u)(1c+/l+u) \//,LAIAZ (4.13)

4.2.2. Hastaliksiz Kritik Noktamin Kararhhg:

Rp < 1’in gerceklesmesi durumunda, dinamik bir sistemin herhangi bir pozitif endemik
kararl1 durum noktasina sahip olamayacagi agiktir. Ancak, denge noktalarinda E ve I durumlari
icin negatif degerlere sahip olmanin biyolojik bir anlam1 olmadig1 bilinmektedir. Bu nedenle,
endemik denge noktasinin varligini1 ve pozitifligini garanti etmek icin Rg > 1’in gerceklesmesi
gerekir. Aksi takdirde sistem her zaman hastaliksiz dengeye doner. Ayrica, Ry > 1 iken tekil bir

endemik denge noktas1 vardir.

(.1) denklem sisteminin (4.7)’deki kritik noktasinin kararliligi Routh-Hurwitz kriter-
leri kullanilarak da elde edilebilmektedir. Dordiincii dereceden Routh-Hurwitz kriterlerine gore

yerel kararliligin olabilmesi i¢in;

a;>0,i=1,2,3,4,
ayjap —az > 0,

(a1ay — a3)az > aiay,

kosullarinin saglanmasi gerekir.
(4.1)) denklem sisteminin E( noktasinda Jacobian matrisi;

* Ey= (§7E7277) = (2,0,0,0) igin,
H
w0 —Bblu S

0 -A pb/u 0

seklinde bulunur. Jz) matrisinin 6z degerlerini bulmak i¢in asagidaki karakteristik denklemin
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kokleri hesaplanmalidir. Buradan,

Bb
—u—z 0 - S
u BZ‘
0 Y —Ay—z 0
0 0 A —A3—z

Pey(z) =P U A1 A FAS FA U F A F AsuZ? + A 1A

[37’2

+A 1432 + ArAsE — U +A1 Az +A1As Uz +ArAslz + A1A2A3 42

_Aspyb

2+A1A AU — A3 Byb — Bybz

= A A A ]2+ [(fh +Ar +A3)U+A1Ay +A1A3 +ArA3 — B_}’ 2

A3Byb
U

+ {(AlAz +A1A3+ArA3 —|—A1A2A3)[.L — — [3’}/[9} Z+A1A7Az 0 —A3ﬁ’}/b,

dordiincii dereceden polinom elde edilir. Bu polinomu c¢arpanlarina ayirirsak
_ vBb\ _
Pry(2) = (L +2)(A3+2) [ 2 + (A1 +A2)z+ A4 — )T 0, (4.14)

karakteristik polinomu olusur. (4.1)) denklem sisteminin Ej kritik noktasinda kararl1 olabilmesi
(4.14) polinomunun reel koklerinin negatif olmasina baglidir. Pz (z) polinomunun reel kokle-
rinin iki tanesinin negatif oldugu asikardir.

o U+z=0=z1=—U Ve

e A3 +7z=0=70=—A3.

(4.14) polinomunun diger koklerini bulmak igin;

b
P, (z ) =2 +(A1+A2)Z+A1A2—%=0, (4.15)

polinomunun kokleri incelenmelidir. 1j denklem sisteminin kararlig1 i¢in 1' *deki PEO (2)
polinomunun, ikinci derece Routh-Hurwitz kararlilik kriterleri kullanilarak, incelenmesi gere-

kir. Tkinci dereceden Routh-Hurwitz kararlilik kriterlerine gore, kararli olabilmesi icin;

e Al +A; >0 ve

° AlAz—ﬂ
u
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sartlarinin saglanmasi gerekmektedir.

Teorem 4.1. Lineer olmayan (4.1) denklem sisteminin hastaliksiz kritik noktasinda (E(’da) ye-
rel ve asimptotik kararl olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, (4.15)’da elde edilen Py (z) poli-
nomunun tiim reel koklerinin negatif olmasidir. Bu da agagida verilen esitsizligin saglanmasiyla

gerceklenir.
b
AIAZ—% >0 veya Ry < 1.
Aksi takdirde (4.1)) denklem sistemi, hastaliksiz kritik noktada kararsizdur.

Ispat. Descartes’in isaretler kuralina gore, yukarida da gosterildigi gibi Py, (z) polinomunun

tiim koklerinin negatif reel olmasi, A +A, > 0 ve AjAy — @ > 0 sartlarinin saglanmasiyla
gerceklesir. A1 4+ A > 0 sartinin saglandig, tiim parametrelerin pozitif olmasindan dolayi agi-
kardir. Bu yiizden, (4.1)) denklem sisteminin hastaliksiz kritik noktasinda (Ey’da) yerel asimpto-
tik kararlt olmasi, sadece AjA; — o > 0 sartina baglidir. Bu esitsizlikte ancak ve ancak C;’in
negatif olmasiyla yani Ry < 1 olml:s1yla gergeklesir. Eger C; < 0 esitsizligi saglanirsa, Pr, (2)
polinomunun tiim kokleri negatif reel olur ve bdylece hastaliksiz kritik noktada (E(’da)
denklem sistemi yerel asimptotik kararli olur. m

4.2.3. Endemik Kritik Noktanin Kararhhg

Endemik dengenin kararliligi, hastaliksiz olanlardan daha 6nemlidir, ¢iinkii pandeminin
ne zaman ve nasil bitecegi konusunda bir tahminde bulunmamiza yardimci olur. Endemik kritik

noktay1 gbzoniine alacak olursak,

o A1Ar ArA3Cy A3Cp AC:) .
e £y =(5,e,i,7) =

, , , icin,
By ByC, ' BG, BG) €

A3C1 A1A2 T

G —u 0 B 0
R
JEy) = () : Y )
0 Y —A> 0
| 0 0 A —Aj3 |
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seklinde bulunur. J(g,) matrisinin 6z degerlerini bulmak i¢in asagidaki karakteristik denklem

kokleri hesaplanmalidir. Buradan,

- A3C AlA T
—L—u—z 0 _a1A2 S
G Y
AsCy a4, A 0
Pg,(z) =det(Jg,) —2ls) = C, 1= Ty :
0 Y —Ay)—z2 0
I 0 0 A —A3—z
AsC A%C A1A5C ArAsC
Pg(z) =2+ —=— LS AP+ A AT +uzd 4= R ad PR NI i At Y
(653 G 6)) G
AAZC; AA%C
+A1A + AYAsZ F A U+ Az Az + 1C3 Lot 2C3 L,
2 2
A1ArA5C A1ALA%C,  AsC8YA
FARACL A Az ArAspiz + 1424301 A3C 0%
G G G
AzC
:z4+(A1+A2+A3+%+u)z3
2
A2C; AA3C;  ArAsC
(2 T A A+ AsAs F AL+ Ao+ A ) 2
&) (8] (8]
AAZC,  AAC,  A1AAsC
+ 131—}-231—}—1231+A1A3,LL+A2A3,LLZ
(&) (&) (&)
A3C1(A1A2A3 — OAY)
+
6))
A3Cq
+(A1—|—A2—|—A3+C—+H)
A3Cy
C (A1—|—A2—|—A3)—|—[.L(A1+A2—|—A3)—|—A3(A1—|—A2)
2
AzC A3CC:
[ A+ A2+ A3) + A (A A) ) o+ 22
C2 CZ
AzC
Z4+(A1+A2+A3+%+u)
A3C
—+ C (A1—|—A2—|—A3)—|—‘LL(A1—|—A2—|—A3)—|—A3(A1—|—A2)
2

AsC
+< : I(Al+A2+A3)+A3.U(A1+A2)>Z+A3C1
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dordiincii dereceden polinomu elde edilir. Pg, (z) polinomunda asagidaki parametreleri tanimla-

yip,

AsC
ki =A+Ay+As+ =L 4u,
&)
A3Cy
ky = C—(A] +A> +A3) +,u(A1 +A> +A3) +A3(A1 —I—Ag),
2
AsC
k3 = %(Al +A, —|—A3) —|—A3,LL(A1 —|—A2),
ky = A3Cy,
yerine yazilirsa;
Pp(2) =2+ ki + ko +kaz+ky =0 (4.16)

polinomu elde edilir.

(4.1) denklem sisteminin E; kritik noktasinda kararli olabilmesi (4.16) polinomunun
koklerinin negatif reel olmasina baghdir. (4.1)) denklem sisteminin kararlig1 i¢in (4.16)) polino-

mununda dordiincii derecen Routh-Hurwitz kriterlerini kullanarak inceleyecegiz.

Dordiincii dereceden Routh-Hurwitz kriterlerine gore kararli olabilmesi i¢in;

ki>0,i=1,273,4
kiky —k3 >0,
(kiky — k3 )k3 > kiky,

sartlarin1 saglanmasi gerekir.

Teorem 4.2. (4.11])’deki gibi pozitif bir endemik denge varsa ve Ry > 1 gegerliyse, bu denge
noktas1 dogrusal olmayan dinamik sistem (4.)) icin global olarak asimptotik olarak kararlidir.

Ispat. Biyolojik anlami nedeniyle sadece sistemin (4.1)) pozitif kararli durumlarina odaklanila-
bilir. Dolayisiyla (4.11)) denge noktasindaki tiim degiskenler pozitif olmalidir. (4.11T))’deki gibi
pozitif bir endemik dengenin var oldugunu varsaym. C, > 0 oldugu agiktir. (4.1T))’deki degis-
kenlerin pozitif kosulunu saglamak i¢in, diger tiim parametreler pozitif oldugundan C’in pozitif
olmasi gerekir. Ry > 1 i¢in C; > 0 elde ederiz. Bu, eger Ry > 1 ise, (¢.11))’de E;’in benzersiz bir
endemik denge oldugu anlamina gelir. Endemik denge E;’in global olarak asimptotik kararlilik-
lar1, Lyapunov kararlilik teorisi ile analiz edilebilir. Bir Lyapunov fonksiyonu V’nin asagidaki

gibi tantmlandigin1 kabul edelim:
V =s—5Ins+B(e—elne) + F(i—ilni) + G((r — FInr).
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V’nin tiirevi asagidaki gibi elde edilebilir,

ves(1-)eme(1-2) (1= ) vor(1-])

=(b— ps— Bis+ 5r) (1—‘> +B(Bis+ —ye—pe) <1__>

F(ye—xi— Ai— i) (1 ——) +G(Ai—Or+pur) ( —g) :
Dinamik sistem -[4.6)’in kararli durumunda b, Y+ u, kK + A + p ve 8 + 1 paramet-

releri su sekilde hesaplanabilir:

b=+ Bl 87, yrH= o, KHA+H=T, Al

Bu bize asagidaki sonucu verir:

— - . - . + .
+F<}/e—y—fi) (l—i)—l—G(li—gr) 1—5).
l l r r

Eger,

olarak alinir ve bu degiskenlerin biyolojik anlami1 gbz Oniine alinarsa, O ile 1 arasindaki s 1’den
azalarak §’e ve digerleri 0’dan artarak sirasiyla €,i ve 7 a ulastiklarindan, x > 1 ve y,z,w < 1

sonucu elde edilir. Bu doniigsiimlerden sonra,
y 1 - = - — - - 1 jry =
V= (1 — ;) (us+ Bis — 67 — usx — Bsixz+ 8rw) + B (1 — ;) (BSixz — Bsiy)
1
+F (1 — —) (yey —yez) +G (1 — —) (Aiz— Aiw).

w

:_Muﬂﬁsf(—(l_x)ixz_l))+Bﬁ§i( Jxz = y)

X

+5,7(<x—1>)§w—1>)+Fyé<<y—z>z<z—1>)+G,U(< Sy

sonucunu ortaya ¢ikar.

—1)? - -
(=1) degiskeninin ilk katsayilarinin negatif oldugu acgiktir. Bis, Bfis, o7, Fye ve

GAi parametrelerinin katsayilarinin pozitif olabilme ihtimali vardir ve bu da V i pozitif bir

cOziimiinii elde etmemize sebep olur. Bu sorunu ¢ozmek icin, i¢lerindeki degiskenlerin sifirdan
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kiiciik veya sifira esit oldugu varsayilabilir. Bu varsayimin sonucu olarak

((l—x))(cxz—l)> <0, (4.17)
((y—l)ixz—y)) <0, (4.18)
(W) <0, (4.19)
((y—Z)ZZ—1)> <0, (4.20)
((Z_Ww&) <0 4.21)

esitsizlikleri elde edilir.

e (4.17)’daki esitsizlikten, x > 1 oldugundan xz > 1 sonucunu buluruz.
e (4.18)’daki esitsizlikten, y < 1 oldugundan xz > y sonucunu buluruz.

e x > 1 ve w <1 oldugundan, (4.19)’daki esitsizligin 0’dan kii¢iik veya 0’a esit oldugu

asikardir.
e (4.20)’daki esitsizlikten, z < 1 oldugundan y > z sonucunu buluruz.

e (4.21I)’daki esitsizlikten, w < 1 oldugundan z > w sonucunu buluruz.

Sonug olarak, x > 1 >y >z > w oldugu ve eger x = 1 ise y = 1 oldugu ortaya ¢ikmaktadir.
Boylece, LaSalle degismezlik ilkesine gore (La Salle, 1976} |Huo vd., 2016), dogrusal olmayan
dinamik sisteminin (4.11)’deki endemik kritik noktasi, Ry > 1 gerceklestiginden, global
olarak asimptotik olarak kararlidir. m
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5. NUMERIK SONUCLAR

Bu ¢aligmada kullanilan SEIRD dinamik modeli, Tiirkiye’deki nCOVID-19 yayiliminin
davranigini anlamak ve sonuclarim karsilastirmak amaciyla MATLAB yardimiyla niimerik ola-
rak simiile edilmigtir. Denklem sistemi hastali§in davraniglar1 gézoniine alinarak MATLAB’da
modellendikten sonra, dordiincii mertebe Runge-Kutta metodundan (ODE45) faydalanilarak si-
miile edilmigtir. Parametre tahmini icin ortalama mutlak hata yontemi kullanilmigtir. Sistemin
parametreleri, iki haftalik araliklarla alti zaman dilimine boliinerek tahmin edilmektedir. WHO
(WHO, 16 Mart 2020)) tarafindan agiklanan ve Tiirkiye Cumhuriyeti Saglik Bakanli1’nin resmi
verilerine dayanan Tiirkiye’deki ilk resmi pozitif vakanin 2020 yilinin 11 Mart’inda tespit edil-
mesinden dolayi, calismada kullanilan periyodlar bu tarihte baglamaktadir ve 11 Mart ile 5 Ha-
ziran 2020 tarihleri arasindaki yaklasik ti¢ aylik zaman dilimini kapsamaktadir. Bu tarihten son-
raki donemleri ¢aligmamizda kullanmamamizin sebebi, Tiirkiye Cumhuriyeti Saghik Bakanlig:
tarafindan vaka sayilar1 yerine hasta sayilarinin aciklanmasidir. Vaka sayisinin agiklanmamast,
caligsmada kullanilan veri havuzunun vakalara dayali olmasindan dolay1, dinamik model sistemi
icin eksik verinin olugmasina sebep olmaktadir ve bu da dogru bir sekilde simiile etmemizi
engellemektedir. Kullanilan klasik modelin dinamik davranisglari, her giin 12.00-13.00 saatleri
arasinda worldometer (Worldometer, 2022) sitesinden toplanan Tiirkiye i¢in gercek giinliik ve-
riler kullanilarak kalibre edilmistir. Tiim donemler icin toplanan veri seti ve bunlarin zamana

bagl grafikleri asagida gosterilmektedir.

Toplam |Tolam | Toplam Aktif
Tarih |vaka Oliim | iyilesen Vaka
1;3: 1 1 11.03.2020 / 31.03.2020
13.03 2 2| =
14.03 5 5| 0
15.03 6 5|
16.03 18 18] °°
17.03 47 47| =™
18.03 08 1 o7| ™
10.03 191 2 1gg] “*
20.03 359 4 355 2%
;;g: 12;2 33 12?; ’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 183 19 20 21
2303 1236 30 1206 e TOplam Vaka smge= Toplam Olim Toplamiyilesen == AktifVaks
24.03 1,529 a7 1,492
25.03 1,872 44 1,828
26.03 2,433 59 26| 2.348
27.03 3,629 75 26| 3.528
28.03 5,608 92 42| 5564
20.03 7.402 108 70[ 7.224
30.03 0,217 131 105] ©.081
31.03 | 13.531 214 243[ 13,074

Sekil 5.1. 11 Mart’tan, Mart 2020’ nin sonuna kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfek-
siyon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlari) ve bunlarin grafiksel gosterimi.
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Toplam|Toplam 'Toplam Aktif
Tarih |vaka [Olim |[lyilesen [vaka
26.03 2,433 59 26| 2348
27.03 3,629 75 26| 3528
28.03 5,698 92 42| 5564
29.03 7,402 108 J0] 7,224
3003 9217 131 105] 8,981
3103 | 13,531 214 243(13,074
1.04 13,531 214 24313074
|2_04 15,679 277 333[15,069
3.04 18,135 356 415]17,364
4.04 20,921 425 484)120,012
5.04 23,934 501 786)|22,647
604 | 27.069] 574 1.042|25 453
704 | 30217] 649 1,326|28,242
804 | 34100 725 1,582|31,802
004 | 38226 812 1,846]35 568

45,000
40,000
35,000
30,000
25,000
20,000
15,000
10,000

5,000

—g=Toplam Vaka ==ge=Toplam Blim

26.03.2020 / 09.04.2020

e e et
1 2 3 4 5 6 7 g8 9 10 11 12 13 14 15

Toplam lyilegen =g AktifVaka

Sekil 5.2. 26 Mart’tan, 9 Nisan 2020’ye kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon
vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlari) ve bunlarin grafiksel gosterimi.

Toplam|Toplam|Toplam Aktif
Tarih [vaka |Olim [iyilesen [vaka
10.04 42 282 908 2.142| 39,232
11.04 47.029] 1,006 2.423| 43,600
12.04 52167 1,101 2.965| 48,101
13.04 56,956] 1,198 3,446| 52 312
1404 | 61,040] 1295 3.057| 55,796
15.04 62,111 1,403 4,799] 58,909
[16.04 | s0392] 1518 5674] 62,200
17.04 | 74193 1643 7,089 65,467
18.04 78,546] 1,769 8.631| 68,146
19.04 82,329 1,890 10,453| 69,986
20.04 86,306 2017 11,976] 72,313
21.04 90,980 2,140 13,430] 75,410
2204 | 95591 2259 14.918| 78,414
23.04 98 674 2376 16,477] 79,821
2404 101,790 2,491 18,491| 80,808

120,000
100,000
80,000
60,000
40,000

20,000

10.04.2020 / 24.04.2020

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1z 13 14 15

e TOPISM VK3 s Toplam Oliim Toplam iyilesen — ==ge= AktifVaka

Sekil 5.3. 10 Nisan’dan, 24 Nisan 2020’ye kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfeksi-
yon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlar1) ve bunlarin grafiksel gosterimi.

Toplam|Toplam|Toplam Aktif
Tarih |vaka |Olim [iyilesen |Vaka
2504 1104912 2600 21,737] 80,575
26.04 |107.773] 2.706| _ 25582| 79.485
2704 [110.130] 2,805]  29.140| 78,185
28.04 1112261 2,900 33,791] 75,570
29.04 |114653| 2.002|  38800] 72,852
30.04 | 117,589 3,081 44 040] 70,468
T05 |120204] 3.174] 48886 68,144
205 |122.392] 3,258  53808] 65,326
|3-05 124 375 3336 58,259] 62,780
405 |126045] 3.307|  63.151] 59,497
505 |127659 3461 68,166] 56,032
605 [129491] 3520 73,285] 52 686
705 |131744] 3584  78.202| 49,958
805 133,721 36H 82,984| 47,096
905 |135560] 3,680  86,306] 45484

160,000
140,000
120,000
100,000
80,000
60,000
40,000
20,000

g TOPIZM VaKE s Toplam OlGm

25.04.2020 / 09.05.2020

1 2 i 4 5 6 7 & % 10 11 12 13 14 15

Toplamiyilegen — ==ge= AktifVaka

Sekil 5.4. 25 Nisan’dan, 9 Mayis 2020’ ye kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfeksiyon

vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlar1) ve bunlarin grafiksel gosterimi.
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Toplam [Toplam|Toplam  [Aktif
Tarih |yaka |Olim [iyilesen [Vaka
1005 |137.115| 3,739]  80,480| 43,896
11.05 |138,657] 3,786 92,691]42,180
12.05 | 139,771 3841 95,780] 40,150
13.05 | 141,475 3894 95,689| 38 692
1405 [143.114] 3,052| 101,715] 37,447
15.05 [144.749] 4,007] 104,030[36,712
16.05 | 146,457] 4,055 106,133] 36,269
1705 | 148.067| 4096] 108137|35834
18.05 | 149,435 4,140 109,962| 35,333
19.05 [150,503] 4,171 111,577|34,845
20.05 | 151,615 4,199 112,895] 34 521
21.05 | 152 587| 4,222 113,987] 34,378
2205 [153,548] 4.249] 114,000] 34,300
2305 [154500] 4.276] 116,111|34.113
2405 | 155686 4,308 117,602]| 33,776

180,000
160,000
140,000
120,000
100,000
80,000
60,000
40,000
20,000

=—g=Toplam Vaks ==g==Toplzm Blim

10.05.2020 / 24.05.2020

eSS

1 2 3 4 5 € 7 B & 10 11 12 13 14 15

Toplamlyilegen — ==ge= AktifVaka

Sekil 5.5. 10 Mayis’dan, 24 Mayis 2020’ye kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfeksi-
yon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlar1) ve bunlarin grafiksel gosterimi.

Toplam | Toplam| Toplam | Aktif
Tarih |yaka |Glim | iyilegen | Vaka
2505 [156,827| 4,340 118,694] 33,793
26.05 | 157 814] 4,369 120,015] 33 430
2705 | 158,762 4.397] 121507| 32.858
28.05 [159.797| 4,431 122,793] 32,573
2905 | 160,079 4.461| 124,369 32.149
30.05 162,120 4,489 125963] 31,668
31.05 [1683,103] 4,515 126,984] 31,604
1.06 163,942] 4,540 127,973] 31,429
2.06 164 769] 4,563 128,947] 31,259
3.06 165,555] 4,585 129921] 31,049
406 |166422| 4609 130852 30,951
506 |167.410] 4630 131,778 31.002

180,000
160,000
140,000
120,000
100,000
0,000
60,000
40,000
20,000

—¢—ToplamVaka =—g=Toplam 8lim

25.05.2020 / 05.06.2020

1 2 3 4 5 6 7 B 9 10 1 12

Toplam lyilegen =g AktifVaka

Sekil 5.6. 25 Mayis’tan, 5 Haziran 2020’ye kadar resmi olarak rapor edilen nCovid-19 enfeksi-
yon vakalar1 (Oliim, Iyilesen, Aktif vakalar ve toplamlar1) ve bunlarin grafiksel gosterimi.

Enfeksiyon, 6liim ve iyilegsme oranlarinin tahmin araligi, tahmin edilen yere bagh ola-
rak degismektedir (bkz. (Manski & Molinari, 2021))). Bu nedenle Tiirkiye’de dogum ve dogal

oliim oranlar1 disinda higbir parametre sabitlenmemistir. Ote yandan, baslangigta kabul edilen

parametre araliklar1 ve SEIRD dinamik modelinden her doneme ait ayr1 ayri1 tahmin edilen pa-

rametre degerleri Tablo (5.1))’de verilmistir.
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Tablo S5.1. Parametreleri tahmin etmek icin kullanilan parametre araliklar1 ve Tiirkiye’deki
resmi vaka sayilar1 kullanilarak elde edilen her doneme ait sistemin tahmini parametreleri.

Giinler B Y A K o
[1,20] 0.78 0.99 0.01 0.00626 0.099
[16,30] 0.21 0.99 0.01 0.0032 0.04
[31,45] 0.1 0.135 0.032 0.0027 0.099
[46,60] 0.1 0.05 0.1 0.0026 0.0399
[61,75] 0.1638 | 0.1175 0.173 0.0012 0.0407
[76,87] 0.1285 | 0.1172 | 0.1338 0.001 0.0244

Parametre

araliklar1 | [0.1 10] | [0.1 1] | [0.01 0.2] | [0.001 0.2] | [0.001 1]

Parametre uydurmanin dogrulugu, Ortalama Mutlak Hata (Mean Absolute Error (MAE))

kullanilarak ol¢iiliir ve asagidaki gibi tanimlanir:

_ X060~ S0)]

n

Epma

Burada O ve S, gozlemlenen (Observed) ve simiile edilen (Simulated) degerleri temsil eder ve

n, gbzlemlenen verilerin 6rneklem boyutunu temsil eder.

Tablo (5.1))’de verilen tahmini parametreler, aktif vaka sayis1 arttik¢a enfeksiyon ve ku-
lugka oranlar1 degerlerinin diistiigiinii, aktif vaka sayis1 azaldik¢a arttigim gostermektedir. Ote
yandan, iyilesme hizinin degeri tiim donem boyunca artarken, 6liim orani diismektedir. Bagi-

siklik oraninda onemli dlciide bir degisiklik goriilmemektedir.

Gozlemlenen ve gercek durumlar, 5.8 ve[5.9) sekillerinde, kirmizi y1ldizlar ve mavi
cizgiler sirastyla Tiirkiye’nin gercek durumlarini ve tahmini sonuclarimi gosterecek sekilde si-
miile edilmistir. Ayrica bu sekillerin her birinin sirasiyla, toplam vakalarini, toplam 6liimlerini,
toplam iyilesenlerini ve aktif vakalarin1 gosterdikleri dort alt sekilleri bulunmaktadir. Burada
ifade edilen toplam vaka; aktif vaka, toplam oliim ve iyilesenlerin toplamini temsil etmekte-
dir. ve sekillerinde verilen ilk 45 giinde; aktif, iyilesen ve 6liim vakalarinin sayisinin
arttig1 gdzlemlenirken, sonraki giinlerde aktif vakalarin azaldig1 goriilmektedir. (bkz. Sekiller

(80| ve 5.9)).
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Tirkiye

Toplam Vaka Toplam Olen

12000 140
i
10000 | 120 /
L3 */
8000 / 100 * |
# /
| 80 4
6000 */
/ 60 *
4000 / * /
*/ 40 et /
) /
2000 * 20
¥ ** // * 1/
[ e 04t
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Toplam lyilesen Aktif Vaka
200 12000
[ | 10000 /
150 / P
f 8000 /
/ ¥
100 /*¥1 eo00 o
[ % /
/ 4000 M,
50 /+ . /
A 2000 #*
K* #4 ¥
U B A R
[ e i S 0tttk
15 20 0 5 10 15 20

11-03-2020 to 30-03-2020

(a)

Turkiye 3
0% Toplam Vaka Teplam Olen
5 1000
4 800 *
r *
3 600 *
% *
* *
* *
2 L 400 P
¥ .
1 o E 200 *
" T
I e
0 0
o 2 4 6 8 10 12 14 0 5 10 15
Toplam lyilesen 4 Aktif Vaka
2000 #10
*
/ *
1500 3
*
*
1000 2 *
*
* *
L 4
500 o .
% ¥ * ! B
A e
_5F A
o=k 0
0 5 10 15 0 5 10 15

26-03-2020 to 08-04-2020

(b)

Sekil 5.7. Tablo (5.1)’de kullanilan parametreler icin sistemin dinamik davranisi: kirmizi yil-
dizlar ve mavi ¢izgiler sirasiyla gercek verileri ve tahmini sonuglari temsil etmektedir. Sekiller
a) [1,20] ile b) [16,30] arasindaki giinleri temsil etmektedir.

S Turkiye
4 ‘oplam Vaka Toplam Bliim
19 210 3500 s
*
10 / 3000 /
9 /;/{ 2500 e *
*
8 A(* // 4 ¥
s 2000 e
7 ’ 1500 /'//* .
[ S
. P 1000 L +"F
44/ 500
0 5 10 15 o s " ®
) 10 Toplam iyilesen s »10% Aktif Vaka
- .
o a / *
15 # -
P 7 o
Pt N *
e >
1 P 6 *
7 +
e * 5 b
05 L * * /
LT ¢
0 3
0 5 10 15 0 5 10 15

10-04-2020 to 24-04-2020

(a)

Tirkiye
5 Toplam Vaka Toplam Olim
%10 P!
140 — 5000
~
S -
- 4500 -
13 "/* ¥ //’
,./ .
/,{* * 4000 /
12 £* P e
4 3500 / .t *
¥ . ¥
1 3000 4 *
W *
ki %
4 2500
0 5 10 15 0 5 L %
10t Toplam lyilesen < 10% Aktif Vaka
° o BNF +
8 * - \ *
7 7 N * .
) *
6 Sk
6 s U
5 Y
*
4 5 *
3 * g
2 4
15 0 5 10 15

25-04-2020 to 09-05-2020

(b)

Sekil 5.8. Tablo (5.1)’de kullanilan parametreler igin sistemin dinamik davranisi: kirmizi yil-
dizlar ve mavi ¢izgiler sirasiyla gercek verileri ve tahmini sonuglar1 temsil etmektedir. Sekiller
a) [31,45] ile b) [46,60] arasindaki giinleri temsil etmektedir.
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Turkiye Turkiye

5 Toplam Vaka Toplam Bliim 10° Toplam Vaka Toplam Blum
1210 1400 P 168~ P ] 4700 P
156 H* =3 i 166 AF/( /'/
¥ 4200 K s 4600 e *
- x F 1.64 o %
15 # g P P
e £ 162 4500 £ *
F 4000 . * ‘#,,*
1.45 ,é/k 7 16 e A&
A A 4400 e
3800 | 4 158 A
4 /( e/F
1.56 4300
135 3600 ; - s 0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 & 8 10
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Sekil 5.9. Tablo (5.1)’de kullanilan parametreler icin sistemin dinamik davranist: kirmizi yil-
dizlar ve mavi ¢izgiler sirasiyla gergek verileri ve tahmini sonuglar1 temsil etmektedir. Sekiller
a) [61,75] ile b) [76,87] arasindaki giinleri temsil etmektedir.

Tahmin ettirilen modelin gercek verilerin olusturdugu trendi, birinci ve dordiincii do-
nemler hari¢ (bkz. Sekil ve[5.8b), basaril bir sekilde yakaladig: simiilasyon sonuglarindan
acikca goriilmektedir. Ik dénemde, 15. giine kadar iyilesen ve olen kisi sayis1 olmadig igin
net bir veri seti yoktu. Dordiincii periyotta (bkz. Sekil [5.8b), aktif vaka sayis1 giderek artarken

sonrasinda azalmaya baglamasi tahmin etmeyi zorlastirmaktadir.

Dinamik SEIRD modelinin kararlilig1 zamanla degisen tiim parametrelere baghdir. Ce-
sitli zaman araliklarindaki farkli parametre degerleri, kararliligin denge noktalarinin degigme-
sine neden olmaktadir. Bu yiizden, Tablo (5.1)’deki parametrelerin sonuglar1 g6z dniinde bulun-

durularak, bu parametrelerin uygun ortalama degerleri,
(B,v,A,x,0) =(0.25,0.1,0.075,0.0028,0.04),

olarak secilmistir. Bu parametre degerleri kullanilirsa, (4.117deki endemik kritik nokta, E| =
(0.3113,0.0105,0.0134,0.0252) olarak elde edilir. Ry = 3.0448 > 1 oldugundan dinamik sis-
tem, Teorem (#.2)’e gore, (.11)’deki E; denge noktasinda global ve asimptotik olarak kararli-
dir. Bu denge noktasindaki kararlilik, Tiirkiye’deki nCovid-19’un uzun vadedeki dinamiklerinin
davraniglar1 hakkinda; hastaliktan ortaya ¢ikan vakalarin seyrinin ne zaman azalacagi veya ne
zaman artacagl ve bu artisin ne kadar olabilecegi gibi benzeri konularda bilgi edinilmesine yar-

dimci olacaktir.

Bu calismada kullanilan veriler ve bu verilerin SEIRD modeline uyarlanmasiyla ortaya

¢ikan simiilasyon sonuclari, kullanilan modelin eldeki veriler 15181nda vakalarin nasil ilerleyece-

34



gini, hangi durumlarda artis ya da azalis olacagini ve bu davraniglar: tahmin etmekte son derece
faydal oldugunu gostermektedir. Ozellikte Sekil ’a bakildiginda, ge¢mis verilerin kulla-
nilmasiyla, SEIRD dinamik modelinin tahmin edebilme oraninin kisa vadede oldukca yiiksek
yiizdelikte oldugunu gérmek miimkiindiir. Ulkede, hastaliktan kurtulmak icin alinan tedbirlerin,
enfeksiyon bulas orani olan 8 degerini azalttig1 ve bunun da aktif vaka sayisinin azalmasini sag-
ladig1 goriilmektedir. Bu simulasyon sonuglariyla birlikte, vaka sayisinin ve R degerinin belli
bir esifin altina inene kadar bu tedbirlere devam edilmesi durumunda, Haziran’dan sonra ¢ok

kisa siire icinde, hastaligin tamamiyla sona erebilecegini soylemek miimkiindiir.
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6. SONUC

Bu calisgmada, nCOVID-19’un genel siireci detayli olarak anlatilmig ve bu hastaligin
davraniginin gelecegini tahmin etmek i¢in Onerilen bazi matematiksel yaklagimlar verilmistir.
Ayrica, bagisiklik oramiyla ilk kez ele alinan yeni bir SEIRD modeli ortaya konulmus ve dina-
mikleri kesfedilmigtir. Hastaliks1z ve endemik dengelerin kararliliklari sirasiyla, Routh-Hurwitz
ve Lyapunov (LaSalle degismezligi) kararlilik teorileri ile analiz edilmistir. Ayrica, salgin mo-
delinin dinamiklerinin kabul edilen tarifini veren, temel iireme sayist Ry’da arastirilmistir. Sis-
temin temel iireme sayisi birden kiiciik oldugunda, hastaliksiz denge noktasinin var oldugu ve
asimptotik olarak kararl oldugu kanitlanmistir. Birden biiyiik oldugunda ise, asimptotik olarak

da kararl1 olan, tekil bir endemik kararli durum noktasi1 vardir.

Bu calismada ayrica, modeldeki bilinmeyen parametre degerlerini tahmin etmek igin
gercek veriler klasik model {izerine uyarlandi. Yeterli veri saglanirsa ve siire¢ sorunsuzsa, kla-
sik tamsay1 modelinin hastalik davranigini basarili bir sekilde yakalayabildigi gézlemlenildi.
Klasik modelin parametrelerine bagl oldugu, yapilan sayisal ve kararlilik analiz sonug¢larindan
goriilebilmektedir. Ayrica tiim periyotlardaki secilen parametrelerin ortalama degerleri olarak
kabul edilen degerleri kullanilarak, dinamik modelin denge noktasi ve kararlilik sonucu hesap-
lanmistir. Bu calismadan c¢ikan sonuglar bize, Tiirkiye’de nCovid-19 dinamiklerinin, denge nok-
tasinda, uzun vadede istikrarli bir noktaya ulasacagini gostermektedir. Bu caligmanin yaklasik
15 giinliik araliklarla 6 periyotta gosterdigi sayisal simiilasyon sonucu, sistemin kararlilik pozis-
yonuna ulagmak icin daha fazla zaman araligina ihtiyaci oldugu goriilmektedir. Bu ¢alismadan
cikan sonuca gore, mevcut dinamik analizin, Tiirkiye’deki nCOVID-19 hastalik ¢aligmalar1 i¢in

veri analizine yardimci olabilecegini ve kontrolii saglayabilecegini soylemek miimkiindiir.

Bu calismadan elde edilen sonugclar, "Stability analysis and numerical simulation of dy-
namic and fractional SEIRD models for spread of nCOVID-19 in Turkey", (Yildiz vd., 2022)
adli makalenin bir kisminda, "Asian-European Journal of Mathematics" adl1 dergide online ola-

rak yayinlanmustir.
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