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KUADRATIK FORMLAR VE MODULER FORMLAR
OZET

Iki bolimden olusan bu yiiksek lisans tezinde sayilar teorisinin Snemli
konularindan olan kuadratik formlar ile son yillarin popiiler konularindan birisi olan
modiiler formlar arasindaki iliski ¢alistimustir. Ik boliimde kuadratik formlar tanitilmas
ve temel ozellikleri verilmistir. Ikinci boliimde ise ilgi ¢ekici bir modiiler form &rnegi
olan kuadratik formlarin teta serilerine ayrilmis olup, belli eliptik egrilere karsilik gelen
6zel modiiler formlar olan baz1 3/2 Hecke eigenformlar ait olduklar1 vektor uzaylarinin

taban elemanlari cinsinden ifade edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuadratik Formlar; Modiiler Formlar; Teta Serileri
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QUADRATICS FORMS AND MODULAR FORMS
ABSTRACT

In this master thesis which consists of two chapters, the relationship between
quadratic forms, which is one of the important subjects of number theory, and modular
forms, one of the popular subjects of recent years, is studied. In the first part, quadratic
forms are introduced and their basic properties are given. In the second part, is divided
into theta series of quadratic forms, which is an interesting example of modular form,
and some 3/2 Hecke eigenforms, which are special modular forms corresponding to

certain elliptic curves, are expressed in terms of the base elements of their vector spaces.

Keywords:Quadratic Forms; Modular Forms; Theta Series
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1. iKiLi KUADRATIK FORMLAR

1.1. Giris.
Bu bolimde ikili kuadratik formlar tanitilacak ve temel 6zellikleri verilecektir.

Tanim 1.1.1. (a) a#0 olmak iizere n degiskenli axiC 1x§ Z.. x,l‘;" monomialine &+ &, +...

+ k, dereceli ad1 verilir.

(b) n degiskenli bir polinomun derecesi ise polinomdaki monomial terimlerin
derecelerinin en biiyiligline denir.

(¢) Cok degiskenli bir polinoma form denir ve tim monomial terimler ayni
dereceye sahipse forma homojen form adi verilir.

(d) 1 dereceli forma lineer form, 2 dereceli bir forma ise kuadratik form adi
verilir.

O halde genel kuadratik form;

f=1 27=1 @i X;x; seklinde bir toplamdir.
(e) Iki degiskenli bir form ise ikili kuadratik form olarak adlandirilir.

Bu boéliimde tamsay1 katsayil
fx,y)=ax? + bxy + cy?

ikili kuadratik formu calisilacaktir. Bu oOzellikteki formlar sayilar teorisinde garpici
ozelliklere sahiptir, kolayca gosterilebilir ki, x? + y? kuadratik formu tarafindan temsil
edilen n sayilar1 aslinda »’in asal carpanlar1 seklinde ifade edilebilir. Bu durum daha

genel kuadratik formlar i¢in de gecerlidir.

Tamm 1.1.2. fix,y) = ax? + bxy + cy? olmak iizere bir ikili kuadratik formun
diskriminant: d ile gosterilir ve d ;= b~ 4ac olarak tamimlanir. f{x, y) kuadratik formuna

karsilik gelen matris ise

A= <b(;2 b£2>

olarak tanimlanir.



Daha genel olarak n degiskenli bir kuadratik forma nxn tipinde bir matris
karsilik gelir, oyle ki, f{(x1, x2, ..., x,) kuadratik formunun x,, x, ... , x, degiskenleri bir x
vektoriinii olusturuyor ise X', x vektoriiniin transpozunu gostermek iizere bu kuadratik

forma karsilik gelen matris
X1, X2, iy Xn) = X' A4x
olacak sekildeki simetrik 4 matrisi olarak tanimlanur.

Uyan 1.1.3. Eger d sayis1 0 veya bir tam kare ise bu durumda f{x, y) kuadratik formu
tamsay1 katsayili iki lineer formun ¢arpim olarak ifade edilebilir. Ornegin; xy veya
x*— " = (x — y)(x+y) veya 10x— 2xy + 18)” = (2x — 3y)(5x — 6y) seklinde yazilabilir,
dikkat edilirse bu formlarin diskriminantlar1 sirastyla 1, 4 ve 9’dur. Tersine eger d # 0
veya bir tam kare degil ise f{x,y) tamsay1 katsayili iki lineer formun c¢arpimi olarak
yazilamaz. Hatta ve hatta katsayilarda rasyonel sayilar kullanilsa bile yazilamaz.
Teoride ilerlerken diskriminantlar1 tam kare olanlar ve olmayanlar seklinde ayrima

gitmek zorunludur.

Teorem 1.1.4. (Niven vd. 1960) f(x,y) = ax? + bxy + cy? tamsay1 katsayilar1 ve
diskriminanti1 4 olan ikili bir kuadratik form olsun. d # 0 veya d tam kare degil ise a#0
ve ¢ # 0 tamsayilarda f(x,y) = 0 denkleminin yalnizca bir tek x = y = 0 i¢in ¢oziimii

vardir.

ispat. a =0 veya ¢ = 0 ardindan ac = 0 ve d = b°>~4ac igin d’nin bir tam kare oldugu
varsayilabilir. xpve yo'1n f(xo,10)=0 esitligini saglayan bir tamsay1 oldugu kabul edilsin.
yo= 0 ise axy’ = 0 ve dolayistyla xy = 0 ¢iinkii @ # 0’dir. Eger x, = 0 ise benzer gerekge

kullanilarak yy=0’1 verir. Sonug olarak xo # 0 ve yo # 0 olur, tam kareye tamamlayarak
dafix, y)=Qax+ by)— dy’ (1.1)

elde edilir ve boylece (2axg+byg)* = dyy” olur, giinkii f{xo, y0)=0"dir. Fakat dy,> # 0 ve
tek tiirlii carpanlara ayirma 6zelligi nedeniyle d’nin tam kare oldugunu gosterir, bu ise

ispat1 bitirir.



Tamm 1.1.5. Bir f{x, y) formu hem pozitif hem de negatif degerler alirsa f{x, y) formu
indefinite olarak adlandirilir. Tiim x, y tamsayilar1 i¢cin f{x, y) > 0 (veya f(x, y) < 0) ise
forma sirastyla pozitif yari definite veya negatif yar: definite denir. x, y tamsayilari i¢in

fix,y)=0;x =0vey = 0icin saglanirsa f(x, y) formu definite olarak tanimlanir.

Ornek 1.1.6. f(1,0)=1 ve f0,2)= -2 i¢in flx,y) = x* — 2)* formu indefinetir.
Ax,y) = x> = 2xy — 2y* = (x — y)* pozitif yar1 definitedir, ama definite degildir giinki;
£(1,1)=0"dur. Son olarak x’ + y* pozitif definite bir form drnegidir.

Simdi kuadratik formun diskriminantt kullanilarak kuadratik bir formun

definite mi yoksa indefinite mi oldugu belirlenebilecegi goriilecektir.

Teorem 1.1.7. (Niven vd. 1960) f(x,y) = ax? + bxy + cy? tamsay1 katsayili ve
diskriminant1 d olan ikili bir kuadratik form olsun. Eger d > 0 ise f{x, y) indefinetedir.
d =0 ise f(x,y) yari definitedir ancak definite degildir. d < 0 ise bu takdirde a ve ¢
ayni isarete sahiptir ve f(x, y), a >0 veya a <0 olma durumuna gore sirasiyla ya pozitif
ya da negatif definitedir.

Acikga eger f pozitif ise —f negatiftir ve tersi dogrudur. Dolayisiyla negatif

definite formlar dikkate alinmayabilir, ispatlarda genellik bozulmaz.

Ispat. d > 0 oldugu varsayilsin. Dikkat edilirse /{1, 0)=a ve (b, —2a)= —ad olur. Bu
sayilar a = 0 olmadig: siirece ters isaretlidir. Benzer sekilde f{0,1) = ¢ ve f{—2¢,b) = —cd
olur. Bu sayilar ¢ = 0 olmadig: siirece ters isaretlidir. @ = ¢ = 0 olasihig1 dikkate
almmalidir. Bundan dolay1 d = b* > 0 boylece b # 0 olur. Bu durumda f{(1, 1)=b ve
f,-1)=—b boylece fher iki degeri de alir.

Simdi d=0 oldugu varsayilsin ve a # 0 olasilig1 géz oniine alinsin. Daha sonra
(1.1)’den f’nin sifir olmayan degerlerinin hepsinin ayni isarete sahip oldugunu goriiliir,
boylece f(x, y) yar1 definitedir. Dahasi; (b, —2a) = —ad = 0. Dikkate alinan durumlarda
a # 0 oldugundan f’nin definite olmadig1 goriilmektedir. Béylece a = 0, d = b*ve b =0
olur ¢iinkii d = 0’dir. Bu durumda f{x,y)=cy’ elde edilir. Burada sifir olmayan
degerlerin hepsi c ile ayni isarete sahiptir, ancak f{1, 0) = 0 olup bu durumda form
definite degildir.

Son olarak d<0 oldugunu varsayilsin. (1.1) ve Teorem 1.1.4’den 4af{x,y) sifir

olmayan tiim x, y tamsayilari i¢in pozitif oldugu goriiliir yani f definitedir. f{1,0) = a ve



f(0,1)= c oldugu icin 6zellikle a ve c¢’nin ayni isarete sahip oldugunu pozitif definite
formlar i¢in pozitif ve negatif definite formlar i¢in negatif oldugu sonucuna varilir. Bu
da ispat1 tamamlar.

a ve c’nin ayn isarete sahip oldugunu gormenin alternatif bir yolu; d < 0
oldugunda 4ac = b*— d >—d > 0 oldugunu belirtmektedir, bdylece ac > 0 oldugu elde
edilir.

Simdi ikili kuadratik formlarin diskriminantlar1 olarak hangi sayilarin ortaya

cikabilecegi incelenecektir.

Teorem 1.1.8. (Niven vd. 1960) d verilen bir tamsay1 olsun. Tamsay1 katsayili ve
diskriminanti1 d olan en az bir ikili kuadratik formu vardir ancak ve ancak d = 0 veya 1

(mod 4)’dir.

ispat. Herhangi bir b tamsayis1 igin b° = 0 veya 1 (mod 4) olursa d = 4b°—4ac=0 veya 1
(mod 4) olur. Once d = 0 (mod 4) oldugu varsayilsin. Daha sonra x* — (d / 4)y” formunda

diskriminant d olan ikili kuadratik form bulunur. Benzer sekilde d = I (mod 4) ise o
zaman x° + xy — (%)y2 formunun diskriminant1 &’dir. Dikkat edilirse bu ifadeler iki

yonlii olarak gegerlidir, bdylece teorem ispatlanmis olur.

Tanim 1.1.9. Eger f(xo, y0) = n saglayan ve x, ve y, tamsayilari varsa, f{xo, o) kuadratik
formunun bir tamsayiy1 temsil ettigini sdylenir. Eger ebob(xo, y9) = 1 ise bdyle bir

temsil has temsil olarak adlandirilir, aksi halde has olmayan temsil adini alir.

Ornegin; flx, ¥) = x*— 3xy +5)%, f2,3) = 31, ebob(2, 3)=1 oldugu i¢in bu bir
has temsildir, ancak (2,4)=60, ebob(2,4) = 2 oldugundan bu has olmayan bir temsildir.

Uyan 1.1.10. f{(xo,y0) = n ve ebob(xo, o) = g ise g2| n, ebob(xy/g, yo/g) = 1 ve fixy/g,
yo/g) = n/g’ oldugu kolayca goriilebilir. Boylece n’nin f{x, y) temsilleri g i¢in g° | n
ozelligindeki ~ n/g’nin  has  temsilleri  belirlenerek  bulunabilir. ~ Ornegin;
fx, y) = 5x* + 2xy — 3y fi4,2)=84, ebob(2, 4)=2, 2/84, ebob(4/2, 2/2)=1 ve
f4/2,2/2)=21.

Bu boliimiin geri kalanindaki amag, belirli bir kuadratik form ile temsil edilen

veya has gosterime sahip n tamsayilarini belirlemektir. Bu amag¢ kismen basarilmistir,



simdi ise n tamsayisinin diskriminant1 6nceden verilmis kuadratik formla temsil edilip

edilmedigi asagidaki gibi belirlenebilir.

Teorem 1.1.11. (Niven vd. 1960) n # 0 ozelliginde bir n ve d tamsayisi verilsin.
Bu durumda x’=d (mod 4 | n| ) bir ¢oziime sahiptir ancak ve ancak d diskriminantina

sahip ve n’yi has olarak temsil eden ikili bir kuadratik form vardir.

Ispat. b’nin teoremde verilen kongriiansin bir ¢dziimii oldugu varsayilsin yani
b* — d = 4nc olsun. O halde flix, y) = nx’ + bxy + ¢y’ formu kabul geregi tamsayi
katsayilara ve d diskriminantina sahiptir. Ustelik {1, 0) = n olup 7’nin has gosterimidir.
Bunun tersine bir fx, y)=ax? + bxy + cy? = n diskriminant: b*> — 4ac = d ile
fxo, yo) has gosterimine sahip oldugu varsayilsin. O halde ebob(xo, yo) = 1 oldugundan
m1m2=4| n| , ebob(my, yo0) = 1, ve ebob(ma, xo) = 1 olacak sekilde m;, m, tamsayilar
secilebilir. Ornegin; plxo icin 4n olan ve m2=4| n | / m; degerini koyacagimz p“ asal
kuvvetlerinin ¢arpani olarak m; alinsin. (1.1) denkleminden 4an = (2axo + byo)* — dyy*
ve bundan dolay1 (2axo + byo)> = dyy” (mod m;) oldugu gériliir. (vo, m1) = 1 saglayan bir
yo tamsayist vardir, yle ki yoyo = 1 (mod m) ve u °= d (mod my) kongriiansinin bir
¢coziime sahip oldugu bulunur, yani u = u; = (2axo + byo) yo, a ve c ile x ve y
degiskenlerini u> = d (mod ms) paralel kongriiansinin da u = u, seklinde bir ¢oziime
sahip oldugunu goriiliir. Daha sonra Cin kalan teoremi ile w = u; (mod m)) ve w = u;
(mod my) saglayan w tamsayisi bulunur. Béylece w* = u;> = d (mod mi) ve benzer
sekilde w” = uy> = d (mod m»)’yi w* = d (mod mym,)’den elde edilir. Ancak bu son mod

4 | n | ’dir, bu yiizden teoremin ispati bitmis olur.

Sonug 1.1.12. (Niven vd. 1960) d = 0 veya 1 (mod 4) oldugu varsayilsin. Eger p bir tek

asal say1 ise bu takdirde p | d veya (g) = 1 ancak ve ancak d diskriminantina sahip bir

ikili kuadratik form vardir.

1.2. ikili Kuadratik Formlar Uzerinde Denklik ve Indirgeme

fle,y) = x* + y* ve g(x,y) = x° + 2xy + 2y°, g(x,y) = fixty, y) ve
fx,y) = g(x —y, y) olarak verilsin. Hesaplama yardimiyla bu formlarin tam olarak ayni
tamsayilar1 temsil ettigi goriilebilir. Daha kesin olarak, ilk 6zdeslik 34 = g(2, 3) gibi
g ile temsil edilen herhangi bir sayinin f'ile temsil edildigini gosterir, ¢ilinkii f{2+3, 3)=



g(2, 3) = 34 olur. Tersine, ikinci 6zdeslik, f'ile temsil edilen herhangi bir saymnin g ile
temsil edildigini ifade eder. Hangi sayilarin temsil edildigini belirlemek amaciyla, bu
formlar esdeger kabul edilebilir. Burada (x, y) noktasinin koordinatlarinin tamsay1
olmasi icin gerek ve yeter sart (x + y, y) noktasinin koordinatlari tam say1 olmasini
gercegi kullanildi. Koordinatlar1 tamsay1 olan bir noktaya kafes noktas: denir. Simdi,
hangi lineer degisken degisimlerinin bir kafes olusturdugunu bire bir sekilde
belirlenecektir.

myq

Teorem 1.2.1. (Niven vd. 1960) M= (11 12)

gergel girdilere sahip bir 2x2 matrisi

Ve

4] =M[;]. (12)

v

Yani u=m;;x + my;y, v=mzx + my;y olsun.

Bu takdirde asagidaki iki iddia birbirine denktir:

(i) Dogrusal doniisiim (1.2), kafes noktalarinin bir permiitasyonunu tanimlar
(baska bir deyisle, kafes noktalar1 kendilerine bire-bir ve rten sekilde eslenir),

(i) M matrisinin tamsay1 girdileri vardir ve det(M) = + 1°dir.

Ispat. ilk olarak (ii)’'nin (i)’i gerektirdigi gosterilsin. M 'min tamsay1 girdileri varsa,
(u, v) 'nin (x,y) bir kafes noktasi oldugu zaman bir kafes noktasi oldugu agiktir. Kisaca
A = det(M) = my.my-momy olarak yazilsm. Bu durumda A # 0’1 saglayan M ' matrisi

vardir ve

M= ( My, /A _m12/A)
—Mmy /A 1y, /A

olur. Boylece eger (ii) saglanirsa o zaman M ' matrisi de tamsay: girdilere sahiptir ve
sonra (u, v) kafes noktalarindan (x, y) kafes noktalarina ait ters dontlisiim matris ¢arpimi

ile verilir,

(- [

Dolayistyla bu doniisiim bire-bir ve ortendir.



Simdi (i)’in dogru oldugu kabul edilsin. Boylece (x, y)= (1, 0) kafes noktasini
alarak, (1.2) (u,v)=(mi1, ma1)’1 verir. Bunun bir kafes noktasi olmasi gerektiginden, m;
ve my; tamsayr olmalidir. (x, y) = (0, 1) alarak benzer sekilde, m;, ve ma, tamsayi
olmalidir. Geriye det(M) = £1 oldugunu gostermek kalir. Bu amagla (u, v) = (1, 0) kafes

noktasi diisiiniilsiin. (7)’den (1.2) donilisiimiiniin 6rten oldugu bilinmektedir, dolayisiyla

11 _ . (%
[o] - M (yl)
olacak sekilde bir (x;, y1) kafes noktas1 vardir.
Benzer sekilde,

01 _ . %
[1] B M(YZ)
olacak sekilde (x2, y») kafes noktasi vardir.

Bu iki iliski asagidaki gibi tek bir matris 6zdesligi olarak ifade edilebilir:

o 2l=Gs 5) (1.3)

Eger M ve N, n x n tipinde iki matris ise

det(MN) = det (M).det (N) (1.4)

oldugu bilinmektedir. Bunu (1.3)’e uygulayarak 1 = det (M) (x1y2 — x2)1). Burada her iki
carpan da tamsayidir ¢iinkii sag taraftaki matrislerin (1.3) tamsay1 girdiler vardir.
Boylece det(M) | 1, yani det (M) = £1 ve ispat tamamlanir.

Teorem 1.2.1, det (M)=-1 o0zelligindeki M matrisleri i¢in gegerli olsa da bir an
icin det (M) = +1 olan matrislere kisitlama yapilirsa bu durum 6nemli bir teoriye yol
acar.

M ve N’nin tamsayr girdileri olan 2x2 matrisler oldugunu varsayilsin.
Dolayistyla MN matrisi de 2 x 2’dir ve tamsayr girdilere sahiptir. (1.4)’den eger
det(M) = det(N) =1 ise det(MN) =1"dir. Dahasi M ' tamsay1 girdilere sahiptir ve
det(M) =1"dir. Boylece, tamsay1 girdileri ve determinanti 1 olan 2 x 2 matrislerin

kiimesi matris ¢carpimi islemine gore bir grup olusturdugu gortiliir.



Tamm 1.2.2.Tamsay1 girdili ve determinant 1 ile 2 x 2 matrisleri grubu I ile gosterilir

ve modiiler grup olarak adlandirilir.

Tanim 1.2.3. fx, y) = ax’+bxy+y’ ve g(x, y) = Ax’+Bxy+Cy’ gibi iki kuadratik form
verilsin. Eger g(x, y)= fimyix + miyy, maix + mayy) olacak sekilde bir M =[m;;] € [ varsa
iki kuadratik form denktir denir ve bu durumda f~g yazilir ve bu durumda M’nin f’yi
g’ye gotiiriir denir.

Bu durumda, g'nin katsayilarini f've M'ye gore hesaplanabilir.

A= am211+bm11m21+cm221 =f(m11, mzl)f (15)
B =2amy+my+b(myimatmiomyr)+2cmaimya, (1.6)
C= am212+bm12m22+cm222 zf(mlz, mzz). (17)

Bu degisken degisiminin etkisi, sistematik olarak matris ¢arpimini kullanarak

daha net hale getirilebilir. Ger¢ekten de,

[y

1p A B
B 1p 2C B g ¢/ XZ[;]
2 2

)

O halde X’FX = [flx, y)] olur. Burada sagdaki matris bir 1x1 matrisdir ve
X =[x y], X matrisinin transpozudur. Benzer sekilde X'GX=[g(x, )] olur. g tamm
geregi, gMX ile degistirilen f degeri X ile hesaplanarak elde edilir. Yani,
(MX) F(MX) = [g(x, »)]. MX)' = X " M ' oldugundan, bu X (M'FM)X = [g(x, )]
yazilabilir. Kuadratik formun katsay1r matrisi G, g katsayilar1 tarafindan belirlenir,

o halde
M'F M=G. (1.8)

olur. Tanim 1.2.3 yardimiyla verilen bagintinin aslinda tiim ikili kuadratik formlarin

kiimesi tizerinde bir denklik bagintis1 oldugu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 1.2.4. (Niven vd. 1960) f, g ve 4 ikili kuadratik formlar olsun.
D S~
(2) f~giseg~f,



3) f~gveg~hisef~hdir.

Teorem 1.2.5. (Niven vd. 1960) fve g denk iki kuadratik form olsun. Verilen keyfi bir
n tamsayis1 i¢in, n'nin f kuadratik formlar ile gdsterimleri ve n'in g kuadratik formlari
ile gosterimleri arasinda bire-bir esleme vardir. Ayrica ayni 6zellik has gosterimleri i¢in

de saglanir. Dahasi, f've g'nin diskriminantlar1 birbirine esittir.

Tamm 1.2.6. /, d diskriminant1 tam kare olmayan bir ikili kuadratik form olsun. Eger,

|la|<b<|al<e
veya eger;

0<b<|a|=c
oluyor ise f’ye indirgenmis ikili kuadratik form denir.

/f’nin diskriminant1 bir tam kare veya 0 ise farkli sekilde hareket edilecektir.

Simdi, bir f formu verildiginde bunun indirgenmesi i¢in kullanilacak iki basit doniisiim
kullanilacaktir. Kabul geregi fnin diskriminant1 bir tam kare olmadigi i¢in, Teorem

1.1.4den a # 0 ve ¢ # 0 sonuglart elde edilir. Eger |c|<|a|veya |a|=|c]| ve
— | a | <b <0 ise bu durumda (1.1) esitliginden M =[_01 (1)] doniisiimii alinsin. Boylece
/nin aslinda g(x, y) = ¢x” — bxy + ay” formuna denk oldugunu goriiliir. Alternatif olarak,
b sayist (— | o | , | o | ] araligina diismiiyor ise bu durumda (1.8)'de M = [(1) T] olarak

alnir. O halde (1.5), (1.6) ve (1.7) geregi, 4 = a, B = 2am + b ve C = fim,1) = am’ +
bm + ¢ olur. Buradan m sayis1 — | o | <B< |a| olacak sekildeki tek tiirlii tamsay1
olarak seg¢ilsin. Bu durumda elde edilen form indirgenmis olmayabilir, ¢iinki
|C|<|4]| olabilir. Boyle bir durumda ilk tipteki bir déniisiim tiirii uygulanabilir,
O halde bu iki doniisiimden uygun olan1 kullanilarak indirgenmis form elde edilir. Bu
siireg sonsuza dek siiremez. Ciinkii kolayca goriilebilir ki x* katsayismm mutlak
degerleri oldukc¢a zayi1f bir azalan dizidir, bu miktarin ilk doniistimle kesinlikle azaldigi,
| a | — | c | olmadikg¢a, bu durumda ilk doniisiim, indirgenmis bir form {iretir. Bdylece

asagidaki onemli sonucu kanitlanmis olur.

Teorem 1.2.7. (Niven vd. 1960) d bir tam kare olmayan bir tam sayr olsun.
Diskriminanti d olan ikili kuadratik formlarinin her bir denklik sinifi en az bir

indirgenmis form igerir.
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Tanim 1.2.3’de d < 0 ise, verilen bir denklik sinifindaki indirgenmis formun

bir tek oldugu goriilecektir. d > 0 i¢in bu genellikle dogru degildir.

Teorem 1.2.8. (Niven vd. 1960) f diskriminant1 tam kare olmayan, indirgenmis bir ikili
kuadratik form olsun. f definite degilse bu durumda 0 < | a| < gx/a olur. Eger f pozitif

definite ise 0 < a < \/—d/3 olur. Her iki durumda da, bir tam kare olmayan d'nin

indirgenmis formlarinin sayist sonludur.
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2. KUADRATIK FORMLARDAN MODULER FORMLARA

Modiiler formlar ve eliptik egriler 1994’te Andrew Wiles’in ispatladigi
matematigin 359 yillik problemi Fermat’in Son Teoremi’nin ispatinda kullanilmasi
nedeniyle birbiriyle siki sikiya baglantili ve popiilerligini koruyan iki konusudur. Bu
baglanti Taniyama-Shimura Konjektiirii'nden gelir, bu ise her bir eliptik egrinin bir
modiiler formla eslestigini iddia eder. Modiiler formlar uzay1 C iizerinde sonlu boyutlu
bir vektdr uzayr oldugu i¢in oldukga ilgi ¢ekici Ozelliklere sahiptir. Eliptik egriler
konusu caligmanin kapsami disindadir. Konuyla ilgili temel kaynak (Silverman 2006)
olup, detayli bilgi bu kaynaktan bulunabilir.

Kuadratik formlar tamsayilarin aritmetiginin 6nemli bir parcasini olusturur.
Tamsayilarin ikili kuadratik formlarla temsili problemi sayilar teorisinin eski
problemlerinden birisidir. Kuadratik formlarin teta serileri birer modiiler form oldugu
icin bu iki teori de birbirine bu sekilde baglidir.

Bu boliimde baz1 kuadratik formlarin teta serilerinin klasik teta fonksiyonu ile
carpimindan elde edilen ve Shimura yiikseltmesiyle belirli eliptik egrilere karsilik gelen
3/2 agirlikli Hecke eigenformlar ait olduklar1 vektdr uzayinin taban vektorleri cinsinden
ifade edilecektir. Modiiler formlar i¢in verilen Sturm smir1 kullanilarak yeterince
Fourier katsayisi birbirine esit olan iki modiiler formun birbirine esit oldugu gergegi
kullanilarak ispatlar yapilacaktir. Modiiler formlarin Fourier agilimlarinin bilgisayar
yardimiyla (gerekirse biiyiik indisler i¢in) hesaplanmasinda Magma ile Pari/GP cebir
yazilimlar1 kullanilmistir. Yiiksek performans gerektiren genis araliklarda yapilan
hesaplamalar i¢in (6zellikle kuadratik formlarin teta serileri ile klasik teta serilerinin
carpiminda) “Fast Fourier Transform” 06zelligine sahip Magma 6n plana ¢ikarken,
modiiler formlara ait “mf” paketiyle Pari/GP, Magma’da olmayan bircok ozellige

sahiptir.

2.1. Materyal ve Metot
Bu kisimda caligmada kullanilacak kavramlar tanitilacaktir. Boliim boyunca

H ile karmasik tist yar1 diizlem, PSL(2, Z) ile katsayilar1 tamsay1 ve ad — bc =1 olmak
izere % bicimindeki lineer kesirli doniisiimlerin grubu ve I' ile modiiler grup

gosterilecektir.
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Tanim 2.1.1. (Frey 1994) f(Xll vy Xn) = in=1 aiiXiz + Zi>j ai]'Xin blg:lmlnde
tanimlanan fonksiyona Z iizerinde taniml1 # degiskenli kuadratik form olsun ve iistelik
fnin pozitif definite ve d diskriminantina sahip oldugu kabul edilsin. Bu durumda
2Tt

q=-e ve T € H olmak iizere f kuadratik formuna karsilik gelen teta serisi ©(f) ile

gosterilir ve
0(f)(2) = Zyezn ¢/ @

olarak tanimlanir. Burada ¢ = e?™ T seklindedir.

Tanim 2.1.1°e dikkat edilirse aslinda kuadratik formun teta serisi bir tamsayinin
verilen kuadratik form tarafindan temsil edildigi durumlardan olusmaktadir. Kolayca
goriilebilir ki “iki kuadratik forma karsilik gelen katsayir matrisleri R halkas1 tizerinde
birbirine benzer ise bu iki kuadratik form birbirine denktir” seklinde tanimlanan bagint1
d diskriminantina sahip tiim kuadratik formlarin kiimesi tizerinde bir denklik bagintisi
olur, bu denklik bagintisinin denklik siiflarindan birisi & olsun, f kuadratik formu
k denklik smifindan alinsin ve katsayr matrisi 4 olsun. n € N sayis1 N.A™! matrisi
tamsay1 girdilere sahip ve diyagonal {izerinde ¢ift say1 olacak sekildeki en kiiclik say1
olarak segilsin. Ote yandan &, fnin diskriminanti yani 4 katsay1 matrisinin determinanti

Ve

2Dn =1 (mod 2)
t :==<4—Dn =2 (mod 4)
Dn = 0 (mod 4)

olarak tanimlansin ve x., Q(+/t)/Q’ya karsilik gelen karakter olsun ve agikar karakter id
ile gosterilsin.

Modiiler formlar agagidaki gibi tanimlanir:

Tanim 2.1.2. (Cohen 2019) k € Z olsun ve F: H — C fonksiyonu g6z 6niine alinsin.

b

1. Egerhery = (Ccl d

)El"vere}[igin

F(y(©) = (cz + )*F(7)

oluyor ise F’ye I' i¢in k-agirlikli zayif modiiler ad1 verilir.
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2. Eger F, H lizerinde analitik ve Im(7) — oo yapildiginda |F ()| sinirli kaliyor
ise F’ye I i¢in k-agirlikli modiiler form denir. Bu 6zellikteki modiiler formlarin kiimesi
M, (T) ile gosterilir.

3. Eger Im(t) — oo yapildiginda F (7) sifira yakinstyor ise F’ye I i¢in k-agirlikli
cusp form denir. Bu 6zellikteki cusp formlarin kiimesi Sy (I") ile gosterilir.

Eger modiiller form ya da cusp form [’nin alt grubu [,(N) iizerinde
tanimlaniyorsa bu durumda tanima “N seviyeli” eklenir.

Kuadratik formlar ile modiiler formlar ile iligkisi asagidaki teoremde verilmistir:

Teorem 2.1.3. (Shimura 1973) ©(k) € M=(N, x,) dir.
2

Dikkat edilirse » = 2 durumunda ikili kuadratik formlarin teta serileri belirli
kosullar altinda 1-agirlikli modiiler form olur. Bu ¢aligmada tamamen asikar karakter ile

calisilmistir ve ilgili yerlerde bu durum “id” ile gosterilmistir.

Uyan 2.1.4. 1. Burada modiiler formlarin ¢aligma kapsaminda kullanilacak bazi
ozellikleri siralanacaktir. Tiim detaylar (Cohen ve Stromberg 2017) veya modiiler
formlarda klasiklesmis 6rnegin (Miyake 1989) gibi bagka bir kaynaktan bulunabilir.
Buna gore, M (I') ve Si(I'), C iizerinde birer sonlu boyutlu vektor uzay1 olur. T(z) =z +
1 doniisiimii modiiler grubun tiretecidir ve F bir modiiler form ise tanim geregi F(z + 1)
= F(z) olmak zorundadir, bu nedenle F modiiler formunun F = Y0, a,q™ seklinde bir
Fourier agilim1 vardir. Burada tipki Tanim 2.1°de oldugu gibi ¢ = 2™ 7 seklindedir.

2. k bir tamsay1 olmak iizere k£ + 1/2 seklindeki sayilara yarim tamsay1 denir.
Bazi teknik hazirliklarin ardindan & + 1/2 yani yarim tamsayi1 agirlikli modiiler formlar
da tanimlanabilir. Burada dikkat edilmesi gereken nokta yarim tamsay1 agirlikli modiiler

formlar [\j(4N) alt grubu tlizerinde tanimlanabilir. Burada

pem = (& )

olarak tanimlanir. Kolayca goriilebilir ki I[[)(4N) modiiler grubun alt grubudur.

) €T:c =0(mod 4N)}

3. f, k-agirlikli bir modiiler form ve g, /-agirlikli bir modiiler form olmak iizere
fg, k + [ agirlikli bir modiiler form olur. Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in de
bu 6zellik gegerlidir.

4. M (') ve Si(T"), C tizerinde birer sonlu boyutlu vektoér uzayr oldugundan bu

uzaylar iizerinde bir lineer operatdr yani her bir n > 1 sayisi i¢in n. Hecke operatorii
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tanimlanabilir. Bu lineer doniisiimiin 6zdegerlerinin olusturdugu 6z vektor ise Hecke
eigenform olarak adlandirilir.
Serre-Stark Teoremi’nin (Frey 1994), 6zel bir durumu olarak 1/2-agirlikli

modiiler formlara giizel bir 6rnek klasik teta serileridir.

Teorem 2.1.5. (Frey 1994) 1 pozitif bir tamsay1 olsun. Bu takdirde
Oy = 1+2X5, g™

olarak tanimlanan klasik teta serisi i¢gin ©;4, € Mz(4) dir.
2

Simdi ise yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in boyut formiilleri goz

Ontine alisin.

Tanim 2.1.6. F, y’in kondiiktorii olsun. s, # 1 ve s, < r,, olmak iizere
N=Hp|N PrpVe F= l_[p|N PSp

olarak tamimlansin. 4, sabitleri ise agsagidaki gibi tanimlansin:

(1)p=3veyap=2ver,>4igin

_ (pleA 4 ple A 25 <7,
- 2pPSr 2s, >,

(2) Eger r, = 3 ise 4, = 3 alinir. Eger r, = 2, ise bu takdirde (C) kosulu olarak
adlandirilan su kosul dikkate alinir : p= 3 (mod 4) olmak iizere p | N olacak sekilde p

asal1 vardir ve ya r, tek say1 ya da 0 < r, < 2s, olur. Bu takdirde eger (C) kosulu

< _ . C . 52 k+1)2
saglanirsa A, = 2 alinir, aksi takdirde; 1, = 2 + (—1)2 /2 olarak alinir.

Buna gore yarim tamsay1 agirliklt modiiler form uzaylarimin boyutlar1 agagidaki
teoremde verilmistir. Burada y Dirichlet karakteri i¢in verilen sonuglar bu

calismanin 6zelinde asikar karakter i¢cin de dogal olarak aynen gecerlidir.

Teorem 2.1.7. (Cohen—Qesterlé 1977) k € '2+Z olsun. Bu takdirde;

dim(Sy(To (V),0) — dim(M2.i(To (V). D)= Mpn(L +2) =5 Tlpin 2.
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olur. Yukaridaki esitligin sag taraft R(V,k,)) ile gosterilirse bu durumda A>5,2
igin;

dim(Sy(To (N),0)) = R(N,k,x)
dim(M>2x(T'o (N ), X))= R(N, 2-k.x)
iken

dim(S3,2(To(N),x))=R(N,32,))+dim(M1,2(To(N), ) dim(M3,2(To(N),x))=
~R(N, 12, 0)+dim(S1,2(To(N), %)),

olur. Burada 1/2 agirlikli boyutlar Serre—Stark teoreminden elde edilir.

Teorem 2.1.8. (Cohen 2019) f = X7, a,q"™, g = Yneo bnq™ € My ([,(N)) olsun. dy

say1si [y (N)’in PSLy(Z)’deki gortintiisiiniin indeksi olmak tizere

_ kdy
12

M :
sayist tanimlansin. Eger 0 < i < M i¢in @; = b; ise bu takdirde f= g olur.
M sayisina Sturm sinir1 adi verilir.

2.2. Temel Sonuclar ve Ispatlar

Teorem 2.2.1. (Bungert 1990), (Frey, 1994)Yukaridaki notasyon kabul edilsin. Bu
takdirde;

f1:=[0F+11Y) - 03X +2XY+4Y7)].0u 1€ S3(I(44))
2

olur. Ustelik f; bir Hecke eigenformdur.

Teorem 2.2.2. (inam ve Civgin 2019) v; = q — q* — q° + 0(q*?) ve v, = ¢® — ¢* —
q'! + 0(q*?) igin{v;, vz}, S3(I,(44)) uzaymin bir baz1 olmak iizere;
2

f1 == 2171 - sz’dir.
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Ispat. Teorem 2.2.1°den dolay1 dim(S;:(I(44)) = 2’dir. v; ve v, vektorlerinin lineer
bagimsiz oldugu agiktir. Sturm sinir1, yani Teorem 2.1.8 geregi bu uzayda iki vektoriin
birbirine esit olmasi i¢in ilk 4 Fourier katsayisinin esit olmasi yeterlidir. Kolayca

gosterilebilir ki v; ve v, vektorleri S3(I,(44)) uzaymm gerer. Buna gore v; = q — q* —
2
q° + 0(q*?) ve v, = q® —q* — q** + 0(q*®) i¢in{v,v;}, S3(I5(44)) uzaymin bir
2

bazi olur. O halde f;=c,v;+c;v; olacak sekilde ¢, ve c; sayilari vardir.

0  (XCH1Y)=1+2q + 29" + 29° + 29" + 49" + 4¢*5 + 4¢*° + 2¢*° +
0(q*°),

OGX°+2XY+4Y)=1 + 2¢° + 2q* + 2q° + 2q° + 4q"% + 2q*° + 2q*° +
4q20 + 2q23 + 0(6]25),

Oiair = 1+ 2q* + 2g** + 2¢°° + 0(q*°%)
olup,

fl — zq _ 2q3 _ 2q5 + 2q11 + 4q12 _ 4q14 + 2q15 _ 4q16 + 4q22 _ 2q23 +
0(q**)

olarak elde edilir. Kolayca goriilebilir kic;=2 ve c,= 2olarak bulunur. Bu durum igin
Sturm smirt 4 olup f=Yp—q A, q"ve2v,— 2vi=y 1 b,q™ icin a;=b,;, a,=b,, a;=bsve

ays=byolmasi iki cusp formun birbirine esit olmasi i¢in yeterlidir. Bu ise ispat1 bitirir.

Teorem 2.2.3. (Bungert 1990), (Frey, 1994)Yukarida ki notasyonu kabul edilsin. Bu
takdirde;

[ =0 +14Y7)— 02X~ TY)].6014€ S3(I5(56))

olur. Ustelik f, bir Hecke eigenformdur.

Teorem 2.2.4. (inam ve Civgin 2019) v; = q—q?> —q° + 0(q**) ve v, = ¢* — q7 —
q® + 0(q*?) igin{v,,v2}, S3(I,(56)) uzaymin bir baz1 olmak iizere;
2

fz == 2171 - sz’dir.
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Ispat. Benzer argiimanlar kullanilarak dim(S3.(I5(56))=2 oldugu ve {v;,v,}'kiimesinin

S3 (FO (56))cusp form uzaymnin bir bazi oldugu goriilebilir. Bu durum i¢in Sturm siniri
2

5°dir. Ote yandan

0 (X+14Y)= 1+2q+2q*+2q° + 2q** + 4q*° + 2¢"° + 4q"® + 4% +
0(q*),

0 QX°+7Y)=1+2q* + 2q" + 2¢° + 4¢° + 4q4*° + 2¢4™® + 0(¢*®)
ve

Oians=1+2¢"" +2¢°° + 0(q""")
Olup

fo=2q—2q*> +2q* —2q" — 2q® — 2q° + 2q** + 4q*> — 2q*° + 6q*8 —
4q21 _ 4_q22 + 0(q25)

olarak elde edilir. O halde f, = ¢;v; + c,v,0lacak sekilde ¢; ve ¢, sayilart vardir.
Buradan ¢; = 2 vec; = -2 elde edilir. Esitligin her iki yaninin ilk 5 Fourier katsayisi

birbirine esit oldugu i¢in bu iki cusp form Sturm sinir1 geregi birbirine esittir.

Teorem 2.2.5. (Bungert 1990), (Frey, 1994)Yukaridaki notasyon kabul edilsin. Bu
takdirde;

f3:=[0BX* — 2XY+ 23Y))- 0(71X° + 6XY +7Y)].0117€ S3(I(68))
2

olur. Ustelik #; bir Hecke eigenformdur.

Teorem 2.2.6. (Inam ve Civgin 2019) v, =q—q?+q*—q°%—q°+0(q*?),
v, =q°—q" —q +0(q'?) ve v3=q"—q°—q" +q° +0(q") igin{viy; vs},

S3(I(68)) uzayinin bir bazi olmak {izere;
2

f3 == 2172 ’diI‘.
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Ispat. Benzer argiimanlar kullanilarak dim(S;.(I5(68))=2 oldugu ve {vi, vs, w3}

kiimesinin S3(I;(68)) cusp form uzayinin bir bazi oldugu goriilebilir. Bu durum igin
2

Sturm smir1 6°dir. Ote yandan
03X —2XY+23Y)=1+ 2¢° + 2¢"% + 2¢%° + 2¢** + 0(¢*®),
O(7X° + 6XY +7Y) =1+ 2q" + 2q* + 2q"% + 2¢** + 0(¢*°)
vEe
Oian7 = 1+2q"7 +2q°° + 0(q'")
olup
f3 — 2q3 _ 2q17 _ 2q11 + 4q20 + 2q23 _ 4q24- + O(qZS)

olarak elde edilir. O halde f; = c;v; + c,v, + c3v5 olacak sekilde ¢, cave c; sayilar
vardir. Buradan c¢; = 0, ¢, =2 ve ¢3 = 0 elde edilir. Bir kez daha Teorem 2.4 geregi ispat

bitmis olur.

Uyan 2.2.7. Calismanin kapsaminda olmadigi icin eliptik egriler konusuna yer
verilmemistir. Ancak Modiilarite Teoremi ve Shimura Yiikseltmesi kullanilarak f
Hecke eigenformunun “l1lal” Cremonaetiketli, f, Hecke eigenformunun
“14al”Cremona etiketli ve son olarak f3 Hecke eigenformunun “17al” Cremona etiketli
eliptik egriye karsilik geldigi soylenebilir. Modiiler formlar ile eliptik egriler arasindaki
“L-serileri” yardimiyla elde edilen bu 6nemli iliski Magma ve Pari/GP programlari

kullanilarak dogrulanabilir.
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