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OZET

Arilarin ballarint depo ettikleri ve ¢ogalmalart i¢in ordiikleri yuvalara petek
denir. Arilar birer matematik¢i gibi, birer miithendis gibi ve birer mimar gibi dizayn
ederek, calisarak petegin geometrisini kurarlar.

Petek icin esas olan geometrik bicim olarak diizgiin altigen secilmistir.
“Herhangi bir diizlemi esit alanh boélgelere ayirdigimizda cevresi en kiiciik olan
bolge diizgiin altigen olamidir” gergegi ¢ok eskiden beri bilinen bir matematiksel
Ozeliktir. Bu nedenle arilar da ic¢giidiisel olarak matematiksel karar1 vermis ve diizgiin
altigeni se¢mislerdir. Bunun i¢in en az malzeme ve en kisa boyutla minimum alan ve
maksimum hacim esas alinmistir. Boylece oriilen petekler son derece intizamli ve
saglam yapilardir.

Arilarin her biri farkli yerlerden ve farkli yonlerden baslamalarina ragmen, tiimii
birbirinin birer kopyasi olan diizgiin altigenleri, kendi salgilar1 olan bal mumu ile hi¢ bir
deneme ve yanilmaya ugramadan bir tek noktaya dogru orerek ilerlerler. Bu ilerleme
esnasinda altigenlerini de 6rmeye devam ederler. Sonunda ortada birlesirler. Birlesme
yerleri belli olmaz. Ayrica altigenlerin bir kopyasi, ayrilmis olan yerine dyle bir oturur
ki inanilmasi1 ¢ok zor olur. Hem de bu is i¢in bir deneme-yanilma yapilmaz.

Arlarin petekleri birer fraktaldir. Bu fraktallarda her adim bash basina benzer
gorliniim ve yapidadir. Birinci adim olarak bir altigen alirsak, ikinci adimda bu altigenin
her bir kenar: lizerine yine altigenler koyarsak altigen sayis1 N=7 olur. Bu iterasyona
devam edersek n. adimda altigen sayis1t N=1 + 3-n-(n+1) olur.

Arilarin petekleri fraktal olduguna gore bu fraktalin bir boyutunun olmasi
gerekir. Bu boyutu hesaplamak icin KANTOR UCLULERI metodunu uygularsak,

birinci adimdan n. adima kadar iglemler sdyle olur:

logN(r;) _ log12

r, = 1/6 ve N(r;) = 12 olur ve boyut d, = log(é) = Togs 1,386
_ _ __logN(r;) _ log30

r, = 1/18 ve N(r,) = 30 olur ve boyut d, = log(%) = ogts 1,767

Fs = 1/30 ve N(rs) = 48 olur ve boyut d, = 28N@) _ 10848 _ 4 434

N log(%) " log30



__logN(ry) _ logéé6

rs = 1/42 ve N(r4) = 66 olur ve boyut d, = logL)  log42
T4

= 1,1209

1
T‘ =
n o (@2n-1)6

ve N(r;,) = (3n — 1) - 6 olmasi halinde

— i logN(r) li log((3n-1)-6) 1

m = —_— =
p n-o logri N> 1og((2n-1)-6)
n

d

olarak bulunur.
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ABSTRACT

The nests that bees knit for reproduction and where they store their honey are
called honeycomb. The bees produce the geometry of the honeycomb by designing and
working as a mathematician, as an engineer or as an architect.

The regular hexagon was selected for the honeycomb as a basic geometric shape.
The following truth of a mathematical property “when any plane is divided into the
parts with equal area, the part with the smallest perimeter is a regular hexagon” is
known from long time ago. Therefore, the bees gave a mathematical decision
instinctively and chose a regular hexagon. To do this, the least material, the minimum
area with the minimum dimension and the maximum volume were taken as a basis. The
honeycombs knitted in this way are extremely orderly and sturdy structures.

Although every bee starts from different places and directions, they progress by
knitting the regular hexagons, which are the copies of each one, with their wax
secretions towards a single point without any trial or error. During this progress, they
continue to knit the hexagons. At the end they join in the middle. The meeting points
are not noticeable. Also a copy of the hexagons fits the place from where it was
separated in such an incredible way which makes it hard to believe. Moreover, actions
like trials or errors are not acceptable in this process.

Each bee honeycomb is a fractal. Every step in these fractals has similar
appearance and structure in itself. If we take a hexagon as a first step and put on every
side of this hexagon other hexagons as a second step, then the number of hexagons
becomes N=7. If we continue this iteration, the number of hexagons in the n step will be
N=1 + 3-n-(n+1)

Since the bee honeycombs are fractal then this fractal must have a dimension. If
we calculate this dimension by using the Cantor’s Triple Method, then the operations

from first step to n step should be in the following way:



logN(r;) _ logi12

If ry = 1/6 then N(r1) = 12 and dimension d, = 1og%) = Togs 1,386
If r, = 1/18 then N(r) = 30 and dimension d, = 28802 _ 10830 _ 4 747
log(g) log18
If r; = 1/30 then N(r) = 48 and dimension d, = 28N0») _ 10848 _ 4 439
log(g) log30
If r, = 1/42 then N(rs) = 66 and dimension d, = \28NT®) _ 10866 _ 4 1509
log(a) log 42
1
If n = —— thenN(r,) =(3n—-1)-6
. . Y logN(r) _ . log((3n-1)-6) _
Thus the dimension  d,, = lim,,_,, gl lim,,_, o Tog(Gn-De) — L

™

Key Words:

Geometry; Bee; Honeycomb; Honey; Fractal; Dimension; Hexagon; Angle; Motif;

Iteration
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1. GIRIS

1.1 Petek Fraktalinin Geometrisi ve Tarihcesi
Arilarin ballarint depo ettikleri ve ¢ogalmalart i¢in ordiikleri yuvalara petek
denir (Sekil 1.1). Arilar birer matematikc¢i gibi, birer mithendis gibi ve birer mimar gibi

dizayn ederek, calisarak petegin geometrisini kurarlar.

Sekil 1.1: Ar1 peteginin bir yiiziinden alinmis kesit.

Petek icin esas olan geometrik bicim olarak diizgiin altigen secilmistir.
“Herhangi bir diizlemi esit alanh bolgelere ayirdigimizda c¢evresi en kiiciik olan
bolge diizgiin altigen olamdir” gercedi ¢ok eskiden beri bilinen bir matematiksel
ozeliktir. Bu nedenle arilar da i¢giidiisel olarak matematiksel karar1 vermis ve diizgiin
altigeni se¢misglerdir. Bunun i¢in en az malzeme ve en kisa boyutla minimum alan ve
maksimum hacim esas alinmistir. Boylece oriilen petekler son derece intizamli ve
saglam yapilardir (Polatéz, 2005; Frisch, 1975).

Kalabalik bir ar1 toplulugunu petek insa ederken seyrettiginizde isin bir kargasa
oldugu kanisina kapilirsiniz (Sekil 1.2). Birbirinden bagimsiz hareket eder gibi goriinen
bu canlilarin sonunda son derece kullanigh, 1yi hesaplanmis yapilar meydana
getireceklerine hi¢ mi hi¢ ihtimal veremezsiniz. Aslinda bu kalabalik canlilarin
akillarinda tuttuklar1 ortak bir kargasa degil iyice hesaplanmis bir planlar1 vardir. Bu
plan1 son derece uyum i¢inde ve hi¢ yanilmadan ve hi¢bir deneme yapmadan
uygulamaktadirlar. Bu ¢alisma diizeni tiim canlilara 6rnek olacak derecede intizamli ve

hesaplidir (Hoyt,1965).



Sekil 1.2: Petek 6rme islemi.

Ustte petek Orme islemine baglayan arilar goriilmektedir. Arilar balmumu
tiretimi igin gerekli olan sicakligi elde edebilmek i¢in dncelikle birbirlerine kenetlenerek
1s1y1 arttirirlar. Daha sonra {rettikleri balmumu plakalarini agizlarinda sekillendirerek
her biri digerlerinin ayn1, kusursuz altigenlerden olusan petekleri 6rerler (Yahya, 2007).

Arilarin her biri farkli yerlerden ve farkli yonlerden baglamalarina ragmen, tiimii
birbirinin birer kopyasi olan diizgiin altigenleri, kendi salgilar1 olan bal mumu ile hig¢ bir
deneme ve yanilmaya ugramadan bir tek noktaya dogru orerek ilerlerler. Bu ilerleme
esnasinda altigenlerini de 6rmeye devam ederler. Sonunda ortada birlesirler. Birlesme
yerleri belli olmaz. Ayrica altigenlerin bir kopyasi, ayrilmis olan yerine dyle bir oturur

ki inanilmasi ¢ok zor olur. Hem de bu is i¢in bir deneme-yanilma yapilmaz (Sekil 1.3).
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Sekil 1.3: Petegin goriiniisil.

Petek iizerinde hicbir birlestirme yeri goriilmez. Sanki tek elden ¢ikmisgasina
petekler tek bir parga halindedirler. Bu son derece sasirtici bir durumdur. Ciinkii aslinda
cok sayida ar1 degisik yerlerden baglayarak ayri hiicreler halinde petegi orerler.

Petekler ikiyiizliidir. Her iki ylizde de ¢ok sayida gozler yer alir. Bu gozlere bal,
polen ve yumurta yerlestirilir. Bu yerlestirme isinde degismez bir diizen vardir: En
istten baglayarak orta boliime kadar bal doldurulur. Ara boliimde polenler, onun altinda
da larvalar ve en altta da kralige odas1 yer alir. Bal depolar1 kovanin yan taraflarinda da
vardir. Isci arilar bal odalar ile larva odalari arasina birkag sira polen depo ederler.
Boylece bu malzemelerin birbirine karigmasi 6nlenmis olur. Bu 6nemli ayrim kovan
sahiplerinin menfaatine uygulanmis akilc1 bir plandir. Aksi halde birbirinden farksiz
olan bu odalardan 6rnegin birbirinden bal almaya calisirken ar1 kolonisine zarar verilmis
olurdu. Diger taraftan en altta ikamet eden kralice de bal veya polen depolarina da
yumurtlayabilirdi. Bu suurlu petek diizeni arilara hayran kalacagimiz diger bir akilci,
hatta matematiksel diizendir (Sekil 1.4) (Frisch, 1993).



Sekil 1.4: Petekteki larvalar ve bal.

Arn peteklerindeki ¢ok diizenli yap1 sayesinde larvalar ve bal karigmaz.

Petek gozlerinin genisligi 5,2-5,4 mm arasindadir. Sadece erkek arilar igin 6,2-
6,4 mm lik gozler vardir. Petek tek bir elden ¢ikmig gibi tek bir parga halindedir
(Winston, 1991).

Petegin kapagi i¢in diizgiin altigen, yan duvarlar i¢in yamuk, tavanlari i¢in
yamuk ve eskenar dortgen secilmistir. Boylece iki yiizlii petek gdzlerinin tavanlarini da

birlestirmis olurlar (Vidinli, 1867C).

1.2 Petekteki Acilar

Arilar peteklerinde ti¢ farkli a¢1 kullanirlar.

1. Petekteki diizgiin altigendeki i¢ agilar (120°)

2. 1ci bal dolu petek hiicrelerinin yerle yaptig1 ag1 (130)

3. Petek hiicrelerine iistten bakildiginda ii¢ adet eskenar dortgenden olusan tabanin
ilging yapis1 goze garpar. Ug adet eskenar dortgenin diizlemleri arasindaki agilar1 Colin
Maclaurin hesaplamustir. Bu agilar 109°28°, 109°28° ve 70°32” dur.
(www.christadelphia.org/archive/creation.htm, 27.11.2014)


http://www.christadelphia.org/archive/creation.htm

2. ARILARIN PETEK FRAKTALI

Motif olarak diizgiin altigen alalim (Sekil 2.1)

O

Sekil 2.1: Altigen motif.

I. Adim: Sekil 2.1 deki altigenin her kenari tizerine bir diizgiin altigen olan
motif oturtulur (Sekil 2.2). Toplam 7 diizgiin altigen eder. N=7 dir. Yani,
N=7=1+6=1+1-6

tur.

Sekil 2.2: Birinci iterasyon.

II.Adim: Sekil 2.2 deki her bir altigenin agikta kalan kenarlar1 iizerine birer
diizgiin altigen daha oturtalim. Toplam 19 altigen eder (Sekil 2.3). Yani;
N=19=1+18=1+(1+2)-6
dir.

Sekil 2.3 Ikinci iterasyon.



III.Adim: Sekil 2.3 deki II. Adimdan devam ederek, benzer iterasyon ile diizgiin
altigenlerle bir halka daha yerlestirirsek N = 37 olur (Sekil 2.4). Yani;
N=1+36=1+(1+2+3)-6

U
=37
dir.

Sekil 2.4: Uciincii iterasyon.

IV.Adim: III. Adimdan diizgiin altigenlerle iterasyona devam ederek bir halka
daha ekleyelim. N = 61 olur (Sekil 2.5). Yani;
N=1+60=1+(1+2+3+4)-6

1+ (5)- o
=61
dir.

Sekil 2.5: Dordiincii iterasyon.



V.Adim: IV. Adimdan, diizgiin altigenlerle bir adim daha ekleyelim. N = 91
olur (Sekil 2.6). Yani;
N=1+90=1+(1+2+3+4+5)-6

-1+ (5) o
=91
dir.

Sekil 2.6: Besinci iterasyon.

VI.LAdim: V. Adimdan, diizgiin altigenlerle bir adim daha ekleyerek toplam
diizgiin altigenlerin sayis1t N = 127 olur (Sekil 2.7). Yani;
N=127=1+(1+2+3+4+5+6)-6

1) o
=1+126
=127

dir.



Sekil 2.7: Altinci iterasyon.

Genelleme yaparsak n-inci adimda

N=1+(1+2+3+.4n)-6=1+(2E2) ¢

N=1+3n(n+l)

olur.

Sonuc: Arilarin petekleri birer fraktaldir. Bu fraktallarda her adim bash bagina

benzer goriiniim ve yapidadir.



2.1 Petek Fraktallarimin Fraktal Boyutu
Bu boyutu hesaplamak igin KANTOR UCLULERI metodunu uygulayabiliriz.
Peteklerin fraktal yapisin1 Kantor orta {i¢liilerinin ciimlesi olarak ele alalim. Bunun i¢in

ayni1 merkezli ve yarigaplari farkl {i¢ gemberle baslayalim (Sekil 2.8).

Sekil 2.8: Tlk iic cember.

Sonra da en icteki gember yerine bir diizgiin altigen alalim. ikinci gember yerine
de bir diger diizgiin altigen C, alalim. Boylece i¢ ice iki diizgiin altigen elde ederiz.
Aradaki mesafe ar1 petegindeki gibi ¢ok azdir (Sekil 2.9).

O .

Sekil 2.9: C1 ve C, cemberleri.

Son durumda, icten disa iiclincli ¢cemberi de C3 olarak diizgiin altigenlerle
uyguladigimiz iterasyon ile yan yana getirerek asagida (Sekil 2.10) de goriildigii gibi

yerlestirelim.
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. o

C, igten disa ilk cember. (> icten disa ikinci gember. (3 cemberi.

Sekil 2.10: C;, C,, C3 cemberleri.

Simdi Kantor {icliileri olarak bu ii¢ C;, C,, C3 ¢emberlerinden en igteki C;
¢emberinin ¢evreledigi alant unutalim. O zaman geriye iki cember, C; ve Cz cemberleri

kalir (Sekil 2.11).

O

/

Sekil 2.11: C;,C2, C3, Cq cemberleri.

= % secerek elde kalan C, ve Cs cemberlerini 6 es pargaya ayirmis olduk.

Yani toplam parga sayisi
N(r) =6+6=12

olur.
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Bu son durumda kirmizi bolgenin smiri olan Cz ¢emberi de 18 parganin
birlesimidir. Yani r, = 1—18 secerek i¢ i¢e lic cember olarak C, ve C3 cemberleri ile bir

diger C4 cemberini su sekilde segelim: C3¢emberinin disina C3 nin dig parcalari {izerine
diizgiin altigenleri oturtalim. Bir C4 ¢emberi (kirik ¢izgisi) ¢izmis oluruz ve Cs i
unutalim(Sekil 2.12). Bu r, = 1—18 secilisi ile C3 ¢emberi 18 parcaya ayrilirken C4

¢cemberi de 12 diizgiin altigenden olusur. Yani 12 altigen parcaya ayrilmis olur.
Benzer sekilde devam edilerek C4 ve C3 cemberlerini alalim ve C41i unutalim. C4

in disina diizgiin altigenlerle bir Cs ¢emberi ¢izelim (Sekil 2.12).

Sekil 2.12: C1, Cz, Cs3, C4, Cs, Co, C7 cemberleri.
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Bu son durumda C4 ¢emberi 30 parganin birlesimidir. Yani r3 = % secersek Cy
in digina diizgiin altigenlerden olusan bir Cs gemberi (kirik ¢izgi) ¢izelim(Sekil 2.12).
Bu r3 = % secilisi ile C4 ¢emberi 30 parcaya ayrilirken Cs ¢cemberi de 18 altigen
parcaya ayrilmis olur.

Benzer sekilde C4 ve Cs ¢cemberlerini alalim. Cs in disindaki Cg ¢emberini

diizgiin altigenlerle ¢izelim (Sekil 2.13).

Sekil 2.13: Cg cemberinin diizgiin altigenlerle goriintiisi.

Bu son durumda Cs ¢emberi 42 parganin birlesimidir. Yani r, = ﬁ segersek i¢
ice iki ¢ember olarak C, ve Cs cemberlerine sahip oluruz. Bu i¢ ice Cs4 ve Cs

cemberlerini tige tamamlamak i¢in Cs in disina diizgiin altigenlerle bir Cg ¢emberi (kirik
cizgi) daha ¢izelim, r, = i secimi ile Cs gemberi 42 parcaya ayrilirken Cg ¢emberi de

24 diizgiin altigene ayrilir.
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Benzer algoritma ile n > 4 icin r, ve N(r,) sayilarin1 genelleyelim. Ozetleyecek
olursak parg¢alama orani r; ve parca sayisi N(r;) olarak r; =% icin C yi olusturan 6
kenar ve C; ye oturan 6 diizgilin altigen parcasi olmak tizere toplam parga sayisi N(ry) =
6 + 6 = 12 dir. Benzer metot ile r, = % igin Cz deki 18 altigen pargasi ile C4 ii olusturan
12 diizgiin altigen olmak {izere toplam parga sayisi olarak N(r2) = 12 + 18 = 30 oldugu
goriiliir. Benzer sekilde 73 = - igin N(rs) = 18 + 30 = 48 olur. Nihayet , = — igin

N(r4) iin toplam parga sayist da N(rg) = 24 + 42 = 66 olur.

Genellersek n. adimda

1
r =
n o (@2n-1)6

veN(r,) =0Bn—-1)-6

olur.

Buradan da petek fraktalinin boyutu

logN(r) li log((3n-1)-6)

=i = =
p n-o logri n>% 1og((2n-1)-6)
n

d

olur.



Ozel olarak
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r = 1/6 ve N(ry) = 12 olmasi halinde boyut d; = lji:((_?)) - ll"oggléz ~ 1,386
T1
_ _ . __logN(r;) _ log30

r, = 1/18 ve N(rz) = 30 olmasi halinde boyut d, = log(%) = los1s 1,767

r3 = 1/30 ve N(rs) = 48 olmasi halinde boyut ds = 1‘1“(”)2((;) = 122‘3‘3 — 1,138
T3

ry = 1/42 ve N(rs) = 66 olmast halinde boyut d, = lj‘f)g((f)) = i:ij = 1,209
T4

1
., =
n o (2n-1)6

ve N(r,) = (3n — 1) - 6 olmasi halinde

— logN(ry) _ li log((3n—-1)-6) _
P 1 n—oo logi - n—-oo log((Zn—l)-6) -

™

d 1

olur.



15

KAYNAKLAR

Creation or Chance! God's purpose with mankind proved by the wonder of the
universe: www.christadelphia.org/archive/creation.htm, (Ziyaret Edilme
Tarihi, 27.11.2014).

Gerone, M., “Aleveoles des Abilles Exercice de Calcul et de Stereotomie”,
Nouvelles Aneles de Mathematiques, 15: 176-180 (1856).

Gerone, M., “Arilarin teknik ¢izimi”, Bulletin de Bibliographie d’histoire et de
Biographie mathematiques, 6: 1-8 (1860).

Giinergiin, F., “Matematiksel Bilimlerde ilk Tiirkge Dergi: Mebahis-i Iimiye”,
Osmanl Bilim Arastirmalar: Dergisi, 8(2): 2-42(2007)

Hoyt, M., “The World of Bees”, Coward Mcnann Inc, New York, 100-101
(1965).

Ihsanoglu, E. Sesen, R. ve Izgi, C., “Osmanli Matematik Literatiirii Tarihi”,
Ircica, Istanbul(1999).

Frisch, K., “Animal Architecture”, Hutchinson, London (1975).

Frisch, K., “Aus Dem Leben Der Bienen~, Springer Verlag, (1993).

Polatoz, M.S., “Bal Petegindeki Matematik Sirlar”, Sizinti, 27: 318(2005).

Saras, C., “Salih Zekiye gore Vidinli Tefik Pasa” Bilim tarihi, 1(9) : 3-10
(1992).

Schubring, G., “Hiiseyin Tevfik Pasa : Lineer Cebirin Mucidi” Osmanli Bilimi
Arastirmalari, 8(2) : 49-54 (2007).

Vidinli, H.T., “Arilarin Peteklerinin Miiseddes Essekil Olmasinin Sebep ve
Hikmetine dair”, Mebahis-i flmiye, 1(3) :76-83 (1867C)

Vidinli, H.T., “Sanayinin Muhtag oldugu Ulum”, Mebahis-i Ilmiye, 2: 89-
94(1868).

Winston, M. L., “The Biology of the Honey Bee”, Harvard Unv. Press, 81
(1991).

Yahya, H., “Balaris1 Mucizesi”, Arastirma Yayincilik, Istanbul (2007).


http://www.christadelphia.org/archive/creation.htm

Kisisel Bilgiler
Ad1 Soyadi
Dogum Yeri ve Tarihi

Egitim Durumu
Lisans Ogrenimi
Bildigi Yabanci Diller
Bilimsel Faaliyetleri

Is Deneyimi
Stajlar
Projeler

Calistig1 Kurumlar

fletisim

Adres

Tel

E-Posta Adresi

Akademik Cahismalari

Yabanc Dil Bilgisi

Ingilizce : ileri Seviyede

: Muammer Topsakal
: Karacasu / 20.01.1974

16

OZGECMIS

AV rj

: Dokuz Eyliil Universitesi Matematik Ogretmenligi
: Ingilizce

: Matematik Proje Olimpiyatlarina ve Matematik Diinya

Olimpiyatlarina 6grenci hazirladi

: BMC ve TOFAS ta staj yapt1
: Uluslararasi ve ulusal lise diizeyinde projelere katildi.

: Degisik liselerde matematik ve geometri gretmeni

olarak caligt1

: Yenidogan Mh. Bulus Sk. No:47/1  ESKISEHIR
: 0539 73951 79
: mtpskl@yahoo.com

Tarih:26/12/2014



