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OZET

Bu tez ¢alismasinda lineer sistemlerin bazi kararlilik problemleri incelenmektedir.
Hem siirekli sistemler (Hurwitz kararlilik) hem de kesikli sistemler (Schur kararlilik) ele
alinmaktadir. Diizlemsel aralik sistemlerin ortak quadratik Lyapunov fonksiyonlarinin
varlig1 icin gerekli ve yeterli kosullar alinmig ve elde edilen sonuglarin uygulamasini
gosteren Ornekler verilmigtir. Sonra benzer problem 3 x 3 boyutlu aralik sistemler i¢in
incelenmistir ve benzer kosullar elde edilmistir. Elde edilen sonuclar algoritmalara doniis-
tiiriilmiistiir. Bu algoritmalar basit olup uygulamalar1 kolaydir. n x n boyutlu aralik Z-
matrisler ailesi i¢in de gerekli ve yeterli kosul elde edilmistir. Herhangi n X n aralik aile
i¢in ise ortak diyagonal ¢oziimiin varlig1 icin bir yeterli kosul verilmistir.

Aralik rasyonel plantlar (kontrol edilebilir sistemler) icin Hurwitz ve Schur karar-
lastiricilarin bulunmasi i¢in bir algoritma verilmistir. Kesikli sistemlerin kararlilik sinir-
lariin elde edilmesi ile ilgili bir sonug elde edilmistir.

Elde edilen biitiin sonuclar drneklerle aciklanmigtir.

Anahtar Kelimeler
Hurwitz kararlilik; Schur kararlilik; Lyapunov denklemi; Ortak diyagonal ¢oziim; Ka-

rarlilik sinirt; Kararlagtirici
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ABSTRACT

In this thesis some stability problems of linear systems are investigated. Both con-
tinuous systems (Hurwitz stability) and discrete systems (Schur stability) are considered.
For interval plane systems necessary and sufficient conditions for the existence of com-
mon Lyapunov functions are obtained and illustrative example are given. Similar problem
is investigated for 3 x 3 interval systems, the existence conditions are obtained. The ob-
tained results are transformed into appropriate algorithms. These algorithms are simple
and faster.

Given n x n dimensional interval systems of Z-matrices a necessary and sufficient
condition is proved. For an arbitrary interval system one sufficient condition for the exis-
tence of a common diagonal solution to Lyapunov matrix inequality is obtained.

One algorithm for first order stabilizator for interval plants is proposed. Sufficient
condition for the stability margin of discrete systems is obtained.

The obtained results are illustrated by number of examples.

Keywords
Hurwitz stability; Schur stability; Lyapunov equation; Common diagonal solution; Sta-

bility margin; Stabilizator
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A>0 : A pozitif tanimli matrisdir

A<O : A negatif tanimli matrisdir

A : Matrisler ailesi

Z : i # jigina;; > 0 olan A = (a;;) € R™" matrisler sinifi
P : Polinomlar ailesi

D : Kararhilik bolgesi

Rez : z kompleks sayisinin gercel kismi

detA : A matrisinin determinanti

traceA : A matrsinin izi

A<B : A= (ajj) ve B= (b;j) igin a;; < b;; (Vi,j=1,2,...,n) dir
c(A) : A matrisinin spektral yarigapi

p(A) : A matrisinin spektral apsisi



1 GIRIS

Dinamik sistemler, durumu zamana bagli olarak degisen sistemlerdir. Sarka¢h bir
saatin salimimini, bir borudan gecen suyun hareketini ve her ilkbaharda bir goldeki balik
say1sin1 anlatan matematiksel modeller buna 6rnek olarak gosterilebilir.

Uygulamada iki temel dinamik sistem s6z konusudur:

1. Kesikli zaman dinamik sistemler (¢ € N (veya Z))
2. Sirekli zaman dinamik sistemler (z € R)

Siirekli zaman dinamik sistemler

x=fx), (eR)
biciminde verilmektedir.
Kesikli zaman dinamik sistemler ise genel olarak bir fonksiyonun iterasyonu bigi-

minde yani

Xe+1 = f(x), (r€N(veyaZ))

biciminde verilmektedir.

Stirekli dinamik sistemlerde sistemin noktalar siirekli bir egri (yoriinge) boyun-
ca degisiyorken, kesikli zaman dinamik sistemlerde sistemin noktalar1 sicrama yaparak
degisir. Pek ¢ok dinamik sistem sadece yoriingesi ile analiz edilemeyecek kadar karmasik-
tir. Calisilan sistem sadece yaklasik olarak ifade ediliyor olabilir, bu sistemin parame-
treleri kesin olarak bilinmiyor yani belirsizlik iceriyor olabilir ya da bu sistemi ifade
eden denklem c¢oziiliirken bazi terimler tam olarak hesaba katilamiyor olabilir. Sistemin
yaklagimlarla ifade edilmesi, kullanilan yontemlerin uygun ya da genel gecer olup ol-
madig1 sorusunu ortaya cikarir. Bu tiir sorulara cevaben uygulanan yontemlerin isa-
betliligini gosteren birka¢ yontemden biri olan Lyapunov kararlilik kavrami 1892 yilin-
da Rus matematik¢i A. M. Lyapunov tarafindan gelistirilmigtir. Lineer sistemler i¢in bu
kavram ile birlikte kararlilik problemi Lyapunov denklemi denilen matris denkleminin

pozitif taniml1 ¢oziimiiniin varlig1 problemine indirgenmis olur.



Iki veya daha fazla kararli matris icin Lyapunov esitsizliklerinin ortak pozitif
taniml1 P ¢oziimiiniin var olmasi lineer sistemler teorisinin ele alinan 6nemli problem-
lerinden biridir. Bu tiir sistemlere anahtarlamal1 (switching) sistemler denir. Ortak pozitif
tamimli P nin varligi bu sistem icin ortak bir V(x) = x Px Lyapunov fonksiyonunun
varh@1 demektir. Iki veya daha fazla kararli matris i¢in Lyapunov esitsizliginin ortak
P > 0 (pozitif taniml1) matrisinin varlig i¢in literatiirde bir¢ok sonuglar bilinmektedir
(Liberzon ve Tempo, 2004; Narendra ve Shorten, 2007). Ozellikle diyagonal tipteki
cOziimlerin (ortak Lyapunov fonksiyonunun) varlig1 da ¢esitli calismalarda ele alinmagtir.
(Biiyiikkoroglu, 2012; Dzhafarov ve Biiylikkoroglu, 2006; Kaszkurewicz ve Bhaya, 2000;
Khalil, 1982; Mason ve Shorten, 2006; Pastravanu ve Voicu, 2006)

Siirekli zaman dinamik sistemlerin kararlilig1 belli matris ve polinomlarin Hurwitz
kararliligina, kesikli zaman dinamik sistemlerin kararlilig1 ise belli matris ve polinomlarin
Schur kararliligina doniismektedir (Barmish, 1994; Bhattacharyya vd., 1995). Ancak bir
cok problemde daha 6nce de belirtildigi gibi parametreler belirsizlik i¢erdigi i¢in matrisler
ve polinomlar ailesinin kararlilig1 problemleri arastirma konusu olmaktadir.

R reel sayilar kiimesi (ya da C kompleks sayilar kiimesi) olmak iizere R” (ya da
C") ile n boyutlu reel (ya da kompleks) vektor uzay1 gosterilsin.

a; (i=0,1,...,n) ler reel (ya da kompleks) sayilar olmak iizere
P(R) =apd' +-- 4@ +aiz+ag, (a,#0) (1.1)

polinomu verilsin. C kompleks diizleminde D kiimesi basit baglantili agik bir kiime olsun.
Eger (1.1) polinomunun tiim kokleri D bolgesinde ise bu polinoma D-kararli polinom
denir. Eger
e D bolgesi kompleks diizlemde sol acik yari diizlem ise D-kararlilik yerine Hurwitz
kararlilik,
e D bolgesi kompleks diizlemde acik birim disk ise D-kararlilik yerine Schur kararli-
lik

deyimleri kullanilir.



2. ve 3. dereceden gercel katsayili bir polinomun Schur kararli olmasi i¢in gerek

ve yeter kosullar asagida verilmigtir:

Teorem 1.1. (Jury, 1960) 2. dereceden gercel katsayili polinomun Schur kararli olmasi
icin gerek ve yeter kosul ay > 0 olmak iizere,

i) lao| < an,

i) |aj| <ao+az

olmasidr.

Teorem 1.2. (Jury, 1960) 3. dereceden gercel katsayili polinomun Schur kararli olmasi
icin gerek ve yeter kosul az > 0 olmak iizere,
i) |ao| < as,
ii) |ao+az| < ay +as,
iii) |apaz —ajaz| < a% — a%

olmasidur.

Eger (1.1) polinomunda tiim a; katsayilar1 gergel ise, bu polinomun Hurwitz karar-
I1 olmas1 i¢in gerekli kosul a; katsayilarimin ayni isaretli olmasidir (Bu kosulun yeterli
olmadigr bilinmektedir). Kompleks katsayili (1.1) polinomunun Schur kararlilif1 i¢in
gerekli kosul olarak ise |ag| < |an| verilebilir.

(1.1) polinomunun Hurwitz kararlilig1 i¢in bir diger kriter de Hurwitz kriteridir.

Teorem 1.3. (Hurwitz Kriteri) (Barmish, 1994)

(1.1) p(z) polinomu icin

a1 ay—3 az—s ... O
a}’l an_z (ln_4 e 0
A= 0 a1 ap-3 ... O (1.2)
| 0 0 ap ]

ile tamimlit matrise Hurwitz matrisi denir.



(1.1) polinomunun Hurwitz kararli olmasi icin gerek ve yeter kosul karsilik ge-
len (1.2) Hurwitz matrisinin tiim bas minorlerinin (leading principal minors) pozitif ol-
masidir.

Bilindigi gibi kompleks diizlemde

z+1
§— —
z—1
bilineer doniisiimii (Bu doniisiim Mobius doniisiimii olarak bilinmektedir) a¢ik birim disk-
ten sol acik yari diizleme bire-bir, siirekli bir doniisiimdiir (Sekil 1.1). Bu doniislimiin tersi
yine kendisidir ve sol acik yari diizlemden birim diske bire-bir, siirekli doniisiim olur.

Buna gore (1.1) polinomunun Hurwitz kararlili1 ile Schur kararlilif1 arasinda asagidaki

Teorem (1.4) gecerlidir.

o
o
L

Rez=0 & |s|=1

Rez<0 & |s|<1

z-dizlemi s-diizlemi

NN

Sekil 1.1: Bilineer doniisiim.

Teorem 1.4. (Bose, 1985) (1.1) polinomu Schur kararl ise,
z+1
—)

H(z) == (z—1)"

p(e) = (= 1)"p(C—
polinomu Hurwitz kararlidir.  Tersine, eger n. dereceden bir p(z) polinomu Hurwitz
kararli ise

_s+1

p(s) = (s = 1)"p(

)

s—1

polinomu Schur kararlidur.



n X n boyutlu gergel matrisler kiimesi R"*" ile, n x n boyutlu kompleks matrisler

kiimesi ise C"*" ile gosterilmektedir.

ain

az

anl

a2

azn

an2

Aln

azp

Ann

(1.3)

matrisi verilsin. A matrisinin kararliligi, A nin karakteristik polinomunun kararliligina

denktir. Yani A matrisinin kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul det(zI — A) polino-

munun kararli olmasidir. Eger A matrisinin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemin basit

baglantili, acik bir D kiimesinde ise bu matrise D-kararli matris denir. D bolgesi sol agik

yar1 diizlem ise bu matrise Hurwitz kararli matris, agik birim disk ise Schur kararli matris

denir.

2 x 2 ve 3 x 3 gercel matrislerin Schur kararlilik kriterleri asagidaki gibidir:

Teorem 1.5. (Fleming vd., 1998) 2 x 2 boyutlu gercel bir A matrisinin Schur kararliligi

icin gerek ve yeter kosul
i) lanaxn —anaxn| <1,
ii) |lay +axn| < 14 (anaxn —anaz)

olmasidr.

Teorem 1.6. (Fleming vd., 1998) 3 x 3 boyutlu gercel bir A matrisinin Schur kararl

olmasi icin gerek ve yeter kosul
i) |detA| <1,
ii) |traceA+detA| <1+ p,
iii) |(traceA)(detA) — p| < 1 — (detA)?

olmasidir. Burada |1 sayist A matrisininin 2 X 2 boyutlu bas minorleri toplanudir.

Eger A € C'"*" matrisinin eslenik transpozu A*, A matrisinin kendisine esit ise, bu

matrise Hermityen (Hermitian) matris denir. Ger¢el Hermityen matris simetrik matrisdir.



Eger A Hermityen matrisi her z € C", z # 0 kompleks vektorii i¢in
7Az>0

kosulunu sagliyorsa bu matrise pozitif tanimli matris denir ve A > 0 ile gosterilir. Ben-
zer olarak negatif tanimli matris denildiginde de —A > 0 anlagilmaktadir ve A < 0 ile
gosterilir.

A matrisinin gercel olmasi durumunda ise A matrisinin pozitif tanimli olmasi de-

mek A nin simetrik ve her x € R”, x # 0 i¢in
xTAx>0

kosulunun saglanmasi1 demektir.
Bir A matrisinin (gergel ya da kompleks) Hurwitz kararliligi Lyapunov Teoremi

ile, Schur kararlilig1 ise Stein Teoremi ile ifade edilebilir.

Teorem 1.7. (Lyapunov Teoremi) (Gantmacher, 1959)
1) A € C" matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararl olmasi icin gerek ve yeter

kosul
A*P+PA <0 (1.4)

olacak sekilde P pozitif tanimli matrisinin bulunmasidir.
2) A € R matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararl olmast icin gerek ve yeter

kosul
ATP+PA<O (1.5)
olacak sekilde P poczitif tamimlit matrisinin bulunmasidir.
(1.4) ve (1.5) esitsizliklerine Lyapunov esitsizlikleri denir.
Bir Q > O icin P ye gore
A*P+PA=—-Q ve ATP+PA=-Q (1.6)

ile taniml1 (1.6) denklemlerine Lyapunov denklemleri ad1 verilir.



Teorem 1.8. (Stein Teoremi) (Stein, 1952)
1) A € C"™" matrisi verilsin. A matrisinin Schur kararli olmast icin gerek ve yeter

kosul
A"PA—P <0 (1.7)

olacak sekilde P poczitif tanimli matrisinin bulunmasidir.
2) A € R matrisi verilsin. A matrisinin Schur kararl olmast icin gerek ve yeter

kosul
ATPA—P <0 (1.8)

olacak sekilde P pozitif tanimli matrisinin bulunmasidir.

(1.7) ve (1.8) esitsizliklerine Stein esitsizlikleri denir.
0 > 0icin
A*PA—P=—-Q ve ATPA—P=-Q (1.9)

ile taniml1 (1.9) esitliklerine Stein denklemleri ad1 verilir.
Polinomlarda oldugu gibi matrislerde de Hurwitz kararlilik Schur kararliliga ve
tersine doniistiirtilebilir. Matrisler arasindaki bu doniisiime Cayley doniisiimii denir.
A € C'"" matrisi verilsin. I birim matris olmak iizere
e A matrisi Hurwitz kararli ise (I —A)~!(I +A) matrisi Schur kararlidir.
e A matrisi Schur kararli ise (A +1)~!(A — I) matrisi Hurwitz kararlidir. (Taussky,
1964)
Yukaridaki (1.5) Lyapunov ve (1.8) Stein esitsizliklerinde pozitif tanimli olarak
alinan P matrisi pozitif diyagonal ise bu kararliliga 6zel bir isim verilir.

Eger N > 0 olmak {izere,
ATD+DA=—-N (1.10)

olacak bicimde D pozitif diyagonal matrisi varsa A ya Hurwitz diyagonal kararli matris
denir.

Benzer yolla Schur diyagonal kararlilik asagidaki gibi tanimlanabilir:



Eger N > 0 olmak {izere,
ATDA-D=_-N (1.11)

olacak bi¢cimde D pozitif diyagonal matrisi varsa A ya Schur diyagonal kararli matris
denir.

Q C R" alt kiimesi verilsin. x,y € Q i¢in {(1 —#)x+1ty: ¢ € [0,1]} kiimesine x
ve y noktalarini birlestiren dogru pargasi denir. Eger Q kiimesindeki herhangi iki noktay1
birlestiren dogru parcast Q kiimesinde ise Q ya konveks kiime denir. Bir § € Q noktasi
x,y € Q, t € (0,1) olmak iizere § = (1 —¢)x +ty biciminde yazilamiyor ise o zaman §
noktasina Q kiimesinin bir u¢ (extremal) noktas1 denir.

Q C R" konveks kiimesi ve f : Q — R fonksiyonu verilsin. Eger her x,y € Q ve

hert € [0,1] i¢in

F(A=t)x+1y) <(1=1)f(x) +1f(y) (1.12)
saglaniyorsa f ye konveks fonksiyon denir (Aubin, 1998). [a,b] kapali arali§inda siirekli
konveks fonksiyonun maksimumunu a ve b noktasinda aldig: bilinmektedir. V kompakt
bir kiime olmak iizere bir v € V parametresine bagh siirekli ve her v icin x e gore konveks

olan f(v,x) fonksiyonu verilsin. Bu durumda

f(x) =max f(v,x)

veV

fonksiyonu da konvekstir. Gergekten; her 7 € [0, 1] igin

F((1=t)x+1ry) =max f(v,(1 —t)x+1y)

veV
< rglea‘}{f(v, (1=1)x)+ f(v,ty)}
< max{(1—1)f(»x) +1f(v1y)}

< Hvleaé((l —1)f(v,x) +Ivn€a‘}ff("7y)

= (1—1)max f(v,x) +max f(v,)

=(1=0)f(x)+2f(y)



dir. Burada bilinen

max{f(v,.x)+f(vy)} < max f(v,x) +max f(v.y)
ozelligi kullanildi.

(1.1) polinomunda ve (1.3) matrisinde katsayilar sabittir. Ancak bir¢cok problem-
de bu katsayilarin ve elemanlarin degerleri kesin olarak bilinmemektedir. Bu durumda
(1.1) polinomu yerine

P(z,9) = an(q)?" +- - +ai(q)z+ao(q) (1.13)

polinomlar ailesi ele alinir ve

P={p(z,9):q€ QCR"} (1.14)

ailesi ortaya ¢ikar. Benzer olarak (1.3) matrisi yerine

[ anlg) ainl@) - awle)
Alg) = 021.(6]) an(q) - a2n.<Q> (1.15)
L an(q) ana(q) - am(q) |
matrisler ailesi ele alinir ve
A={A(q):q € 0} (1.16)

ortaya cikar. Burada g belirsizlik parametresi olup Q kompakt kiimesi tizerinde degismek-
tedir.

Genellikle, Q kiimesi R” uzayinda bir kutu (box) olarak alinmaktadir:

0={(g1,92,--q)  q; <qi<q,(i=12,....1)} (1.17)

Eger ailedeki her polinom (matris) kararli ise bu aileye giirbiiz (robust) kararli

aile denir. Giirbiiz kararlilik i¢in Sifir1 icermeme Prensibi (Zero Exclusion Principle)
cok onemlidir. Bu prensip invaryant (degismez) dereceli ve katsayilar siirekli degisen
polinomlarin koklerinin parametreye gore siirekli degistigini ifade eden asagidaki teoreme

dayalidir.
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Teorem 1.9. (Marden, 1966) (1.14) polinomlar ailesi invaryant dereceli ve a;(q), (i =
0,1,...,n) katsayi fonksiyonlari q € Q ya gore siirekli olsun. Bu durumda p(z,q) polino-

munun kokleri de g € Q ya gore siirekli degisir. Yani oyle
z():0—=C, (i=1,2,...,n)

siirekli fonksiyonlart vardir ki her q € Q icin 21(q),22(q), - - -,2:(q) sayilart p(z,q) poli-

nomunun kokleridir.
Giirbiiz Schur kararlilik i¢in sifir1 icermeme prensibi soyledir:

Teorem 1.10. (Barmish, 1994; Bhattacharyya vd., 1995) (1.14) polinomlar ailesi in-
varyant dereceli, Q kutu, a;(q), (i = 0,1,...,n) katsayt fonksiyonlari q € Q ya gire
siirekli ve bu aileye ait en az bir p(z,q°) polinomu Schur kararli olsun. (1.14) polinomlar

ailesinin giirbiiz Schur kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 7 € 9D igin

0¢ p(z,0) (1.18)

olmasidir. Burada p(z,0) = {p(z,q) : g € Q}, 9D birim diskin siniridur.

f:0 CR" — R fonksiyonu heri = 1,2,...,/ i¢in ¢ € Q nun g; bileseni disindaki
diger bilesenler sabit olmak lizere g; ye gore afin ise f ye multilineer fonksiyon denir.
Eger Q belirsizlik kiimesi bir kutu ise f : Q@ — R multilineer fonksiyonunun mak-

simum ve minimum degerini veren 6nemli bir teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.11. (Barmish, 1994) Q kutusunu (1.17) deki gibi alalim. ¢' (i =1,2,...,2!T1)

ile Q kutusunun kogeleri gosterilsin. f: Q — R multilineer bir fonksiyon ise

min f() lglggﬂf(q) ve r;leagf(q) lgl?gagjﬂf(ﬂ (1.19)

dir. (Yani f, maksimum ve minimum degerlerini Q nun kose noktalarinda alir.)

2 x 2 lik

q11 422 _ )
A(CI): : qijE [ql'jvq?j_']vl:Lz' (120)

q21 422
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matris ailesinin karakteristik polinomu

det(zI —A(q)) = (q11912 — 421922) — (q11 +g2)z+ 7 (1.21)

dir. Bu polinomun katsayilari multilineer fonksiyonlardir. Ele alinan karakteristik polino-
mun derecesi 2 ve bagkatsayisi pozitif oldugundan, A(g) matris ailesinin Hurwitz giirbiiz
kararli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul tiim kose matrislerinin (Q nun koselerine
kargilik gelen matrislerin) kararli olmasidir. Bunun i¢in ise g;; parametrelerinin ug¢ deger-

lerinde

qi1+4g» <0

q11912 —q21922 >0

esitsizliklerinin saglanmasi yeterlidir. Bu durum n > 3 oldugu durumda n x n lik aralik
matris ailelerinin giirbiiz kararlilig1 i¢in yeterli olmamaktadir (Barmish, 1994).

Bu tez caligmasinda aralik sistemler i¢in ortak diyagonal ¢oziimlerin varlig1 ve
bulunmasi, aralik plantlar (kontrol edilebilen aralik sistemler) i¢in kararlastiran kompen-
satoriin belirlenmesi ve kesikli sistemler i¢in kararlilik sinirlarinin bulunmasi problemleri
ele alinmigtir.

Tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde matrisler ve polinomlarin kararlilig: teorisinden tezde kullanilmis
olan gerekli tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde ise aralik matrisler ailesinin hem Hurwitz diyagonal hem de Schur
diyagonal kararlilig1 incelenmistir. 2 x 2 ve 3 x 3 boyutlu aralik sistemler icin Lya-
punov ve Stein esitsizliklerinin pozitif diyagonal ¢dziimiiniin varlifina dair gerek ve yeter
kosullar elde edilmis ve elde edilen sonuglar kullanilarak diyagonal ¢6ziimii bulmak i¢in
algoritmalar verilmistir. Ayrica n X n boyutlu aralik Z-matrisler ailesinin Hurwitz diyago-
nal kararlilig1 i¢in gerek ve yeter kosul elde edilmistir. Boliimiin sonunda ise n x n boyutlu
aralik ailelerin Hurwitz diyagonal kararlilig1 i¢in yani aralik ailelerin genel durumu igin

Hurwitz diyagonal kararliliga dair bir yeter kosul verilmistir.
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Bilindigi gibi kontrol sistemlerin en onemli organ1 kompensatordiir (kontrolor-
diir). Uglincii boliimde transfer fonksiyonu bilinen aralik plantlara bir birinci mertebeden
PI (oransal-integrator) kontrolorii uygulayarak sistemi kararli yapan oransal kazang ve
integral kazanci katsayilarini belirleyen bir algoritma verilmistir. Burada sifir1 igermeme
prensibi ve multilineer fonksiyonlarin ekstremal 6zelliklerine dayanarak kararlilik i¢in al-
goritma elde edilmistir.

Dordiincii yani son boliimde ise kesikli zaman dinamik sistemlerin durum-uzay1
modelini kullanarak kararlilik sinirin1 veren bir sonug verilmistir.

Tezde elde edilen sonuglar drnekler ile aciklanmugtir.
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2 ARALIK SISTEMLER iCIN ORTAK DIYAGONAL KARARLILIK

X =Ax
durum denklemi goz oniine alinsin, burada x = x(¢) € R" ve A = (a;;) (i,j=1,...,n) bir
n X n matristir.
Kontrol sistem uygulamalarinin bircogunda her bir a;; girdisi baz1 araliklarda
bagimsiz olarak degisebilmektedir. Boyle sistemlere aralik sistemler adi verilmektedir.

Bagka bir ifade ile g;;, a;; verildiginde g; i < aij < ajj dir. Sozii edilen aralik aile A ile

ij
gosterilsin, yani

A={A=(a;): a; <aij<aj, (i,j=1,2,...,n)} 2.1)
dir.

Miihendislikte aralik ailelerin bir¢cok uygulamasina rastlanmaktadir. Giirbiiz kont-
rol sistem analizi ve dizayn ile olan dogal bagindan dolayi, aralik matrislerin kararlilik
analizi icin bircok yaklagim gelistirilmistir. (Bknz. (Barmish, 1994; Bhattacharyya vd.,
1995; Deng vd., 1999; Kharitonov, 1978; Liberzon ve Tempo, 2004; Pastravanu ve Mat-
covschi, 2015; Rohn, 1994)).

Apyrica literatiirde diyagonal kararlilik probleminin bir¢ok uygulamasi yer almak-
tadir. Ornek olarak (Arcak ve Sontag, 2006), (Biiyiikkdroglu, 2012), (Johnson, 1974),
(Khalil, 1982), (Kaszkurewicz ve Bhaya, 2000), (Oleng ve Narendra, 2003), (Pastravanu
ve Matcovschi, 2015), (Ziolko, 1990) yayinlar1 gosterilebilir.

(Arcak ve Sontag, 2006) makalesinde belirli biyokimyasal reaksiyonlarin dinamik
modellerinde ortaya ¢ikan dongiisel baglantili sistemlerin bir sinifi ele alinip, daha once
literatiirde var olan yerel kararlilik i¢in bir “sekant” kriteri, s6z konusu sistemlere karsilik
gelen matris ailelerinin diyagonal kararlilig1 icin gerek ve yeter kosul olarak verilmistir.

(Johnson, 1974) makalesinde n x n matrislerin D-kararli olmasi icin gerek kosul-

lar verilmistir.
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(Ziolko, 1990) da ise sistemin, hiperbolik tipteki lineer birinci mertebeden kismi
diferansiyel denklemlerin bir kiimesi olarak ifade edildigi durumdaki Cauchy problemleri
ve baglangi¢-sinir deger problemleri icin kararlilik kosullar1 diyagonal Lyapunov fonksi-

yonelleri metodu kullanilarak ispatlanmisgtir.

2.1 2 x2 Aralik Aileler icin Hurwitz ve Schur Ortak Diyagonal Céziimler

Tek bir 2 x 2 boyutlu

ayr a
A= (2.2)

as ag

reel matrisi icin Hurwitz ve Schur diyagonal kararliligin cebirsel karakterizasyonlar1 bi-

linmektedir.

Teorem 2.1. (Cross, 1978; Kaszkurewicz ve Bhaya, 2000)
(2.2) matrisinin Hurwitz diyagonal kararli olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
i) a1 <0,
ii) as <O,
iii) ajaqs —araz >0

olmasudrr.

Teorem 2.2. (Mills vd., 1978; Kaszkurewicz ve Bhaya, 2000)
(2.2) matrisinin Schur diyagonal kararli olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
i) |lajas — araz| < 1,
ii) |ay+a4] < 1+ajaq — aras,
iii) |la; —aq4] < 1—(aja4 — azas)

olmasidrr.

Gerekliligin Kamiti. A matrisi Schur diyagonal kararli olsun. Bu durumda oyle D =

diag(A,1) > 0 matrisi vardir ki
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2 2
as— 1A +a% aiamA +aza
ATpa_p— | T VATS amdvaa | 2.3)

ajad +azay  adA+aj—1

dir. Yani
a2
(a}—1)A+d3<0 yada A< 32
2 2 1—“4%
;A +a;—1<0 yada A< 2

det(ATDA —A) = a3A — (a3a3 + (a? — 1)(a% — 1) = 2a1a0a3a3)A + a3 < 0

dir. Ilk iki esitsizlikten a3/(1 —a?) < (1 —a3) /a3 esitsizligi elde edilir. Buradan

a3 < (ai —1)(ai—1) =1 —aj —ai+ajai

2

dir. (a; — a4)* nin pozitifligi kullanilarak

a%a% <1-2aja4+ a%ai

yani
laras| < |1 —ajas| = —1+ajaq4 < apaz < 1 —ajay
= |ajas — apaz| < 1
= |detA| < 1
elde edilir.

A matrisinin Schur diyagonal kararliligindan dolay1 (2.3) matrisinin determinant
fonksiyonunun diskriminanti pozitiftir. Dolayisiyla
A= ((aras — ara3)* +1—a? —a3)* —4a3d3 > 0

oldugundan

((a1as — azaz)? + 1 — a3 — a3+ 2a2a3) ((a1as — araz)* + 1 — a3 — a5 — 2azaz) >0

dir.
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1.durum:
((a1a4 — azaz)* +1 — a3 — a3 +2axa3) > 0

Ve

((a1a4 — azaz)* +1—a2 — a3 —2axa3) > 0

dir. Buradan
(a1as —araz)? +1—a3 — a3 —2aza3 >0
2 2 2
=aj+a; <1+ (ajas — araz)” —2azas
:>(a1 —|—a4)2 <1+ (a1a4 — a2a3)2 —2ara3+2aja4

:>|a1 +a4| < |l —|—ala4—a2a3|

ve
(ajaq — a2a3)2 +1-— a% — ai +2araz >0
2, .2 2
=ai+a; <1+ (aja4 —araz)” +2azas
:>(LZ1 — a4)2 <1+ (a1a4 — a2a3)2 +2araz —2a1a4
:>\a1 —a4| < |1 —a1a4+a2a3|
dir.

2.durum: Carpanlarin her ikisinin de negatif olmast durumudur. Buradan
(a1as —azaz)? +1—a3 — a3 —2aza3 < 0
2 2 2
=aj+a; > 1+ (ajas — araz)” —2azas
:>(a1 +a4)2 >1+4 (a1a4 — a2a3)2 —2ara3+2ajay
:>\a1 —l—(l4| > |1 +ajay —a2a3|
dir, ki bu durum A nmin Schur kararli olmasi ile ¢elisir. Gergekten, A nin Schur kararli

olmas: demek A nin 6zdegerleri o ve B olmak iizere || < 1 ve |B| < 1 olmasi1 demektir.

Bu durumda asagidaki esitsizlik yazilabilir.

(le] =1)(IB[=1) >0



17

ya da
|of|B] o] = [B[+1>0
yada
ot||B]+1> |oe| + B
dir. Uggen esitsizligi kullanilarak
o|B]+1> o+ B

elde edilir. Son esitsizlikte “Bir 2 x 2 lik matriste 6zdegerlerin ¢carpiminin matrisin deter-

minantina ve 6zdegerlerin toplaminin ise matrisin izine esit olmast” 6zelligi kullanilirsa
traceA| < 1+detA
esitsizligi elde edilir. Eger « ile B kompleks ise, yani o = B ise
[Re(a)| < |af ve (Jal*~1)*=|a*~2[a|+1>0
esitsizlikleri kullanilarak
2|Re(a)] < 2]a| < 1+ |a|?
elde edilir. Buradan da
traceA| < 1+ detA

oldugu sdylenir. 0

Bir 2 x 2 boyutlu

a az
A= D ai € la; ,a),i=1,2,3,4 (2.4)

i
asz daq

aralik matris ailesi goz 6niinde bulundurulsun.

4-boyutlu kutu asagidaki gibi tanimlansin:

Q: [a1_7ai._] X X [alaai_]'
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Genelligi bozmadan tiim 2 x 2 pozitif diyagonal matrisler A > 0 olmak iizere D =

diag(A, 1) seklinde normallestirilebilir.

Tamm 2.3. Eger (2.4) deki her matris Hurwitz (Schur) diyagonal kararli ise (2.4) ailesi
giirbiiz Hurwitz (Schur) diyagonal kararlidir, yani her a = (aj,az,a3,a4) € Q igin oyle
A > 0 vardir ki

ATD4+DA<0 (ATDA—D<0)

dir. Burada

seklindedir.

Kararlilik kosullarinin multilineerliginden dolay1 (2.4) ailesinin giirbiiz Hurwitz
(Schur) diyagonal kararliligi kolaylikla test edilebilir (Bknz. Teorem (2.1) ve Teorem
(2.2)).

2.1.1 Hurwitz durumu

Bu kisimda (2.4) ailesi i¢in Lyapunov esitsizliginin ortak diyagonal bir ¢oziimii-
niin varhiina dair bir gerek ve yeter kosul verildi, yani her a € Q = [al_,af] X oo X

lay ,a}] igin A, > 0 olmak iizere
A'D+DA <0

esitsizligini saglayan D = diag(A., 1) in varligina dair bir gerek ve yeter kosul verildi.
Ortak diyagonal bir ¢6zlimiin varlig1 i¢cin gerekli kosul ele alinan ailenin giirbiiz
diyagonal kararli olmasidir. Bunu g6z 6niinde bulundurarak asil sonucu vermeden once

asagidaki 6nermeyi verelim:
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Onerme 2.4. (2.4) ailesinin giirbiiz Hurwitz diyagonal kararl olmast icin gerek ve yeter
kosul
aT <0, aI <0, ve afa;f —max{axaz} >0 (2.5)

olmasidir. Burada maksimum a, a;’, as ve aé’ u¢ noktalarinda hesaplanir.

Kanit. Teorem (2.1) den dolay1 her a = (ay,a2,a3,a4) € Q i¢in

a1 <0, a4 <0, ajag—azaz >0

ya da
maxa; <0, maxay <0, min{ajaq —azaz} >0
ya da
al <0, aj <0, min{ajas}+min{—azaz} >0
dir. Agiktr ki min{a;-as} = af -aj, min{—ay-a3} = —max{ay-a3} dir ve buradan

(2.5) esitsizlikleri saglanir. Teorem (1.11) den dolay1 (2.5) deki maksimum ug¢ noktalarda

hesaplanir. 0

Simdi ortak diyagonal ¢oziimlerin varlig i¢in gerek ve yeter kosul verilerek de-
vam edilecektir. (2.4) ailesinin giirbiiz Hurwitz diyagonal kararli oldugu varsayilsin, yani
(2.5) esitsizlikleri saglanir. Ortak diyagonal ¢6ziimiin varlig i¢in kosul artyoruz.

Ortak bir D = diag(A., 1) (A« > 0) in varligi demek

- 2a1Ay  asAi+aj
A"D+ DA = <0

arAy +az 2a4

ya da buna esdeger olarak her a = (ay,as,as,a4) € Q icin
a1 <0, 4dajagh > (@ +az)? (2.6)

demektir. (2.5) den afr < 0 oldugundan (2.6) nin ilk kosulu dogrudan saglanir. ikinci
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kosul ise asagidakine denktir.

min (4ajaz) Ay > max (a3 +az)?

(a1,a4) az,a3
yada
(4a aj ). > max { (a5 A +a3_)2, (ay A +a§r)2}
ya da
(4afaf) A > (a5 A +a3)?, (dafai) A > (af A +ad)?

yada

(a5 )?A2 + (2a5 a5 —4ajaf A+ (a5)? <0, 0

(a3)?A2 + (2af af —4afaf) A+ (a7)? <0
dir.

(2.7) deki birinci kosula karsilik gelen
fx) = (@)% + 20y @y —4ajag)x+(a;)* (x> 0)

fonksiyonu g6z 6niinde bulundurulsun. f(0) > 0 oldugundan ve (2.4) ailesi giirbiiz Hur-
witz diyagonal kararli oldugundan f(x) < 0 esitsizliginin (ay, @) aralifinda bir pozitif
¢oziimii vardir. Ornegin, a, # 0 ise
(2ajaf —a5a3)— \/(az_a3 —2aia})?— (aya3)?

(a5)°
(2a{af —a5a3)+ \/(agag —2aia})?*—(aya;)?

(a3)?

dir. ((2.4) iin giirbiiz Hurwitz diyagonal kararhiligindan dolay1 diskriminant A = (a; a3y —

o =

Ohp =

2a}a;)* — (a5 a3 )? pozitiftir.)
Benzer olarak, (2.7) deki ikinci kosula karsilik gelen bir (B1, B2) agik araligi vardur.
Eger aj # 0 ise

(ZaTazlIr — a;a;) — \/(az a; — Zal a )2 (a;ra;)z

B =
(a3)?
5 (Zafa;f — a;a;) + \/(a2 a; — 2a1 a, )2 (a;a;)z
T (a3)?

dir (burada yine diskriminant pozitiftir).
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Simdi asagidaki sonug verilebilir:

Teorem 2.5. (2.4) ailesi giirbiiz Hurwitz diyagonal kararli olsun. Lyapunov egitsizliginin
bir ortak diyagonal ¢oziimiiniin var olmast icin gerekli ve yeterli kosul (o1, 00) ve (B1,B2)
araliklarinin arakesitinin bostan farkli olmasidir, yani

max {ai, Bi} < min{o, B>}
dir. Bu durumda (o, 00) N (B1, B2) da olan her A icin D = diag(A, 1) matrisi bir ortak
coziimdiir.

Asagida bir kac ornek ele alinmistir:

Ornek 2.6.

-7,-12] [2.5,5]
A= (2.8)

aralik ailesi ele alinsin.
ATD+ DA <0, VA € A icin ortak diyagonal D = diag(A,1) > 0 matrisinin
varligint arastiralim.

Onerme (2.4) goz oniine alindiginda

af =-12<0
aj =-3<0

ala; —max{apaz} = (-1,2)-(-3)— (-7.5)=11.1 >0

oldugundan (2.8) ailesi giirbiiz Hurwitz diyagonal kararlidur.

(2.7) deki egitsizliklere karsilik gelen esitsizlikler asagidaki gibidir:
fi(x) = (a5 )*x* + (2ay a3 —4aj af )x+ (a3 )* = (6.25)x* — (34.4)x +16 < 0,
Hx) = (aF) 2%+ (2a5 af —4aia])x+ (a;r)z =25x* — (44.4)x+9 <0

dir ve buradan gerekli hesaplamalar yapilarak oy = 0.5129, ap = 4.9911, B = 0.2334
ve By = 1.5426 bulunur.
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(a1, 00) N (B, Ba) = (0.5129, 1.5426) dir

(0.5129,1.5426) araligindaki her A i¢cin D = diag(A, 1) matrisi bir ortak diyago-
nal ¢oziimdiir.

Ornegin, A ailesinden keyfi bir matris ve (0.5129,1.5426) araligindan keyfi bir A

alinsin:

—6.2635 4.7834

—3.3676 —6
1.4456 0
D=
0 1

AT D+ DA matrisinin ézdegerleri —19.7360, —10.3733 sol yar: diizlemdedir, yani AT D +
DA negatif tamimlidir.

Ayrica bu ornek icin ¢oziim bolgesi sekildeki gibidir:

06 07 08 05 1.0 1.1 1.2 1.3 14 1
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Ornek 2.7.

(2.9

ailesi goz oniinde bulundurulsun.
Bu aile i¢in bir ortak D = diag(A, 1) ¢oziimii var midur?

Onerme (2.4) den (2.9) ailesi giirbiiz Hurwitz diyagonal kararlidir, gercekten

af“:—2<0
a;f:—1<0

alaj —max{azas} =(-2)-(-1)—(—-4)=6>0
saglamir. (2.7) ye karsilik gelen egitsizlikler
filx) =x* —18x+25 <0, fo(x) =4x" —24x+16 <0

dir ve gerekli hesaplamalar yapilarak oy =9 —2v/14, ap = 9 +21/14, P =3-— V5 ve
B> = 3 +/5 olarak bulunur. Bu durumda (o, 00) N (B1,B2) = (9 —2v/14,3 +/5) dir.
(9 —2v/14,3 ++/5) araligindaki her A icin D = diag(A, 1) ¢oziimii bir ortak diyagonal
coziimdiir.

Ornegin, A ailesinden keyfi bir matris ve (9 — 2V14,3 + \/5) araligindan keyfi bir

A alindiginda:

—2.4531 1.9575

—4.0351 -1
4.5469 0
0 1

olmak iizere AT D + DA matrisinin ézdegerlerinin —23.4140,—0.8945 sol yar: diizlemde
oldugu, yani AT D + DA negatif tanumli oldugu goriilmektedir.

Bu ornek icin ¢oziim bolgesi sekildeki gibidir:



24

Ornek 2.8.

ailesi goz oniinde bulundurulsun.
Aile, af =—-1<0, af =-2<0, afaf —max{maz}=(-1)-(-2)—0=2>0
kosullarini sagladigindan Onerme (2.4) den dolay giirbiiz Hurwitz diyagonal kararlidir:

(2.7) ye karsilik gelen esitsizlikler
filx)==8x+1<0, fr(x)=x*—10x+1<0
dir ve buradan ortak ¢oziim araligi gerekli hesaplamalar yapilarak (1/8,5++/24) olarak
bulunur. Dolayistyla her A € (1/8,5++/24) i¢cin D = diag(A, 1) ¢oziimii ortak diyagonal
coziimdiir.
Ornegin, A ailesinden keyfi bir matris ve (1/8,5 ++/24) araligindan keyfi bir A

alinsin:
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—1.5146  0.8003
—1 —2.8581

2.8470 0
D=

0 1

olmak iizere AT D + DA matrisinin ozdegerlerinin —9.1065,—5.2341 sol yari diizlemde
oldugu goriilmektedir, yani AT D + DA negatif tanumlidir.

Bu ornek icin ¢oziim bolgesi sekildeki gibidir:

2.1.2 Schur durumu

Bu kisimda Schur durumu i¢in ortak diyagonal ¢oziimiin varlifina dair bir gerekli
ve yeterli kosul verildi, yani hera € Q = [a; ,a]] X -+ X [ay ,a]] igin A, > 0 olmak iizere
A"DA-D <0
esitsizligini saglayan D = diag(A,, 1) matrisinin varligi i¢in gerekli ve yeterli kosul ve-

rildi.
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Hatirlansin ki, bir aralik ailenin ortak diyagonal ¢oziime sahip olmasi icin aile
giirbiiz diyagonal kararli olmalidir.

Teorem (2.2) den asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 2.9. (2.4) ailesinin giirbiiz Schur diyagonal kararli olmasi icin gerekli ve yeterli
kosul her (ay,az,a3,a4) € Q icin asagidaki alti kosulun saglanmasidur.
1 +aras —ajas >0,
14+ajaq4 —azas > 0,
1 +ajas —ay —as — araz > 0,
(2.10)
l+ai+aq4+ajas —azaz >0,
14+a4+araz —ay —ajas > 0,
14+ ay+araz —ag —ajas > 0.
Yukaridaki kosullar, (2.10) un sol tarafindaki esitsizliklerin multilineerligi ve Teo-
rem (1.11) kullanilarak kolaylikla Q nun ug¢ noktalar1 iizerinden kontrol edilebilir.

(2.4) ailesinin giirbiiz Schur diyagonal kararli oldugu kabul edilsin. Ortak D =

diag(A., 1) (A« > 0) ¢oziimiiniin varlig1 demek her (a;,a;,a3,a4) € Q igin

ATDA D — l*(a% -1) +a% Aaran + azay

Acaras + azay l*a% +ch21r —1

ya da
Ac(at —1)+a3 <0, [A(a]—1)+a3] [Md3 +ai — 1] — (Aarar +azas)* <0 (2.11)

olmasi demektir. Giirbiiz Schur diyagonal kararliliktan |a;| < 1 (Kaszkurewicz ve Bhaya,
2000) dir. Dolayistyla (2.11) in ilk kosulu A, min(1 —a?) > max(a3) esitsizligini verir.

Gerekli diizenlemeler yapilarak

2
maxas

A>a=——5
’ 1 — max(a?)

elde edilir.
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Ikinci kosul ise
(@3)A} — [a3a5 + (az — 1)(af — 1)— 2a1apa3as) A+ a3a3 < 0
esitsizligini verir.
Asagidaki fonksiyon goz oniinde bulundurulsun.

g(x) = (a%)x2 — [a%a%—i— (aﬁ — 1)(a% —-1)— 2a1a2a3a4]x+a%a421 (x>0).

Sifir ile béliimden kaginmak igin genelligi bozmadan 0 ¢ [a, ,a; ] oldugu kabul
edilsin. g(0) > 0 oldugundan ve (2.4) ailesinin giirbiiz Schur kararliliindan her x €
(r1,r2) icin g(x) < O esitsizligini saglayan ry(aj,as,a3,a4) ve ry(ai,as,as,as) pozitif,
siirekli kok fonksiyonlari vardir. r; (i = 1,2) kok fonksiyonlari diskriminant kullanilarak
tam olarak yazilabilir. Burada diskriminant giirbiiz Schur diyagonal kararliliktan dolay1

pozitiftir.

Teorem 2.10. (2.4) ailesi verilsin ve 0 & [az_,azr] olsun. (2.4) ailesinin giirbiiz Schur
diyagonal kararli oldugu varsayisin. Ortak bir Schur diyagonal ¢coziimiin varligt icin
gerek ve yeter kosul asagidaki iki kosulun saglanmasidir:
i) n:= max ri(a),az,az,a4) <Pp:= min ry(aj,az,a3,as)
(a1,a2,a3,a4) (a1,a2,a3,a4)
ii) (a,0) N (71,72) # 0
Bu durumda her A € (a,0) N\ (71, 7,) icin D = diag(A, 1) matrisi Stein esitsizligi-

nin bir ortak ¢oziimiidiir.

Ornek 2.11.

o3 [l

aralik ailesi goz oniinde bulundurulsun.
Aile Onerme (2.9) dan ve Teorem (1.11) den dolay: giirbiiz Schur diyagonal karar-
Ldur:
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mingeg (1 +azaz —ajas) = 0.7,
mingeo(1+ajas —azaz) = 0.95,
mingep(l+ajas —a) —as — araz) =
mingeo(1+ a1 +as+ajas — araz) = 1.45,
mingeo(1+ a4 +azaz —a; —ajas) =

( )=

mingep (1l +ay +azaz —as —ajay 0.45.

1 11 1 1 1 .
BuradaQ— |:0,§:| X |:§,§:| X |:—E7E:| X Edll’:

g(x) in ri(ay,az,a3,as) sol kék fonksiyonunun Q iizerinden maksimizasyonu y; =
0.019 i verir ve ry(ay,az,as,as) sag kok fonksiyonunun Q iizerinden minimizasyonu y, =
2.141 i verir. & = 0.0134 oldugundan her A € (0.019,2.141) icin D = diag(A, 1) matrisi
bir ortak diyagonal ¢oziimdiir.

Ornegin, A ailesinden keyfi iic matris ve bunlara karsilik (0.019,2.141) arali-

gindan keyfi ii¢c A alinsin:

0.0486 0.4706

Al =
0.0390 0.5
0.1122 0
0 1

AITDAI — D matrisinin 6zdegerleri —0.7259, —0.1097 sol yar: diizlemdedir, yani AITDAI —

D negatif tamumlidir.

0.4038 0.4510
Ay =
—0.0994 05

1.9734 0
D=

0 1
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Ag DA, — D matrisinin ozdegerleri —1.7121, —0.2784 sol yar: diizlemdedir.

0.0869 0.3836

Az =
0.0594 0.5
0.9146 0

0 1

A3T,DA3 — D matrisinin ozdegerleri —0.9162, —0.6033 sol yar: diizlemdedir.

Ornek 2.12.
[—0.6,0.5] [-0.4,0.3]
[—0.8,0.4] [0.1,0.2]

aralik ailesi ele alinirsa aile Onerme (2.9) den ve Teorem (1.11) den dolay: giirbiiz Schur
diyagonal kararlidur:

mingep (1 + azaz —ajas) = 0.66 > 0,

mingeo(1+ajas —azaz) =0.56 > 0,

mingeo(1+ajas —a) —as — azaz) = 0.08 > 0,

mingep(1+ a1 +as+ajas —araz) =0.12 >0,

mingeg(1+as +azaz —a; —ajas) =0.31 >0,

( )

mingep(1 +ay +azaz —as —ajas) = 0.08 > 0.

Burada Q = [~0.6,0.5] x [~0.4,0.3] x [0.8,0.4] x [0.1,0.2] dir.

g(x) in ri(ay,...,as) sol kok fonksiyonunun Q iizerinden maksimizasyonu y, =
1.1440 i verir ve ry(ay,...,as) sag kok fonksiyonunun Q iizerinden minimizasyonu ¥ =
3.4719 i verir. @ = 1 oldugundan her A € (1.1440,3.4719) icin D = diag(A, 1) matrisi
bir ortak diyagonal ¢oziimdiir.

Ornegin, A ailesinden keyfi bir matris ve (1.1440,3.4719) araligindan keyfi bir A

alinsin:
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0.2147 —0.0677

Al =
—0.2935 0.1174
2.0722 0
D=
0 1

AlTDA 1 — D matrisinin ozdegerleri —1.8951, —0.9722 negatiftir, yani AITDAl — D negatif
tammlidir. Yine aileden keyfi bir matris ve (1.1440,3.4719) araligindan keyfi bir A alindi-

ginda

0.2770 —0.1784

Ay =
0.2469 0.1149
1.8468 0
D=
0 1

Ag DA, — D matrisinin ozdegerleri —1.6496, —0.9225 negatiftir, yani Ag DA> — D mat-

risinin negatif tanmimli oldugu goriilmektedir.

2.2 3 x 3 Aralik Sistemler igin Hurwitz ve Schur Ortak Diyagonal Coziimler

Bu kisimda 3 x 3 aralik ailelerin ortak diyagonal ¢Oziimiiniin varlig1 i¢in gerek ve
yeter kosul ve bahsi gecen ¢6ziim icin bir algoritma verilmistir.

Asagidaki gibi bir 3 x 3 boyutlu aralik aile

a daz as
A=SA=|ay as ag | :ai€la;.af], (i=12,...,9) (2.12)

aj ag dg

g0z Oniinde bulundurulsun.
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Genellik bozulmaksin tiim 3 x 3 pozitif diag(x;,xp,x3), x; >0 (i = 1,2,3) diya-

gonal matrisleri asagidaki bicimde normallestirilebilir:

t 00
D =diag(t,1,s)= |0 1 0

0 0 s

burada ¢t > 0 ve s > O dir.

2.2.1 Siirekli sistemler

Problem: Her a; € [a; ,a] (i =1,2,...,9) igin dyle bir D = diag(t,1,s), t >0, s >0

177

matrisi var midir ki
ATD+DA <0 (2.13)

olsun?

2tay tar+a4 taz—+ say
ATD+DA = ta) +ay 2as sag + ag

tas+say; sag+ag 25a9

oldugu goz oniine alinirsa (2.13) matris esitsizligi asagidakine denktir:
i) a; <0,
it) (ast +a4)? —4ajast <0,
iii) do(t,ay,...,a0)+d(t,a,...,a9)s+ds(t,ay,...,a9)s* <O.
Burada d; (i = 1,2,3) fonksiyonlar1 diisiik mertebeden polinomlardir ve agik sekilde
yazilabilirler.
i) kosulunun her a; € [al_,af] icin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart af’ < 0ol-
masidir.  Her (aj,az,a4,as) icin ii) yi saglayan ortak ¢ nin varhigi problemi

ap a
2 x 2 boyutlu ailesinin bir ortak diyagonal ¢Oziimiiniin varligi problemine

a4g ds
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denktir ve bu durum 2 x 2 aralik aileler i¢in bir 6nceki boliimde hesaplanmigti. Ortak # nin
kiimesi ya bostur ya da agik (¢, B) araligidir. Bos ise (2.13) esitsizligini saglayan ortak
D = diag(t, 1,s) yoktur. Bog olmadi81 varsayilsin. Bu durumda bir ortak D = diag(¢, 1, s)
varligir demek “Gyle bir ¢t € (o, ) ve s > 0 vardir ki her (ay,as,...,a9) igin iii) saglanir”
demektir.

Bu problem bir oyun problemidir. Gergekten; iii) nin sol tarafi f(¢,s,ay,...,a9)

olarak gosterilir ise iii) asagidaki minimax esitsizligine denktir

inf ma t,s,day,...,a9) <O0. 2.14
te(e,B),s>0 (al,...,)((lg)f( Sl a9) ( )

Genelde (2.14) oyun problemini ¢c6zmek zordur, f fonksiyonu konveks olmadig1 i¢in bu
oyunun bir eyer noktasi (saddle point) yoktur.

Tezin bu kisminda (2.14) problemini niimerik olarak ¢ozebilmek icin asagidaki
yeni yaklagim gelistirilmistir. Bu yaklasim (2.13) esitsizliginin ¢6ziim kiimesinin agik

olma 6zelligine dayanmaktadir.

Onerme 2.13. Eger ortak D = diag(t,,1,s,) varsa sirastyla t, ve s, 1 iceren [t1,12] ve
[s1,52] araliklary vardir ki hert € [ty,12], s € [s1,$2] icin D = diag(z, 1,s) diyagonal matrisi

ortak ¢oziimdiir.
Bu 6nermeden ortak diyagonal ¢6ziim i¢in agagidaki algoritma elde edilir.

Algoritma 2.14. (2.12) aralik ailesi verilsin.
i) 2 x 2 aralik sistemler i¢in bulunan sonuglar kullamilarak t icin bir (o, ) araligt
belirlenir.
ii) s icin bir's iist stnirt belirlenir.
iii) [o, B] araligi k tane esit uzunluklu [oy, B;] alt araliklarina ve [0,5] araligt m tane
esit uzunluklu [s; , S;L] alt araliklarina béliiniir.

iv) Her bir

[a;, Bi] X [s;,sj.'] x [ay,af]x+ xlag ,ad]
kutusu iizerinde f(t,s,ay,...,aq) polinom fonksiyonunun maksimizasyonu problemi

ele alinir.
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Eger maksimumu negatif yapacak gekilde i, ve j. indisleri varsa durulur. [o;,, B;,] ¥

[s;k,s;:] aralig1 ortak diyagonal ¢oziimlerin ailesidir.

Yukaridaki (2.14) oyun probleminin, diisiik mertebeden ¢ok degiskenli polinom-
larin kutular iizerinde maksimize edildigi sonlu sayida maksimizasyon problemine indir-
genebildigi goriilebilir. So6zii edilen optimizasyonlar Maple programu ile ya da Bernstein
genellemesi ile uygulanabilir.

Simdi Algoritma (2.14) iin yeterince etkili oldugunu gosteren birkac ornek vere-

lim.

Ornek 2.15.

ailesi goz oniine alinsin, burada q, € [2,3], g2 € [1,2] ve g3 € [1,2] dir.

ATD + DA hesaplanirsa

=8 qit+1 t+gzs
ATD+DA = qt+1 -8  s+q

t+qg3s s+q —10s

elde edilir.

2 x 2 esas bas minor

64t — (g1t +1)% > 0= 64t > (qit + 1),

64t > max (qi1+1)> = (3t +1)% < 641,
ql€[273]

92 —58t+1<0
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esitsizligini verir. Buradan bu esitsizligin ¢éziim kiimesi yani (0.0173,6.427) araligi t icin

aranilan araliktir. Yani hert € (0.0173,6.427), q, € [2,3] i¢in
64t — (g1t +1)*> >0

esitsizligi saglanir. t icin 2 X 2 aralik sistemler icin elde edilen sonuclar kullanilarak bir
(o, ) = (0.0173,6.427) aralig belirlendi.

Simdi algoritmamn ikinci advmni uygulayalim. s > 0 icin bir iist sinir s belirlen-
meli:

AT D + DA negatif tanimli olmas: gerektiginden — (AT D + DA) pozitif tamimli ol-
masi gerekir. Dolayistyla, tiim bas minorlerinin hepsi pozitif tamimli olacaktir. Bu durum

g0z oniinde bulundurularak sadece s li olanlara bakilirsa

8 —(s+
(s+q2) =0

—(s+q2) 10s

olmasi gerektigi elde edilir. Buradan
(s+q2)* < 80s
yva da
max (s+q2)* < 80s

CIZE[Ivz]
esitsizligi elde edilir. s pozitif bir sayr ve gy nin aralig1 pozitif sayilar oldugu icin

( max |s+¢2|)* < 80s

qZG[lvz}

yvazilabilir. O zaman

(s+2)* < 80s

s —76s4+4<0
dir. Yukaridaki egitsizligin ¢oziim araligi

0.052 <5 < 75.948
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olarak bulunur. Bulunan aralik goz oniinde bulundurularak s igin bir iist sitmir olarak 80
alimabilir. (s = 80)

Simdi [0.0173,6.427] ve [0,80] araliklar: sirastyla 20 ve 200 esit parcalara béliin-
Sun.

Sekil (2.1) de, det(ATD + DA) mn tiim q; € [2,3], g2 € [1,2] ve g3 € [1,2] icin

lizerinde negatif oldugu kutular ailesi gosterilmektedir.

0.5 1 1.5 2 25 3 35

Sekil 2.1: Ornek (2.15) icin, her bir kutudaki (¢,s) ler D = diag(t,1,s) ortak diyagonal
¢Ozlimii verir.
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Ornek 2.16.
-3 q -5
g -2 1
g3 q4 —6

aralik ailesi goz oniinde bulundurulsun. Burada q) € [1,2], q» € [1,2], g3 € [4,6] ve
g4 € [~3, 1] dir
ATD + DA hesaplanirsa

—6t qit+q> —5t+qss
A'D+DA= | g1+ —4 qas+1

—5t+q3s qas+1 —12s

elde edilir. Yine

24t — (qit +q2)* > 0= 24t > (qit +q»)2,

max_ (qit+q2)” = (20 +2)7 < 24,
q1 6[152}7 q2€[172]

P4+2+1<0, 1€(2—v3,2+3)

dir. Dolayistyla her t € (0.268,3.732), q1 € [1,2] ve g2 € [1,2] igin 24t — (q1t +¢2)> > 0
dir.

5 =20 olsun. [0.268,3.732] ve [0,20] araliklar: sirastyla 50 ve 100 egit araliklara
boliinsiin.

Asagidaki sekilde, det(ATD + DA) min tiim q € [1,2], q2 € [1,2], g3 € [4,6] ve

q4 € [—3,—1] i¢gin iizerinde negatif oldugu kutular ailesi gosterilmektedir.
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8
S_
4
3_
2_
l_
] t
I'I'I'I'I'I'I'I'I_‘
0.6 1.0 1.6 2.0

Sekil 2.2: Ornek (2.16) icin, her bir kutudaki (¢,s) ler D = diag(t, 1,s) ortak diyagonal
¢cOziimii verir.

2.2.2 Ayrik sistemler

Ayrik aralik sistemlerin ortak diyagonal kararlili1
ATDA-D<0,VA€ A (2.15)

(burada A (2.1) deki gibidir) esitsizligini saglayan bir pozitif D diyagonal matrisin varligi-
na denktir.
n = 2 durumu bir 6nceki boliimde ele alinmisti. n = 3 durumunda ise genellik

bozulmaksizin D = diag(¢, 1,s) alinarak
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ta% + ai + sa% —t tayray +aqas +sajag tayasz + asae + saiag
T
A"DA—D = | taja +asas +sazag  ta3+ai+saz—1  taras+asag+ sasag

taraz +aqae + sajag taraz + asag + sagag ta% + a% + sag —S

elde edilir.
Bas minér kosullarindan yukaridaki matrisin negatif tanimlilig ii¢ tane polinom

esitsizlige denk olacaktir.

filt,s,ay,a4,a7) = t(a%—l)+sa%+ai,
fa(t,s,ay,...,as) = —(2x2 esasbas minor),
f3(t,s,ay,...,a9) = Determinant

gibi gosterilirse (2.15) esitsizligi asagidaki probleme denk olur:

Oyle (t,s) ikilisi var mdir ki her (ay,as,...,a9) i¢in
fl<07 f2<07 f3<0 (216)

olsun?
Tezin bu kisminda yukaridaki problemin ¢6ziimii i¢in agagidaki algoritma verilmis-

tir:
Algoritma 2.17. (2.12) deki gibi bir 3 x 3 aralik ailesi verilsin.

i) 2 x 2 aralik aileler i¢cin bulunan sonuglar kullamilarak t degiskeni icin (a, ) aralig

hesaplanir.

ii) s icin bir's iist sumirt belirlenir.

iii) (a,B] araligi k tane esit [0y, Bi] araliga ve [0,5] araligi m tane egit [517,57L

71 araliga

boliiniir.
iv) Her bir

[a;, Bi] % [s;,s}L] x lay,ai] x -+ x |ag ,aq]



39

kutusu iizerinde f; (i = 1,2,3) polinom fonksiyonlarimin maksimizasyonu goz oniinde bu-
lundurulur.

Eger dyle i, ve j. indisleri varsa ki her bir fi. (k = 1,2,3) fonksiyonlarinin mak-

+

simumu negatif ise durulur. Bu durumda [, ,B;.] X [s; .5,

*

| araligi ortak diyagonal

coziimlerin ailesini olusturur.

Ornek 2.18.
-0.5 03 ¢
g —03 —-0.6
—-0.2 q3 0.1

aralik ailesi goz oniine alinsin. Burada q, € [—0.2,0.4], g» € [—1,0] ve ¢3 € [0,0.2] dir.

D = diag(t,1,s) olmak iizere AT DA — D hesaplamirsa
ATDA-D =

~0.75t +¢3 +0.04s  —0.15t —0.3q2 — 0.2g3s —0.5¢1¢ —0.6g, —0.02s
—0.15¢—0.32 —0.2¢3s  0.09¢ + ¢35 —0.91 0.3¢g1t +0.1g35+0.18
—0.5¢1t —0.6g> —0.02s  0.3g1t+0.1g35+0.18 gt —0.995 +0.36

elde edilir. [a,B] = [1.3494,7.5833] ve 5 = 20 olarak bulunur. Simdi [1.3494,7.5833] ve
[0,20] araliklart sirastyla 20 ve 50 egit araliklara boliinsiin.
Sekil (2.3) de, fi (k= 1,2,3) fonksiyonlaruun iiciiniin de her q; € [—0.2,0.4],
g2 € [—1,0] ve g3 € [0,0.2] igin iizerinde negatif oldugu kutular ailesi gosterilmektedir.
Ele alinan aile icin ortak Schur diyagonal ¢oziimler vardir. Bu ¢oziimler, (t,s)

ikilisi gekildeki gibi olmak iizere D = diag(t,1,s) bicimindedir.
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Sekil 2.3: Ornek (2.18) icin, her bir kutudaki (¢,s) ler D = diag(t,1,s) ortak diyagonal
¢Ozlimii verir.

Ornek 2.19.
g1 —02 ¢
05 0 g3
03 04 05

g1 € [—0.5,-0.3], g2 € [0.1,0.4], g3 € [0.3,0.5] aralik ailesi alinsn.
Aile icin ortak Schur diyagonal ¢oziimiin varligini Algoritma (2.17) yardimiyla

bulmaya ¢alisalim.
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D = diag(t,1,s) ise
ATDA-D =
@t +0.25+0.09s—t —0.2q1#+0.12s  qi1tg2 +0.5g3 +0.15s

—0.2¢114+0.12s 0.04r +0.165s — 1 —0.2¢g2t+0.2s

q1tq2 +0.5¢3+0.15s  —0.2¢ot +0.2s gt +q3—0.75s

olmalidir. Negatif belirli matrisin kosegen elemanlar: negatif olacagidan
0.04t+0.16s < 1

dir, buradan 0 <t < 25, 0 < s < 7 elde edilir. Dolayisiyla [o., ] = [0,25] ve s = 7 alabi-
liriz. Algoritma (2.17) yi uygulamak icin [0,25] araligini 250, [0,7] araligini ise 210 esit
araliklara béliinebilir. Ortaya ¢ikan kutularda fi(k = 1,2,3) fonksiyonlarimin her iigiiniin
de negatif olmast kosulu saglanmalidir. Sekil (2.4) de bu kosulu saglayan (t,s) ikililerinin
birlesimini gosteren dikdortgenlerin birlesimi gosterilmektedir. Sekilden de goriildiigii
gibi verilen aile icin ortak diyagonal ¢éziimler vardir, drnedin D = diag(2,1,1.5) diya-

gonal ¢oziimdiir.

25 4

0.5

0 . T . T . T . T ‘ T ‘ T
0 1 2 3 4 5 6

Sekil 2.4: Ornek (2.19) igin, her bir kutudaki (z,s) ler D = diag(t,1,s) ortak diyagonal
¢Oziimii verir.



42

2.3 Aralik Z-matrislerinin Hurwitz Diyagonal Kararhhg:

Bu kisimda n x n aralik Z-matrisleri i¢in Lyapunov esitsizliginin bir ortak diya-
gonal ¢coziimiiniin varlig i¢in gerek ve yeter kosul verildi.

Birreel n x n A = (a;;) matrisi eger “a;; > 0, Vi # j” 6zelligini sagliyorsa bu mat-
rise Z-matrisi adi verilir. Asagida Z-matrislerinin iy1 bilinen 6zellikleri verilmistir (Horn
ve Johnson, 1985).

A matrisi bir Z-matrisi olsun, bu durumda asagidakiler saglanir:

1) Eger A Hurwitz kararli ise A diyagonal kararhdir.

2) Spektral apsis p(A) = max;ReA;(A), yani A nin 6zdegerlerinin reel kisimlarinin
maksimumu A nin bir reel 6zdegeridir. Dolayisiyla A nin Hurwitz kararli olmasi
icin gerek ve yeter kosul A nin tiim reel 6zdegerlerinin negatif olmasidir.

Asagidaki gibi bir aralik Z-matris ailesi verilsin.
A:{(aij):aije [al;,a;;]} 2.17)
Burada her i # j icin a;; = 0du.

+)_

A ailesinin sag u¢ matrisi U ile gosterilsin: U = (a;;

Teorem 2.20. (2.17) deki gibi A ailesi verilsin. Bu aile icin Lyapunov esitsizliginin bir
ortak diyagonal ¢oziimiiniin varligu icin gerek ve yeter kosul U matrisinin Hurwitz kararl

olmasidir (Buna denk olarak Hurwitz diyagonal kararli olmasidir).
Kanit. Kanitin = tarafi U nun A ailesinin bir eleman1 olmasindan dolay1 saglanir.
<: U Hurwitz diyagonal kararl oldugundan dyle bir pozitif diyagonal D, vardir ki
U'D.+D.U <0 (2.18)
esitsizligi saglanir. A ailesinden keyfi bir A matrisi alinsin. Bu durumda
A"D,+D.AU"D,+DU

dir, burada “<” sembolii bilesenlere gore esitsizligi ifade eder. Yani n X n boyutlu A =
(aij) ve B = (b;;) matrisleri igin A < B sembolii “her i, j = 1,2,...,n i¢in a;; < b;;”

anlamina gelir.
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ATD, +D,A ve UTD, + D,U matrisleri Z-matrisleridir. Yeterince biiyiik @ > 0

alisin ki
0<A'D,+DA+al, 0<U'D,+D.U+oal
esitsizlikleri saglansin. Bu durumda
A"D.+D,A+al U'D.+D,U+al
oldugundan ve (Bernstein, 2005) de yer alan “A, B € R"*" i¢cin A < B olmak iizere 6(A) <
o (B) dir.” teoreminden dolay1
c(ATD.+D.A+al) < o(UTD.+D.U +al)
dir, burada o(-) spektral yaricap: ifade eder. Bilegenlerine gore negatif olmayan bir B
matrisi i¢in 6(B) = Amax(B) dir, burada Amax(B) B nin en biiyiik reel 6zdegerini ifade
eder. Dolayisiyla
Amax (AT Dy + DA+ o) < Anax (UT D, 4+ DU + al) (2.19)

dir. Diger taraftan simetrik bir C matrisi i¢in
Amax (C + o) = Anax (C) + ¢
ozelligi saglandigindan (2.18) ve (2.19) goz 6niinde bulundurularak
Amax(AT Dy +D,A) < Amax(UT D +D,U) < 0

elde edilir. A € A keyfi oldugundan son esitsizlik .4 ailesi i¢in Lyapunov esitsizliginin
bir D, ortak diyagonal ¢Oziimiiniin var oldugunu gosterir. (Hatirlansin ki, D, (2.18) in bir

pozitif diyagonal ¢oziimiidiir.) [

D, matrisi farkli sekillerde hesaplanabilir: (2.18) in dogrudan ¢oziimii olarak, ya
da LMI (Lineer Matris Esitsizlikleri) teknikleri ile, ya da (Khalil, 1982) de yer alan algo-

ritma ile, ya da Perron-Frobenius teorisi ile hesaplanabilir.
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Ornek 2.21.
[—8,—6] [1,5] [1,2]
A= 12,3] [-9,-8] [1,3]
[2,4] 2,5]  [-9,-8]

aralik Z-matris ailesi goz oniine alinsin. Burada U matrisi

dir ve Hurwitz kararlidir, gercekten U matrisinin ozdegerleri —10, —0.1690, —11.8309
nin reel kisimlart sol acik yari diizlemdedirler.

LMI teknigi UTD, + DU < 0 matris egitsizligi icin uygulandiginda D, matrisi
D, = (0.249,0.308,0.183) olarak bulunur ve (2.18) esitsizliginin ¢oziimiidiir ve A ailesi

icin bir ortak ¢oziimdiir. Ornegin, A ailesinden keyfi iic matris alindiginda

AlTD—I—DAl matrisinin ozdegerleri —6.8727, —4.2412, —1.7081 sol yart diizlemdedir,

yani A{D—f—DAl < 0 egitsizligi saglantr.

-6 4 2
Ay=| 3 -8 3
3 4 -9

AgD—l—DAz matrisinin ozdegerleri —6.4127, —4.1991, —0.5981 sol yart diizlemdedir;

yani AgD + DA, < 0 egitsizligi saglanir.
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-7 3 2
Az=1| 2 -8 2
4 4 -8

AgD + DA3 matrisinin ozdegerleri —5.8838, —4.4424, —1.0158 sol yart diizlemdedir,

yani A§D+DA3 < 0 egitsizligi saglantr.

Ornek 2.22.
[ [=35-25 (1,2 23 01 |
. 0,3  [-21,-20] [0,2] [3,4]
2,4] 1,3 [-9,-8  [1,3]
L7 (12,14 2,9 [-17,-15] |

aralik Z-matris ailesi goz oniine alinsin. Burada U matrisi

=25 2 3 1
3 =20 2 4
-8 3

7 4 9 -15

dir ve Hurwitz kararlidir, gercekten U nun ozdegerleri —1.9852, —14.4897, —25.1745,
—26.3506 nin reel kisumlart sol acik yar: diizlemdedirler.

LMI yontemi UT D, + D, U < 0 matris egitsizligi icin uygulandiginda D, matrisi
D, = (4.3161,2.9584,1.6383,0.8276) olarak bulunur ve (2.18) esitsizliginin ¢oziimiidiir
ve A ailesi icin bir ortak ¢oziimdiir.

Ornegin, A ailesinden keyfi iic matris alinsin:
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AlTD+DA1 matrisinin ozdegerleri —235.2101, —122.8443, —35.3890, —12.2792

sol yari diizlemdedir, yani AITD+DA1 < 0 egitsizligi saglanr.

AgD + DA, matrisinin ozdegerleri —278.2310, —129.0377, —30.4834, —15.4270

sol yar diizlemdedir, yani Ag D+ DA, < 0 esitsizligi saglantr.

35 1 3 1
320 1 3
Ay =
3 2 -9 4
5 12 3 15

A§D+DA3 matrisinin ozdegerleri —304.3290, —121.6267, —34.2299, —14.5948

sol yar diizlemdedir, yani A§D+DA3 < 0 egitsizligi saglanir.

2.4 nxn Aileler Icin Yeterli Kosul

Bu kisimda, n x n aralik sistemler i¢in Lyapunov esitsizliklerinin ortak diyagonal
cOziimiiniin varlig1 ve bulunmasi i¢in yeni bir yeterli kosul verildi. Bu kosul yeterince

basittir ve problem konveks optimizasyon ile ¢oziilebilir.
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a;j ve a;; sirasiyla alt ve tist sinirlar olmak lizere
A:{A:(aij),aijgaijgﬂj,i,j:1,2,...,n} (2.20)

n X n boyutlu aralik matris ailesi géz Oniine alinsin. Merkez (nominal) matris

aijtdij
Ac=( 2—),(1,]:1,27...,71)
gibi ve fark (perturbation) matris
aij—dij
Ap=( 2—),(1,]21,2,...,11)

gibi tanimlansin.
Bu kisimda ele alinan asil teoremin ispatinda kullanilacak olan bir ka¢ 6zellik
asagidaki gibidir. Bu 6zellikler (Horn ve Johnson, 1985) da ifade edilmigtir.
e Simetrik bir C matrisi i¢in
Aanax(C) = max|y—1v' Cv (2.21)
dir, burada A4, (.) maximal 6zdegeri ve ||.|| ise R" de Oklid (Euclidian) normunu
simgelemektedir.

e Eger A ve B n x n boyutlu matrisler ve |[A| < B ise

p(A) < p(lA]) <p(B) (2.22)
dir. Burada p(.) simgesi spektral yaricapi gostermektedir.
e Eger C; > 0ve Ch = ise ve |C| < Cy ise
P(C2) = Amax(C2) (2.23)
dir.
nxnA = (a;j) ve B = (b;;) matrisleri i¢in A < B sembolii “her i,j = 1,2,...,n
i¢in a;; < b;;” anlamina geliyordu. |A| matrisi ise |A| = (]a;;|) ile tanimlanir, burada |a|

mutlak degeri gosterir.

Teorem 2.23. Oyle bir D > 0 diyagonal matrisi olsun ki

Anax(ALD+DA.) + Apax (AT D +DAp) < 0 (2.24)
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saglansin, bu durumda D matrisi (2.20) ailesi icin bir ortak diyagonal ¢oziimdiir, yani
ATD+DA <0, VAec A (2.25)
dir.
Kanit. |X| < A, olmak iizere A yerine A = A, + X yazilsin. O zaman (2.25)
Amax[(AID+DA.) + (X"D+DX)] < 0 (2.26)
seklinde yeniden yazilabilir. (2.21) esitligi ve bilinen

max[f(v) +g(v)] < max f(v) +maxg(v)

esitsizligi kullanilarak her |X| < A, icin

Amax(ATD +DA.) 4 Ao (XTD +DX) < 0 (2.27)
ya da
max Amax(XTD +DX) < —Apar(AID 4+ DA,) (2.28)
X|<Ap

ise (2.26) esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Diger taraftan
IX"D+DT| < [X|"D+D|X| <A} D+ DA,
dir ve (2.26) dan her |X| < A igin
Anax(XTD+DX) < Apax(AfD+DA))
dir. Dolayisiyla (2.28) ifadesinden biiyiik olan
Anax(ALD+DAp) < —Amax(AL D + DA.)
esitsizligi saglanirsa (2.25) de otomatik olarak saglanir. U
Ornek 2.24.

[~27/10,—23/10] [13/10,17/10]
[—47/10,—43/10] ~1

2 X 2 aralik matris ailesi goz oniine alinsin. Bu aile icin merkez matris ve fark matris

hesaplanirsa merkez matris
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~5/2 3/2
—9/2 -1

olarak ve fark matris de

1/5 1/5
1/5 0

olarak bulunur.
D = diag(3,1) diyagonal matrisi icin
Amax(ALD+DAc) + Anar(A,D+DA,) = —2+8/5
=-2/5<0
saglamir, bu durumda D matrisi 2 x 2 boyutlu A aralik matris ailesi icin bir ortak diya-
gonal ¢oziimdiir, yani

ATD+DA<0, VAe A

dir. Ornegin, A ailesinden keyfi iki matris alalim:

—2.4037 1.4899
Al =
4.5312 -1
AITD—i—DAl matrisinin ozdegerleri —16.3554, —0.0671 sol yar: diizlemdedir, AITD—l—

DA < 0 egitsizligi saglanmr.

—2.6611 1.6294
Ay =
—4.4221 -1
AZTD + DA matrisinin ozdegerleri —17.4785, —0.4884 sol yar: diizlemdedir, AgD +

DA, < 0 egitsizligi saglanir.
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Ornek 2.25.
A [—5,-2] (3,4]
[—3.5,-3] [-5,—4]

2 X 2 aralik matris ailesi goz oniine alinsin. Bu aile icin merkez matris ve fark matris

hesaplanirsa merkez matris

=7/2 7/2
w | 72
—13/4 —-9/2
olarak ve fark matris de
3/2 1/2
C:
1/4 1/2

olarak bulunur.
D = diag(3,5) diyagonal matrisi icin
Anax(ALD+DA.) + Apax(A] D+ DA ) = —19.6935 4 10.4003
=-9.2932 <0

saglamir, bu durumda D matrisi 2 x 2 boyutlu A aralik matris ailesi icin bir ortak diya-

gonal ¢oziimdiir. Ornegin, A ailesinden keyfi iki matris alinsin:

—4 4
Al =
-4 —1
AITD + DA | matrisinin 6zdegerleri —24, —10 sol yar: diizlemdedir, yani AITD +

DA < 0 egitsizligi saglanr.
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-2 3
Ay =

-5 -1

AgD + DA> matrisinin ozdegerleri —3.1897, —18.8102 sol yar diizlemdedir, yani

ATD + DA, < 0 esitsizligi saglamr:

Ornek 2.26.
[-35,—25]  [9,15] [—3,3]
A= [-10,—-4] [-24,-16] [0,6]
[—21,—17] [-26,—20] [—45,—33]

3 X 3 aralik matris ailesi goz oniine alinsin. Bu aile icin merkez matris ve fark matris

hesaplanirsa merkez matris

=30 12 0
Ac=| -7 =20 3
—-19 -23 —40

olarak ve fark matris de

533
Ap=13 4 3
2 35

olarak bulunur.
D = diag(0.316,1,0.1619) diyagonal matrisi icin
Anax(ALD+DA.) + Amax(A[ D+ DAp) = —11.6441 4 11.5641

=-0.08<0
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saglamir, bu durumda D matrisi 3 x 3 A aralik matris ailesi icin bir ortak diyagonal

coziimdiir. Ornegin, A ailesinden keyfi iki matris alinsin:

=32 9 -3
Al=| -6 —-19 2
-21 =26 -39

AITD + DA matrisinin ozdegerleri —38.8776, —21.3406, —10.6339 sol yar: diiz-

lemdedir, yani AITD + DA < 0 esitsizligi saglanir.

28 11 1
Ay=1| -10 —-16 5
—18 —20 —44

AgD + DA, matrisinin 6zdegerleri —34.5536, —17.7885, —11.6011 sol yar: diiz-

lemdedir, yani Ag D+ DA, < 0 egitsizligi saglanr.
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3 ARALIK SISTEMLER (PLANTLAR) iCIN 1. MERTEBEDEN
KARARLASTIRAN KOMPENSATORLERIN BELIRLENMESI

Z?”;1[61,-_,%'+]Si _ N(qu)
'+ Y st D(s.r)

1

P(s,q,r) =

aralik planti ve asagidaki gibi bir birinci dereceden bir PI

C(s)

. Kis+ Ky
N

bir PI kompensatorii ele alinsin. Buradan kapali sistemin karakteristik fonksiyonu
p(s,q,r) = (Kis+ K2)N(s,q) +sD(s,r)
olacaktir. Ele alacagimiz problem
{(K1,K3) :¥(q,r) € QX R, p(s,q,r) Schur kararlidir}

kiimesinin bulunmasidir. (Akyar vd., 2010) makalesinde bir multilineer ailenin Schur
kararliligini test eden bir algoritma verilmistir. S6zii edilen algoritma kullanilarak asagida-

ki algoritma Onerilebilir:

Algoritma 3.1. P(s,q,r) aralik planti verilsin.
i) Mobius doniisiimii yardu ile p(s,q,r) karakteristik fonksiyonu Schur kararlilik
formuna getirilir.
ii) K1,K; icin uygun araliklar secilir. ((K1,K») € K gibi uygun bir kutu belirlenir.)
iii) f1(t,K1,K2,90,---sqms70s---sTn—1), f2(t,K1,K2,90, - qm,¥0s - -, Fn—1) fonksiyon-
lart (Akyar vd., 2010) makalesindeki gibi analitik olarak hesaplanir.

iv)
fl(taKlaKZ;qO;"'7qm7r07"'7rn—1) =0
fZ(taKlaKZaqu'~'7qm7r05"'7rn—l) =0
sistemi, t = t| yazilarak ve yeni ty,t3, ..., t; degiskenleri tanimlanarak multilineer-

lestirilir. Bu durumda yeni esitlikler asagidaki gibi olacaktir:

fl(tl,...,tk,Kl,Kz,qo,...,qm,ro,...,rn_l) =0
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fz(tl,...,tk,Kl,Kz,qo,...,qm,ro,...,rn,l) =0
tz—llzo, J3—t=0,....,6, —1t1 =0

burada (t1,...,t.,K1,K2,q0, - ,qm; 705+ -y Fn—1) GQ: [—2,2] X --+ X [-2,2] XK X

k tane

O X R dir.
v) O min u¢ noktalarimin birinde Schur kararlilik kontrol edilir. Eger kararsiz ise K
kutusu boliinmeye baslanir. Elde edilen kiiciik kutulardan biri sabitlenir.

vi) Sabitlenen kutu icin Q = [—2,2] x --- x [~2,2] xQ X R kutusu béliinerek her bir alt

A J/
-

k tane
kutunun u¢ noktalarinin en az birinde Schur kararlilik test edilir. Eger kararsiz ise

sabitlenen kutu yeniden boliiniir ve (vi). adim yeni kutular icin tekrar edilir.
Aksi halde s = £1 sayilarinin her birinin kok olup olmadigi kontrol edilir. Kok ise
sabitlenen kutu boliiniir ve (vi). adim yeni kutular icin tekrar edilir. Kok degil ise

f1, > nin u¢ noktalardaki tiim degerleri hesaplanir.
maxf) <0, minf; >0, maxf, <0, minfy >0

kosullarindan birisi saglaniyor ise sabitlenen kutu stabilize eden kutudur.
vii) (vi). adim IC min boliinen bagka bir kiiciik kutusu icin tekrarlamr. Verilen bir € > 0
icin kutularin boyutlar1 € dan kiiciik ise algoritma durdurulur.

Kararl olan kiiciik kutularin birlesimi K| ve K, icin aranilan kararlilik bolgesidir.
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Ornek 3.2. (Dorf ve Bishop, 2008) de verilen bir biiyiik helikopter modelini goz éniine

alalim.

Sekil 3.1: Helikopter Modeli.

Helikopterde sekildeki gibi zit yonlerde donen iki tandem pervane kullanilmak-

tadir. Belirsizlik olmadiginda helikopterin basitlestirilmis dinamigi asagidaki gibidir:
10
P(s) = 5———
8= 2335550

P(s) fonsiyonu yerine asagidaki gibi tanimli ‘P aralik plant ailesi ele alinabilir:

q0 N(s,q)
P = = 3.1
(S,q,l") S2—|—7'1S—|—7'() D(S,I") ( )

burada belirsizlik stmrlart 9 < qo < 11, 8 <rp <10, 4 < ry <5 dir (yani Q = [9,11] ve

R =[8,10] x [4,5] dr).
Kararlastiran PI kompensator ise

C(s)

. Kis+K;
S

seklindedir. (Burada K| ve K, kompensator kazanimlaridirlar).
PI kompensator sisteme uygulandiginda ele alinan kapali sistemin karakteristik

fonksiyonu
p(s.q,r) = (Kis+K2)qo + s(s* + ros+r1) = s + 15+ (Kiqo + ro)s + Kaqo

olarak bulunur. Bu polinomun Hurwitz kararliligina verilen algoritma yardimi ile baka-

lim.
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Algoritma uygulanirsa:
1. advm: Mobius déniisiimii yardimi ile p(s,q,r) karakteristik fonksiyonu Schur kararlilik

formuna getirilir ve

P(s,q,7)(s) = (Kigo+ Kaqo + ro+r1 + 1)s> + (—Kigo — 3Kaqgo — ro +r1 +3)s*
+ (—Ki1q0+3Kzq0 —ro —r1 +3)s + K1gq0 — Kagqo +ro —r1 + 1

elde edilir.
2. adum: K|, K; icin K = [-2,2] x [-2,2] olarak secelim.
3. adum: (Akyarvd., 2010) makalesindeki gibi f\(t,K1,K>,q0,70,71), f2(t,K1,K2,q0,70,71)

fonksiyonlart analitik olarak hesaplanir ise

fi(t,K1,K2,90,10,11) =

—t(K1q0+ Kaqo +ro+r1 + 1) +2K1q0 +2Kzq0 + 2rg — 21 —2

fo(t,K1,K2,q0,10,71) =

—t(K1q0 — Kago +ro —r1 + 1) +2K190 — 2Kaq0 + 2rg — 21 —2

olarak bulunur.

4. adim: Fonksiyonlar multilineer oldugu icin burada multilineerlestirmeye gerek yoktur.
5. adum: Q min ug noktalarimin birinde Schur kararlilik kontrol edilir. Kararsiz ise K ku-
tusu boliinmeye baslanmir. Elde edilen kiiciik kutulardan biri sabitlenir.

6. adum: Sabitlenen kutu icin Q = [—2,2] X -+ X [=2,2] x Q x R kutusu boliinerek biliinen

(- >
v~

k tane
her bir kutunun ug noktalarimin en az birinde Schur kararlilik test edilir. Eger kararsiz

ise sabitlenen kutu yeniden boliiniir. Ve (vi). adim yeni kutular icin tekrar edilir.

Aksi halde s = +1 den her birinin kok olup olmadigi kontrol edilir. Kok ise sabitle-
nen kutu boliiniir. Ve (vi). adim yeni kutular icin tekrar edilir. Kok degil ise f, f>» nin uc
noktalardaki tiim degerleri hesaplanir.

maxf1 <0, minf; >0, maxf, <0, minf; >0

kosullarindan biri saglaniyor ise sabitlenen kutu stabilize eden kutudur.
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7. adum: (vi). adim IC min boliinen baska bir kiiciik kutusu icin tekrarlanir.
Algoritmanmin yukarida belirtilen (iv)., (v). ve (vi). adimlarmin uygulanmast ile
elde edilen ilk on kutu asagidaki gibidir:
Bulunan K kutusu:[1,2] x [1,2], Kararli kutu sayusi: 1
Bulunan K kutusu:[0.5,1] x [1,2], Kararli kutu sayisi: 2
Bulunan K kutusu:[0,0.5] x [0.5, 1], Kararli kutu sayisi: 3
Bulunan K kutusu:[0.5,1] x [0.5, 1], Kararli kutu sayisi: 4
Bulunan K kutusu:[0,0.5] x [1,1.5], Kararli kutu sayisi: 5
Bulunan K kutusu:[1,1.5] x [0.5, 1], Kararli kutu sayisi: 6
Bulunan K kutusu:[1.5,2] x [0.5, 1], Kararli kutu sayisi: 7
Bulunan K kutusu:[—0.25,0] x [0.5, 1], Kararli kutu sayisi: 8
Bulunan K kutusu:[0.25,0.5] x [1.5,2], Kararli kutu sayisi: 9
Bulunan K kutusu:[—0.25,0] x [0.25,0.5], Kararlt kutu sayisi: 10
Bu sekilde uygun bir € > 0 icin kutularin boyutlari € dan kiigiik kalana kadar devam edilir.

Elde edilen kararli kiiciik kutularin birlesimi K ve K3 icin aranilan kararlilik bolgesidir.

Bu model icin kararlilik bolgesi asagidaki gibidir:

=05 a 0,5 1 15 2

Sekil 3.2: Helikopter modeli i¢in K;-K> kararlilik bolgesi.
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Ornek 3.3. (Dorf ve Bishop, 2008) de verilen deneysel egik kanatl ucak modeli gérz
oniine alinacaktir. Kanat diisiik hizlarda normal ¢arpik konumdadir ve siipersonik ucusa

gelistirilebilen bir carpik pozisyona tasinabilir.

Maksimum carpik
kanat pozisyonu _ _

Sekil 3.3: Egik kanatl ucak (Oblique Wing Aircraft).

Belirsizlik olmadiginda ugak (aircraft) transfer fonksiyonu asagidaki gibidir:

P( ) 645+ 128
S) =
s*+3.753 +65.65% +32s

P(s) fonsiyonu yerine asagidaki gibi tamimli P aralik plant ailesi ele alinabilir:

Pls.a. r) - st + r3s3?|ii"2—:2qi ris+ro - giiiz)) 3-2)
burada belirsizlik simirlar: 90 < go < 166, 54 < g1 <74, —0.1 <rp <0.1,30.1 < <
33.9,50.4 <r, <80.8,2.8<r3<4.6dir. (yani Q=1[90,166] x [54,74] ve R=[—0.1,0.1]
%[30.1,33.9] x [50.4,80.8] x [2.8,4.6] dir.)

Kis+K
C(s) = 28R

s
birinci mertebeden Pl kompensator yardimi ile bu sistemin kararlastirilmasi problemini

ele alalim. Bunun icin uygun K| ve K, degerleri belirlemek gerekmektedir.
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Kapali sistemin karakteristik polinomu
p(s,q,r) = (Kis+K2)N(s,q) +sD(s, )
=5+ 135" + 128 + (Kigi +11)s” + (Kigo + Kagi +r0)s + Kago
dir.
0={(q1,92,---,qn) 1q; <qi<gq, (i=12,...,n)}
olmak iizere
P={p(,q):p(s,q) =qo+q15 - +qns", (q1,92,---.qn) € O}

aralik polinomlar ailesi verildiginde

Ki(s) =q, +q]_s+q;rs2+q§'s3 +q;s4+q5_s5 +qg“s6+ ..

Ka(s) =qg +qf's+q2_s2—|—q;s3 +q;r"s4+qg's5 —|—q6_s6+ s

K3(s) = qg +qfs+q5s2+q3+s3 —|—qis4+q;s5 +qgs6+ .

Ki(s)=qy +qfs+qis* +q55° +q; " +qis° +qfs®+...
seklinde tamimlanan n. dereceden Ki(s), K(s), K3(s), K4(s) polinomlarina Kharitonov
polinomlart adi veriliyordu.

Ele alinan sistem icin Kharitonov polinomlarinin kullanildigr 16 Plant Teoremi

gecerlidir.

Teorem 3.4. (Barmish, 1994) (16 Plant Teoremi) Ni(s) ve D;(s) (i,j = 1,2,3,4) poli-
nomlart pay ve paydadaki aralik aileler icin Kharitonov polinomlart olsun. C(s) kom-

pensatoriiniin aileyi kararlagtirmasi icin gerek ve yeterli kosul bu kompensatoriin 16 tane
Ni(s)

N /N (15]217273v4)
Dj(s)

plantlerini kararlastirmasudir.
Bu teoreme gore tiim aileyi kararlastiran K|,K, degerlerini bulmak icin 16 tane

Kharitonov plantlarini kararlastiran K1,K> degerlerinin kiimelerini bulup bu kiimelerin

arakesitini almak gerekmektedir. Eger bu arakesit bostan farkli ise o zaman bagslangictaki
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aileyi kararlastiran kompensator vardir. Bu ornekte Kharitonov polinomlarina Algoritma
(3.1) i uyguladigimizda ornegin yapisindan dolayi kararlastiran (Ky,K>) kutularinin bu-
lunmasi uzun siirmektedir.

(3.2) deki N(s,q) ve D(s,r) icin strastyla ikinci ve birinci Kharitonov polinomlari

hesaplanirsa

No(s) =qg +4q;s=166+T4s

Di(s)=ry +r] s+ r;rs2 + rgrs3 + rZs4 = —0.1+30.15480.85> + 4.65> + s*

iliskili plant
T4s + 166

P =
21(8) = 46+ 80,82 1 30 15— 0.1

olur. PI kompensator ile ele alinan kapali sistemin karakteristik fonksiyonu
p2.1(s) = 5° +4.65* +-80.85° 4 (30.1 + 74K )s* + (—0.1 4 166K + 74K, )s + 166K,
olarak bulunur.

(Akyar vd., 2010) makalesindeki gibi fi(t,K1,K>,q0,q1,70,71,12,73), f2(t,K1,K2,

q0,91,70,"1,72,13) fonksiyonlart analitik olarak hesaplanir ise

fl(t7K17K27q07q17r07-'~7r3) =
(92K — 92Ks + 47) — 1(—424K, + 608K> + 102.4)

+1(116.4 4 240K, + 240K, ) — 960K, + 368K, +217.6

f2(t7K1,K27QO7QI7rOa cee ,}’3) =
—12(116.4 + 240K, +240K>) +1(92K| — 92K, +47)

—1(69.8 — 572K — 1052K,) — 368K; — 960K, +421.6

olarak bulunmaktadtr.

Algoritma (3.1) e gore bir (K1,K>) € K kutusunun kararlagtirict olmast icin t €
[—2,2], (K1,K2) € K olmak iizere (f1, f2) doniigiimiiniin goriintiisii (0,0) 1 icermemelidir.
Asagidaki gekilde bu doniigiimiin goriintiisii verilmistir. Goriintiiniin (0,0) a yakin olup

(0,0) wn etrafinda halkaya benzer bir kiime oldugu goriilmektedir. Bundan dolayt bolme-



61

elimine etme algoritmasi hizlt sonug vermemektedir.

400 1

200 +

=400 =200 0 200 400

-200 1

~400 -

Sekil 3.4: (f1, f>) doniisiimiiniin goriintiisii.

Ote yandan her bir 16 tane Kharitonov polinomu icin

{ fi(t,K1,K3) =0
f2(t7K17K2) =0

denklemleri (K, K) diizleminde birer egri belirlemektedir. Bu egri

, te[=2,2]

p(1,K;,Kp) =0
p(=1,K1,K3) =0
dogrularuile birlikte diizlemi bolgelere ayirmaktadir. Bu bolgeler polinomun inersiyasinin
sabit oldugu bolgelerdir. Kararlilik bolgesi de bu bolgelerden birisidir. Ve kolayca

tannabilir.
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Ornegin py 1 (s) igint € [—2,2] olmak iizere

0.05(137431% — 789t — 56882)
(t—2)(1380r — 4129)

1:

_0.05(3571° +26104¢ + 52t — 101456)
27 138013 — 964912 422036t — 16516

egrisi ve py1(1,K1,K2) =0 = 0 ve pr1(—1,K1,K2) = 0= K, = 0 dogrular ortaya

ctkmaktadr.

Asagidaki sekilde tiim Kharitonov polinomlari i¢in uygun egriler ve dogrular gos-

terilmistir, aralik aileyi kararlagtiran ortak K, K> lerin kiimesinin bog olmadig1 goriilmek-

tedir.
x A
/\/\\
/ / \
» AJ? \
V] R

/ﬂ/

N / /x/ } l jff \Hu

J I

Sekil 3.5: Kararlagtiran (K, K>) lerin kiimesi.




63

4 KESIKLI SISTEMLER ICIN KARARLILIK SINIRI

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k)
u(k) = Cx(k) 4.1)
ayrik zamanl sistemi g6z oniinde bulundurulsun. (Burada x € R" durum vektorii ile diger

vektOr ve matrisler uygun boyuttadirlar).

Dinamik kontrolor, x, € R" olmak iizere asagidaki gibi tanimlansin

xe(k+1) = Acxc (k) + Bey(k)

u(k) = Cexc (k) + Dey(k) 4.2)
Bu durumda kapali sistem
x(k+1) A+BD.C BC, x(k)
xe(k+1) B.C Ac xc (k)
p 4.3)
A0 B 0 D. C. c 0 x(k)
= +
0 0 1 B, Ac I xC(k)
gibi tanimlidir.
- A0 N B 0
A= , B:=
00 0 1
- D. C. ~ c 0
K:= ,Ci=
B. A, 0 7

olarak ifade edilsin. Eger A +BKC = M kararli ise bu durumda (4.2) kontrolorii (4.1)
sistemini kararli yapar.

Simdi Schur kararl bir sistemi asagidaki gibi ele alalim:

x(k+1) = Mx(k) = (A + BKC)x(k) (4.4)
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burada M pertiirbe parametrelerine (p;, i = 1,...,r) bagh matristir. Pertiirbe edilmis denk-
lem, p;, i = 1,...,r ele alinan kontroloriin parametrelerinin pertiirbeleri ve E;, i =1,...,r
de pertiirbe parametreleri ile belirli matrisler olmak iizere
x(k+1)=(M+ i}p,E,-)x(k) 4.5)
olsun. Q > 0 pozitif tanimli simetrik matris ve ; de
M'PM—-P+Q=0 (4.6)
Stein denkleminin pozitif taniml tek ¢6ziimii olsun. P matrisinin varligt M nin Schur

kararlilifindan dolayi kesindir. (Lyapunov, 1907; Horn ve Johnson, 1985)

Teorem 4.1. (4.5) sistemi asagidaki esitsizligi saglayan her p; icin kararlidir

< [Ynl<a 47
i—=1

3 lu,Wz, 2+ 46,(Q) [T T V2
\/ f=1):§':1"52j

ve W := ||[Ef PM +MT PE;||, ve v;j := |ET PE}| > dir:

burada

Kamit. M nin K Kkontrolorii ile Schur kararli oldugu varsayimi altinda, Lyapunov fonksi-
yonunu asagidaki gibi secilsin
Vi = x,{ka, (x :=x(k)) 4.8)
burada P (4.6) nin pozitif tanimli simetrik bir ¢6zlimiidiir. M kararli matris oldugundan P
nin varlig1 Lyapunov teoreminden dolay1 garantidir.
(4.5) in kararlilig1 i¢in
Vie1 = Vi <0 (4.9)

esitsizliginin saglanmasi gerekir.



buradan

dir.

T T
Vk+1 —Vk :kakaH — X ka

r r
X (M+Y piE)P(M+Y " pii)x, —xi Pxi
i=1 i=1
,
xp (M"PM — P)x;+x M" P(Y_ piE;)xy
i=1
r r r
+xf (Y. piEd) PMx+x[ Y Y pip,E! PEjx
i=1 i=1j=1

r
= X{(—Q)Xk +XZMTP(Z p,'E,')xk

i=1
r ror
—{—x,{(z pl'Ei)TPMxk —|—.)C/7€w Z Z pl'ijiTPijk
i=1

i=1j=1

Viker =k <0 &

.
piEi)xi+x (Y. piEi)" PMx;
=1 i=1

-

xI MTP(

~

r r
—HCZ Z Z p,'ijl-TPijk < x,{ka,ka

~
—

~
—

S o-mch(Q)a ka 7é 0
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(4.10)

4.11)

Rayleigh prensibi kullanilarak (Lancaster, 1969) (burada Gin(.) (Gpmax(.)) minimum ve

maximum singiiler degerleri gostermektedir)

elde edilir.

T T
Gmin(Q)xk X < X Oxy

(4.11) esitsizliginin sag tarafi eger

AM " P(Y. piEi) + (). piEi)
i=1 i=1

i=1j=1

esitsizligi saglanirsa saglanir.

"PM + Y'Y pipjE! PEj}xi < Gpin(Q)xixi (4.12)
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r r r r
i (Y. piE) PM+M"P(Y piE)+ Y. Y pip El PE;}x]
i=1 i=1 i=1j=1

r r r r
<t 1201(Y, piEr) " PM+MTP(Y piE)+ Y. Y pipiE! PEj|2|lxc2
i=1 i=1 i=1j=1

r r r
2
<3 IplllEFPM+MTPE |2+ Y. Y [pillpjl | E] PEl|2)
i=1 i=1j=1
oldugundan (4.12) esitsizligi eger

r r r
(Y IpllEfPM + MTPE|> + Y Y |pillpilIEfPEj2) < 0win(Q) (4.13)
i=1 i=1j=1

esitsizligi saglanirsa saglanir.

Wi == ||EFPM +MT PE;||» = Gpax(EI PM + MT PE;) ve v;; := ||[EI PE;||, olsun.
Bu durumda (4.13) esitsizliginin sag kismi1 asagidaki gibi yeniden yazilabilir.
pilt 4+ el + Ipr [ (pa Vin =+ || Vi)

Tt ‘Pr‘(lpl ’Vrl +.t+ |Pr|vrr)

M1 Vil
:(|p1| \prl) : +|P1|{(!p1! |pr|> : }
Zg Wy ;rﬁ Vir
SN—— ——
=H Vi
Vi1
+ +|Pr|{(lp1! . |pr|> }
=p Vir
N——
=V
Vi

= pl+py (4.14)
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(Burada v; := pv; dir.) Dolayisiyla (4.13) esitsizligi
P+ PV < Gin(Q) (4.15)

yada

P+ pv| < | ppll2 + | pyll2

<llpl2llgll2 +llpl2llv]l2

;
< lpl2lligllz+llpll2lpl2y X 1vill3
i=1

< Gmin(Q) (416)

esitsizligi saglanirsa saglanir.

Ipll2 = /X [Pl il = /Xy 7, [1ill2 = /£y vi5 oldugundan

-
<\ /Y lplP<a (4.17)
i=1

dir. Burada
l lnuz + \/Zl 1“2+4Gmm(Q)\/ ;:1 Z;’:l vizj
o=
\/ i1 Lj=1 vizj
dir. [

Not 4.2. Yukaridaki o nin pozitif oldugu kolaylikla kontrol edilebilir.

Ornek 4.3. (Singh ve Coelho, 1984) da yer alan VTOL ucak modelinin dikey diizlemdeki

lineerlestirilmis modeli
x=(A+AA)x+ (B+AB)u
seklindedir. Burada x € R* durum vektiriiniin bilesenleri
X1 := yatay hiz

X := dikey hiz

X3 := pitch orani (derece/s)
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X4 := pitch agist (derece)
dir. u = [uy,us]" kontrol vektiriiniin bilesenleri ise

uy := “kolektif” pitch kontrolii (pitch control)

u1 := “boyuna devri (longitudinal cyclic)” pitch kontrolii
dir.
Pitch \1
Di

Dikey Vanal

Sekil 4.1: VTOL ucak modeli.

A ve B matrisleri ise

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555
0.0482 —1.01 0.0024 —4.0208
0.1002 0.03681 —0.707 1.42

0 0 1 0

0.4422 0.17161
3.5446 —7.5922
—5.52 4.49

0 0



dir. Bu modelin ayriklagtirilmis hali ise asagidaki gibidir:

xi(k+1) 0.9964  0.002579 —0.0004258
xo(k+1) 0.004513  0.9037  —0.01879
wk+1) || 0009762 003388  0.9383
xa(k+1) 0.0004922 0.001741  0.09677
0.04451  0.01666
0.3407  —0.7249 uy (k)
! ~0.5278  0.4214 s (k)
—0.02678 0.02151

ﬂ@=(01 oo)ﬂ@

Bir kararlastiran kontrolor asagidaki gibidir:

K=

Buradan

0.9964

0.0045
M =A+BKC =

0.0098

0.0005

dir. Pertiirbe denklem ise asagidaki gibi

—1.63522
1.582236

—0.0438
—0.8004
1.5637
0.0796

yazilabilir.

—0.0004
—0.0188
0.9383
0.0968

—0.04597
—0.3834
0.1302

1.007

—0.0460
—0.3834
0.1302
1.007
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0.9964 —0.0438 —0.0004 —0.0460

0.0045 —0.8004+p; —0.0188 —0.3834
x(k+1) = x(k) (4.18)
0.0098  1.5637 0.9383  0.1302

0.0005 0.0796 0.0968 1.007 + p>

Teorem (4.1) bu model icin uygulanirsa kararilik sinir
o =0.8036
olarak elde edilir. Dolayistyla (4.18) sistemi
pr+ p3 < (0.8036)2 (4.19)

esitsizligini saglayan her p icin Schur kararlidrr.

Eger p1 = 0.7 ve po = 0.4 olarak alimirsa (pertiirbe parametre degerleri teoremi
saglamaz) (4.18) sistemi kararsizdir. (Gergekten, M+ Y;_, p;E; nin 6zdegerleri —0.1006,
0.9734 +0.2326i, 0.9734 — 0.2326i, 0.9952 dir. Ilk ii¢ 6zdeger birim disk icerisinde yer
almaz).

Ancak eger p1 = 0.6 ve py = 0.4 olarak alimirsa (pertiirbe parametre degerleri
teorem kosullarini saglar) (4.18) sistemi kararlidir. (Gergekten, M+Y ;| p;E; nin 6zdeger-
leri —0.1958, 0.9710+0.2202i, 0.9710—0.2202i, 0.9951 dir. Tiim ozdegerlerin modiilleri

birden kiiciiktiir ve birim disk icerisinde yer alirlar).
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5 SONUCLAR

Bu calismada, aralik sistemlerin ortak quadratik Lyapunov fonksiyonlarinin varligi
problemi incelenmistir. 2 X 2 ve 3 x 3 boyutlu aralik sistemler icin Lyapunov ve Stein
esitsizliklerini saglayan pozitif diyagonal ¢6ziimiin varligi ve n x n boyutlu aralik Z-
matrisler ailesinin Hurwitz diyagonal kararlilig1 i¢cin gerek ve yeter kosullar elde edilmistir.
Bunun yanisira n x n boyutlu aralik ailenin Hurwitz diyagonal kararliligina dair bir yeter
kosul verilmisgtir.

Sifir1 icermeme prensibine ve multilineer fonksiyonlarin ekstremal 6zelliklerine
dayanarak transfer fonksiyonu bilinen kontrol edilebilen aralik sistemlere bir birinci mer-
tebeden PI kontrolorii uygulanarak sistemi kararli yapan oransal ve integral kazanci kat-
sayilarin1 belirleyen bir algoritma olusturulmustur. Algoritmanin uygulanmasinda, her
zaman algoritmanin hizli sonu¢ vermeyebildigi goriilmiis ve bu durum ornekler iizerinde
aciklanmustir.

Disa yaklagim metodu kullanilarak kesikli zaman dinamik sistemlerin kararlilik

sinirin1 veren bir sonug elde edilmistir.
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