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OZET

KESIRLI TUREVLI SONUME SAHIP TEK VE iKi SERBESTLIK DERECELI
SISTEMLERIN YAKLASIK COZUMLERI VE KARARLILIK ANALIZLERI

Bu tez kapsaminda, yapilarin dinamik analizlerinde Kkritik bir parametre olan sonim
terimlerini igeren matematiksel modeller ele alinmistir. Dinamik sistemler, hem tek serbestlik
dereceli hem de iki serbestlik dereceli olarak ayri ayri degerlendirilmis ve bu sistemlerin
titresim davranislar1 incelenmistir. Modellerde 6zellikle, gergege daha yakin sonuglar elde
edebilmek amaciyla, Kkesirli tirevli olarak modellenmis olan soniimlere odaklanilmuistir.
Kesirli tiirevlerin kullanilmasi, geleneksel tam say1 mertebeli tiirevlere gore daha genis bir
fenomeni modelleyebilme kapasitesine sahip olup, yapilarin dinamik tepkilerini daha hassas

bir sekilde tahmin etme olanagi sunmaktadir.

Tezde, bu soniim modellerinin matematiksel ¢6ztimleri elde edilerek, bu ¢6ziimler tizerinden
kararlilik analizleri gergeklestirilmistir. Kararlilik analizleri, sistemin c¢esitli parametreler
altindaki davranigini ve olast dengesizliklerini ortaya koymakta olup, bu analizler yapilarin
giivenli tasarimi agisindan Kritik 6neme sahiptir. Coziim yontemi olarak, dogrusal olmayan
sistemler ve kesirli tiirevler igeren modeller igin gii¢lii bir arag olan ve analitik ¢oziimlerin zor
oldugu durumlarda kullanilabilen bir pertiirbasyon teknigi olan ¢ok zaman o6lgekli metot
tercih edilmistir. Bu metodun sagladigi avantajlarla, hem dogrusal olmayan etkilerin hem de
kesirli sontim terimlerinin dinamik sistemin davranisi tizerindeki etkileri analiz edilmistir.
Uygulama olarak, iki serbestlik dereceli sisteme ait matematiksel model ele alinmistir. Serbest
titresim ve baskin rezonans genel c¢oziimleri ile kararli durum ¢oéziimleri elde edilmistir.
Kararli durum ¢oztimlerinin genel ¢oziimler ile gakistigi bolgeler grafiklerle sunulmustur. a
parametresinin ¢oziimler iizerinde etkileri, zaman-deplasman grafikleri ve genlik-zaman

grafiklerinde gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel Model, Séniim, Cok Zaman Olgekli Metot, Kesirli Tiirev,

Kararlilik.



ABSTRACT

APPROXIMATE SOLUTIONS AND STABILITY ANALYSIS OF SINGLE AND
TWO DEGREE OF FREEDOM SYSTEMS WITH FRACTIONAL DAMPING

In this thesis, mathematical models, including damping terms, which are critical parameters in
dynamic analyses of structures, are considered. Dynamic systems have been analyzed
separately, considering both single-degree-of-freedom and two-degree-of-freedom systems,
and their vibration behavior has been investigated. The models mainly focus on fractional-
order damping to obtain more accurate results. Using fractional derivatives allows for a
broader range of phenomena to be modeled compared to traditional integer-order derivatives,
providing the ability to predict the dynamic responses of structures more precisely.

In the thesis, the mathematical solutions of these damping models are obtained, and stability
analyses are performed based on these solutions. Stability analyses reveal the system's
behavior under various parameters and possible instabilities, and these analyses are critical for
the safe design of structures. As a solution method, the method of multiple scales, which is a
powerful tool for nonlinear systems and models containing fractional derivatives and a
perturbation technique that can be used in cases where analytical solutions are difficult, is
preferred. With the advantages provided by this method, the effects of both nonlinear effects
and fractional damping terms on the behavior of the dynamic system are analyzed. As an
application, the mathematical model of the two-degree-of-freedom system is examined. Free
vibration and primary resonance general solutions and steady-state solutions are obtained. The
regions where the steady-state solutions coincide with the general solutions are presented with
graphics. The effects of a parameter on the solutions are demonstrated with time-

displacement and amplitude-time graphs.

Keywords: Mathematical Model, Damping, Multiple Time Scale Method, Fractional
Derivative, Stability.
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1. GIRIS

Yapilarin dinamik davraniglarinin dogru bir sekilde analiz edilmesi, miihendislik
tasarimlarinda gilivenlik ve performans ag¢isindan biiyiik 6nem tasir. Bu baglamda, séniim
terimlerini igeren matematiksel modellerin gelistirilmesi, sistemlerin  gergek diinya
kosullarinda nasil davranacagini anlamak igin Kkritik bir bilesen olarak 6ne ¢ikar. Geleneksel
modellerin Gtesine gegerek, Kkesirli tirevli soniimler gibi daha karmasik matematiksel
yaklasimlar, sistemlerin dinamik tepkilerini daha hassas bir sekilde tahmin etme olanag:
sunar. Bu tez, kesirli tiirevli sontimler kullanilarak modellenmis farkli serbestlik derecelerine
sahip dinamik sistemlerin davranislarin1 inceleyerek, bu tiir modellerin miihendislik

uygulamalarindaki potansiyelini degerlendirmeye amaglamaktadir.

Son yillarda, kesirli hesaplama, klasik tamsay1r mertebeli modellerle tam olarak temsil
edilemeyen sistemleri modellemek i¢in miihendislik, fizik, biyoloji, mekanik ve finans gibi
birgok alanda etkili ¢6ziimler sunan gii¢lii bir arag olarak ortaya ¢ikmistir. Kesirli hesaplama,
geleneksel tam sayr mertebeli tirev ve integral kavramlarinin bir genellestirilmesidir ve
sistemlerin daha karmasik dinamiklerini modellemeye olanak tanir. Kesirli tiirevler ve
integraller, bellek ve gegmis bagimlilig: gibi 6zelliklere sahip siiregleri daha dogru bir sekilde
modelleyebilir, bu da 6zellikle séniim ve yayilim siireglerinin analizinde biiyilk 6nem tasir.
Kesirli hesaplama, sistemlerin gegmise bagimliligin1 géz dniinde bulundurarak, daha gergekei
ve hassas sonuglar elde edilmesine olanak tanir. Kesirli hesaplama teorisi ve uygulamalarinin
ayrintili agiklamalari1 (Podlubny, 1999; Debnath, 2003; Miller ve Ross, 1993)’ de verilmistir.

Genellikle diferansiyel denklem ve denklem sistemleri ile modellenen bilimsel ve
fiziksel alanda karsilasilan problemlerde lineer olmama, degisken katsayiya sahip olma gibi
analitik ¢oziimii zorlastiran ¢esitli zorluklarla karsilasilabilir. Modeller, analitik ¢6ziimler
bulunamadiginda ¢esitli yaklagimlar ve sayisal tekniklerle ¢oziilmektedir. En 6nemli yaklagim
yontemlerinden biri, yaklasik analitik ¢oziimler saglayan bir teknik olan pertiirbasyon
yontemidir. Diferansiyel denklemler igin pertiirbasyon teorisinin kokenleri, Poincare’nin gék
mekanigindeki zorluklardan kaynaklanan adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in yaklasik
cozliimler gelistirdigi 19. yiizyila kadar uzanir (Poincare, 1959). Asil probleme bagli daha
basit bir problemi ele almak ve ardindan iki problem arasindaki farki agiklayan kii¢iik
terimleri ekleyerek ¢oziimi iyilestirmek prensibine dayanir. Genellikle bu kiigtik terimler,
basit problemden sapmayi 6lgen kiigiik bir parametrede (&) kuvvet serisi seklinde ifade edilir.
Baslangigta, pertiibe edilmemis problem (yani, e = 0 oldugunda) ¢6ziiliir ve daha sonra bu

¢ozimi iyilestirmek igin kiiglik diizeltmeler yapilir ve sonunda asimptotik bir seri olarak ifade



edilen bir yaklasik ¢oziim elde edilir (Nayfeh, 2011; Murdock, 1999; Holmes, 2013). Ancak,
bu yaklasimlar genellikle uzun zaman olgeklerinde dogruluktan yoksundur. Bu sorunu
gidermek igin, arastirmacilar ¢ok zaman oOlgekli pertiirbasyon yontemini gelistirdiler. Bu
yontem, uzun zaman dilimleri boyunca gecerli olan daha giivenilir yaklagimlar iiretmek icin
tasarlandi. Cok zaman 6lgekli metodun tarihsel gelisimi hakkinda daha fazla tarihsel gelisimi
hakkinda daha fazla ayrinti i¢in (Kevorkian ve Cole, 1996; Nayfeh, 2008; Bender ve Orszag,
2013) referanslarina ve bu referanslarda yer alan kaynaklara bakilabilir. Cok zaman 6l¢ekli
metot, bir pertiirbasyon teknigi olarak, bir¢ok matematiksel probleme uygulanabilir. Bu
yontem, Ozellikle zayif dogrusal olmayan, soéniimlii ve zorlamali dinamik sistemler gibi
problemlerin ¢oziimiinde kullanilir. Cok zaman 6lgekli metot ile dogrusal olmayan frekanslar
ve kararlilik sartlar1 belirlenebilir. Ayrica, bu yontem i¢ rezonanslar, parametrik ve birincil

rezonans durumlarinin analizine de olanak tanir.

Bu tez ¢alismasinda, kesirli tiirev ile modellenmis soniim terimi igeren matematiksel
modeller incelenmistir. Tez bes bolimden olusmaktadir. Birinci bolim giris kismina
ayrilmustir. Ikinci béliimde tezde kullanilan temel kavramlar verilmistir. Tezde ele alman
sistemlerin yaklasik analitik ¢oziimleri Cok Zaman Olgekli metot kullanilarak elde edilmis ve
bu ¢oziimler {izerinden kararlilik analizleri yapilmistir. Bu yontem ile ilgili ayrintilar ve
uygulamalar tigiincti boliimde verilmistir. Dordiincii boliimde, hem tek serbestlik dereceli hem
de iki serbestlik dereceli dinamik sistemler ele alinmis ve bu sistemlerin titresim davraniglar
degerlendirilmistir. iki serbestlik dereceli sisteme ait matematiksel modelin serbest titresim ve
baskin rezonans durumlar1 igin genel ve kararli durum ¢o6ziimleri elde edilmistir. Kararli
durum ¢oziimlerinin genel ¢o6ziimlerle oOrtlistigii bolgeler grafiklerle sunulmus ve
parametrelerin ¢oziimler tizerindeki etkileri zaman-deplasman ve genlik-zaman grafiklerinde

gosterilmistir. Son boliimde ise sonug kismina yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilan temel kavramlar yer almaktadir.

Tamm 2.1. (Lineer Diferansiyel Denklem) by, by, by, bs, ..., b, Ve @, t’nin fonksiyonlar1

olmak tizere,

bo()y(®)™ + by )y ()™ + by () y (&)™ + -+ + b (DY (L) = g(b)

denklemine by (t) # 0 olmak tizere n. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. g(t) =
0 ise denklem lineer homojen diferansiyel denklem, g(t) # 0 ise lineer homojen olmayan

diferansiyel denklem olarak adlandirilir.

Tammm 2.2. (Diferansiyel Denklem Sistemi) Diferansiyel denklem sistemi, iki veya daha
fazla fonksiyonun tiirevlerini iceren ve bu fonksiyonlar arasindaki iliskileri tanimlayan
diferansiyel denklemlerin olusturdugu kiimeye denir. Bu sistemler genellikle fizik,
miithendislik, biyoloji ve ekonomi gibi alanlarda matematiksel modeller olusturmak igin

kullanilir.

dy,
_d = 106 Y1, Y20 o0 V)
X

dy,
d :fZ(xrylfyZ""'yn)
x

dy,
d_n = fn(x' Y Y2 ""yn)

X

seklinde ifade edilir.

Burada x € R dir ve f;:D c R"™ - R siirekli kismi tiirevlere sahip siirekli
fonksiyonlardir. Bu sistemde (yy,y,,...,¥,) bagimli degiskenlerdir ve x ise bagimsiz
degiskendir. Her bir denklem, bagimli degiskenlerin tiirevlerini ve diger bagimli degiskenleri

igerir.



Tamm 2.3. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu Euler tarafindan

I'(z) = f e tt?ldt, VvVz>0
0
seklinde tanimlanmaktadir (Podlubny, 1999).

Tammim 2.4. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) Her sonlu (a, t) araliginda f fonksiyonu
stirekli ve integrallenebilir olmak {izere ven éN*,n — 1 <a <n, a > 0 olmak lizere t > a i¢in
reel bir f fonksiyonunun «. mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi

" f f(@

1
DO = r—pyar |, G- e @

seklinde tanimlanmistir (Podlubny, 1999).

Tanmim 2.5. (Ustel Fonksiyonlarin Kesirli Tiirevi)

0+Da iwt _ (iw)aeiwt

sm(na)j‘>0 s%e~st

2.1
a+iw ds @D

Burada i karmasik say1 v—1"i gostermektedir. Eger a degeri birime ¢ok yakin oldugunda,
kesirli parametre o’nin biiyiikliigii yeterince kiigiikse ve oldukga biiyiik w frekanslari igin

(2.1) denkleminin sag tarafindaki ikinci terim ihmal edilebilir, dolayisiyla
0+D;zeiwt — (iw)aeiwt

olmaktadir (Rossikhin, 2010).
Buradan sonra a. metrebeden kesirli tiirev, islem kolayligi olmasi agisindan D¢

seklinde gosterilecektir.

a(B)
0b(B)

|Al < o0 ise B —0 iken f(B)=0[b(B)] olarak yazilir. Burada a fonksiyonu b
fonksiyonunun g — 0 iken O altindaki goriintiisiidiir (Nayfeh, 2011).

Tamm 2.6. (Mertebe Sembolii) a ve b reel fonksiyonlar olsun. Eger, 11m =Ave(l<

= 1 oldugunda, sin(B) = 0(B)’ dir.

Ornegin; llm ﬁ(



Tanim 2.7. (Sekiiler Terim) Pertiirbasyon yontemi kullanilarak ¢6ziimii bulunan bir
denklemin O0(1) mertebesinden itibaren her bir ¢oziimiin bir sonraki mertebeye yerine
yazilmasi sonucunda, zaman degiskeni t arttikca sinirsiz artisa neden olan terimler sekiiler

terim olarak adlandirilir.

Tanim 2.8. (Serbestlik Dereceli Sistem) Bir sistemdeki serbestlik derecesi, hareketi
tanimlayan birbirinden bagimsiz degiskenlerin sayisini ifade eder. Eger sistemde tek bir
bagimsiz degisken varsa, bu sistem tek serbestlik dereceli olarak adlandirilir; eger iki

bagimsiz degisken varsa, sistem iki serbestlik dereceli olarak adlandirilir.

Tamm 2.9. (Serbest ve Zorlanms Titresimler) Sistem disaridan herhangi bir etki olmadan
baslangi¢ titresimi ile saliniyorsa, buna serbest titresim denir. Ancak sisteme belirli bir dis

kuvvet uygulanarak saliniyorsa, bu tiir sistemlere zorlanmus titresim denir.

Tanmm 2.10. (Soniimsiiz ve Soniimlii Titresimler) Titresim sirasinda herhangi bir enerji
kayb1 yoksa bu titresime soniimsiiz titresim denir, fakat enerji kaybi1 var ise bu titresime

sOntimlii titresim denir.

Tammm 2.11. (Rezonans) Rezonans, bir sistemin uyarildigi frekans ile sistemin dogal
frekansinin ayni veya ¢ok yakin olmasi durumunda, sistemde olusan titresim genliklerinin gok

bliylik degerlere ulagmasi olayidir.

Tammm 2.12. (Limit Dongiisii) Dogrusal olmayan mekanik sistemlerde, salinim genliginin
baglangi¢c noktasindan bagimsiz oldugu siirekli salinimlar gosteren ve bozulma olmaksizin
kapal1 bir yoriinge olusturan durumdur. Kararli limit dongiilerinde, sistem hareketi, baslangic
noktasina bakilmaksizin bu dongiiye ulasir; kararsiz olanlarda ise en kii¢iik bir bozulma,

sistemi dongiiden uzaklastirir.



3. PERTURBASYON METODU

Pertiirbasyon metodu, analitik olarak ¢oziilemeyen bir problemi, bu probleme benzer
fakat ¢6ziimi bilinen basit bir problem tizerinden ele alarak yaklasik bir ¢oziim bulmak igin
kullanilan bir matematiksel tekniktir. Coziimi bilinen bir probleme kiiciik terimler eklenerek
elde edilen yeni matematiksel model genellikle analitik olarak ¢o6ziilemez. Bu tiir

problemlerin ¢6ziimleri, pertiirbasyon metodu yardimiyla yaklasik olarak elde edilebilir.

Bu yontemde, istenen ¢oziim, bilinen ¢ozimiin etrafinda kii¢iikk bir parametre
kullanilarak bir kuvvet serisi ile ifade edilir. Kuvvet serisinin ilk terimi, bilinen problemin
¢oziimudir; diger terimler ise orijinal problemden sapmayi1 yansitarak, c¢oziimdeki

degisikliklerin boyutunu gosterir.

Pertiirbasyon yontemi, dogrusal olmayan sistemlerde ve analitik ¢6ziimleri zor olan
problemler i¢in ozellikle kullamishidir. Kiigiik sapmalarin sistem {izerindeki etkilerini
incelemeye imkan tanityan bu yontem, miihendislik, fizik ve matematik alanlarinda genis bir
uygulama alanina sahiptir. Ayrica, dinamik sistemlerin kararliliginin incelenmesinde ve
ozellikle ¢ok zaman olgekli metot yontemiyle dis etkilerin sistemler tizerindeki etkilerinin

analizinde de oldukga kullanishdir.
3.1. Cok Zaman Olcekli Metot

Bu tez calismasinda pertiirbasyon yontemlerinden biri olan ¢ok zaman 6lgekli metot
kullanilmigtir. Bu yontem pertiirbasyon teorisinde kullanilan onemli bir tekniktir ve 6zellikle
zamanla degisen sistemlerin dinamik analizinde etkilidir. Bu yontem, farkli biiyiikliiklerde
zaman olgeklerine sahip sistemleri incelemek igin gelistirilmistir. Karmagsik sistemlerde,
davraniglar hem kisa hem de uzun zaman araliklarinda farklilik gosterebilir. Bu yontemde,
¢oziim birkag farkli zaman 6lgegine boliinerek her bir zaman 6lgeginde sistemin davranisi ayri
ayr1 ele almir. Kiigiik parametrelerle ifade edilen bu zaman o6lgekleri, kisa donemli hizli
dinamikleri ve uzun dénemli yavas degisimleri anlamaya olanak tanir. Ozellikle dogrusal
olmayan sistemlerde rezonans, kararlilik ve kii¢iik digsal kuvvetlerin etkilerini analiz etmekte
kullanilan ¢ok zaman 6lg¢ekli metot, dogrusal olmayan sistemlerde ¢6ziimiin farkli zaman

olgeklerinde nasil gelistigini daha hassas bir sekilde inceleme imkani saglar.



(Co6ziim fonksiyonu
U=1ug+ eu; + %u, + - (3.1)

formunda ifade edilsin. Burada € (¢ «< 1) pertiirbasyon yontemi ig¢in gerekli olan kiigiik
parametre, u yaklasik analitik ¢oziim, ug, u;, u, sirastyla O(1), O(e), O(&?) mertebe

¢Oziimlerini ifade etmektedir.

Pertiirbasyonda ¢6ziim fonksiyonun seri agiliminda belli sayida terim alinarak ¢6ziim
yapilir. Ornegin ilk iki terim, yani u, + uy, dikkate almarak ¢6ziim bulunabilmektedir.

Cok zaman 6lcekli metotta ¢oziimiin zaman bagimliligt

Ty = t— hizli zaman dlgegi
T, =&t — yavas zaman ol¢egi

T, =&?t— daha yavas zaman dlgegi

T,, =&™t— daha da yavas zaman dlgegi

seklindedir. Dolayisiyla zaman parametresine goére

u(t; €) = u(Ty, Ty, Ty,...,Ty ; €)
seklinde bir ¢oziim fonksiyonu aranmaktadir. C6ziimiin pertiirbatif agilimi

u=uy(Ty, Ty, Tz, ... T)+ ey (To, Ty, Ty ... T)+ €2y (To, Ty, Ty ... Ty +... (3.2)
olmaktadir.

Boylece t'nin bir fonksiyonu olan u ¢6ziimi, Ty, Ty, Ts,..., T, terimlerinin bir
fonksiyonuna doniismektedir. Tiirev ifadeleri Ty, Ty, T,,..., T, lere bagh ve Dn:aaTn zamana

gore tiirevler olmak tizere;

a_90 , 0 20
dt T, +£6Tl+€ aT,

= D0+ £D1 + €2D2+... (33)
dZ

92 d 92 LK
_ 26 —— 52 (— )
dt2 9T + dTo0Ty t ATy 0T, t ATy > t

== Dg+2€D0D1 + gz(Df + ZDO D2)+ e (34)

ve



(i)a = D% + eaD¥ 1Dy + -+ (3.5)
dt 1 '

seklindedir. Burada t ve € bagimsiz degiskenler iken; Ti,(i=1,2,...) ler de bu iki degiskenin

fonksiyonudurlar ve bu nedenle bagimli degiskenlerdir.
3.2. Uygulama Ornekleri
Bu kisimda ¢ok zaman 6lgekli metot ile ilgili ¢esitli uygulamalar verilmistir.

Ornek 3.2.1.
Uu+2eu+u=0 (3.6)
(3.2) - (3.4) esitlikleri (3.6) denkleminde yerine yazilarak mertebelendirilir ise
0(1):D3uy +uy =0 (3.7)
0(&): D3uy + u; = —2DyDyuy — 2Dgyu, (3.8)
elde edilir. Lineer homojen (3.7) denkleminin ¢ziimii
uy = Ae'To + Ae=tTo (3.9

formunda onerilir. Burada A, A’nin karmasik eslenik fonksiyonudur. (3.9) ¢oziimii (3.8)

denklemine uygulandiktan sonra

D3uy +uy = —2DoD, (Ae'™ + k.e.) — 2Dy (Ae'To + k.e.) (3.10)

elde edilir. Burada k. e. karmasik eslenigi ifade etmektedir. (3.10) denkleminden sekiiler
terimler ayiklanip (yani e’ ve e~To katsayilarina sahip olan terimler ayiklanip) sifira

esitlenmesi ile ¢oziilebilirlik sarti

DA+A=0 (3.11)
olarak elde edilir. A(T;) fonksiyonunun

A =~a(Ty)eT
kutupsal formu goz oniinde bulundurularak ve (3.11) ¢oziilebilirlik sartindan

3@/ () + i5a(T)B (Ty) +5a(T) = 0 (312)

esitligi elde edilir. Elde edilen (3.12) esitliginde reel ve sanal kisimlar ayrildiginda asagidaki
esitlikler elde edilir



iR:%a’(Tl) + %a(Tl) =0

S:%a(Tl)ﬁ’(Tl) =0.

Buradan,
a'(Ty) +a(T;) =0 (3.13)
a(T)pB'(Ty) =0 (3.14)

olur. Burada (3.13) denkleminden a(T;) = ape™"* ve (3.14) denkleminden g = fo elde edilir.

Bu degiskenlere gore u,
Uy = age " cos(Ty + Bo) (3.15)
seklinde olur. Elde edilen (3.15) denklemi, (3.2)’de yerine yazilirsa,
u = ape ¢ cos(t + fy)
¢ozimii elde edilir (Kiiziin, 2024).
Ornek 3.2.2. Ikinci mertebeden kiibik non-lineer Duffing denklemi asagidaki gibidir:

i +u+eud =0. (3.16)

(3.2)-(3.4) esitlikleri (3.16) denkleminde yerine yazildiktan sonra denklem mertebelere ayrilir

I1Se
O(1): D¢ ug+uy =0 (3.17)
O(e): D2 us+u; =—2DyDyug —ud (3.18)
elde edilir. Burada (3.17) lineer homojen denkleminin ¢6ziimii
uy = A(Ty)e'T + A(T,)e o
formunda alinir ve (3.18) denklemine uygulanirsa,
Déuy +u; =—2DyD; (A(Ty)e'™ + A(T)e™ ) —(Ae'To + /Te‘iTO)3
elde edilir. Bu denklemde sekiiler terimlerin yok edilmesi sonucu

—2iD;A—34%24=0

esitligi elde edilir.



A =a(T;)eT™
oldugundan, asagidaki denklem elde edilir.
—2i Ga’(Tl)eiﬁ(Tl) + i%a(Tl)eiﬁ(Tl),B’(Tl)>
-3 i a?(Ty)e? T % a(Tye #T = o,
Burada (") sembolii T;” e gore tiirevi temsil etmektedir. Burada gerekli islemler yapildiginda
—=a3(Ty) + 2a(T)B'(Ty) — 2ia’ (T;) =0

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte reel ve sanal kisimlar ayrildiginda asagidaki esitlikler elde

edilir.
R : —2a3(Ty) + 2a(Ty)B'(Ty) = 0 (3.19)

3 :a'(Ty) =0. (3.20)

Burada (3.20) denkleminden a(T1) =a, ve (3.19) denkleminden B(T;) = §a§T1+ B, elde edilir.

Bu degiskenlere gore uy ¢oziimii

. 3
Uy = %aoel(TOJrEa‘z’TﬁﬁO) + k.e. (3.21)

olmaktadir. Elde edilen (3.21) ¢oziimii, (3.2)’de yerine yazilirsa asagida ¢oziim elde

edilmektedir
U = a, Cos (t + %a(z)et + [30)

seklinde bulunur (Kiiziin, 2024).
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4. KESIRLI SONUMLU SISTEMLER VE KARARLILIK ANALIZLERI

Yiiksek binalarin yayginlagmasi ile birlikte deprem, riizgar, vb. dis etkilerin binalar
iizerinde etkileri de anlamli hale gelmistir. Ozellikle de geleneksel insaat malzemelerinin
yerine daha hafif ve yiiksek dayanimli yeni nesil malzeme kullanimlar1 yapilarin eskisinden
daha az soniimlenmesine sebep olmustur. Modern (Hafif) binalarin narin (ince) yapisi ve
yiikseklik artisi ile soniimlemenin azalmasi sebebiyle; deprem, riizgar vb. durumlarda binanin
yaptig1 salimimin kabul edilebilir sinirlar igerisinde kalmasi 6nem arz etmektedir. Ciinkii bina
salmimi hem yap1 biitiinliigiiniin korunmasin1 hem de binalarda yasayan insanlarin yasam
kalitesini etkilemektedir. Salinim etkilerin minimuma indirgenmesi ile ilgili calismalarin
Onemi artmis Ve calismalar hiz kazanmis, ¢esitli yontemler gelistirilmistir. Binalarin
saliniminin uygun sinirlarda kalmasi igin sertlik, dogal soniimleme ve ¢esitli ek soniimleme
tirleri arastirilmistir. Mekanik sontimleyiciler ile titresim kontrolii yayginlagmustir.

Taipei 101, Burj Khalifa, Petronas kuleleri, Shanghai Diinya Finans Merkezi, vb.
Diinyanin En Yiiksek Binalar1 (The World’s Tallest Buildings/Super-Tall Buildings gibi
isimlendirilen) olarak bilinen yapilar, hem yeni nesil yap1 malzemeleriyle hem de yiiksek-
narin binalar olarak insa edilmistir. Bu binalarda ¢esitli dinamik titresim sontimleyiciler
kullanilmigtir ve en yaygin bilinenlerden biri ise ayarlanmis kiitle soniimleyicilerdir (tuned
mass damper) (Gutierrez ve Adeli, 2013; Li vd., 2011; Kourakis, 2007; Poon vd., 2004).

4.1. Tek Serbestlik Dereceli Sistem

Tek serbestlik dereceli sistem (SDOF), genellikle miihendislikte ve titresim analizinde
temel bir model olarak kullanilir. Deprem, riizgar veya diger dis kuvvetler altindaki yapilarin
dinamik davraniglarin1 anlamak ve analiz etmek i¢in bir aragtir. SDOF modelinin basitligi,
daha karmagik sistemlerin anlagilmasina yonelik ilk adim olarak islev goriir, 6zellikle

yapilarin titresim ve kararlilik analizlerinde yaygin olarak uygulanir.

Tek serbestlik dereceli sistemlerin (SDOF) sagladig: basit ama etkili analiz yontemi,
ozellikle yiiksek yapilar gibi karmasik yapilarin dinamik davranislarini anlamada biiyiik 6nem
tagir. Taipei 101 gibi gokdelenlerde, bu sistemler kullanilarak yapinin dogal frekanslari ve
titresim Ozellikleri belirlenir. Dis kuvvetlerin etkilerini azaltmak amaciyla kullanilan tek
kiitleli ayarlanmig kiitle soniimleyici sistemleri, bu tiir analizlerin temelini olusturur. Taipei
101 binasi, bu teknolojiye sahip en iyi bilinen o6rneklerden biridir ve burada kullanilan
ayarlanmis kiitle sontimleyici, fiziksel olarak bir sarkag (pendulum) sistemi olarak
modellenmistir (Gutierrez ve Adeli, 2013; Poon vd., 2004). Sekil 4.1. (a)-(b) de

sonlimleyicinin bina igerisinde yerlesimi goriilmektedir. Taipei 101'de bulunan 728 tonluk
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kiire, riizgarm ve sismik aktivitenin gokdelen {lizerindeki etkilerine karsi koymak igin
tasarlanmis bir soniimleyicidir, binanin deprem ve riizgar yiikleri altinda olusabilecek

titresimlerini soniimleyerek yapinin stabilitesini artirmaktadir.

(b)

Sekil 4.1. (a) Taipei 101 in ayarlanmuis kiitle soniimleyicisi (b) Kiitle soniimleyicisinin bina

icindeki yerlesimi.

Sekil 4.2. Sarkaca ait serbest cisim diyagramu.

Sekil 4.2. de ise sarka¢ sisteminin matematik modeli i¢in serbest cisim diyagrami
verilmistir. Sarkacin matematik modeli ikinci mertebeden diferansiyel denklem ile
verilmektedir. (Sinir vd., 2021) ¢alismasinda sarkag sistemi kesirli tiirevli soniime sahip non-
lineer diferansiyel denklem olarak modellenmis ve kesirli tiirev mertebesi a’nin ¢éziimler

iizerinde etkileri incelenmistir. Bu model, Ornek 4.1.1. de ayrintili olarak verilmistir.

Ornek 4.1.1. Tek serbestlik derecesine sahip sistemlerin salmimlarini temsil eden non-lineer

kesirli tliireve sahip matematik model asagidaki gibidir.
i + 2AD%(u) + w3 sin(u) = 0. (4.1)

Burada u salinim yapan sarkacin agis1, w, sarkacin dogal frekansi, £ soniim katsayisidir.
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Non-lineer etkileri hesaba katarak u = 0 civarinda sin(u)’nun ag¢ilimi yapilip ilk iKi

terim alindiginda (4.1) denklemi
. ADa 2 1.3\ —
i+ 24D (u)+a)0(u—gu)—0 4.2)

denklemine doniisiir. Burada soniim teriminin etkisi ¢ok kii¢iik kabul edilmistir. Dolayisiyla
denklemde soniim terimi €2 mertebesinde yer alacaktir, yani fi = 2y diir.

(4.2) icin u ¢oziim fonksiyonu

U= Uy + Uy + 2uy + 3ug + - (4.3)

. . a . . . 1o 1. o
seklinde seriye agilsin. T, = €™t ve D,, = pr olmak iizere zaman tiirevlerine iliskin bagntilar
n

asagidaki sekilde yazilabilmektedir.

= =Dy +eD; +2D;, + -+, (4.4)

2
L — D2+ 2eDyD; + £2(D? + 2DyD,) + -+, (4.5)
(4.6)

dt?
a\* _ na a-1
() =D%+e(@pDy) + -+,

(4.3)-(4.6) ifadeleri (4.2) denkleminde yerine yazilip €’un ilk {i¢ mertebesi dikkate alinarak

0(e) : D2uy+ wiu; =0 4.7
O(?) : Duy+ wiu, = —2DyDyuy (4.8)
O(3) : D¢uz+ wiu; = —2DyDyu, — D?u; — 2DyDyuy — 2uD%u, + %%uf 4.9)
esitlikleri elde edilmektedir. (4.7) denklemi
Uy = Ay (Ty, Ty)e' o™ + A, (T, T,)e~'woTo (4.10)
genel ¢6ziim formuna sahiptir. (4.10), (4.8)’de yerine yazildiginda
Déu, + wiu, = —2iwyD; A et + k. e. (4.11)
elde edilir. Esitlik (4.11)’ teki sekiiler terimlerin yok edilmesi ile
D,A; =0 (4.12)
denklemi bulunur. Burada (4.12)’tin A; = A,(T,) ¢oziimii elde edilir. (4.11) denklemi
(4.13)

Uy = Ay (Ty, Ty)e'@oTo + A, (Ty, Ty)e ™' @oTo

genel ¢oziim formuna sahiptir. (4.13), (4.9)’ de yerine yazildiginda,
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Dgu3+ (U(Z)ug = —ZinDlAzei“’OTo - ZinDzAle_iono
. 2 .
—2p(iwo)*Are' @0’ + =2 A7 Ape! oo + k. e.+S5.0.T. (4.14)

elde edilir. ‘S.O.T.” seckiiler olmayan terimleri temsil etmektedir. (4.14)’ deki sekiiler

terimlerin yok edilmesi ile
DiA, + DA, — inw& %A, + “"0,42,41 =0 (4.15)

bulunur ve burada,

14 = cos (22) + i sin (22)

acilimi dikkate alindiginda

Dy Ay + DyAy — ipew®™ (cos ( - ) + lSln( ))A1 +20 424, = 0 (4.16)
denklemi elde edilir. D;A, = 0 oldugu i¢in A, = A,(T,) olarak elde edilir. Buradan (4.16)
esitligi

DyA; — ipw§” (cos ( > ) + lsm( )) A+ lw—oAszl =0 (4.17)
seklinde yazilir. A, (T,) fonksiyonunun

Ay(Ty) = > a(Tp)e™) (4.18)

kutupsal formu goz 6niinde bulundurularak ve esitlik (4.17)’den,

Dya + iaD,f — ipwg§™ (cos ( . ) + Lsm( a)) a+ i:’—;a3 =0 (4.19)

elde edilir. Elde edilen (4.19) denklemi reel ve imajiner kisimlara ayrildiginda,

R:Dya + pw§~ sm( )a =0 (4.20)

J:aDyB — puw§~ cos( )a+""0 3 = (4.21)
esitlikleri elde edilir. (4.20) ve (4.21) diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri hesaplandiginda

a(T,) = aoe_”wg_1 sin(Z)Te (4.22)

ve

—2pwd -1 sin(nz—a)Tz

a)o ade
IB(TZ) - M(Ug 1Sln(”2a)

+ pwd~1 cos ( ) T, + By (4.23)
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olarak bulunur. Bulunan (4.22) ve (4.23) sonuglar1 (4.18)’ de yerine konularak ve
TO =t, Tl = &t, ve Tz = Ezt,
ifadeleri dikkate alinarak (4.2) denkleminin ¢6ziimii,

u(t,e) =

2 —2;/.(‘)8‘_1 sin(?)szt
. 4 woapé
Wol+75 a—1 273

ca e—ﬂwg“l sin(?)eztel< nof~tsin(F)
0

Fuwg?! cos(?)ezlﬁﬁo)
+ 0(£3)(4.24)

seklinde bulunur (Sinir vd., 2021).

4.2. ki Serbestlik Dereceli Sistem

Literatiirde iki ve daha fazla kiitleden olusan (iki ve ¢ok serbestlik dereceli sistem)
ayarlanmis kiitle soniimleyiciler de modellenmistir (Gutierrez ve Adeli, 2013; Takewaki vd.,
2012). Bu galismada, iki serbestlik dereceli ayarlanmis kiitle soniimleyici, kesirli tiirevli non-
lineer olarak modellenmistir. Sekil 4.3. de iki kiitle ve soniimleyiciden meydana gelen kiitle-
yay sistemi fiziksel modeline ait serbest cisim diyagrami gosterilmektedir. Matematiksel
model ikinci mertebeden non-lineer adi diferansiyel denklem sistemidir ve kesirli tiirev

icermektedir. Kesirli tiirevli terim séniim terimidir.

VLA

Sekil 4.3. IKi kiitle ve soniimleyiciden meydana gelen kiitle-yay sistemi fiziksel modeline ait
serbest cisim diyagrami
Ornek 4.1.2.

Asagidaki matematiksel model ele alinsin.
ﬁl + (l)%ul = _ZﬁlDaul + aluluz (426)

uz + w%uz = _ZﬁzDauz + azu% (427)
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Wy, (n=1,2) dogal frekanslari, fi,,, (n = 1,2) soniim katsayilarin1 temsil etmektedir. a;, ve

a, sabit katsayilardir. (4.26) - (4.27) sisteminin ¢6ziimii

Uy = U + £2u12 + .- (428)
uZ = €u21 + 82u22 + .- (429)

seklinde seriye agilsin. Burada sontim teriminin etkisi kiigiik kabul edildigi i¢in soniim terimi
¢ mertebesinde kabul edilecektir. Yani ji; = eu;, j = 1,2 dir. Ayrica T, = "t olmak {izere

zaman tiirevlerine iligskin bagintilar

d

—=Do+eDy + -, (4.30)

& =D} +2eDoDy + -+, (4.31)

()" = b+ e(aD*"1D,) + -, (4.32)
gibidir.

(4.28) - (4.32) esitliklerini (4.26) ve (4.27) da yerlerine yazilmasi halinde

(D& + 2eDyDy + ) (euyq + €%Uyy + )+ wi(euyy + e%upy ++++)
= —2e u;(D* + eaD* Dy + ---) (euyq + €%uqy + )

+a1 (€u11 + €2u12 + "‘)(8U21 + Ezuzz + )

(Dg + 28DOD1 + ) (€u21 + €2u22 + '-')+w%(€u21 + gzuzz + )
= —2& (D% + €aD* Dy + ) (euyy + €2uyy + )
+a2 (€u11 + €2u12 + )2
elde edilir.
¢’ nun ilk iki mertebesi dikkate alinarak asagidaki esitlikler elde edilir.

0(&) mertebesi:

Dg ull + (l)%ull = 0

D& uy;, + w3uy; =0 (4.33)
0(£?) mertebesi:

2 2 — a
Dy uqy + wiwg; = —2DgDiuyq — 2u1D%uqq + aquy Uy,

Dg uzz + w%uzz = —2D0D1u21 - ZﬂzDauzj_ + az u%l (434)
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burada D, = % dir.

n

(4.33) sisteminin ¢oziimleri asagidaki formda yazilabilmektedir,

u11 = Al(Tl)eiwlTo + k e.

Uy, = Ap(T)e@2To + k. e, (4.35)

4.35) denklemleri (4.34) denklemlerinde yerine yazilirsa asagidaki denklemler elde edilir,
Yy y g
D2uyy + 0y, = —2Dy Dy [A4(Ty) el ™o + A, (T,)e~iw170]
-2 'ulDa[A1(T1)eiw1To + I‘Tl(Tl)e_iwlTO]

+ a,[A, (T el To + A, (T,)e @1 T0][A4,(T,)e'w2To +
A, (Ty)e@2To0)

Dguzz + w%uzz = _2D0D1 [AZ(Tl)eiszo + /Tz(Tl)e_iszo]
-2 MzDa[AZ(Tl)eiszo + /Tz(Tl)e‘i“’ZTO]

+ @Ay (Te 1™ + A, (Ty)e 17",

elde edilen denklem sistemde tiirevler alinip gerekli diizenlemeler yapilmasi halinde

Dgulz + (U%uu = —Zia)lAlleiwlTo - Zul(iwl)aAleiwlTO + alAlAzei(w1+wz)To
+a1A1A2€i(w2_w1)T° +k.e. (4.36)
DguZZ + w%uzz = —ZinA’ZeiszO - Zﬂz(iwz)aAzeinTO + azA%ezm’lTo
+a,24,A, + k.e. (4.37)

esitlikleri elde edilir. Burada (") sembolii T, e gore tiirevi temsil etmektedir.

2w, = w, oldugunda u, ve u, arasinda ekstra bir terim s6z konusu olur. Bu durum ig
rezonans olarak ele alinacaktir. (4.36) - (4.37) sisteminin belirli ¢6ziimlerini elde etmek igin
birinci durum olarak 2w, =~ w, rezonans durumu ele alinacaktir. ikinci durum olarak w,’ nin

2w,’ den uzak oldugu non-rezonans durumu ele alinacaktir.
1. Durum: (Non-rezonans durumu)

Bu durumda sekiiler terimler ayiklanarak ¢oziilebilirlik kosulu asagidaki gibi elde
edilir,

_21,0)114;_ - zﬂl(iwl)aAl = O - A;_ + #1(1.(1)1)6(_1141 == O
_21(1)214’2 - Zﬂz(ia)z)aAz =0= AIZ + llz(i(l)z)a_lAz = 0. (438)
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Elde edilen (4.38) den A;ve A, bagimli degiskenlerin ¢6ziimleri asagidaki sekilde

bulunur:

Iki denklem de birinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemlerdir. ilk
denklemde bagimli degisken A;, ikinci denklemde bagimli degisken A, ve ikisinde de
bagimsiz degisken T; dir. Birinci denklem igin karakteristik denklem kokii —pq (iw,)* 1 dir.
Ikinci denklem igin karakteristik denklem kokii —pu,(iw,)*" ! dir. Buna gére a, ve a,

kompleks sabitler olmak iizere ¢oziimler sirasi ile
Al - ale—ﬂ1(iw2)a_1 T1

A2 = aze_,uZ(in)a_l T;

formunda elde edilir.

=02 a=0.Z

=035
o=0§

=03
a=0.8
a=1 h a=1

Sekil 4.4. Non-rezonans durumunda (4.26) - (4.27) sisteminin genlik-zaman grafigi.
Parametrelerin degerleri sunlardir: e =1/3,a; =5,a, =5, w1 =1, w, =5, 4, = 0.4, a =

0.2, 4y = 0.4

Sekil 4.4. de non — rezonans durumunda a degerlerine bagli olarak A; ve A,
fonksiyonlarmin zaman igindeki degisimleri verilmistir. Belli bir ¢ degerinden sonra sifira
yaklagim gozlenmektedir. A; ve A, diyagramlarinda a degeri arttik¢ca daha hizli bir sekilde

genlik azalarak sifira yaklagsmaktadir.

O halde,

u, = eq e(~er i) thiwit) 4 o 4 0(e2)

u, = eaye(~eHz((w)T ! thiwat) 4 | o 40 (£2) (4.39)
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sonucuna ulasilir ve kararli durum ¢6ziimleri her iki mod da azaldigi igin
u1 = uZ = 0

seklinde bulunur.

1f)

Sekil 4.5. Non-rezonans durumunda (4.26) - (4.27) sisteminin u,; ve u, yer degisimleri
grafigi. Parametrelerin degerleri sunlardir: e =1/3,a;, =5,a, =5, w; =1, 0w, =5, u, =
04,a=02,u, =04

Sekil 4.5.'te, farkli a degerleri i¢in u, ve u, ¢oziimlerinin grafikleri verilmistir. a
degerine bagh olarak soniimleme degisimi gozlemlenmektedir. a degeri ne kadar kiiciik ise
sontimleme yavas gerceklesmektedir ancak a degeri biiyiidiikge daha hizli bir sekilde

soniimleme gerceklesmektedir.

2. Durum: 2w; = w, (Rezonans durumu)

Bu durum i¢in o ayar parametresi

w, = 2w, + €0
seklinde alinacaktir. Buna gore

20)1T0 = (UzTO — SO_TO = szO — UTl (440)

((Uz - wl)TO = wlTO + SO-TO = wlTO — O—Tl (441)
seklinde olacaktir. (4.40) - (4.41) denklemleri (4.36) ve (4.37) denklemlerinde g6z oniinde
bulundurulacak olunursa,

Dgulz + (l)%ulz == _ZiwlA;elwlTo - Zﬂl(iwl)aAlelwlTo + alAlAzel(w1+w2)T0
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+a, A, A,et@1To*0T) 4 | o
DZuy, + wiuy, = —2iw,Ayet®2To — 2u, (iw,)*A,eiw2To 4 g, A2 e1(@2To=0T1)
+a,24,A, + k.e.
elde edilir. Buna gore ¢oziilebilirlik sartlari ise,

—2iw A — 2p, (iw) %A, + 0, A A, = 0
—2iw,AY — 2u, (iwy) %A, + ay,A2e 9T = (4.42)

olarak bulunur. Burada asagidaki polar gosterimi kullanmak uygun olacaktir.
Ay = %amewm, VvV m=1,2 (4.43)

Burada a,, ve 6,, ler T;’nin reel fonksiyonlaridir.
(4.43) esitlikleri (4.42) denklem sisteminde yerlerine yazilir ve elde dilen sonuglar reel
ve sanal kisimlarina ayrilirsa,
; 1 r,i0; L 1 .pr i a, all i0
—2iw, Sae 1+5a11018 = 2ui%w] Sae!
+0C15a18 lOlEazelé’zele =0
; 1 7,i6, 41 :nri6 a,all i0
—2iw, S aze 2+;a2192e 2| —2ui%w5 - aze"”?
1 . i
+a, Za%eZ‘ele ol =
dir.

. T . . Ta
i* = cos (7) + isin (7>

denklemi goz oniine alinip ve y = 6, — 26, + oT; ile isaret edilirse ilk denklem

. Y124 . Y14
—iw,a; + w,a,60] — w¥u,a, cos (7) — wiu,aqisin (7)

+0¢1ia1a2 cosy+a1ia1a2isiny: 0 (4.44)
seklindedir. Tkinci denklem,
—iw,a; + w,a,0; — wsu,a, cos (nz—a) — WS U, a,isin ("2—0‘)

+a, ia% cosy + a, %a%i sin(=y) =0 (4.45)

seklinde elde edilir. Elde edilen (4.44) - (4.45) denklemleri reel ve sanal kisimlarina

ayrildiginda
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aj = —p 0§ tsin (nz—a) a, + 4“711 a,a, siny (4.46)

a, = —py,wy sin (nz—a) a, — 4“—:2 a? siny (4.47)
ai 0] = pyw$ tcos ( ) a, —— a1a2 cosy (4.48)
ay0; = p,ws cos ( ) a, — 4—a1 cosy (4.49)

elde edilmistir. Kararli durum igin ise a; = a; = ¥y’ = 0 olmalidir. Bu durumda,
0 =—pwi sm( )a1 + —a1a2 siny

0=—u,w§” sm( )az —4'—a1 siny

elde edilir. Elde edilen denklemlerde sin y yalniz birakilip birbirine esitlenir ise,

. (T Q. (TQ
dpiw¥sin(—)a;  —4u,wsin(—)a, 0y 0
ai1a1a; aza;y Uiy

denklemi elde edilmektedir. (4.50) esitliginde a; ve a, nin isareti zit ise, a; ve a, sifirdan
farklidir, aksi durumda 0’a esittirler.

(4.48) ve (4.49) denklemlerinde 8, ve 6, yok edilerek

ay' = [a + py w4~ cos( ) — 2u;w¥ tcos (nz—a)] a,

+ [2w1 — —a%] cosy (4.51)

denklemi elde edilir. (4.51)°de A= 0 + p,w5" cos( ) 2u w5 cos( ) olsun.y' =0

oldugu goz oniinde bulundurularak,
(2%1 az — %a%) cosy+Aa, =0 (4.52)
denklemi elde edilir. (4.50) ve (4.52) denklemleri g6z 6niinde bulundurularak,

A4y of

cosy = —
Y (2H1wf_1 + .Uzwg_l)%az

4u1w‘fsin(n2—a)

siny = " (4.53)
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denklemleri bulunur. Bu iki denklemden y ve a, degerleri elde edilir ve (4.50) denkleminden

de a, degerine ulasilir.

Ic rezonans yok ise, yaklasik ¢dziim a; Ve a,’ nin isaretlerinden bagimsiz olarak
lineer problem ¢6ziimiidiir. Diger taraftan, i¢ rezonans var ise ve a; ve a,’ nin isaretleri zit
ise, denklemler soniimlemenin olmasina ragmen ve lineer problemin ¢oziimii ile ¢elismesine

ragmen kendi kendini siirdiiren salinimlara izin verir.

(4.46) — (4.53) denklemleri ile a; ve a,, Python kullanilarak asagida gosterildigi gibi

hesaplanmustir.

a, =

Ptz 0f 3 (_4#%(“12“_2 = 8y 0f g sin? (%) +4uppof Tt wf Tt + 4y owi Tt cos (%) — pw3*? = 2u005 " cos (%) - ‘72)
+4

-1 2a-2

@y (4 0P 7% + dp pr0f M wf T + w3

a2:

_ 1 a1, (T 1 _ o _ _ T
. \[a)lz”‘ (4/1%0)%"‘ 2+ 8u 0¥ twdt sin? (T) —4p 0 twd ™t — 4 owdt cos (T) + p2w2% % + 2u,0w8 ! cos (T) + 02)
1258

N Apf " + Aol 0 + w3

Sekil 4.6. de yer alan genlik — zaman grafikleri i¢in mavi olarak gosterilen grafikler
a,’ ye ait zamana gore degisim grafikleri, kirmiz1 olarak gosterilen grafikler a,’ e ait zamana
gore degisim grafikleridir. Grafikler Maple ile odeplot komutu kullanilarak ¢izilmistir ve

baslangi¢ kosullar1 a;(0) = 1, a;(0) = 1 ve y(0) = 0 olarak alinmustir.
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Genlik Genlik

a0 50

Genlik

1} 10 20 30 40 0
t

(©)

Sekil 4.6. Genlik — zaman grafikleri. Parametre degerleri sunlardir: 4, = 0.2, u, = 0.1, 0 =
7, =—1,a,=-1, w; = 0.2, w, = 0.41, (a) a=0.4, (b) a=0.7, (¢) a=1

Ornek 4.1.3. Ikinci dereceden non-lineerlige sahip kesirli séniimlii asagidaki gibi bir
sistem goz oniinde bulundurulsun. Model (Nayfeh ve Mook, 2008) de yer alan modelin

modifiye edilmis halidir.
iy + w?uy; = =20, D%uy + uguy + F; cos(Qt + ;) (4.54)

i, + w3u, = —20,D%, + u? + F, cos(2t + 1) (4.55)

Burada sistemin dis harmonik kuvvetin etkisi altinda oldugu varsayilmistir. Ayrica
sontiimleme terimi de lineer alinmistir. w, (i = 1,2) dogal frekanslar1 ve Q2 da dis zorlama

frekansini temsil etmektedir. F; ve F,, dis kuvvetleri temsil etmektedir.
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Cok zaman olgekli metot dogrudan (4.54) - (4.55) denklemlerine uygulanmistir.
Asagida verilen (4.54) - (4.55) denklemlerinin yaklasik ¢6ziim fonksiyonu olarak

varsayilacaktir.
ul(t, 3) = gull(To, Tl’ ) + £2u12(T0, Tll ) + (456)
uZ(t, 3) = 8u21(T0, Tl’ ) + gzuzz(To, Tl’ ) + (457)

(4.56) - (4.57) denklemlerinde € genliklerle alakali kiigiik boyutsuz bir parametredir ve
T’ ler Ty, =1tT; = &t, ... seklinde tanimlanir. Burada her bir degisken farkli bir zaman
Olgegini temsil eder, T, en hizliy1 temsil ederken T; daha yavas bir hizi1 temsil eder. Zaman

tirevleri, daha once de belirtildigi gibi hizli ve yavas zaman olgekleri cinsinden asagidaki
sekilde ifade edilir.

d
—:D-|— D+...,
dt o T &y

2

proie Dy® + 2eDoD; + -+,

t2
(%)a = D% + £aD® 1D, + -+,

Ayrica soniim katsayilari, soniimiin ve non-lineerligin etkilerinin ayni pertiirbasyonda
ortaya ¢ikmasini saglayacak sekilde mertebelendirilmistir. Sistemin sadece baskin rezonans
durumlar1 incelenecektir. Baskin rezonanslar1 analiz etmek igin sisteme zorlama terimi
eklenmistir, Ki boylece zorlama terimi non-lineer terimler ve séntimleme ile ayni pertiirbasyon

denkleminde goriiniir.
i. 2 ~ w, durumu: ilk olarak 2 ~ w, durumu ele alinacaktir.

Uy = Uy + 2Upp + o

Uy = EUpq + E2Upy + -+

seklinde seriye ac¢ilsin. Burada w, > w4 dir. Dolayisiyla i¢ rezonans durumu yoktur. F; =
efi, F, =¢€f,, ve zorlama terimi fi, = eu, (i = 1,2) alinarak & kuvvetine gore agilim

yapilirsa

(Dg + 28DOD1 + --')(€u11 + €2u12 + "')+w%(€u11 + €2u12 + )
= —2& uy (D§ + eaDE 1Dy + -+ )(guyy + €%uyy + ) + £f1c0s(QTy + T1)

+ (€u11 + £2u12 + "')(81121 + €2u22 + )
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(Dg + 2€DOD1 + "')(8‘”,21 + £2u22 + "')+0)2(€u21 + 82u22 + )
= —2¢, (D§ + eaD§ ™Dy + ) (eUpy + %Upp + )
+ €2f,c05(OTy + 1)+ (guqq + €2uyy + -+ )2

denklemleri elde edilir.

e’ un ilk iki mertebesi dikkate alinarak

0(e):
DZ uy, + w?uy = ficos(0Ty + 14) (4.58)
D uy; + w3uy; =0 (4.59)
O(&?):
D¢ uip + wiug, = —2DgDyugy — 203 D ugg + UpqUyy (4.60)
D¢ uy, + wiuy, = —2DgDiuyy — 2u,DFuyy + Uiy 4+ fcos(QTy + T5) (4.61)
elde edilir.

(4.58) denklemi sabit katsayili homojen olmayan lineer, (4.59) denklemi sabit
katsayili homojen lineer denklemdir. Dolayisiyla (4.58) - (4.59) sisteminin ¢6ziimii agsagidaki
gibi bir forma sahiptir.

Uy, = A (T)et@1To A i @To+T) 4 e,

u21 = Az(Tl)eiwlTo + k e. (462)

Burada A, ve A, keyfi fonksiyonlardir ve A= f;/2(w? — 2?) seklinde ifade edilmistir.

(4.58) denklemine ait ¢6ziim formu elde edilirken belirsiz katsayilar yontemi

kullanilmistir. Belirsiz katsayilar yontemi ile ¢oziimde 6zel ¢oziim formu cos z = Z +2e‘
esitligi gbz oniinde bulundurularak belirlenmistir.

(4.62) denklemlerinin (4.60) de yerine yazilmasi halinde,

D§ uyp + wiuy, = —2DDiuyy — 20y D uyq + Ugqlpy

D3uyy + wiuy, = —2DoDy[A1ei®1T0 47 l(9To+70) 4 4, emiw1To 4 A 7 1(2T0+71)]

_2 Hng[AlelwlTo _I_A ei(.QTo"‘Tl) +14_1e—iw1T0 +/\ e—i(ﬂT0+T1)]
+(Aleia)1T0 +A ei(.QTo-l'Tl) +14_le_iw1To

+ Ae—i(ﬂT0+T1))(Azei(l)zTo +14_28—lw2T0)
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= —2 A} iw; €170 4+ 247 iw e 1T —2 yy Ay (iw,) et
—2 A py( ig)aei(.QT0+T1) ) M11‘T1(—iw1)a€_iw1T" —2 .y A (— ig)ae—i(.QTO+Tl)
+ AzAlei(“’Z“*’l)To + AlA_Zei(wl_(Uz)To + /\Aze[i(.(2+a)2)To+rl]
+ /\Azei(ﬂToHl—szo) + /Tle_iwlToAzeiszo +A e—i(QTo+11)Azeiw2T0
+ A, A, e i0iTog=iwaTo 4 A 4, = i(2To+T1+w2To)

= —2 A} iw, 1T —2 1 A; (iw,)%e™@1To —2 A py (i0)%el(2To+TD)

+A2Alei((.l)2+0)1)To + /\Iq_zei(.QTo'l'Tl—(l)zTo) + /\Aze[i(ﬂ'l'(l)z)To'l'Tl]
4+ A, A el @2=0)To0 4 | o (4.63)
elde edilir. (4.62) denklem sistemlerini (4.61) de yerine yazilmasi halinde,
Dguzz + w%uzz = —2DgDjuyy — 2u;Dguy, + u%1 + foc0s(QT, + 73)
Déuy, + wiuy, = —2DD;[Aze'w2To + Aje~iw2T0] —2 u, DE[A,e'@2To + A e~ 1@2To]
_l_[Alei(l)lTo +A el( QT0+T1) + 14_18—1:(1)17'0 +A e—l( .QTO+T1)]2
+ f_2 [ei(ﬂTo‘l‘Tz) + e—i(.QT0+T2) ]
2
= —2A,iw, e'“2To + 24} iw,e~'2T0 —2 u, A, (iw,)%et®2To
_2 #214_2(_1(1)2)“6—10)27'0_'_%el(ﬂTo'l'Tz) + %e—i(ﬂTo'l'Tz) +A%ezl(l)1T0
+A2821(QT0+T1) + 2 /\Alel(To .Q+T0(L)1+T1) +A%e—ZLwlTo+A28—21(.QT0+‘L'1)

+2 A A e i @TotTaronTo) 4 24 A, + 202424, A e!*0To-Trt@aTo)
+214_1 A ei(ﬂT0+T1—w1To)

= —24)iw, ei®2To -2 1, 4,(iwy)%ei®2To + %e—l(QTO+‘L’2) + A2e?iorTo

+ 2 A ApelTo 2+ Tows+T1) 4 N2021@T0+T1) 4 24 A, + 202 + 2 A A, e @To+T1-w1T0)
+k.e. (4.64)

denklemi elde edilir.
%= cos(nz—a) + isin(nz—a)
acilimi ve
N=w,=>0N= w, +c0y (4.65)

esitlikleri dikkate alindiginda ayrica (4.63) - (4.64) denklemlerinden sekiiler terimler

elendiginde
—2 Ay iwy — 2 pp Ay (iwy)™ + %ei(a fitT2)=( (4.67)
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denklemleri elde edilir. Elde edilen (4.66) - (4.67) denklemlerinden A; ve A, bagiml

degiskenleri,
Al - %ale_(iwl)a_lﬂlgt"‘iel (4-68)
1 (i a-1 1) f2 .. _ 1 i
A, = Eaze (lw2) ¥ Ty +i67 :2 (iw,) 1 mel(cﬁ1+rz) (4.69)

seklinde elde edilir.

Dolayisiyla ele alinan sistemin = w, baskin rezonans durumu i¢in analitik ¢oziimii
asagidaki gibi bulunur.

U =

%sale_(iwl)a_1”1€t+i(91+w1t) + i@+ 4 f o 40(e2).

2(w1%2-02)
uz =

1
io+(iwz)* 1u,

P CON

) 1 i Na-1 :
L el(aet+12+w2t) + ;8612@ (iw)* tuset+i(0,+wy t) + k. e. +0(52)_

u, (1)
T
e

0.8 —f =02

o=0.5

o=1

(©) (d)

Sekil 4.7. (a) - (b) 0 = —0.5 i¢in (4.54) — (4.55) sisteminin u;Vve u, yer degisimleri; (c) - (d)
o = 0.5 i¢in (4.54) — (4.55) sisteminin u,ve u, yer degisimleri. Parametre degerleri: € = 1/3,
a1=5,a2=5,0)1=1,w2=2,,ul=0.4‘,‘112=0.4‘,01=0,92=0,T1=0,T2=0,f1=2,

27



Sekil 4.7. a arttikga titresim genliginin azaldigini gostermektedir. Genlik azalmasinin
hizi, daha biiyiilk a degerleri i¢in daha hizlidir. Titresim genligi, limit dongiisiine ulasana
kadar azalir. EK olarak, u, diyagramlarinda, limit dongiisiine kadar her déngiiden sonra
azalan periyodik bir salinim vardir ve limit dongiisiine ulasana kadar azalan periyodik
saliim devam eder.

t - 0o, T; - oo iken

A1 i 0,A2 - _%(I.wz)_]'; 81(0T1+T2) (4’70)

fo+(iw)* T,

dir.

o=0.2
a=0.5
a=1

=02 =
o=0.5

a=1

AV ! | ! | ! | ! |
100 200 300 400 500
t g

(c) (d)

Sekil 4.8. (4.54) — (4.55) sistemine ait A; ve A, zamana bagl degisim grafikleri (2 = w,
durumu) (@) - (b) o = —0.5 i¢in (¢) - (d) o = 0.5 i¢in. Parametrelerin degerleri sunlardir: € =
1/3,a1:5,a2:5,0)1:1,(1)2:2,‘[12:0.4,9120,92:0,T1:O,T2:0,f1:2,
fz == 3
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Sekil 4.8. de A; degerinin hizla sifira yaklastig1 goriillmektedir. Bu durum o degeri
arttikca daha da hizli gercgeklesir. A; o parametresinden bagimsiz oldugu i¢in ¢ nin hem
negatif hem de pozitif degerleri icin elde edilen sonuglar aymidir. (4.70)'de belirtildigi gibi,
A, degeri

for o 1 ~
_ Z2 (10)2) 1 memcﬁlﬂ'z)
degerine zamanla yakinsar. o arttik¢a yakinsama daha hizli gergeklesir ve genlik azalir. (4.70)
' (4.62), (4.56) ve (4.57)'de koyarak kararli durum ¢oziimleri asagidaki gibi elde edilir.

— tf it 2
Uuq —mel( +T1)+k.€.+0(8 )
U, = %(iwz)‘l el(OEtHT24 W2l 4 | o 40 (2)
4 io+ (iwy)* tu,

Bu nedenle, i¢ rezonans olmadiginda, yaklagim dogrusal olmayan terimlerden etkilenmez.

08

1, exact solution

e stendy stefe solution

(@) (b)

Sekil 4.9. Coziimler ile kararli durum ¢6ziimiiniin karsilastirtlmasi (2 = w, durumu) (a) u,,
(b) u,. Parametre degerleri: e = 1/3,a; =5,a, =5, w; =1, w, =2, u, = 04,60, =0,
92 =0,T1=O,T2 =O,f1=2,f2 =3,0-=()5,a=05

Sekil 4.9.'da, bu kisimda bulunan tam c¢ozimler ile kararli durum ¢oziimleri
gosterilmistir. Siyah renk tam c¢oziimleri temsil etmektedir, kirmizi olarak gosterilen ise
kararli durum c¢oziimlerini temsil etmektedir. Belli bir t zamanindan sonra tam ¢6ziimiin
kararli durum ¢oztiimii ile gakistig1 goriilmektedir. Sistem sabit bir genlik ile salinima devam

etmektedir.
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ii. @ = wq durumu:

Ikinci olarak 2 ~ w,; durumu ele almacaktir. F, = €f, , F; = €2f; ve soniim terimi
fn= €U, alinarak & kuvvetine gore agilim yapilacaktir. Buna gore
Uy = EUyg + €2Ugp + -

Uy = EUyy + €%Uyy + -
¢oziim formu da (4.54) ve (4.55) denklemlerinde yerine yazilirsa,

(Dg + 2£DOD1 + "')(€u11 + €2u12 + "')+w%(€u11 + €2u12 + )
= —2¢ u; (DY + eaDE™ 1D +) (eugq + €2uqp + ) + 2 ficos(QTy + 11)

+ (£u11 + £2u12 + )( €u21 + €2u22 + )
(Dg + 2£DOD1 + "')(€u21 + £2u22 + "‘)+w§(€u21 + £2u22 + )

= —2¢ept, (D§ + eaDG ™' Dy+++) (gUpy + €%Upy +++)
+efrc0s(0Ty + T5)+(cuqyq + 2uqy + -+ )?

elde edilir.

g’ nun ilk iki mertebesini dikkate alinarak,
0(e):

D¢ uy, + w?uy; =0

D uy, + w3uy, = frcos(0ty + T5) (4.71)
0O(£?):

Dg Uy + w%ulz = —2DyDyuqy; — 21 D§uq1 + ugux+ ficos(QTy + 1)  (4.72)
D¢ uyy + w3y, = —2DgDyuyy — 20, D uyy + uiy (4.73)

(4.71) denklem sisteminde yer alan denklemler sabit katsayili homojen ve homojen
olmayan lineer diferansiyel denklemlerdir. Dolasiyla (4.71) denklem sisteminin ¢oziimii

asagidaki formda ifade edilir,

u11 = Al(Tl)ei(J)1To + k. e.

u21 = Az(Tl)eleTo + Z(TZ_.QZ)QL(QTO*-TZ)'*‘k.e. (474)

Burada A; ve A, keyfi fonksiyonlardir.

(4.74) denklemleri (4.72) de yerine yazildiginda A* olmak {izere

— f2
2(w?-02)
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D¢ uy, + wiug, =—2DDy A, (T)e' 1o + k. e.|
—2u,DE[A(T)et1To + k.e.]

+ [Al(Tl)elwlTo + k- e.] [AZ (Tl)elwlTo + Z(Tz_!zz)el(ﬂTO"'TZ) + k- e.]

+ ficos(2Ty + t1)

D uy, + wiug, = —2Dg[Are' 1T + k. e. |
—2p1[A; (iwy)%e' 1o + k.e.]

+A,Apei@1+0)To £ 4 @i (@01 To+To4T2) | | o

ei(ﬂT0+Tl)+e—i(ﬂT0+Tl)
th ( 2 )

= -2 Ay iw, €910 —2 A, (iw,)%ei®1To +4,A, el @2t@)To
+ A Alei(wlTo+ﬂTo+T2) +A* Alei(ﬂTo+‘L’2—w1T0) +A2/Tlei“’2T°e_i“’1T0 +

+ % el@To+71) 4 | e, (4.75)

elde edilir. (4.74) denklemleri (4.73) de yerine yazildiginda ise,

D§ Uy, + w3y, = —2DDytyy — 21, D upy + ufy
D2uy, + wiuy, = —2DyD;[A,(Ty)e!@2To 4 A* ¢i(2To+72) 4 | o]
—2 Uy DE[A5(Ty)ei?2To + A ei8To+T2) 4 e |+[A; (T)ei1To + k. e.]2
= — 2A%iw,e'2To — 2, (iw,)*A,et@2To

—2u, A* (i0)%el@TotT2) 4 p2p2i01T0 4 24, A, + k. e. (4.76)
QO = w; + oe olmak iizere,
DZ uyy + wuy, = —2 Ay iwy €917 =2y A (iwg)%el®1To 4,4, el @2t@)To

+/\* Alei((DlTo'F.QTo"‘TZ) +/\* Alei(ﬂTo+T2—0)1To) +

+A4,A4,el®2Toeiw1To 4 I pi@To+t) 4 ke,
2

Dg Uyq + (l)%‘u,zz = _ZAlzi(l)zelszo - Zﬂz(iwz)aAzelszo

—2u, A* (i) %e!@Tot72) 4 g2e2i01T0 4 DA A, + k. e. (4.77)

elde edilir. Elde edilen (4.77) sisteminden sekiiler terimler ayiklanacak olursa

—2iw, Ay — 20, (i) %A; + 2 eienTotm = g (4.78)
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¢oziilebilirlik kosullar1 bulunur. (4.78) ve (4.79) denklemleri sade hale getirilirse ve €Ty, = T,

seklinde tanimlandig i¢in

Ay + (i) Ay = et (lwg) e (4.80)

denklemleri elde edilir. (4.81) denklemi lineer homojen diferansiyel denklemdir. Karakteristik

denklemin ¢oziimii

m+ (i)' =0 = m=-—u(iw)*"
dir. O halde
A, = %aze—#z(iwz)“_lﬂﬂ'ez (4.82)

olarak bulunur.
(4.80) denklemi homojen olmayan lineer diferansiyel denklem, belirsiz katsayilar

metodu kullanilarak ¢oziilebilmektedir.
Homojen kismin ¢éziimii:
m+pu(iw)*'=0 = m = —p (iw)*!

1 ) ) _
— a19191e—#1(lw1)a i

1homojen 2

dir. Ozel ¢oziim olarak A;e‘?1™t formunda belirlenmistir, denklemde bu form yerine

yazildiginda
Alio-lelﬂ'lTl + ‘LllAlelO'lTl (lwl)a—lAl — %elo—lTl (iwl)—lelflelal’rl

dir ve buradan A; in yalniz birakilmasi halinde de,

f1 ityrs -1 1
A —_ = 451 _—
1 4 € (lwl) io1+({iw)* 1p,
olarak bulunur. O zaman

1

iop+({iw )% 1,y

A = %ale"‘l(i“’l)a_ln”gl + %e”l(iwl)‘1 etorlh (4.83)

seklindedir.
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Sonug olarak

1 i a-1 i i 1 i

- = 1 ((w1)* Ty +i0; 4 1 ity (g -1 - @ ,loiTh

Ay =saze +5e (iwqg) TR =T (4.84)
A, = %aze—ﬂz(iwz)a_lﬂ"‘i@z (4.85)

elde edilir.

4 —
T 9
a=0.15 o=0.15
=05 =03
£ =1 o=1
1
° T T
.I:I L] 120 160

o). 15
o=035
o=1

2 o=0.15
] =05

o=1

=
] = |
T | | e
20 180

AfD)

(©) (d)

Sekil 4.10. (4.54) — (4.55) sistemine ait A; ve A, zamana bagh degisim grafikleri (Q =
w; durumu) (@) - (b) o = —0.5 i¢in (¢) - (d) o = 0.5 i¢in. Parametre degerleri: € = 1/3,
a;=5a,=5w=1,w,=2,u,=04,6,=0,6,=0,7,=0,7, =0, f; =2, f, =3.
Sekil 4.10’da A; i¢in azalarak devam eden periyodik bir durum gézlemlenmektedir.
Periyodik olmasina ragmen, a degeri arttikca soniimleme hizi da artmakta ve sistem kararli
bir duruma gecmektedir. Ayrica, A,” nin hizla sifira yaklastigi goriilmektedir ve bu yaklasma
hiz1 a degeri biiyiidiikkge artmaktadir. A,, o parametresinden bagimsiz oldugu i¢in ¢’nin hem

negatif hem de pozitif degerleri icin elde edilen sonuglar aynidir.
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Dolayisiyla, ele alinan sistemin = w, baskin rezonans durumu igin yaklasik analitik

¢Oziimii asagidaki gibi bulunur.

1 — i a-1 i i , -
ul - Eale [ll(l(l)l) T1+161 + %elfl (la)l) 1

1 _ i a-1 i ;
U, = Eaze uz(iwz) T1+i6; piwTo |

a=0.15
=05
o=1

io+(iw)* 1wy

2(w%-02)

1 elo1TigionTo 4 ko +0(e?)

e!@Tot72) 4 ke +0(e?)

(d)

Sekil 4.11. (4.54) — (4.55) modelinin zamana bagli u, ve u, yer degisim grafikleri (Q = w,
durumu) (@) - (b) 0 = —0.5igin, (¢) — (d) ) ¢ = —0.5 igin Parametrelerin degerleri: ¢ = 1/

3’a1=5’a2=5’a)1=1,(1)2=2,l,l2=0.4‘,91=0,02=0yT1=0!T2=01f1=2’ f2=
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Sekil 4.11. de yer alan, u; diyagramlarinda belli bir t degerinden sonra sabit genlikte
salimim devam etmektedir. a degeri arttik¢a sabit genlikteki salinimlar daha kisa siirede
gerceklesmektedir. u, diyagramlarinda ise a degeri arttikga daha hizli bir sekilde sifira
yaklasim gozlenmektedir.

(4.84) ve (4.85) denklemlerinde t — oo, T; — oo iken

1

2, N-1
Ay - -2 (iw) ' ———r
1 4 (i) foy+(iw)* 1y

et 4, 50 (4.86)
dir.

(4.86) ifadelerini (4.74), (4.56) ve (4.57)'de yerine koyarak, 2 = w; durum igin
¢coztimler asagidaki gibi elde edilir.

1

—eialTleiwlTo k.e.+0 82
io+({iw )% 1uy + + ( )

u, = %eirl (i(l)l)_l

_ 2 i@+t 2
u, = 2(w§—92)e o*T2) + k.e.+0(e%).

—_— i, fa poziim

..... u, fararl ¢éziim

wftl

(a) (b)

Sekil 4.12. Coziimler ile kararli durum ¢oziimiiniin karsilastirilmasi (2 = w, durumu) (a) u,,
(b) u,. Parametre degerleri: e = 1/3,a;, = 5,a, =5, w; =1, w, =2, u, = 04,6, =0,
92 =0,T1=O,T2 =O,f1=2,f2 =3,0-=()5,a=05

Sekil 4.12.'de, 2 = w; durumu igin bulunan tam ¢oziimler ile kararli durum ¢oziimleri
gosterilmistir. Siyah renk tam ¢oziimleri temsil etmektedir, kirmizi olarak gosterilen ise
kararli durum c¢oziimlerini temsil etmektedir. Belli bir t zamanindan sonra tam ¢6ziimiin
kararli durum ¢oziimii ile ¢akistigi gériilmektedir. Sistem sabit bir genlik ile salinima devam

etmektedir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, hem tek serbestlik dereceli hem de iki serbestlik dereceli kesirli
soniime sahip sistemler ele alinmistir. Pertiirbasyon yontemlerinden biri olan ¢ok zaman
6lgekli metot yaklasik analitik ¢oziimleri hesaplamak i¢in dogrudan sistemlere uygulanmustir.
Sistemlerde yer alan soniim modellemesinde Riemann- Liouville kesirli tiirevi kullanilmustir.

Ana sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir:
e o =1 i¢in, elde edilen ¢6ziimler (Nayfeh, 2008)’de verilen kesirli olmayan modellerle

ortiismektedir.

e Bu calismada literatiirden farkli olarak so6niim terimi modellenirken kesirli tiirev

kullanilmistir. Bu da daha hassas sonuglar elde etmeye olanak saglamistir.

e Ikici dereceden non-lineerlige sahip dogrusal olmayan iki serbestlik dereceli bir sistem

incelenmistir.

e Elde edilen sonuglar, kesirli soniimlemenin farkli serbestlik derecelerine sahip dinamik

sistemlerin davranislari {izerindeki etkilerinin analiz edilmesine olanak tanir.

e iki serbestlik derecesine sahip sistemlerde farkli rezonans durumlarina ait genel ¢dziimler

elde edilmistir.

e Kararli durum ¢oziimleri elde edilmis ve genel ¢oziimler ile ortiistiigii bolgeler grafikler

ile gosterilmistir.

e Zaman - deplasman, genlik - zaman grafikleri ile elde edilen analiz sonuglari gorsel
olarak desteklenmistir. Uygulamalara ait grafiklerde o degisimin etkisi gosterilmistir.
Tim grafiklerde de gorildiigi gibi a parametresinin degeri biiylidiik¢e soniime etkisi

artmakta, hareket daha hizli soniimlenmektedir.
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