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OZET

MAKSIMUM-CARPIM OPERATORLERI ICIN KUVVET SERiSi ANLAMINDA
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA YAKLASIM

Bu tez ¢alismasi 5 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci bo-
liimde istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda istatis-
tiksel yakinsaklik hatirlatilarak, pozitif lineer operatorler ve siireklilik modiiliiniin temel ta-
mm ve teoremleri ifade edilmistir. Ugiincii boliimde, maksimum-carpim operatorleri tanitilarak
A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Dordiincii
boliimde maksimum-¢arpim operatorlerinin, daha once bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen
kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla yaklasim sonuglari elde edilerek
temel sonu¢larimiza ait uygulamalara yer verilmistir. Bu boliim orijinal sonuglar icermektedir.
Son boliimde, elde edilen orijinal sonuglarimizin degerlendirilmesi yapilmis ve literatiire katki-
sindan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuvvet Serisi Metodu, Istatistiksel Yakinsaklik, Maksimum-Carpim Ope-
ratorleri, Yakinsaklik Orani.
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ABSTRACT

APPROXIMATION FOR MAX-PRODUCT OPERATORS VIA STATISTICAL
CONVERGENCE WITH RESPECT TO POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the
second chapter, by recalling the concepts of statistical convergence, A-statistical convergence,
statistical convergence with respect to power series method, positive linear operators and modu-
lus of continuity, some of their important properties are given. In the third section, max-product
operators are defined and some approximation properties of the operators which are obtained by
A-statistical convergence are presented. In the fourth chapter, the approximation results of the
max-product operators are given via statistical convergence with respect to power series which
is not included by previously known methods. This chapter contains original results. In the last
chapter, our original results are evaluated and their contribution to the literature is mentioned.

Keywords: Power Series Method, Statistical Convergence, Max-Product Operators, Rate of

Convergence.
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Ax : ((Ax)j) : Yo ajnX, doniisiim dizisi

(X,d) : Metrik uzay

K| : K kiimesinin eleman sayis1

K¢ : K kiimesinin tiimleyeni

o0(K) : K kiimesinin yogunlugu

oA (K) : K kiimesinin A-yogunlugu

op, (K) : K kiimesinin P,-yogunlugu

No : Negatif olmayan tam sayilar kiimesi

C : Birinci mertebeden Cesaro matrisi

C(X,[0,0)) : X metrik uzay:1 tizerinde tanimli negatif olmayan siirekli fonksiyonlar uzay1
C|a,b] : [a,b] kapal1 araliginda tamiml ve reel degerli siirekli fonksiyonlar uzay1
Bla,b] : [a,b] kapal1 araliginda taniml ve reel degerli sinirli fonksiyonlar uzay1
o(f,6) (6 >0) : f fonksiyonunun siireklilik modiili

Tn(f;x) : Maksimum-¢arpim operatorii

Bn(f;x) : Bernstein operatorler dizisi

V : Maksimum isareti

= : Diizgiin yakinsaklik

|- |1x : X uzayinda norm

st — limx : x dizisinin istatistiksel limiti

stp, — limx : x dizisinin P,-istatistiksel limiti

Sh(f;x) : Shepard maksimum-carpim operatorii

stp, —0(bn)

KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

: 0(by,) oraninda P,-istatistiksel yakinsaklik



1. GIRIS

Verilen bir fonksiyona daha basit ve kullanigh fonksiyonlar ile yaklagilmas: ile ilgile-
nen Yaklasim Teorisi, matematigin énemli dallarindan biri olup bu teorinin ortaya ¢ikmasinin
arkasindaki neden K. Weierstrass’in 1885 yilindaki kapali, simirlt bir [a,b] arahiginda taniml,
stirekli, reel degerli bir f fonksiyonuna yeterince yakin bir polinomun varligini ifade eden te-
oremidir. Yani K. Weierstrass f, [a,b] kapali sinirli araliginda tanimli siirekli, reel degerli bir
fonksiyon olmak iizere her € > 0 ve her x € [a, D] i¢in

P(x) = f(x)] <
olacak sekilde P polinomunun varligini ispatlamistir (Weierstrass, 1885). Ne yazik ki bu ispat
oldukc¢a uzun ve zordur. Bu durum bir¢ok matematikg¢iyi daha basit ve anlagilir bir ispat aramaya
yoneltmistir ve bu ispatlar arasinda iyi bilinen 1912 yilinda S. N. Bernstein tarafindan kendi

adin1 tagtyan Bernstein polinomlari
- AVEAW: n—k
Bu(fix)=) f|~= L (1-x)"" neN, feC[0,1] vex € [0,1]
k=0 \

kullanilarak verilendir (Bernstein, 1912: 1-2). Bu kadariyla yetinmeyen bircok matematikgi
Bernstein operatorleri yerine daha genel operatorler alinip alinamayacag ile ilgilenmistir. 1953
yilinda P. P. Korovkin, pozitif lineer operatdrlerin bir (7,(f)), e dizisinin [0, 1] aralig1 tizerinde
tanimli reel degerli siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsayip yakinsamadigina minimum
hesaplama ile karar vermeyi saglayan etkili bir teorem elde etmistir (Korovkin, 1953: 961).
Literatiirde Korovkin tipi yaklasim teoremleri olarak bilinen bu teoremler operator dizilerinin
diizgiin yakinsakligina, pozitifligine ve lineerligine dayanmaktadir. Bu teoremler bu ii¢ acidan
da ele alinarak gelistirilmistir. Ornegin diizgiin yakinsaklik yerine, istatistiksel yakinsaklik, he-
men hemen yakinsaklik, toplanabilme metotlar1 gibi daha zayif yakinsakliklar kullanilmigtir
(Duman, 2003), (Gadjiev ve Orhan, 2002), (Unver ve Orhan, 2019). Operatorlerin pozitifligi
yerine fonksiyonun artanligi-azalanligi, konveksligi-konkavlig1 alinarak zayiflatilmistir. Opera-
torlerin lineerligi ise son zamanlarda Bede ve arkadaglar tarafindan pseudo-lineerlik kavrami
kullanilarak gelistirilmistir (Bede vd., 2006: 494), (Bede vd, 2008: 805), (Bede vd., 2009: 2).
Burada ayni1 anda birden fazla acidan bu teoremleri gelistirebilir miyiz diye sormak miimkiin-
diir. Bu soru 2010 yilinda, O. Duman tarafindan yakinsaklik yerine A-istatistiksel yakinsaklik,
lineerlik yerine pseudo-lineerlik alinarak yanitlanmistir (Duman, 2010: 501-514). Daha sonra
A-istatistiksel yakinsaklik yerine toplam siireci, kuvvet serisi metotlar1 kullanilarak lineer olma-
yan maksimum-c¢arpim operatorlerinin ve maksimum-minimum operatorlerinin yaklagim 6zel-
likleri ¢alisilmistir (Gokger ve Duman, 2016), (Gokcer ve Duman, 2020), (Yurdakadim ve Tas,
2018). Ayrica bir¢ok matematik¢i Korovkin teoremlerini farkli fonksiyon uzaylarina da genis-
letmistir.

Abel ve Borel metotlart gibi iyi bilinen metotlar1 da iceren kuvvet serisi metodu ve is-

tatistiksel yakinsaklik kavrami birlestirilerek 2019 yilinda M. Unver ve C. Orhan tarafindan



kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik tanimlanmistir ve kuvvet serisi anlaminda ista-
tistiksel yakinsaklik ve istatistiksel yakinsakligin birbiri tarafindan i¢erilmedigine dair drnekler
sunulmustur (Unver ve Orhan, 2019).

Bu tezin amaci maksimum-carpim operatorlerinin yaklasim ozelliklerini incelemek ve
kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik oranini elde etmektir. Burada maksimum-¢arpim
operatorlerinin pozitif fakat lineer olmadigin1 ve ayrica yaklasim 6zelliklerini incelerken kullan-
digimiz kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik metodunun daha once bilinen metotlar

tarafindan icerilmedigini belirtmekte fayda vardir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, A-yogunluk, A-istatistiksel yakinsaklik,
kuvvet serisi metodu ve kuvvet serisi metodu anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavramlari
hatirlatilacaktir. Ayrica yaklasim teorisinde etkili olan pozitif lineer operatorler tanitilacaktir ve

yakinsaklik orani elde edilirken kullanilan siireklilik modiilii ve 6zellikleri ifade edilecektir.
2.1. Yogunluk

Bu kisimda Ny negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve K C Ny olmak iizere, K kiimesinin

yogunlugu tanitilacaktir.

1
Tanim 2.1.1. 6(K) := klim k+—1|{n <k:n€K}| ile tammlanan limitin mevcut olmasi du-
—>00

rumunda 0 (K) degeri K kiimesinin yogunlugu olarak adlandirilir (Niven ve Zuckerman, 1980:

473). Burada |K]| ile K kiimesinin kardinal sayis1 gosterilmektedir.

Ornek 2.1.2. Bu tamima gore Ny kiimesinin yogunlugu 1 olup, dogal sayilarin her bir sonlu alt

kiimesi de 0 yogunlukludur.

Ornek 2.1.3. Buradan {0,2.,4,...,2k,...} ve {1,3,5,...,2k+1,...} kiimelerinin yogunlukla-

rinin
1 1
0({2k: ke Np}) = 5 ve 0({2k+1:keNy}) = 3

oldugu elde edilebilir.

Ornek 2.1.4. Asal sayilar kiimesinin ve {1,4,9,... K2 .} kiimesinin de sifir yogunluklu ol-

dugu kolaylikla gosterilebilir.

Ayrica 6(K) ya da 8(K¢) yogunluklarindan biri mevcut ise §(K) = 1 — §(K¢) gercekle-

nir.
2.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda bir dizinin istatistiksel yakinsakligi tamitilarak, klasik yakinsaklik ile istatis-

tiksel yakinsaklik arasindaki iligkiden soz edilecektir ve ¢esitli 6rnekler verilecektir.

Tanim 2.2.1. x = (x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi olmak iizere her € > 0 i¢in,

1
lim ——|{n<k:|x,—f|>¢€}|=0
Jim < ks 1] > €}

saglanacak bicimde bir ¢ sayist varsa x = (x,) dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir.
Yani, her € > 0 i¢in

Ke={neNy:|x,— | >¢€}



olmak iizere 0(Kg) = 0 ise x dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir (Fast, 1951: 241),
(Fridy, 1985: 302), (Salat, 1980:139).

Bu durum st — limx = ¢ ya da x,, — £(st) ile gosterilir.

Ornek 2.2.2. m € Ny icin

2n+1 .2
X _{_n+2 , h=m
n=

0 , n#m?

seklinde tamimlanan (x,) dizisini inceleyelim.
(xn) dizisinin klasik anlamda yakinsak olmadig1 aciktir.
Her € > 0 i¢in,

{n<k:|x,—0|>¢e}C{n<k:x,#0}

ve
{n<k:l|x,| > e} <|{n<k:x, #£0} <Vk

oldugundan
lim —— [{n < k: ] > £}] < lim ——[{n < k3, £ 0}| < lim —— k=0
im —— : im —— : im —Vk=
ke kg 1= = B = e V= I T =

elde edilir. Bu durumda her € > 0 i¢in 6 (K¢) = 0 olur. Burada
Ke={neNy:|x,—0| > ¢}

olup bu ifade x = (x,) dizisinin 0 sayisina istatistiksel yakinsak olugu anlamina gelmektedir.

Ornek 2.2.3. m € Ny igin

vn o, n=m?
P —
" 6 , n#m?

seklinde tamimlanan (x,) dizisini inceleyelim.

Agikea (x,) dizisi sinirsiz olup klasik anlamda yakinsak olamaz. Her € > 0 igin,
{n<k:|x,—6|>e}| <|{{n<k:x,#6} <Vk
oldugundan

1 1 1
lim ——|{n <k:|x,—6| > €} < lim ——|{n<k: < li =
Jim gl kb =6l > e} < fim gy i{n <k £ 6} < fim gy Vi=0



elde edilir. Bu durumda K = {n € Ny : |x, — 6| > €} olmak iizere her £ > 0 i¢in

olup, x = (x,) dizisi 6 sayisina istatistiksel yakinsak olacaktir.

Ornek 2.2.4. m € Ny igin

2n+1
. _{_n+2 , n asal
=

0 , nasaldegil

seklinde tanimlanan (x,) dizisini inceleyelim. Acikga (x,) dizisi klasik anlamda yakinsak de-
gildir.

Asal sayilar kiimesinin yogunlugunun O oldugunu kullanarak, asal olmayan sayilarin
olusturdugu kiimenin 1 yogunluklu oldugunu sdyleyebiliriz. 1985 yilinda J. Fridy (Fridy, 1985:
304) ve 1988 yilinda J. Connor (Connor, 1988: 51) tarafindan istatistiksel yakinsaklik iizerine
yapilan caligmalardan istatistiksel yakinsakligin 1 yogunluklu kiime iizerinde klasik anlamda
yakinsakliZa denk oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla bu bilgiler altinda x = (x,,) dizisi 0 sayisina

istatistiksel yakinsak olacaktir.

Bu ornekler yardimiyla sinirli iraksak dizilerin de sinirsiz iraksak dizilerin de istatis-
tiksel yakinsak olabildigini géormekteyiz. Klasik yakinsaklikta ¢ sayisinin € komsulugu diginda
sonlu adette terim kaldigindan ve sonlu kiimelerin yogunlugu O oldugundan klasik anlamda
yakinsak bir dizinin istatistiksel yakinsak olacagi agiktir. Ancak ornekleri dikkatle inceledigi-

mizde istatistiksel yakinsak bir dizinin klasik anlamda yakinsak olmayabilecegini goriiriiz.
2.3. A-Yogunluk

Bu kisimda A sonsuz matrisi ve onun yardimiyla tanimlanan A-yogunluk kavramlari

hatirlatilacaktir.

Tanm 2.3.1. A = (aj,) j,n=0,1,2,---; sonsuz bir matris olmak {iizere, bir x = (x,) dizisi
i¢in, x in "A-doniisiim dizisi", Ax := ((Ax);) ile gosterilir ve

o)

(Ax); = Z ajnXn
n=0
ile tanimlanir. Burada her bir j i¢in seri yakinsak kabul edilmektedir. Klasik anlamda yakinsak
bir dizinin A doniisiim dizisi ayn1 degere yakinsak oluyorsa A regiiler matris adini alir (Hardy,
1949: 42).

Toplanabilme teorisinde Cy := (c¢;,) Cesaro matrisi
1 .
) o Osnsy
Cjn = :
0o n>j



ile tanimlanir ve

1 0 O
1 1
2 2 0

C| = ) )
1 1 1
J J J 0
0 N U 1 1
JE RS T G+

seklinde acikca ifade edilebilir.

Bir A = (a,) matrisinin regiiler olmasi, Silverman-Toeplitz sartlar1 olarak bilinen asa-
g1daki teorem ile karakterize edilir. Burada bu teoremi ispatin1 vermeksizin hatirlatmakta fayda

vardir.

Teorem 2.3.1 (Silverman-Toeplitz). Bir A = (a,) matrisinin regiiler olmast i¢in gerek ve yeter

sart
i sup; X laj| <o
ii. Vn € Ngi¢ina, :=Ilim;jaj; =0,
ii. lim; Y " gaj, =1
gerceklenmesidir (Hardy, 1949: 43), (Maddox, 1970: 165).
Kolayca goriilecegi iizere Cesaro matrisi regiilerdir. Gergekten de;
i sup £ glajul = 1<,
ii. Vn € Ny igin a, := lim; #1 =0,
ii. lim;} " gaj, =lim;1 =1
gerceklenir.

Tamm 2.3.2. A = (a;,), negatif olmayan regiiler matris olsun. K C Ny olmak iizere

84(K) =1im Y aj, (2.1)
J

nek

ile tamimlanan limitin olmasi durumunda &4 (K) degerine K kiimesinin A-yogunlugu denir (Fre-
edman ve Sember, 1981: 296-297).



Ornek 2.3.3. j=0,1,2,--- icin

1, n=/?
ajp =
Tlo o, e S
ile tammlanan A = (a;,) matrisi icin K = {1,4,9,16,--- ,n?,---} olmak iizere §4(K) = 1 ola-

caktir. Agikca K¢ = {0,2,3,5,---} olmak iizere 84 (K“) = 0 oldugu goriiliir.

2.4. A-Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda A-yogunluk kavrami yardimiyla tanimlanan A-istatistiksel yakinsaklik ha-

tirlatilacaktir ve ornekler verilecektir.

Tanm 2.4.1. A = (aj,) negatif olmayan regiiler matris olmak iizere her £ > 0 i¢in

lim Y ajp=0 (2.2)

J n:|x,—l|>¢€

saglanacak bigimde bir ¢ sayis1 varsa x = (x,) dizisi £ sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir.
Yani, her € > 0 i¢in

Ke={neNy:|x,— ¥l >¢€}
olmak uizere

oluyorsa x = (x,) dizisi ¢ sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda st4 — limx = ¢
ya da x,, — £(sta) gosterimi kullanilir (Kolk, 1993: 79), (Miller, 1995: 1811).

Tamim [2.4.1] ifadesinde,

* eger A matrisi yerine / birim matrisi alinirsa, /—yakinsaklik klasik yakinsakliga indirge-

necektir,

* e8er A matrisi yerine Cy matrisi alinirsa, A-istatistiksel yakinsaklik istatistiksel yakinsak-

liga indirgenecektir.

Ornek 2.4.2. j=0,1,2,--- icin

1, n=j2
aj, =
Tolo n#
ile tammlanan A = (a ,) matrisini goz 6niine alalim. Agik¢a A = (a;,) negatif olmayan, regiiler

bir matristir.



Simdi (x,) dizisini
R
Xp =
0, n#j
seklinde tanimlayalim.

ng{nENO: 5

|}
Xp—=| > €

olmak iizere, her € > 0 i¢in

lim Y aj,=0

J neke

olup x = (x,) dizisinin % sayisina A-istatistiksel yakinsak oldugunu elde ederiz. Burada x = (x;,)

dizisi sirh bir dizidir.

Ornek 2.4.3. j=0,1,2,--- icin

1, n=/?
ajp =
Tolo o, e f
ile tanimlanan A = (a,) matrisini goz oniine alalim. Agik¢a A = (a,) negatif olmayan, regiiler

bir matristir.

Simdi (x,) dizisini

NERNY,
An = . )
Jos n#j
seklinde tanimlayalim. Burada x = (x,,) dizisi smnirsiz bir dizidir.

Kg:{nENO:

olmak iizere, her € > 0 i¢in

lim Y aj,=0
J neke

olup x = (x,) dizisinin % sayisina A-istatistiksel yakinsak oldugunu elde ederiz.

Klasik anlamda yakinsak bir dizinin A-istatistiksel yakinsak olacagi aciktir. Ancak A-
istatistiksel yakinsak bir dizi her zaman klasik anlamda yakinsak olmayabilir. A = (a,) negatif
olmayan regiiler matris olmak iizere lim;max,{a;,} = 0 oluyorsa A-istatistiksel yakinsaklik
klasik yakinsakliktan daha kuvvetlidir (Kolk, 1993: 82).



2.5. Kuvvet Serisi Metodu

Bu kisimda kuvvet serisi metodu ve bir dizinin kuvvet serisi anlaminda yakinsak ol-
mas1 tanitilacaktir. Ayrica, klasik anlamda yakinsaklik ile kuvvet serisi anlaminda yakinsaklik

arasindaki iligki orneklendirilecektir.

Tanim 2.5.1. (p,) negatif olmayan reel terimli bir dizi ve py > 0 olmak iizere,

p(t):=Y pu"
n=0

ifadesine kuvvet serisi denir. Bu serinin yakinsaklik yaricapi R ve 0 < R < oo olmak {izere
C= L (CRR) SR lim ——f(1) ¢
= : (—R, im — mevcu
P 0<t—Rr- p(t)

ve x = (x,) dizisi i¢in

Cp, = {x = (xn)| px(t) := Z put"x, yakinsaklik yaricapt > R ve p, € Cp}
n=0
olsun.

P, —lim: Cp, — R (kisaca Pp) olmak iizere

P, —lim lim v "

—limx= 1 — X

b 0<t—R~ p(t) nzopn "

ifadesine kuvvet serisi metodu ve x = (x,) dizisine de P,-yakinsaktir denir (Boos, 2000: 152),

(Kratz ve Stadtmiiller, 1989: 362).

Eger limx = / iken P, —limx = / oluyorsa, P, kuvvet serisi metodu regiilerdir denir
(Boos, 2000: 160).

Simdi P, kuvvet serisi metodunun regiilerligini karakterize eden teoremi hatirlatalim:

Teorem 2.5.1. P, kuvvet serisi metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart her n € Ny

icin

. pat"
lim =
t—R~ p(t)

olmasidir (Boos, 2000: 160).

Kuvvet serisi metodu Abel ve Borel gibi iyi bilinen pek ¢ok toplanabilme metotlarini

icermektedir. Gergekten de,

1
i. egerp,=1,neNpise R=1ve p(t) = -7 t € (—1,1) olup P, kuvvet serisi metodu
Abel metoduyla ¢cakigsmaktadir,



1
ii. eger p, = —,n€Npise R=ocove p(t) =€, t € R olup P, kuvvet serisi metodu Borel
n.
metoduyla ¢cakigsmaktadir.

Klasik limit olmadiginda dahi kuvvet serisi anlaminda yakinsakliktan s6z edebiliriz.

Bunu gormek icin asagidaki ornekleri inceleyelim:
Ornek 2.5.2. x = (x,) dizisi (1,0,1,0,1,0,...) seklinde tanimlansin.

1
pn:_7n€N0
n!

olmak iizere R = oo, p(t) = €' ile tanimlanan kuvvet serisi metodunu géz 6niine alalim. Kolay-
likla

xnt” 1 &
zlgloloe’ Z Hooe’ (2n)!
1 [e+et
=lim—
! 2

oldugunu elde ederiz ve boylece x = (x,) dizisi 5 sayisina P,-yakinsaktr. Burada x = (x,)

dizisinin klasik anlamda ya da istatistiksel anlamda yakinsak olmadig1 aciktir.
Ornek 2.5.3. x = (x,) dizisi (1,—1,1,—1,1,—1,...) seklinde tanimlansin.

1
pn:—,I’lEN()
n!

olmak iizere R = oo, p(t) = €' ile tanimlanan kuvvet serisi metodunu géz 6niine alalim. Kolay-
likla

1 & xpt I & (=)
115252 n! iowel n!
n=0
_1 —t
=Jim ()
=0

oldugunu elde ederiz ve boylece x = (x,) dizisi O sayisina P,-yakinsaktir. Burada x = (x,)

dizisinin klasik anlamda ya da istatistiksel anlamda yakinsak olmadig1 aciktir.

2.6. Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsaklik

Bu kisimda bir dizinin kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklig1 tanitilarak kuv-
vet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve klasik yakinsaklik ile

aralarindaki iligskiden soz edilecektir.
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Tamm 2.6.1. P,, regiiler kuvvet serisi metodu ve K C Ny olsun. Eger

op (K
Pp( )= O<t—>R p(t n;(l?n

limiti mevcutsa 6p, (K) sayisina K kiimesinin P,- yogunlugu denir (Unver ve Orhan, 2019: 537).

K kiimesinin P,-yogunlugu i¢in 0 < ép,(K) < 1 oldugu agiktir.

Ornek 2.6.2. Asagidaki (p,) dizisi ile tammlanan P, kuvvet serisi metodunu goz Oniine alalim:
m € Ny icin
1, n=2m

Pr=Y0 | n=2m+1

ve K ={1,3,5,...} C Ny olmak iizere, §(K) = % oldugunu biliyoruz ve

1
op. (K
r,(K) = 0<t%R p(t) ngl’{pn
1
= Jlim ——.0
0<t—R~ p(t)
=0
bulunur.

Bu Ornekten anlagilacag iizere, K kiimesinin yogunlugu ile K kiimesinin P,-yogunlugunun

birbirine esit olmas1 gerekmemektedir.

Tamm 2.6.3. x = (x,,) reel terimli dizi ve P, regiiler kuvvet serisi metodu olsun.
Ke={neNy:|x,— | >¢€}

olmak iizere, her € > 0 i¢in

an =

0<tﬁR p neK

ise, yani her € > 0 icin
5P,, (Ke) =0

ise x = (x,) dizisi £ sayisina P,-istatistiksel yakinsaktir denir ve
stp, —limx = ¢

olarak gosterilir (Unver ve Orhan, 2019: 537).
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Ornek 2.6.4. Asagidaki (p,) dizisi ile tammlanan P, kuvvet serisi metodunu géz 6niine alalim:
n € Ny i¢in

R n asal
Pr=9Y 0 . nasal degil ’

ayrica x = (x,) dizisi
{ 0 , n asal
Xp =

n , nasal degil

olsun.
x = (x,) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadig1 aciktir.
Ancak her € > 0 i¢in

Ke={neNy:|x,—0] >¢€}
olmak tizere
Spp (Ke) =0

olup, x = (x,) dizisi O sayisina P,-istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 2.6.5. Asagidaki (pn) dizisi ile tanimlanan P, kuvvet serisi metodunu géz oniine alalim:

n € Ny icin

) n asal
Pn 0 , nasal degil

ve x = (x,,) dizisi

n n asal
Xn = .
0 , nasaldegil
olsun.

Burada x = (x,) dizisinin O sayisina istatistiksel yakinsak oldugu agiktir. Ancak x = (x;,)
dizisi Py-istatistiksel yakinsak degildir.

Bu Ornekler yardimiyla istatistiksel yakinsaklik ile P,-istatistiksel yakinsakligin birbirini
gerektirmedigini sdyleyebiliriz (Unver ve Orhan, 2019: 538).

2.7. Pozitif Lineer Operatorler

Bu béliimde pozitif lineer operatorlere iligkin ihtiya¢ duyacagimiz bazi temel tanim ve

ozellikler verilerek iyi bilinen teoremler hatirlatilacaktr.
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Tanim 2.7.1. X ve Y iki fonksiyon uzayr olmak iizere, eger X uzayindan alinan herhangi f
fonksiyonuna Y uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren 7 kural1 varsa o taktirde X uzayinda

bir operator tanimlanmugtir denir ve bu durumda g(x) = T'(f;x) gosterimi kullanilir.
Eger X uzayi lineer bir uzay ise T operatdriiniin lineerligini tanimlayabiliriz.

Tanim 2.7.2. X ve Y reel fonksiyonlarin iki uzay1 olmak iizere her f,g € X ve a, o keyfi iki

reel sabiti i¢in 7" operatortl,
T(ouf+ongx)=oaT(f;x)+oT(g;x)

sartin1 gercekliyor ise o taktirde 7 : X — Y doniisiimiine lineer operator denir. Ayrica eger f > 0
oldugunda T f > 0 ise T doniisiimiine pozitif operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995:
11).

Tanim yardimiyla 7 lineer operatér ise T'(0;x) = 0 oldugu kolayca elde edilir.

Onerme 2.7.3. T : X — Y porzitif lineer operator olmak iizere

* f < golacak bicimdeki her f,g € X icin T f < T'g, (monotonluk)

e her f € X i¢in |Tf| < T|f]
gerceklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).
Tanim 2.7.4. X ve Y normlu uzaylar ve T : X — Y lineer bir operatdr olmak iizere her f € X
icin

ITflly < M||fllx (2.3)

olacak bicimde reel bir M sayis1 varsa 7" sinirli operator adini alir. Ayrica 7' operatdriiniin normu

17 fly

|| =
rex.f20 Ifllx

2.4)

ile verilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Simdi birbirinden bagimsiz olarak 1951 yilinda Popoviciu (Popoviciu, 1951: 1-4), 1952
yilinda H. Bohman (Bohman, 1952: 45) ve 1953 yilinda P. P. Korovkin (Korovkin, 1953: 961)
tarafindan pozitif lineer operator dizisinin birim operatore yakinsaklig1 i¢in gerek ve yeter sart
veren teoremi hatirlatalim. Bu teorem literatiirde "Bohman-Korovkin Teoremi" olarak bilin-

mektedir.

13



Teorem 2.7.1. Her n € N icin T, : C[a,b] — Cla,b] pozitif lineer operator ve e;(¢) = t/ olmak

iizere [a, D] iizerinde
Tu(ej(t);x) S ej(x),j=0,1,2 (2.5
oluyorsa her f € Cla,b] igin [a, D] iizerinde

Tu(f(1):0) = f(x) (2.6)

gerceklenir.

Burada Cla,b] ile [a,b] araligindan reel sayilara tanimli siirekli fonksiyonlarin uzay:
gosterilmisgtir.

[a,b] = [0, 1] olmak iizere agagidaki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 2.7.5. n€ N, x € [0,1] ve f € C[0,1] igin

Bu(f:) = kZ:',Of (S) <Z)xk(1 g

ile tantmlanan polinomlar Bernstein polinomlar1 olarak bilinir.

j=0,1,2 olmak iizere B, (t/;x) igin

B,(1;x) =1,
By, (t;x) = x,

x(1—x)

B, (*;x) = x* +
n

gerceklenir.

Gergekten de j = 0 i¢in

B,(1;x) = i (Z)xk(l ey

k=0
= (+(1-x)" =1,
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k=0
vk n(n-1)! .
_kzlﬁk(k—1)z(n—k)vxk(1_x) k
L n—1)! _ e
“xL (k—(l)!(n)—k)'xk =
n—1 1

Jj=2i¢in
k2 n(n—1)!
B”(tz’x)_k;ﬁk(k—(l)v(n)—k)vxk(l X'
Wk (-1, .
_xk;ﬁ(k—m(n—k)! (-
:xz”:k+1—1 (=D iy e

&
_xk; k . 1 ! _(T):(llq)l 5 (1
i k§ . & —(’f):(llq)i ETM A
i kzz (k —(;)T(i)i ot =9
o L k—(’f):(i)i gt (o
:xz(”;”g<”;2>xk(1— k-2
+x%:¥; nzl)xk(l—x)"_l_k
o= 1, (=)

elde ederiz. Dolayistyla pozitif, lineer (B,,) operator dizisi i¢in Teorem[2.7.1] gerceklendigi agik-

tir.
2.8. Siireklilik Modiilii

Bu kisimda hata tahmininde 6nemli bir yere sahip olan siireklilik modiilii tanitilacaktir

ve baz1 Ozellikleri verilecektir.
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Tanim 2.8.1. Kompakt bir (X,d) metrik uzay1 ve X iizerinde siirekli reel degerli bir f fonksi-
yonu olmak iizere f fonksiyonun keyfi bir 8 > 0 i¢in @(f, ) ile gosterilen siireklilik modiilii

o(f,8) = \/{If(x) = f)]: %,y € X,d(x,y) < &}
ile tanimlanir.

Burada \/ sembolii maksimum anlamina gelmektedir. 6 > 0 uzunlugunu agmayan bir
aralikta fonksiyonun maksimum salinimini ifade eden siireklilik modiiliiniin baz1 6nemli 6zel-

likleri agagida verilmistir:

i. herx,y € X icin | f(x) — f(v)| < o(f,d(x,y)),

ii. her 6 > 0 ve her m € N i¢in @(f,mdo) < mw(f,0) (Altomare ve Campiti, 1994: 266),
(Korovkin, 1953: 963).

Ayrica 1983 yilinda Nishishiraho, (X,d) kompakt konveks lineer metrik uzay olmasi
durumunda y > 0 i¢in

o(f,v8) < (1+7)o(f,9)

oldugunu gostermistir (Nishishiraho, 1983: 447).
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3. MAKSIMUM-CARPIM OPERATORLERIYLE YAKLASIM

Bu boliimde pozitif ancak lineer olmayan operatorlerden iyi bilinen maksimum-¢arpim
operatorleri tanitilacaktir ve A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla O. Duman tarafindan elde

edilen yaklasim 6zellikleri incelenecektir.
3.1. Maksimum-Carpmm Operatorleri Ve Ozellikleri

Bu kistmda maksimum-¢arpim operatorleri tanitilacaktir ve ozellikleri ifade edilecektir.

Korovkin tipi yaklasim teorisinde lineer operatorlerin énemi biiyiiktiir ancak lineer olmayan
operatorler de kullanilarak yaklagim teorisinde ¢aligmalar yapmak miimkiindiir.
Simdi lineer olmayan ancak lineer operatorlerin sahip oldugu yaklasim 6zelliklerine sahip olan
maksimum-carpim operatorlerini tanitalim: (X, d) kompakt metrik uzay olsun. X tizerinde nega-
tif olmayan siirekli fonksiyonlarin uzayini1 C(X,[0,)) ile gosterelim. Maksimum-¢arpim ope-
ratorleri, x € X ve f € C(X,[0,00)) i¢in

n

To(f3x) = \/ Kn(x,20) - f () 3.1)
k=0
seklinde tanimlanir. Burada x; (k = 0,1,---,n) noktalar1 X metrik uzayindan alinan temsilci

noktalar olup, K;,(x,x;) ¢ekirdek fonksiyonunun X metrik uzay1 tizerinde tanimli, negatif olma-
yan ve x de8erine gore siirekli bir foksiyon oldugu kabul edilmektedir.

Maksimum-¢arpim operatorlerinin 6zelliklerine iligkin B. Bede ve arkadaslari tarafindan elde
edilen 6nermeyi verebiliriz (Bede vd., 2006: 494), (Bede vd, 2008: 805), (Bede vd., 2009: 2).

Onerme 3.1.1. T, : C(X,[0,)) — C(X,[0,%0)) her o, > 0 ve C(X,[0,0)) uzayina ait her
f, g fonksiyonu icin,

Ti(on - f\/ o+ g:x) = a1 - Tu(f1x) \/ - T (%)

anlaminda pseudo-lineerlik 6zelligini saglar (Bede vd., 2008: 808).
Bu esitlikten goriildiigii iizere maksimum-¢arpim operatorleri klasik anlamda lineer de-
gildir.
3.2. Maksimum-Carpim Operatorlerinin A-Istatistiksel Yakinsakhk Yardimiyla Elde
Edilen Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda maksimum-carpim operatorlerinin O. Duman tarafindan 2010 yilinda A-
istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen yaklasim o6zellikleri verilecektir (Duman, 2010:
501-514). Bunun i¢in 6ncelikle ihtiya¢ duyacagimiz agsagidaki lemmay1 hatirlatalim.

Lemma 3.2.1. Her ay, by € [0,00), ve k =0,1,2,...,n, igin

n n
Vo=V b
k=0 k=0

n
< \/ lax — bx|
k=0
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esitsizligi gerceklenir (Bede vd., 2008: 807).
Burada maksimum-c¢arpim operatorlerinin A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla yaklasim 6zel-

liklerini elde etmek i¢in 6nemli olan

04 ({n eN: \”/ Ky (x,x;) = l}) =1 (3.2)
k=0

ifadesinin her x € X i¢in gerceklendigini kabul edecegiz.
Simdi negatif olmayan, regiiler A = (a,) matrisi igin esitlik (3.1) ve esitlik (3.2) ile birlikte ve-
rilen maksimum-carpim operatorlerinin A-istatistiksel yaklasim 6zelliklerine iligkin teoremleri

verebiliriz.

Teorem 3.2.1. (X,d) kompakt metrik uzay ve A = (a;,) negatif olmayan, regiiler bir matris

olmak iizere (3.1I) ve (3.2) esitlikleri ile birlikte verilen 7;, operatorii i¢in

sta —lim {\/{\Tn(qox;x)| xe X}} — 0, ou(t) = d*(1,x), 3.3)
oluyorsa her f € C(X,[0,00)) icin

stq —hm{\/{\Tn(f;x) — )] ix e X}} ~0
gerceklenir (Duman, 2010: 504).

Ispat. x € X ve f € C(X,[0,)) verilsin. f, X kompakt uzay1 iizerinde siirekli oldugundan,
f fonksiyonu X iizerinde diizgiin siirekli olacaktir. Dolayisiyla her € > 0 icin bir & sayisi
bulabiliriz ki d(¢,x) < & olacak bigimde her x,7 i¢in |f(z) — f(x)| < € gerceklenir. Burada
Hy:=\/{|f(t)| : t € X} olmak iizere her ¢ € X i¢in

2H
) ()] < e+ (1) (34

yazabiliriz.

E := {n eN: \/ Ky (x,x¢) = 1} (3.5)

k=0

kiimesini goz Oniine alirsak esitlik (3.2)) geregince 84 (E) = 1 ve 64 (E€) = 0 olup esitsizlik (3.4)
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ve Lemma [3.2.T geregince her n € E i¢in

T (fsx) = f(x)| = \/ n () - o) = \/ Ka(x,x) - ()

= k=0

\/ n(6,2) - | f () = f (%)

" 2H
\/ (2, k) (8+ 52fq0x(xk))

2H
£+ 52f \/K (2, Xk ) - @x(xg)
k=0

| A

| N

IN

2H
=+ 5—2an(<px;X)

elde ederiz. Her x € X {izerinden esitsizligin iki tarafinda maksimum alirsak, her n € E i¢in

VAIT(fix) = f(2)] xex}<e+ \/{\T Qi;x)| :x € X} (3.6)

gerceklendigini goriiriiz. Verilen bir 2 > 0 sayis1 i¢in € < h olacak sekilde € > 0 segerek G ve

G’ kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim:

G:= {n eN: <\/{|Tn(f;x) — )] x eX}) > h}

G’;:{neN:(\/{!T (@) : xEX}> %}

G ve G’ kiimelerinin tanimindan yararlanarak

GNE CGNE

oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Buradan her j € N

Z Ajn < Z Ajn < Zajn

neGNE neG'NE neG’
yazabiliriz.

J — oo lizerinden limit alarak

lim Y aj,=0
/' neGnE

elde ederiz. Ayrica her j € N igin

Zajn: Z ajn"" Z ajng Z ajn+ Z Ajn

neG neGNE neGN(N\E) neGNE ne(E°)
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esitsizligi saglanir. 84 (E€) = 0 oldugunu kullanarak

lim) aj,=0
/' neG

buluruz. Bu ise

stq —lim{\/{\Tn(f;x) — )] x eX}} —0

olmasim gerektirir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m

Teorem [3.2.1]ifadesinde A matrisi yerine / matrisi alarak agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 3.2.2. (X,d) kompakt metrik uzay olmak iizere esitlik (3.1) ile tanimlanan 7,, operatérii
icinherneN, xe X

n

\/ Kn(xaxk) =1

k=0
gerceklenirse ve (7,,(¢,; x)) dizisi sifir fonksiyonuna X iizerinde diizgiin yakinsak ise, C(X, [0,00))

uzayina ait her f fonksiyonu i¢in (7,(f;x)) dizisi f fonksiyonuna X iizerinde diizgiin yakinsak-

tir.

Uyar 3.3. Teorem maksimum-garpim operatorlerinin bir f € C(X,[0,c0)) fonksiyonuna
A-istatistiksel yakinsakligini verirken, Sonug [3.2.2]klasik yakinsakligini verir. Ancak asagidaki
ornek ile istatistiksel yakinsaklik yardimiyla yaklasim sonuclarinin klasik anlamda yakinsak-

liktan daha kuvvetli oldugunu gorecegiz.

Ornek 3.3.1. (X,d) kompakt metrik uzay olmak iizere x € X, A,n € N ve f € C(X,[0,)) igin
Shepard maksimum-¢arpim operatorii:

" : Vo d*(x,x)
Sr/}(f;x):\/ ndl(#xlk) 'f(xk):% (3.7

Vs Vet

j:Od (x,x}) j:Od (x,x})

seklinde tanimlamir. Her f € C(X,[0,0)) i¢in (S,’} (f )) dizisinin f fonksiyonuna X iizerinde
diizgiin yakinsak oldugu bilinmektedir (Bede, vd., 2006: 495).

Simdi sifira A—istatistiksel yakinsak fakat klasik anlamda yakinsak olmayan bir (a,) dizisi goz
oniine alalim (Kolk, 1993). (a,) dizisi ve (S,); ( f)) dizisi yardimiyla x € X ve f € C(X,[0,0))

i¢in
To(f1x) = (1+an) Sy (f3x) (3.8)

operatoriinii tanimlayalim. Acikc¢a 7;, operatorleri Teorem|3.2.1|in tiim sartlarin1 gergekler. Boy-
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lece f € C(X,[0,00)) i¢in

stq —nm{\/{\w;x) — )] x ex}} ~0

gerceklenir. Ancak (a,) dizisi klasik anlamda yakinsak olmadidindan (7, (f;x)) dizisi ile f
foksiyonuna yaklagsmak miimkiin degildir.

Simdi Teorem ile elde edilen A-istatistiksel yakinsakligin oranini verebiliriz. Bu-

nun icin oncelikle agagidaki tanimi hatirlatalim.

Tanm 3.3.2. A = (aj,) negatif olmayan, regiiler bir matris ve (a,) pozitif terimli artmayan bir

dizi olmak tizere her € > 0 i¢in

lim Y an=0

J n:|x,—|>¢€ay,

ise, bu durumda x = (x,) dizisi, o(a,) oraninda ¢ sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir ve

Xn — € = sty —o(ay), (n — oo) ile gosterilir.

A-istatistiksel yakinsaklik oraniyla ilgili teoremi vermeden once ihtiya¢ duyacagimiz

asagidaki lemmay1 ispatli olarak hatirlatalim.
Lemma 3.3.3. Her a;,b;, >0 (k=0,1,...,n), igin
" " 12 , 1/2
k=0 k=0 k=0

gerceklenir (Duman, 2010: 507).
Ispat. p,g € {0,1,--- ,n} icin

n n
\/ak:apve \/bk:bq
k=0 k=0

oldugunu kabul edelim. Her k =0,1,--- n i¢in
n n n
\/ axby < apby, \/ a,% = alz, ve \/ b,% = b;
k=0 k=0 k=0
olup, buradan sonug kolaylikla elde edilir. m

Teorem 3.3.1. (X,d) kompakt metrik uzay, A = (a,) negatif olmayan regiiler bir matris ve (a,)
pozitif terimli artmayan bir dizi olmak iizere esitlik (3.1) ve esitlik (3.2)) ile verilen T;, operatorii
ve C(X,[0,0)) uzayma ait her f fonksiyonu i¢in

o(f,8,) = sta —o(ay),(n — o),
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811=\/VATu(9ex) 1 x € X}, @ulr) = (1),

oluyorsa, her n € N i¢in b, > a, olacak bigimde pozitif terimli, artmayan bir (b, ) dizisi i¢in

VAITu(f30) = f(x)] s x € X} = sta = 0(bn), (n — o)
gerceklenir.

ispat. x € X ve f € C(X,[0,)) olsun. Esitlik (3.2) ile tanimlanan E kiimesini kullanarak her
n € E ve her § > 0 icin

ITa(f30) = F ()] <\ Kn(x,) - | () = f ()]
k=0

<V Kalxoxw) - o(f,d(x¢.2))

k=0

<o(f,8) \/ Kulx,x) (1 n d(xg’x)>

k=0

yazabiliriz. Buradan Lemma geregince ve hern € E, 0 > 0 igin

k=0

T,(f:3) = £ ()] < (/) {1+§J V/ (K (x0) J V [Kn<x,xk>d2<xk,x>]}

< 0(7,0) {1+ 5/ T |

olup ayn1 n ve § degerleri i¢in

On
VAT - £ ve Xy < 0078 {1+ 5 | (39)
esitsizligi elde edilir. Ozel olarak & := §, secilerek

VAIT.(f:x) — f(x)| : x € X} <20(F,8,) (3.10)
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elde edilir. € > 0 i¢in G ve G’ kiimelerini agagidaki gibi tanimlayalim:

G::{neN:\/{|Tn(f;x)—f(x)] xeX) 2£bn},
G ::{neN:a)(f,Sn) > 8;"}.

G ve G’ kiimelerinin tanimindan yararlanarak
GNECGNE

olup
Z ajnS Z ajnS Zajn
neGNE neG'NE neG’
yazabiliriz.

Simdi j — oo i¢in limit alarak

lim Y aj=0
7 neGnE

bulunur. Dolayisiyla

lim ) aj, =0
I neG

olacaktir ve

VAT (fix) = f(0)] 1 x € X} = sta = 0(bn), (n — )

bulunur. Bu ise ispati tamamlar. m
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4. MAKSIMUM-CARPIM OPERATORLERI ICIN KUVVET SERISI ANLA-
MINDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK YARDIMIYLA YAKLASIM

Bir dizinin yakinsak olmadig1 durumlarda uygun toplanabilme yontemleri; 6rnegin son-
suz matrisler, istatistiksel yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklik, ideal yakinsaklik kullanila-
rak diziye limit kargilik getirmek miimkiindiir. Iraksak seriler ve toplanabilme teorisinin temel
amaci olan bu arayis yaklasim teorisinde 6nemli bir rol oynamistir. Yaklagim teorisi ile top-
lanabilme teorisini birlestiren ilk calisma A. D. Gadjiev ve C. Orhan tarafindan yapilmis olup
oldukca aktif calisilan bir teoriyi gelistirmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002). Korovkin teoremi, kla-
sik limit yerine istatistiksel yakinsaklik alinarak daha etkili, kullanigh hale getirilmistir. 2019
yilinda M. Unver ve C. Orhan tarafindan kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik ta-
nimlanarak Korovkin teoremi bu yonde de gelistirilmistir.

Bu boliimde kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla maksimum-
carpim operatdrleri icin elde edilen yaklasim sonuglar1 verilecektir.

Bu béliim orijinal sonuglar icermektedir.

4.1. Pozitif Lineer Operatorler Icin Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakin-
sakhik Yardimiyla Yaklasim

Bu kisimda pozitif lineer operatorler icin A. D. Gadjiev ve C. Orhan tarafindan istatis-
tiksel yakinsaklik yardimiyla verilen Korovkin tipi teorem ispatli olarak hatirlatilacaktir. Ayrica
M. Unver ve C. Orhan tarafindan Py-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla verilen versiyonu da

ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.1.1. Her n € N i¢in 7, : C[a,b] — Bla,b] tanimli pozitif lineer operatorler olmak

lizere
i. st —1im||T,(1;x) — 1|[pjap =0
ii. st —1im||T,(t;x) — x||gjap) = 0
iii. st —1im||T, (1% x) — x*||glap) = 0

oluyorsa, her f € Cla,b] i¢in

st —1im || T,(f5x) — £ ()|l gjap) = 0

gerceklenir (Gadjiev ve Orhan, 2002: 131).

Ispat. f € Cla,b] verilsin. f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda siirekli oldugundan, diizgiin
stirekli olacaktir. Dolayisiyla her € > 0 i¢in bir 6 sayisi bulabiliriz ki |t — x| < & olacak bi¢imde
her x,t € [a,b] i¢in |f(t) — f(x)| < € gerceklenir. Ayrica f fonksiyonu aynm zamanda sinirlt
oldugundan |r — x| > & olacak bigimde her x,7 € [a,b] i¢in

(t —x)*
52

\f(t)—fx)| <2M-1<2M
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saglanir. Buradan da her t € (—co, ) ve her x € [a,b] i¢in

_ )2
70— sl < 2w e @

bulunur.

Tu(f3x) = f(x) = Tu(f (1) = £ () + f(x)5%) = f (x)

yazabiliriz. (4.1)) esitsizliginin her iki tarafina 7;, operatorii uygulanarak,

2M
T (f5) = fO)|Blap) < (8 +M+§> T (1) — 1| plap)
4Mb
52
< Hy ([|T5(1:) = 1| g ) + 1T (:5) = x| | pjap) + 11T (%:6) — 5[ y)

2M
+ | T(25) — x| Bla,p + yHTn(fZ;X) — x| |Bla.b]

2M 4AMb

elde edilir. Burada H; = max <8 +M+ 57, 5

icin

> ile verilmektedir. Son esitsizlikten, her €’ > 0

{n <N ITu(f3) = F ) IBgap) = €3 < [{n < N2 [[Ta(1ix) = Ul g p) + [T (156) — 3l 3ja sy

8/
I~ Plan = 5 ] @2)
yazabiliriz. Verilen bir €’ > 0 sayis1 i¢in € < €’ olacak gekilde € > 0 segilerek G, Gy, G, ve G3

kiimeleri asagidaki sekilde tanimlansin:

£

/
1= {"i | Tu(15%) = 1| gjag) + | Tn(1:%) = X[ o) + T (%) — || pjap) > 1_71},

8/
JLASEMEES

{n

8/
{ns 160 s = 557}
{n

8/
|| T (%5 %) _x2||B[a,b] > I, } :

G:
G:
Gy :
Gs:

G, Gy, G, ve G3 kiimelerinin tanimindan yararlanarak

GCGiUGUGs
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oldugunu kolaylikla gorebiliriz. Yukarda verilen esitsizlik (4.2) kullanilarak

8/
[{n <N :|Tu(f3x) = F()Bjap) = €'H < Hn <N || T(1:x) = 1 | grap) > 3_H1}'

8/
| N 1T 50) sl > 557 |

&
+ ’{n <N: HTn(ﬂ;x) _XZHB[a,b] > 3H, }‘

esitsizligi elde edilir.
(1), (1) ve (iii) geregince
st —1im || T,(f5x) — £ ()| gjap) = 0

gerceklenir. Bu ise ispati tamamlar. m
Simdi kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla verilen Korovkin tipi

bir teorem hatirlatalim:

Teorem 4.1.2. P, regiiler kuvvet serisi metodu ve T,, : C[a,b] — Cla, b] pozitif lineer operatdrler

vei=0,1,2icin e;(t) = t olmak iizere,
stp, —lim||T,e; — e[| =0
oluyorsa her f € Cla,b] i¢in
str, —lim [T,/ — /]| = 0

gerceklenir (Unver ve Orhan, 2019: 544).

4.2. Maksimum-Carpim Operatorlerinin Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Ya-
kisakhk Yardimyla Elde Edilen Yaklasim Ozellikleri

Bu kistmda maksimum-¢arpim operatorleri icin kuvvet serisi anlaminda istatistiksel ya-
kinsaklik yardimu ile elde edilen yaklagim 6zellikleri ve P,-istatistiksel yakinsaklik orani veri-
lecektir. Burada sonuclarimizi elde etmek icin A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla yaklasim

ozelliklerini incelerken kabul etti§imiz sarta benzer olarak

E:= {n: \n/Kn(x,xk) = 1}
k=0

olmak tizere
(E)=1 4.3)

gerceklendigini kabul edecegiz. Ayrica n = 0 i¢in 7,(f;x) = f(x) olarak tanimlayacagiz. Bu

tanim, Ornegin x; = % gibi temsilci noktalardaki anlamsizlig1 ortadan kaldirarak iyi tanimli bir
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operatdr dizisini géz Oniinde bulundurmamizi saglayacaktir.

Teorem 4.2.1. (X,d) kompakt metrik uzay ve P, regiiler kuvvet serisi metodu olmak iizere
esitlik (3.1) ve esitlik (4.3) ile verilen 7;, operatorii igin

stp, — lim {\/{|Tn((px;x)| ‘xe X}} =0, gu(1) = d*(1,x), 4.4)

oluyorsa her f € C(X,[0,)) igin

stp, — lim {\/{|Tn(f;x) — )] x e X}} -
gerceklenir.

Ispat. x € X ve f € C(X,[0,0)) verilsin. X kompakt ve f X iizerinde siirekli oldugundan, f
fonksiyonu X iizerinde diizgiin siirekli olacaktir. Dolayisiyla her € > 0 i¢in bir J sayis1 bula-
biliriz ki d(r,x) < 6 olacak bi¢imde her x,7 € X i¢in |f(r) — f(x)| < € gerceklenir. Buradan
Hy:=\/{|f(t)| : t € X} olmak iizere her ¢ € X i¢in

2H
() ()] < e+ u(0) 4.5)

yazabiliriz. 6p, (E) = 1 oldugndan &p,(E€) = 0 olup esitsizlik (4.5) ve Lemma uyarinca
her n € E i¢in

<=

Kn(x,x) - f () = \/ Kan(x,3) - f(x)

0 k=0

Ky (x, 1) - | f (k) — f (%)

| Tu(f3x) = f ()]

T

IN
<=

T
o

(VAN
<=

K (x,x;) - (8+ %%(M))

2H
<e+ 52f \/K (2, x¢) - @x(xx)
k=0

k=0

2H
=£+ 5—2an((px;x)

elde ederiz. Her x € X lizerinden esitsizligin iki tarafinda maksimum alirsak, her n € E i¢in

VAIT(fix) = f)] - xGX}<8+ \/{\T @3 x)] :x € X} (4.6)

esitsizligi gerceklenir. Verilen bir 2 > 0 sayisi i¢in € < h olacak sekilde € > 0 segilerek G ve G’
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kiimeleri agsagidaki sekilde tanimlansin:

G:= {n €Ny : (\/{|Tn(f;x) )i x eX}) > h}

G = {n €Np: <\/{\Tn((px;x)| :xEX}) > %}

GNECGNE
oldugunu kolaylikla gorebiliriz ve her n € Ny
1 1 1
O R TON A TOP i

yazabiliriz.

Esitsizligin iki tarafinda limit alarak

1
lim — put" =0
t—R- p(t) ne%;wE !

elde ederiz. Bu ise
5pp (GNE)=0

demektir. Buradan

1 "_L
PR e

neG

1 1

1
Z pt" + —— Z pat" < Z pat" +
nEGNE P1) el pt) \ohe p(t)

Y pat”

nek¢

olup esitsizligin iki tarafinda limit alarak, 8p,(E¢) = 0 oldugundan

(G)=0

p

bulunur. Bu ise

str, —lim{\/{|Tn(f;x) — )] x e X}} ~0

olmasini gerektirir. Dolayisiyla ispat tamamlanir. m
A-istatistiksel yakinsaklik orani, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik kullanilarak

asagidaki gibi tamimlanir:

Tamm 4.2.1. P, regiiler kuvvet serisi metodu ve (a,) pozitif terimli, artmayan reel sayilarin bir

dizisi olsun. Her € > 0 i¢in

1m
0<t—R~

L Z pnln] =0

p (t) n:|x,—t|>€ay,
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saglantyorsa x = (x,) dizisi £ sayisina o (a,) oraninda P,-istatistiksel yakinsaktir denir.

Bu durumda n — o iken x, — £ = stp, — 0 (a,) gdsterimi kullanilir.

Burada yakinsaklik oraninin (x,) dizisinin terimleri tarafindan kontrol edildigini belirt-
mekte fayda vardir.

Simdi P,-istatistiksel yakinsaklik orani ile ilgili elde etti§imiz teoremi verelim.

Teorem 4.2.2. (X,d) kompakt, konveks, lineer metrik uzay ve P, regiiler kuvvet serisi metodu
olsun. Eger esitlik (3.1) ve esitlik (4.3) ile verilen T,, operatorii, C(X,[0,0)) uzayina ait her f

fonksiyonu icin

o(f,0) = stp, — o(ay),(n — ),

811=\/V{Tu(@ex) 1 x € X}, @ulr) = (1),

sartin1 sagliyorsa, her n € Ny i¢in b, > a,, olacak bi¢cimde pozitif terimli, artmayan bir (b,) dizisi

icin
VAIT(f12) = f(x)] s x € X} = stp, — 0(bn), (n — o)

gerceklenir.

ispat. x € X ve f € C(X,[0,0)) verilsin. Esitlik (4.3) ile tanimlanan E kiimesini kullanarak her
n € E ve her § > 0 i¢in

ITa(fi0) = )] <\ Ka(x,) - (o) = f ()]
k=0

n

<\ Ku(x,xi) - o(f,d(xx,x))

k=0

d(xkvx)
< fa 0 K (x,x 1+
0(£:8) V Kifex) ( : )
< (l)(f, 6) {1 +% \/ Kn(x,Xk)d(Xk,X)}
k=0
< (f.9) {1+§ V (ka2 - [Ka 2 (x0)d )] }
k=0

yazabiliriz. Buradan Lemma[3.3.3| geregince ve her n € E, § > 0 igin

1 n n

T2 =S @] < 0(£.8)§ 1+ 51| V Kale] -\ | V Kalr)d (xc,x)]
ga)(f,5){l+% Tn(dz(-,x);x)}
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olup ayn1 n ve § degerleri i¢in

VAT - 7ol xex) < o(r.) {1+ ]
esitsizligi elde edilir. 6 := §, se¢imi ile

VAT (f33) = F()] : x € X} <20(f,8,) (4.7)
elde ederiz. € > 0 i¢in G ve G’ kiimelerini asagidaki gibi tanimlayalim:

Gi={neNo: V{IT(fi2) = f(x) s x € X} > b |

G ::{nENO:a)(f,Sn)z 8;}

Esitsizlik (4.7) gere8ince

GNECGNE
olup

Loy prc oy, Z "

n — n

p{t) \Ghe P(1) \Ghe ) neer
yazabiliriz. Buradan

1 \

lim — Z put" =0

t—R™ p(t) neGNE

elde ederiz. Sonug olarak

lim — Zp,,

t—R~ p nGG

olup

VAT (f:x) = F()] - x € X} = stp, — o(by), (n — o)

bulunur. Bu ise ispati tamamlar. m
Simdi bilinen teoremleri kullanmanin miimkiin olmadig1 ancak bizim sonuglarimiz yar-

dimiyla yine de yaklasim 6zelliklerinden s6z edebilecegimiz ornekler verecegiz.

Ornek 4.2.2. Asagidaki (p,) dizisi ile tamimlanan P, kuvvet serisi metodunu goz Oniine alalim
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ve (s,) dizisini asagidaki gibi tanimlayalim:
1, n=2k 0, n=2k
p”l = b S}’l == .
0, n=2k+1 1, n=2k+1
P, kuvvet serisi metodunun regiiler oldugu agiktir ve € > 0 i¢in

Ec={neNy:l|s,—0|>e} C{n=2k+1:ke Ny}

saglandigim gorebiliriz. Buradan da

1
op.(E¢) = i — "=0
P”( e) 0<z1£>nR* p(t) neZEg Pn

olup (s,) dizisinin 0 say1sina P,-istatistiksel yakinsak oldugunu elde ederiz. Her f € C(X, [0, ))

icin Ornek [3.3.1{de tanimlanan (S,’} (f )) Shepard maksimum-¢arpim operator dizisinin f* fonk-

siyonuna X iizerinde diizgiin yakinsak oldugu bilinmektedir. (s,) dizisi ve (S,’} (f )) dizisi yar-

dimiyla 7;, operatorlerini agsagidaki gibi tantmlayalim:
To(f3x) = (1+5,)Sk (%), x € X ve f € C(X,[0,0))

Acikca T, operatorleri Teorem in tiim kosullarini saglar. Buradan, her f € C(X,[0,)),
ﬂ&—hm{VHngnj—ﬂﬂhxex}}:O

elde ederiz. Ancak (s,) dizisi klasik anlamda yakinsak olmadigindan (7,(f)) dizisi ile f fonk-

siyonuna yaklagsmak miimkiin degildir.

Ornek 4.2.3. Asagidaki gibi tanimlanan (7;,) dizisini goz 6niine alalim,
T(f:x) = unS; (f33), 48)
burada (S*(f)) Shepard maksimum-carpim operatdrii ve
1, n=2k 1, n=2k
””:{ 0 . n=2k+1" p”:{ 0, n=2k+1
ile verilsin.

P, kuvvet serisi metodunun regiiler oldugu agiktir ve € > 0 i¢in

Ec={neNy:|u,—0|>e} C{n=2k+1:keNp}
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saglandiginm gorebiliriz. Buradan da

1
op,(Eg)= lim —— "=0
Pp( 8) 0<t—sR— p(l‘) neZEspn
olup (u,) dizisi 1 sayisina Pp-istatistiksel yakinsaktir. Dolayistyla Teorem kullanilarak
(T (f)) dizisi ile f fonksiyonuna yaklasmak miimkiin olacaktir. Ancak (u,) klasik anlamda

yakinsak olmadigindan (7,,(f)) X tizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak degildir.
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu ¢alismada kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla lineer olma-
yan maksimum-c¢arpim operatorlerinin yaklasim 6zelliklerinin incelenmesi ve yakinsaklik ora-
ninin hesaplanmasi amaclanmistir. Bu baglamda, oncelikle klasik Korovkin teoremi, kuvvet
serisi metodu, istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik hatirlatilmigtir. Daha sonra lineer olmayan ancak lineer operatorlerin
sahip oldugu yaklasim 0zelliklerine sahip olan maksimum-carpim operatorleri tamtilmistir ve
A-istatistiksel yakinsaklik kullanilarak yaklasim o6zellikleri incelenmistir. Ayrica lineer pozitif
operator dizileri i¢in Korovkin teoreminin istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda
istatistiksel yakinsaklik yardimiyla elde edilen genellestirmeleri hatirlatilmistir.

Son olarak, tezin amaci dogrultusunda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardi-
miyla maksimum-¢arpim operatorlerinin yaklasim 6zellikleri elde edilmistir. Ayrica yakinsaklik
orani hesaplanmistir. Verilen 6rnekler ile literatiirde bilinen sonuclarin kullanilamayacag1 go-
rillmiistiir. Yani ispatladigimiz teoremlerimizin énemli bir boslugu dolduracagi agiktir.

Sonug olarak yakinsaklik yerine daha zayif olan kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsak-
lik alinarak lineer olmayan operatorler i¢in yaklasim teoremleri elde edilmistir. Bu sonuglarin
gelecek yillarda maksimum-minimum operatorlerine de aktarilmas: miimkiin goziikmektedir ve
bu konu ile ilgilenen okuyuculara toplanabilme metotlar1 kullanilarak elde edilebilecek yakla-

sim sonuglar1 oneri niteligindedir.
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