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OZET

Bu calismada asal sayilarin bazi 6zellikleri incelenmistir. Bes boliimden olusan
bu calismanin ilk bdliimiinde ¢alismada kullanilacak olan notasyon tanitilarak giris
yapimugtir. Ikinci béliimde asal sayilarin  6zellikleri incelenmis ve Goldbach
problemleri ile Riemann ve Genigletilmis Riemann Hipotezleri ele alinmistir. Ayrica
Riemann-zeta fonksiyonunun 6zellikleri incelenmistir. Uciincii béliimde asal sayilar igin
bazi1 analitik metotlar tanitilmistir. Dordiincii boliim ise kisa araliklardaki asal sayilarin
varligt ve ikiz asallar iizerine Ozellikle Cole o&diilii sahibi Prof.Dr.Cem Yal¢in
Yildirim’in sonuglarinin da aralarinda bulundugu literatiirdeki sonuclar ele alinmistir.
Besinci ve son boliimde ise ¢alismanin sunus tarihi itibariyle oldukga giincel bir sonug
olan [4n, 5n] araliginda asal sayilarin varligina dair elde edilen sonuglar verilmistir. Bu
caligma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Asal Sayilar; Riemann Hipotezi; Kisa Araliktaki Asal Sayilar
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ABSTRACT

In this study, some features of prime numbers are examined. In the first part of
this work consisting of five chapters, the notation to be used in the study is introduced.
In the second part, some properties of prime numbers are examined and Goldbach
problems and Riemann and Generalized Riemann Hypothesis are discussed. In addition,
the properties of the Riemann-zeta function have been studied. In the third chapter some
analytical methods for prime numbers are introduced. In the fourth part, the results of
the literature on the existence of prime numbers in short intervals and twin primes
including the results of Prof.Dr.Cem Yal¢in Yildirim, who has Cole Prize, are
discussed. In the fifth and last chapter, the results obtained on the existence of prime
numbers in the interval [4n, 5n], which is a fairly recent result as of the date of
presentation of the work. This work is a compilation.

Keywords: Prime Numbers; Riemann Hypothesis; Primes in Short Intervals
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1. GIRIS VE NOTASYON

Bu boliimde c¢alismada kullanilacak terimlere dair notasyonlar ve bunlara ait

aciklamalar ele alinacaktir.
. (a, b): a ile b sayilarmin ortak bdlenlerin en biiyiigi

. Euler ¢(n) : n € N olmak iizere ¢p(n) n’den kiigiik ya da esit ve n ile

aralarinda asal pozitif tam sayilarin sayis1 olarak tanimlanir.

Ormnegin: ¢(10) =4, ¢(7) =6

. p : asal say1

. Pn : N — inci asal say1

Ornegin, p, = 3

. fve g iki fonksiyon olsun. Eger bu iki fonksiyonun tanimli oldugu kiime

tizerinde |f (x)| < Cg(x) olacak sekilde bir C sabiti varsa
f(x) = 0(g(x)) veya

f<gl)

yazilir.

Eger C say1s1 bir a parametresine bagli ise bu durumda f = 0, g yazilir.

. x = a, limf(x)~g(x) ise “mxﬂa% -

’ f(x) = 0(g(x)) ise lim% =0

. limsu'plgi—jgl > 0ise f(x) = Q(g(x))

. i Lx) i i Lx) 1 = O-
lim sup s > 0,lim mfg(x) < 0ise f(x) = Qx(g(x))



2. ASAL SAYILARIN BAZI OZELLIKLERI

Bu boliimde asal sayilarin bazi 6zellikleri incelenecektir. Calismanin tamaminda

oldugu gibi bu boliimde de (Yildirim, 2009)’dan faydalanilmistir.
Teorem 2.1. Asal sayilar kiimesi sonsuz elemanlidir.

Ispat. Asal sayilar kiimesi sonlu olsun, yani py,p,, ..., p,, gibi sonlu sayida asal say1
mevcut olsun. Simdi, A = (p1p, ...pn) + 1 pozitif tamsayisin1 goz Oniine alalim. 4
sayis1 asal say1r degildir, ¢linkii asal sayilardan daha biiylik bir sayidir. O halde
Aritmetigin Temel Teoremi geregi bu bilesik say1 bir asal sayiya boliinmesi gerekir
(Asar vd. 2012). Buradan p; | A oldugu goriilir. Ayn1 zamanda p;, pi.ps....Pn

carpiminin da bir boleni oldugundan p; | p;.p,. ..- p, olur.

pi|Avep; | p1.D2- . P i€ D; | A — P1.D2- ... Dy dir. Yani p; | 1 olur. Burada bir
celiski olusur. Ciinkii hi¢cbir asal sayr 1’i bélemez. O halde asal sayilar sonsuz

cokluktadir.
Bu ispata alternatif olarak, simdi de Euler’in yaptig1 ispata kabaca bakalim.

Euler asal sayilarin ¢arpmaya gore ters hallerini yazarak toplamis ve bu toplamin

raksak oldugunu yani sonsuza yakinsadigini gostermistir.

Eger asal sayilar sonlu sayida olsaydi, sonlu tane saymin toplami olarak bu seri

yakinsak olacakt.
2.1.  Goldbach Problemleri

Asal sayilarla ilgili bir baska ilgi ¢ekici problem Goldbach tarafindan ortaya
atilmigtir. Bu konjektiiriin dogruluguna yaygin sekilde inanilmaktadir ancak ispat i¢in
heniiz bir ilerleme kaydedilememistir. Sonsuz coklukta sayinin hangi asal sayilarin
toplamindan geldigini belirlemek olduk¢a zor bir problemdir. Bu problem 1742’de
Goldbach’in Euler ile yazdig1 bir mektupta ortaya ¢ikmustir.



Konjektiir 2.1.1. (Goldbach Konjektiirii) 2’den biiyiik her ¢ift say1 iki asal sayinin
toplam1 seklinde ifade edilebilir.

Bu konjektiiriin iizerinde bazi1 kisitlamalara gidilerek Goldbach’in Zayif
Konjektiirii elde edilir. Bu konjektiir 5’ten biiyiik her tek saymnin ii¢ asalin toplami
seklinde yazilabilecegini iddia eder. Bu konjektiiriin dogrulugu Helfgott tarafindan

2014°de ispatlanmustir.

Teorem 2.1.2. (Helfgott, 2014) 5’ten biiyiik her bir tek say1 ii¢ asalin toplami seklinde

yazilabilir.

Uyan 2.1.3. Bu konjektiire neden zayif konjektiir denildiginin agiklayalim. Goldbach

konjektiirii ispatlanabilirse zayif konjektiir otomatik olarak ispatlanmis olur.

Goldbach konjektiiriiniin genellestirilmesiyle elde edilen problem Waring-
Goldbach problemidir, bu problem her bir pozitif tamsaymin pozitif tamsayilarin

n. kuvvetlerinin toplami sekilde yazilabilecegini iddia eder (Yildirim, 2009).

Zayif Goldbach Konjektiirii'niin genellestirilmesiyle Levy, (1963) asagidaki
kestirimde bulunmustur. Bu kestirim Zayif Goldbach Konjektiirii'ne benzemesine

ragmen daha giicliidiir.

Konjektiir 2.1.4. (Levy Konjektiirii)(Levy, 1963) n > 7 bir tamsayt olsun. Bu

durumda
2n+1=p+ 2¢q
olacak sekilde p ve g asal sayilar1 bulunabilir.
Ornegin, 47 =13 +2x17=37+2x5=41+2x3=43+2x2,
2.2. Riemann Zeta Fonksiyonu ve Bazi Ozellikleri

Tanmim 2.2.1. s bir karmasik degisken olsun. Re(s) > 1 olmak {izere,

=101 1

n=1



seklinde tanimlanan fonksiyona Riemann-Zeta fonksiyonu denir.
Asagida Riemann-Zeta fonksiyonunun farkli bir tanimi1 daha verilmistir.
Tamm 2.2.2. I'(s) gama fonksiyonunu gostermek {izere

x—1

<o) = F(s)f ex — 1

yardimiyla tanimlanir.

Teorem 2.2.3. (Narkiewicz, 1990) Riemann-Zeta fonksiyonu karmasik diizlemde bir

meremorf fonksiyondur. s = 1 de basit kutup yeri vardir ve kalintis1 da 1’dir, yani
lim(s —1) ¢(s) =1
dir.
Simdi ise Riemann-Zeta fonksiyonunun bazi 6zelliklerini inceleyelim.

Teorem 2.2.4. (Narkiewicz, 1990) B,, 2. Bernoulli sayisin1 gdstermek iizere her bir

pozitif ¢ift 2n sayisi i¢in

(=D)"*1B,, (2m)*"
¢(2n) = 2.(2n)!

dir. Ayrica n> 1 igin {(—n) = % dir.

Ornek 2.2.5. Riemann-zeta fonksiyonunun bazi degerleri

1
(=1 = 12
1
(@) =-3
1 2
((2)=1+—22+—32+ =—6

seklindedir.



Tamm 2.2.5. i¢inde tam kare ¢arpan bulundurmayan tam sayilara kare carpansiz

tamsayilar denir.

Ornegin, 10 sayis1 kare carpansiz tam sayidir fakat 18 sayis1 degildir. Ciinkii

18 = 2.3? oldugundan 18 sayisinin ¢arpanlari arasinda tam kare olan 9 sayis1 bulunur.

Kare carpansiz tamsayilarin dagilimi ile Riemann-zeta fonksiyonu arasinda ilging bir

iliski vardir. Ornegin, 1°den 30’a kadar olan tam sayilar1 ele alalim. Iginde kare carpan

bulunduran sayilari ¢ikardigimiz taktirde, elimizde kalan sayilar 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 13,
14, 15,17, 19, 21, 22, 23, 26, 29, 30’dur. O halde

icinde tam kare olmayan saylar _ 18

— =0,6'dir.
Sayrdizisindeki tim sayilar 30 o

Bu iligki asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 2.2.6. (Narkiewicz, 1990) Rastgele sec¢ilen bir pozitif tamsaymin bir kare

carpansiz tamsay1 olma olasilig1

dir. (= = 0,61)

Simdi ise Riemann-zeta fonksiyonun Euler ¢arpimimi verelim. Riemann-zeta
fonksiyonu ile asal sayilar arasinda yakin bir iligki vardir. Bu iliskiyi ilk kesfeden Euler

olmustur.

Teorem 2.2.7. (Narkiewicz, 1990)

ST
s -
n=1n 1-p

p asal

dir.



2.3. Riemann Hipotezi

Riemann-zeta fonksiyonunun Bernoulli sayilariyla olan iliskisinden kolaylikla
—2, —4, ... noktalarinda sifir oldugu yani bu sayilarin Riemann-zeta fonksiyonunun sifir
yerleri oldugu goriiliir. Bu sifir yerlerine Riemann-zeta fonksiyonun asikar sifir yeri adi
verilir. Asikar olmayan sifir yerleri asal sayilarla ve sayilar teorisinin bagka
problemlerinde yaygin olarak kullanildig1 i¢in oldukga ilgi ¢eker. Asagidaki problemin
¢cozlimiinli dogru olarak yapan ilk kisiye Clay Matematik Enstitiisii 1 milyon dolar 6diil

vermeyi tahahhiit etmistir.

Konjektiir 2.3.1. (Riemann Hipotezi) Riemann-Zeta fonksiyonunun agikar olmayan

sifir yerleri
{seC:0 < Re(s) <1}
acik seridi icerisinde kalir.

s sayist Riemann-Zeta fonksiyonunun asikar olmayan bir sifir yeri olsun. Bu

durumda Re(s) = i dir.

Uyan 2.3.4.

{s € C:Re(s) = %}

kiimesine Riemann-Zeta fonksiyonu i¢in kritik dogru denir.

Teorem 2.3.5. (Ivic, 1985)

toplaminin 6zellikleri i¢in ne sdylenebilir?



Riemann bu sorudan ilham alarak 1859°da Riemann-zeta fonksiyonunu

tanimlamis ve 6zelliklerini incelemistir.
Riemann ilk olarak asagidaki Z(s) fonksiyonunu tanimlamistir.
Tanim 2.3.6. Z(s) fonksiyonu her s € Z

1 1 1
Z(S) =F+§+§+"'

olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse s < 1 i¢in Z(s) raksaktir.

Riemann ilk olarak s’nin hangi degerleri i¢in {(s) = Z(s) oldugu sorusunun
cevabini aramistir. Boylece Riemann Z(s) ile ters simetrik bir fonksiyon bulmus olur.

¢(s) fonksiyonunun tanim kiimesini genisletmek ister.

Hatirlanacagi gibi s = 1 i¢in

(1) =14 dgom
()=l4gtgt==

olur.

Riemann {(s)’yi tanimladiktan sonra ozelliklerini incelemis ilk olarak ne

zaman sifir olur sorusunu géz dniine almistir.
Teorem 2.3.7. (Davenport, 1980) s = —2,—4,—6,—8, ... i¢in {(s) = 0’dr.

Bu sifir yerlerine {(s) fonksiyonunu asikar sifir yerleri denir. {(s)’nin
bunlardan baska gercel sifir yeri yoktur. Siradaki soru {(s) fonksiyonunun bagka sifir

yerleri var midir?

Cevap: Evet vardir.

1
((E + 14.1347251421’) =0



N =

“

1
((E + 25.0108575801’) =0

+ 21.0220396391’) =0

1
((E + 30.4248761261’) =0

Uyan 2.3.8. Riemann Hipotezi ve {(s)’nin tanim1 dikkate alinirsa {(s) 'nin agikar
olmayan tiim sifir yerlerinin 0 < Re(s) < 1 seridi iizerinde oldugu iddia edilir. Bu
seride {(s) i¢in kritik serit ad1 verilir. 1896’da Hadamard ve de la Valleé Poussin

birbirinden bagimsiz olarak Asal Say1 Teoremi ispatinda {(s)’nin Re(s) = 1 iizerinde

sifir yeri olmadigin1 gdstermistir. Hardy, {(s)’nin Re(s) = % dogrusu lizerinde sonsuz
coklukta sifir1 oldugunu ispatlamig Levinson ise {(s)’nin tiim sifirlarinin %’ﬁnﬁn

Re(s) =% dogrusu iizerinde oldugunu ispatlamigtir. Riemann hipotezi {(s) =0

denkleminin tiim ilgi ¢ekici ¢oziimlerinin diizlemde belli bir dikey dogru iizerinde
oldugu iddia etmistir. Bilgisayar hesaplamalar1 ilk 10.000.000.000.000 ¢oziim igin
hipotezin sagladigin1  gostermektedir. Clay Matematik Enstitiisii  Milenyum
Problemlerinden biri olarak Riemann Hipotezi’nin ispatina 1.000.000 dolar 6diil
bi¢gmistir. Bernhard Riemann’in sayilar teorisi iizerine yalnizca bir makalesi olmasina
ragmen bu makalesi 158 yildir ¢éziilemeyen ve ispatina ddiil vaat edilen bir problemin

ortaya ¢ikmasina neden olmasi ilgingtir.

Konjektiir 2.3.9. (Genellestirilmis Riemann Hipotezi (GRH)) 3.1°de tanimlanacak
olan Dirichlet L-fonksiyonlarinin agikardan farkli tim sifir yerleri Re(s) =% kritik

dogrusu iizerindedir.

Uyari 2.3.10. RH ve GRH dogrulugu kabul edilerek,

1. Asal say1 teoreminin ortalamadan ne kadar saptigini bulmada,
2. m(x) ve Li(x) fonksiyonlarini karsilagtirmada(*),

3. Asal sayilar arasindaki bosluklarin 6lgiilmesi,



4. Chebyshev konjektiiri,

5. Goldbach konjektiirii(*),

6. Polinom siireli asallik testlerinde(*),

7. Tamsayilarin 6klid halkalari(*),

8. Artin’in ilkel kok konjektiiri,

9. Verilen bir aritmetik dizideki ilk asal say1 bulma problemi(*),
10. Gauss’un sinif sayist problemi,

11. Bir kuadratik formun eksik degerlerini bulma

sonuclarina ulagilmistir.

(*) Ilk olarak bu sonuglar RH ve/veya GRH ile iliskilendirilerek ve bunlarin dogrulugu
kabul edilerek elde edilmis. Ancak daha sonra ispatlar bu kosulardan bagimsiz olarak

yapilmistir.

Asal sayilar neden 2’den baglar? Simdi ise bu sorunun cevabini verelim. n > 1
bir tamsay1 olsun. Eger n sayist 1 ve kendisinden bagka bir pozitif tamsayiya
boliinmiiyorsa n’ye asal say1 dendigini biliyoruz. Alman matematik¢i Goldbach ve
bundan Once yasayan matematikciler 1 sayisin1 asal olarak kabul ettiler. Ancak
yukaridaki tanim dikkate alindiginda 1 sayisinin asalligin1 aragtirmanin anlamsiz oldugu
goriiliir. Gergekten de 1 sayisini diger asal sayilardan ayirt eden baz1 6zellikler vardir.
Ornegin; 1 sayis1 Z tamsayilar halkasmin carpimsal birimidir. Bir saymm 1 ile
boliinmesi 6zel bir anlam tasimaz. Ustelik herhangi bir tamamen ¢arpimsal aritmetik
fonksiyonun 1°deki degeri 1 olacagindan aritmetik fonksiyon taniminda bazi sikintilara

yol agmamak i¢in 1 sayisini asal sayilardan ¢ikarmak gerekir.

Ornegin; Euler ¢ fonksiyonu p asali i¢in ¢p(p) = p — 1 olup 1 asal say1 kabul
edildiginde ¢(1) = 0 olur ki bu da fonksiyonu anlamsiz kilar. Buna benzer birgok

nedenle 1 sayisi asal say1 olarak alinmaz.
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Asal sayilarin formiiliize edilemeyecegi ispatlanmistir. Ancak asal sayilarin
sonsuz ¢oklukta oldugu bilindiginden asal sayilarin asimptotik davranisi incelemek

oldukga ilgi ¢ekicidir.

m(x) ile x ve x’ten kii¢iik asal sayilarin sayisi olsun ( £(10) = 4 ). Yani

n(x): = Z p<x 1
p asal
dir.
li(x) ile
x
liCx) = dt
HX = logt
2

x’in logaritmik integralini gosterelim.

Gauss 1792°de m(x) fonksiyonunun li(x) fonksiyonuna benzer sekilde hareket

ettigini ispatlamistir. Ayni zamanda,

m(x)

xl—r&x/logx -

oldugu gosterilmistir.

Bu ise bize yeterince biiyiik x’ler igin h(x) = é fonksiyonunun benzer sekilde

hareket ettigini gosterir. Bu teorem Asal Say: Teoremi olarak adlandirilir (Narkiewicz,

1990).

Gauss bunun disinda x ve x’ten kiiciik olan ve iki farkli asalin ¢arpimi olarak

x.loglogx

yazilabilen tim tamsayilarin sayisint t(x) = fonksiyonuna benzer sekilde

hareket ettigini ispatlamigtir.
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2.ASAL SAYILAR iCiN BAZI ANALITIK METOTLAR

Euler ilk terimi belli bir say1 olan aritmetik Oriintiide sonsuz ¢oklukta asal sayilar

oldugunu ispatlamistir.

a ve g aralarinda asal pozitif tamsayilar olsun ve k tiim dogal sayilar1 dolagsin.
Bu durumda 3 + 4k, 1+ 4k,1 + 3k,5 + 6k oOriintiilerinde sonsuz c¢oklukta asal say1
vardir. Omegin, 1 + 4k igin 5, 9, 13, 17, 21, 25, 29, 33, 37, 41, ... bu oriintiide sonsuz
coklukta asal oldugunu gostermek i¢in Euler’in metodu kullanabilir (Murty 1988).

Euclid teoreminin genellestirilmesi aslinda a ve ¢ aralarinda asal dogal sayilar
olmak iizere a + kq sonsuz c¢oklukta asal say1 oldugunu iddia eder. Bu teorem 1788
yilinda Legendre tarafindan konjektiir olarak ortaya atilmig 1837-1840 yillar1 arasinda
Dirichlet tarafindan ispatlanmistir. Bu ispat analitik sayilar teorisinin kdkeni olarak
kabul edilir. Bu ispatta Dirichlet’in kullandig1 argiiman Euler’in metodunu ¢ asal say1
olmak tizere mod ¢g’daki @ denklik simifin1 kisitlamaktadir. Bu makalede Dirichlet-L

fonksiyonu ad1 verilen ve s < 1 i¢in

n -1
L(s, ) = Ty X2 = T, s (1 - 22) (3.1)

ns pS

olarak tanimlanan fonksiyon kullanilmistir. Buradaki seri ve sonsuz ¢arpim s > 1 igin
mutlak yakinsaktir. Burada y’ye ¢ modiiliine gore Dirichlet modiilii ad1 verilir. y,

n tamsay1 degiskeninin ¢arpimsal ve ¢’ya gore periyodik olan bir fonksiyonudur.

Tanima dikkat edilirse (n,q) = 1 olursa bu durumda y(n) modiiliin bir koki

olur. (n,q) > 1 igin y(n) = 0 olarak tanmimlamak uygundur.

q ile aralarinda asal olan tiim » sayilarinda 1 degerini alan y, karakterine femel

karakter ad1 verilir.

q ile aralarinda asal olan n degerleri i¢in temel olmayan y(n) nin en az bir
periyodu ¢ degil ancak g’nun bir boleni oluyorsa y karakterine ilkel olmayan karakter

aksi takdirde ilkel karakter adi verilir.

g modiiline gore ¢(q) tane karakter vardir. Bu karakterler bir abelyen grup



12

x1x2(n) = x1(n). xo2(n)

olarak tanimlanir. Bu grup ¢ modiiline goére aralarinda asal olan kalan smiflarin

q modiiliindeki karakterler

1(n) = {cb(q) X = Xo

0 dis
n(modq) rser
\%S
_(¢(@ n=1(modq)
x(n) = { 0 diger
x(modq)

0zdesliklerini saglarlar.

Tam sayilarin bir kiimesi ile birlikte 6zel bir kalan sinifinda olan a (mod ¢q)
sayist asagidaki gibi secilebilir.
1 @ = |
YRy xta)x(n) =
¢(q) 0

X (mod q)

n=a(modq) ve(a,q) =1
, diger (32)
(3.2) esitligindeki temel olmayan y karakterlerinin serileri 0 <s <1 igin

kosullu yakinsak olur. Béylece L(s, x) fonksiyon s = 1 de diizenli olur.

Dirichlet’in a + kq aritmetik dizisinde sonsuz c¢oklukta asalin bulundugu
iddiasinin ispatinda kullanilan temel argiiman ¢ karakterleri i¢in s = 1% iken logL(s, )

fonksiyonunun sinirli olmasidir.

Dirichlet bu 6zellik yardimiyla asal sayilar ile ilgili 6nemli bir sonuca ulagmaistir.
Ancak bu sonug, x — o0 i¢in x’e kadar olan asal sayilarin sayisin1 veren bir fonksiyonun
verdigi sorusuna cevap verememektedir. 1849’da Chebyshev bu problem ile ilgili bazi
yeni sonuglar bulmustur. Eger lim,_,, m(x)/x logx limiti mevcut ise bu limit 1’e esit
olmak zorundadir ve ayn1 zamanda Chebyshev bu limit degeri i¢in alt sinirin 0,92... ve
iist sinirin 1,10... oldugunu gdstermistir. Burada logn! icin n ile arasinda asal olan

sayilarin logaritmalar1 {izerinden bir toplam olarak diislinerek Stirling formiiliini
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logn!’e uygulayarak bu sonuglar1 elde etmistir. Ancak Chebyshev’in bu metodu limitin

1 oldugunu gostermeye yeterli olmamigtir.

Mertens, 1874’te Chebyshev’in sonuglarini kullanarak asagidaki asimptotik

formiilleri elde etmistir.

zpsxl“% = logx + 0(1) (3.3)
zm = loglogx + A+ 0 (- gx) (3.4)
Mp<x(1 — %)—1 = e¥logx + 0(1) (3.5)

Mertens bunun disinda y’nin bir temel olmayan karakter olmasi durumunda
ZP% serisinin yakinsak oldugunu gdostermistir. Bdylece Dirichlet’in  buldugu

lim,_+ ZP% sonlu oldugu sonucunu gelistirmistir. Mertens burada (3.4) numarali

asimptotik formiiliin genellestirilmesi olarak diisiiniilecek

l loglogx
sza?i’éd It +A(q,a) + 0 (—— gx) (3.6)

esitligini kullanmigtir.
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3.KISA ARALIKLARDAKI ASAL SAYILAR UZERINE

Asal sayilar i¢in genel bir formiil elde edilemeyecegi ispatlandiktan sonra bilim
insanlar1 belirli bir araliktaki asal sayilarin varligini ve bunlarin sayisini aragtirma
yoluna girmislerdir. Boylece asal say1 teoreminden sonra hangi ®(x) fonksiyonlar1 i¢in

x — oo oldugunda

(x + d(x)) — ()~ 22 4.1)

logx
ozelligi saglanacagi sorusu akla gelir.

Dikkat edilirse bu soru x ile x + @ (x) arasindaki asal sayilarin sayis1 asimptotik

olarak verilmektedir. Burada olduk¢a yavag artan bir ®(x) fonksiyonu bulmak gerekir.

Heath-Brown (1988)’de x — o oldugunda &(x) - 0 olmak tiizere ®(x) =

7
x12 75 alinabilecegini ispatlamistir. Riemann Hipotezinin dogru oldugu kabul

1
edildiginde ®(x) = x2"¢ olabilecegi ispatlanmustir. Bu iist smirlar ile bilinen alt sinirlar

asarsindaki fark oldukca biiytiktiir. Rankin (1938)’de (4.1) esitliginin

logxloglogxloglogloglogx

PRy =c (logloglogx)?

(4.2)

i¢in saglanmadigini ispatlamistir. Gergekten de Rankin oo’a yakinsayan x’lerin dyle bir
varligini gostermistir ki uzunlugu (4.2)’de verilen x’in civarindaki araliklarda herhangi
bir asal say1 bulunmamaktadir. Bu ise ardigik asallar arasindaki biiylik bosluklar i¢in
ispatlanan en iyi mesafedir. Maier (1981)’de bu varlik teoremini genisleterek sabit bir k
sayisi icin her birinin biiylikliigl (4.2)’deki gibi olan asal sayilar arasindaki k ardisik

boslugu oldugu ispatlanmistir.

Diger yandan Selberg (1943)’de Riemann Hipotezinin dogrulugunu kabul

d(x)
(logx)?

saglandigini ispatlamistir. Buradaki hemen hemen tiim x’ler i¢in kavrami su anlama

ederek x — oo iken — 00 oluyorsa hemen hemen tim x’ler i¢in (4.1)’in

gelmektedir. x — oo iken (4.1) esitligini saglamayan x € [0, X] Ozelligindeki x’lerin

kiimesi 6l¢timii o(X)’tir. Riemann Hipotezi dogru oldugu varsayimi olmadan elde edilen
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&€

1
en iyi sonu¢ Zaccagnini (1998)’de ®(x) = x¢ ° i¢in (4.1) esitliginin dogru oldugu
ispatlanmigtir. Dogal olarak Selberg’in sonucunun acaba tim x’ler i¢in dogru olup
olmadig1 akla gelir. Bu sorunun cevabi1 Maier (1985)’te (4.1) esitligini saglamayan

istisnalarin belli A > 1 i¢in ®(x)'in (logx)* kadar biiyiik oldugunu ispatlamistir. Yani

n(x + (logx)*) — m(x)

;l—{?o Sup (logx)*-1 > 1
. .m(x+ (log)*) — m(x)
,11_{?0 inf (log) 1 <1 (4.3)

olur.

Asal Say1 Teoremi geregi p,, ile p,,;, ardisik asallar arasindaki farkin asimptotik
olarak logp, gibi davrandigi soOylenebilir. Cramer (1936)’da olasiliga dayali bir
sebepten yola c¢ikarak ardisik asallar arasindaki olast en biiylik boslugun

lim Pnt1=Pn — 1 oldugunu bir konjektiir olarak vermistir. Ancak daha bu konjektiir

=% (logpp)?

tizerinde gerekli diizenlemeler yapilarak daha iyi bir sonug olan

Pn+1 — Pn = 0(10g2pn) (44)

elde edilmistir. Cramer’in bu kestirimi aslinda su basit modele dayanmaktadir: Herhangi

bir n sayisinin asal olma olasilig1 yaklagik olarak @ 'dir ve bu olasilik farkli asallar

icin bagimsiz olarak goz Oniine alinabilir. Ancak Cramer’in diislincesinin bu
dayanaginda sdyle bir bosluk yer almaktadir. Ornegin, n ve n + 2 sayismn ikisinin
birden asal say1 olmasi bagimsiz olaylar olarak diisiiniilemez. Gergekten de n sayist ¢ift

say1 ise n + 2 sayisi1 asal say1 olmaz.

Tekrar Rankin’in sonucunu goz Oniine alalim. (4.2) numaral esitlikte ¢ gibi bir
sabit s6z konusudur. Maier ve Pomerance (1990)’da numarali kaynakta bu c sabiti
degeri i¢in bir iyilestirme elde edilmistir. Dogal olarak Riemann-Zeta fonksiyonunun
stfirlar1 hakkinda daha ¢ok bilginin bilinmesi veya dogrulugunun kabul edilmesi asal

sayilarin dagilimi hakkinda daha gii¢lii sonuglar elde edilmesine yarar.

Grosswald ve Schnitzer (1978)’de
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- 1
co=]la-20"  Guswspu,
n=1 n

fonksiyonunu goz oniine almis ve bu fonksiyon yardimiyla asal sayilar ile Riemann-
Zeta Fonksiyonunun sifir yerleri hakkinda bagka sonuclar elde edilmistir. Bu carpim
o > 1 icin mutlak yakinsak olup bu bélgede hicbir zaman sifir olmaz. Ote yandan
o > 0 bolgesine aralikli olarak devam ettirilir. Boylece kolaylikla ¢ > 0 i¢in {*(s) ve
{(s) ayn1 sifir yerlerine sahiptir. Ancak {(s) icin gecerli olan baz1 dnemli 6zellikler
¢*(s) icin gegerli degildir. Ornegin, {*(s) icin o > 0 boyunca analitik devam miimkiin
olmadigi i¢in ¢*(s) bir fonksiyonel esitlige sahip degildir. s = 1 de basit kutup yerine

sahiptir. Rezidii » ile gosterilsin. Bu rezidii % < r <1 6zelligindedir.

1990’11 yillarin baslarinda asal sayilar i¢in kiigiik bosluklar iizerine oldukca
onemli sonuclar elde edilmistir. Goldston (1995)’te asal sayilarin dagilimi hakkindaki
birgok problemde kullanilan bazi biyiikliikler i¢cin alt smrlar veren bir metod
gelistirmistir. Daha sonra bu metot Goldston ve digerleri tarafindan gelistirilerek bir¢ok
yeni uygulamalar ve gelistirilmis sonuclar elde edilmistir. Goldston, Pintz ve Yildirim

(2006) ve (2009)’da herhangi bir sabit pozitif r tamsayisi i¢in

lim inf@ < e V(Wr—1)2 (4.5)

n—oo logp,
esitsizligini elde etmistir.

Uyan 4.1. Dikkat edilirse (4.5)’te r = 1 alinarak herhangi bir sabit € > 0 sayisi i¢in
ortalama boslugu e’dan kiiciik olan sonsuz ¢oklukta ardisik asal saymin varligi

sonucuna ulagilir.

Goldston, Pintz ve Yildinm (2010)’da bu elde edilen sonuglar iizerinde

derinlemesine bir analiz yaparak daha iyi bir sonug olan

. . Pn+r — Pn
lim in

f <
nee o [logpy, (loglog p,)?

o (4.6)

elde etmistir.
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Uyan 4.2. Goldston, Pintz ve Yildirnm (2010)’da ikiz asallar arasinda boslugun
yeterince kiigiik oldugunu yani sonsuz c¢oklukta ikiz asal oldugunu goézlemlemislerdir.
Bu {i¢ bilim insan1 2014°te ikiz asallar {izerine ¢alismalar1 nedeniyle olduk¢a saygin bir
odiil olan Cole 6diiliinti kazanmisglardir. Goldston, Pintz ve Yildirim aralarinda en fazla
16 fark olan sonsuz ¢oklukta ikiz asal oldugunu ispatlamisken, 2013’te Yitang Zhang bu
sonucu gelistirerek aralarindaki fark en fazla 70 milyon olan sonsuz ¢oklukta ikiz asal

oldugunu kanitlamistir.
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4.[4n,5n] ARALIGINDAKI ASAL SAYILAR UZERINE

Bu boliimde Balliet (2017)’nin verdigi sonuglar iizerinde durulacaktir.
Literatiirde olduk¢a giincel olarak yer alan bu makalede n > 2 i¢in 4n ile 5n arasinda

mutlaka bir asal say1 bulundugu ispatlanmaistir.

Ornegin n = 3 igin 12 ile 15 arasinda 13 asal sayis1 vardir. n = 7 igin 28 ile 35

arasinda 29 ve 31 asal sayilar1 vardir.

n > 2 ozelligindeki tiim #’ler i¢in bu aralikta bir asal saymin olup olmadigini
belirlemek oldukga ilgi ¢ekici bir problemdir. Bu problemin motivasyon kaynagi
Bertnard (1845)’te referans oldugu ve Chebyshev (1850)’de ¢6zdiigii su sonuca dayanir:

n > 1 i¢in n ile 2n arasinda en az bir tane asal say1 vardir. Erdds (1932) ve (2003)’te

I(x) = ZIng

p<x

Y(x) = z logp.
p

k<x
keN
Chebyshev fonksiyonlarinin temel 6zelliklerini ispatlamis ve binom katsayilari i¢in bazi

yaklasimlar da bulunmustur.

Gincel literatiire bakilirsa El Bachraoui n > 1 i¢in 2n ile 3n arasinda bir asal
sayinin bulundugunu ispatlamistir. Bertnard postulatina benzer bir sonug¢ olup daha
kiigiik bir aralikta bir asal saymin varligim sdylemektedir. Ornegin, Bertnard postulatt
p € (10,20) agik araligindaki bir 6zellige asalin varligini ifade etmekteyken, Bachraoui
p € (10,15) ozelliginde bir asalin varligini ispatlamistir.

El Bachraoui ayni1 makalesinde agik problem olarak n > k > 2 6zelligindeki k&
ve n sayilart i¢in kn ile (k + 1)n arasinda bir asal say1 olup olmadig1 sorusunu ortaya

atmistir.
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Daha da giincel bir sonug¢ olarak Loo (2011)’de bu araligi daha da kisaltarak
n>1 icin p € (3n,4n) ozelliginde bir asalin varligim1 ispatlamigtir. Bu boliimde

asagidaki teoremi ispatlayacagiz.
Teorem 5.1. (Balliet, 2017) n > 2 i¢in [4n, 5n] arasinda bir asal say1 vardir.
Bu teoremin ispatinda asagidaki teoremlerden faydalanacagiz.

Teorem 5.2. (Robbins, 1955) Her x > 1 i¢in
1 1 1 1
V2mx* 2e ¥ oA < x! < V2mx¥ T2 ¥ T
: s [s]
Teorem 5.3. (Balliet, 2017) r ve s gercel sayilar1 s >r >1 ve {r} =4(r.s) <[r]>

ozelliginde olsun. Bu durumda 1 < §(r, s) < s olur.

Teorem 5.4. (Loo, 2011)

u(x+c)

1. ¢ > — bir sabit olsun. Bu durumda her x > = icin
12 2 1(e)1(x)

u(c)

2. ¢ pozitif belli bir sabit olsun ve h,(x) fonksiyonu h,(x) = TSI

olarak tanimlansin. Bu durumda,

<x<

N =

icin hy (x) >0

N o

c
x=5 icin hy(x) =0

c 1
E<x§c—§ icin hy(x) <0

dir.

Bu boliimdeki ana teoremin ispat1 i¢in asagidaki yol izlenecektir. (22) binom

katsay1s1 goz Oniine alinacak ve bu katsay1 biiyiikliiklerine bagli olarak ii¢ ¢garpim olarak

asal carpanlarina ayrilacaktir. Yani bu asal sayilar Ty, T, ve T ile gosterilecek olursa

T, = 1_[ pB@®)

psV5n
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4n+1<p<5n
olmak iizere (iZ) = T, T,T; olacak sekilde kategorize edecegiz.

ASLZ) —>1 oldugu gosterilirse bu durumda T;'te en az bir

Boylece eger T; = ( s
asal say1 oldugu ispatlanmig olur. Bu ise (4n, 5n) araliginda bir asal say1 bulundugunu

gosterir. O halde ana teoremin ispatindaki temel amag T3 > 1 oldugunu ispatlamaktir.

Teorem 5.5. (Balliet, 2017)

1 1 1

2 n=>1 igin eson 24n+1 en+1 < 1
. r 1

3 n=>1 igin ezon ten+1 4n+1 < 1

4. n=6815 igin T < 4,002202 dir
Teorem 5.6. (Balliet, 2017) Her n > 6818

0.054886 3125 2,51012V5n
5 (5= > (5n) 1osGn)

dir.
Ana Teoremin Ispat.

Yukarida verilen teoremlerdeki esitsizliklerin n = 6818 icin dogrulugu

ispatlanmigtir. Boylece teoremin ispati iki pargada yapilacaktir.

Kolayca goriilebilir ki 2 < n < 6817 igin 4n ile 5n arasinda her zaman bir asal

say1 vardir. O halde n > 6818 olsun.
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(Sn) _(n+1)An+2)..(5n)

4n) 1.2..n

sayisint gdz Oniine alalim. Eger 4 ile 5n arasinda asal sayilar var ise o asallarin ¢carpimi

(iZ) sayisint boler.

5n

4n) =T,.T,.T

T,, T, ve T; carpimlart yukaridaki gibi tanimlansin. O halde (

yazilabilir.

Erdos (2003), sayfa 24 geregi (22) nin asal c¢arpanlarma ayrildiginda T,.

kuvvetleri 2’den kiiciik olduklar1 goriiliir. Ote yandan T; igin
T, < (5n)"0/50)
esitsizligi dogrudur. Rosser ve Schoenfeld (1962) geregi

1,25506x

m(x) < log(x)

oldugu bilinmektedir. Boylece T; i¢in

2,51012v/5n
T, < (5n)™05M < (5n) logGn)

ust simir elde edilir.

_ (5n/2 _ {Sn/ 3} :
A= { om } ve B = 4n/3 olarak tanimlansin ve T, carpimindaki p asalini

g0z Oniine alalim.

. Eger 57n<ps4n ise bu durumda n<p <4n <5n<2p dir.

Boylece f(p) = 0’dir.
. Asikar olarak

l_[ p, A'yiboler.
n

2n<p557
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. Eger 5?n<pS2n ise bu durumda n <p < 2p < 4n < 5n < 3p dir.

Boylece f(p) = 0°dur.
. Asikar olarak

l_[ p, B'yiboler.
4n 5n
3 <P=3

. Eger 5ZTn<pS%n ise bu durumda n <p < 3p < 4n < 5n < 4p dir.

Boylece f(p) = 0°dur.

. Eger n<p£%n ise bu durumda §<p<2n<2pss7n<3pdir.
Boylece
l_[ p, A'yiboler.
5n
Tl<pST
. Eger S?n <p <n isebudurumda

p<n<2p<4p <4n < 5p < 5n < 6p dir. Boylece B(p) = 0’dur.

. Eger z?n <p< S?H ise bu durumda
§<p<4?n<2ps5?n<3pdir.B6ylece
l_[ p, B'yiboler.
2n 5n
3 <P=%
. Eger %n <p< z?n ise bu durumda
p<n<2p<6p <4n < 7p < 5n < 8p dir. Bdylece B(p) = 0’dur.
. Eger §<p§%n isebudurumda§<p<3p<2n<4p<57n<5p

dir. Boylece

l_[ p, A'yiboler.
5n

E< <
2<P=7g

.5 :
. Eger 1—711 <p< g ise bu durumda

p<2p<n<3p<8p<4n<9p <10p <5n < 11p dir.
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Boylece (p) = 0°dur.
5

. Eger %n<'p§1—rll isebudurumda§<p<2p<4?n<3p<5?n<4p

dir. Boylece

p, B'yiboler.
4n 5n
9 <P=171
- 5n n .
. Eger <P =7 ise bu durumda

p<2p<n<3p<IPp<4n<10p < 1lp < 5n < 12p dir.
Boylece f(p) = 0°dur.

. Eger §<p§i—z isebudurumda2<p<3p<%<4p§5?n<5p
dir. Boylece
l_[ p, B'yiboler.
n <5n
3<P=12
. Eger i—z <p< % ise bu durumda

p<2p<3p<n<4p<12p<4n <13p < 14p < 15p < 5n < 16p dir.
Boylece B(p) = 0°dur.

< 5n .
. Eger 27n <p< 1—2 ise bu durumda

p<§<2p<6p<2n<7p<8p£57n<9pdir.

Boylece
p, A'yriboler.
2n 5n
7 <P=1s
. Eger i—: <p< 27n ise bu durumda

p<2p<3p<n<4p<1l4p<4n <15p < 16p < 17p < 5n < 18p dir.
Boylece (p) = 0°dur.

< 5n .
. Eger % <p< £ ise bu durumda

p<§<2p<7p<2n<8p<9p§57n<10pdir.B6ylece



1_[ p, A'yiboler.

3<P=71g

Erdos (2003) Sayfa 167 geregi

[Tr<+

p<x

oldugundan

n n
1_[ p <41 =22

\/5n<ps%

elde edilir. Boylece sonug olarak T, i¢in

n
T, = 1_[ pP® < 224AB

Vsn<psy
iist sinir1 elde edilir.
Teorem 5.2 geregi
G =i
n (4n)! (n!)

I(5n)
> u(4n)u(n)

5n (3125\" _1 1 1
= %<m> e60n+1 48n 12n

> 0446024173 (3125>n
' " *\ 7256

elde edilir. Teorem 5.5. geregi bu son esitsizlik her n > 6818 i¢in

24



Ve

1 1 1

Ao {511/2} Lo ([Sn/Z])

s (7))
2 l(2n)l([57"]—2n)

sn (%)

2 102m)1 (%)

<

_5n 5n<3125>% 1 1 1

| — | — e30n 24n+1 é6n+1
4 T \ 256

5 [5n /3125\2
<_ _
2 n<256>

< 1.576958 %<3125>g
' "\ 256

5n 5n
5| _s([5]
b= 4n = 3 [411]
3 3

25
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s [ (5

]

S_n 4n+ 3 u(S?n)

< 3 3 Ans
n_
1(3)1(3)
n
125 <4n + 3) 1 <3125>3 1 1 1
= n2 e20n 16n+1 4n+1
24t\n—3 256

< 51531158 %<3125>g
' "\ 256

ust smirlarn elde edilir.

5ny 1
T; = —_—
3 (M)nn
5n 1 1
= (4n) n 2,51012V5n
22AB Too(En)
(571) log(5n)
n
0,054886 /3125\6 1
22 3 <256> 2,51012v5n
2nz (517.) log(5n)
>1

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Teorem 5.1’in Sonuglar

Yukaridaki teorem kullanilarak asal sayilar ile ilgili asagidaki sonuglar elde

edilir.
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5(n+3)

Teorem 5.7. (Balliet, 2017) Herhangi n > 2 pozitif tamsayist i¢cin n < p < —

olacak sekilde bir p asal say1s1 vardir.

Teorem 5.8. (Balliet, 2017) Herhangi n > 2 pozitif tamsayis1 i¢in # ile 5» arasinda en

az 4 tane asal say1 vardir.
Teorem 5.9. (Balliet, 2017) Her n > 5 i¢in #n ile 5n arasinda en az 7 asal say1 vardir.

Teorem 5.10. (Balliet, 2017) n > 2 olsun. Bu durumda (4n, 5n) araligindaki en az

n
0.054886 /3125\6 _M
08s5n n 3 <256> (5n) og(5n)
22nz

tane asal say1 vardir.

Teorem 5.11. (Balliet, 2017) n — oo igin [4n,5n] araligindaki asallarin sayisi da
sonsuza gider. Yani her bir pozitif » tamsayisi i¢in dyle bir pozitif L tamsayis1 vardir ki

her n > L i¢in [4n, 5n] aralifinda en az m tane asal say1 vardir.
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