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OZET
DEVANEY ANLAMDA KAOTIiK FONKSIYONLAR

Kesikli dinamik sistemler teorisinde ¢esitli kaotik fonksiyon tanimlart mevcuttur (Crannell,
1995). Devaney’in kaos tanimi matematikgiler arasinda en popiiler tanimlardan biridir. Deva-
ney’in kaos tanimi {i¢ ana unsurdan olusmaktadir. Periyodik noktalarin yogunlugu, topolojik
gecisgenlik,baslangic sartlarina hassas bagimliliktir ve bunlar kaos kosullari olarak adlandirilir.
Bu calismada Devaney anlaminda kaotik fonksiyon 6rnekleri verilmistir. Oncelikle Lojistik do-
niistim, Tent doniistimii ve Shift doniisiimii gibi 1yi bilinen kaotik fonksiyon 6rnekleri listelen-
mistir. Shift doniisiimii ayrintili olarak incelenmistir. Kaos kosullar1 arasindaki iliskilere ve al-
ternatif bazi kosullara deginilmistir. Calismanin ana kisminda ¢arpim yontemiyle yiiksek bo-
yutlu uzaylarda kaotik fonksiyonlar elde edilmistir. Ayrica topolojik esleniklik kavrami kulla-
nilarak n-boyutlu birim disk iizerinde kaotik fonksiyon insa edilmistir. Son béliimde genel to-

polojik uzaylar lizerinde kaos kosullar1 tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kaotik Fonksiyon, Topolojik Gegiskenlik, Topolojik Esleniklik, Baslan-
gi¢ Sartlarina Hassas Baglilik.



ABSTRACT
CHAOTIC FUNCTIONS IN SENSE OF DEVANEY

There are various definitions of a chaotic function in the theory of discrete dynamical systems.
The Devaney’s definition of chaos is the most popular one among the mathematicians. Deva-
ney’s definition is consist of three main ingredients. Namely, density of periodic points, topo-
logical transitivity and sensitive dependence on initial conditions which are called the chaos
conditions. In this work we give examples of chaotic functions in the sense of Devaney. Firstly
we list the well known examples such as Logistic map, Tent map and Shift map. We study on
the Shift map in details. We point out some relationships between chaos conditions and alter-
native conditions to chaos conditions. In the main body of this work we obtain chaotic functions
in higher dimensional spaces by using product tecnique. We also construct chaotic functions on
n-dimensional unit disc by using the topological conjugacy argument. In the last chapter we
discuss chaotic functions in general topological spaces.

Keywords: Chaotic Functions, Topological Conjugacy, Topological Transitivity, Sensitive De-

pendence Initial Conditions.
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1. GIRIS VE ON BILGILER

Bu boliimde kullanilan tanimlar Devaney’in An Introduction to Chaotic Dynamical Sys-

tems adli kitabinda detayli bir sekilde agiklanmistir. (Devaney, 1989).

1.1. Kesikli Dinamik Sistem

X bir topolojik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. (X, f) ikilisine kesikli dina-

mik sistem denir.

Burada f iizerinde siirekli olma kosulu yoktur, ancak ileride goriilecegi lizere genelde

stirekli fonksiyonlar ele alinmaktadir.

1.2. Bir Noktanin Yoériingesi
X bir topolojik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin.

f* = fofofo..of fonksiyonuna, f fonksiyonunun n defa bileskesi denir.
ndefa

xo € X verilsin. { xy, f(xo), f? (x0), ... ,f"™(xp) ...} kiimesine, x, noktasimnn yoriin-

gesi ya da orbiti denir.
Orby (xo) ile gosterilir.

Kesikli Dinamik Sistemler Teorisinin temel amaglarindan biri farkli noktalarin yoriin-

gelerinin davraniglarinin incelenmesidir.

1.3. Bir Fonksiyonun Sabit Noktasi

f(x) = x kosulunu saglayan yani, f fonksiyonu altindaki goriintiisii yine kendisine

esit olan noktalara, f fonksiyonunun sabit noktalar1 denir .

1.4. Bir Fonksiyonun Periyodik Noktasi

f™ (x) = x kosulunu saglayan yani, f fonksiyonu altindaki n defa goriintiisii yine ken-
disine esit olan noktalara, f fonksiyonunun periyodik noktalari, n dogal sayisina da x noktasi-

nin periyodu denir.
1.5. Akibeti Periyodik Nokta

x; € X, f fonksiyonunun n periyotlu bir noktasi ve x, € X noktasi i¢in

f™(x,) = x4 oluyorsa, x, noktasina, akibeti periyodik nokta denir.



1.6. Akibeti Sabit Nokta
x, € X, f fonksiyonunun sabit bir noktasi ve x, € X noktasi i¢in

f¥(xy) = x, oluyorsa, x, noktasina, akibeti sabit nokta denir.

1.7. Yoriingesi Yogun Nokta

xo € X verilsin. Orbs (x,) kiimesi X”in yogun bir alt kiimesi ise, yani Orby (x,) kiime-
sinin kapanis1 X ’e esit ise, x, noktasinin yoriingesi X de yogundur denir.

Ornek 1.1 :

f: R - R, f(x)= x?—1fonksiyonu verilsin.

1) x, = 1+2\/§ Ve x, = %g noktalari, f’nin sabit noktalaridir.
2) x; = LI Xy = bt noktalari, f’nin akibeti sabit noktalarindandr.
3) x=1, x=0, x = —1 noktalar1, f’nin peridoyu 2 olan noktalaridir.

4) x'=~2,x"' = =2, x' = J1++2 ve x' = —/1++/2 f’nin akibeti 2 pe-
riyotlu noktalarindandir.

1.8. Topolojik Ge¢isken Fonksiyon

X uzaymin bostan farkli, her bir U,V agik kiimeleri igin

fr(U)NnV # @ olacak sekilde, In € Nvarsa, f fonksiyonuna topolojik gegisken
fonksiyon denir.

1.9. Total Gegisken Fonksiyon

f:X - Xfonksiyonu verilsin.  Eger her bir n>0 sayis1i icin f™X - X
fonksiyonu topolojik gegisken ise f fonksiyonuna total gegisken fonksiyon denir.

1.10. Topolojik Blending

X c R"ve f: X — X fonksiyonu verilsin. Eger bostan farkli ve acik her bir U,V c
X i¢in

fean W) = ¢

olacak sekilde bir k > 0 sayis1 varsa, f fonksiyonuna zayif blending denir.



X c R"ve f:X — X fonksiyonu verilsin. Eger bostan farkli ve agik her bir U,V c
X igin
fean W) = ¢

kiimesi, bostan farkli bir agik kiime igerecek sekilde bir k > 0 sayis1 varsa, f fonksiyo-

nuna giiclii blending denir.

1.11. Leo Ozelligine Sahip Fonksiyon

X uzaymin bostan farkli, her bir U agik alt kiimeleri i¢in; n = ng igin, f™(U) = X ola-
cak sekilde bir ny € N sayis1 varsa, f fonksiyonuna leo 6zelligine sahip fonksiyon denir.

1.12. Baslangi¢c Kosullarina Hassas Bagimh Fonksiyon

0 < & <1 sabit bir say1 olmak iizere, Vx € X noktasinin her N komsulugu i¢in
d(feeo. f{) > &

olacak sekilde bir y € N ve k > 0 varsa, f fonksiyonuna baslangi¢ kosullarina hassas

bagimli fonksiyon denir.

a>1, f:(0,0) - (0,0) f(x)= ax fonksiyonu baslangi¢ kosullarina hassas ba-

gimli fonksiyondur.



2. DEVANEY’IN KAOS TANIMI
Literatiirde pek ¢cok kaos tanim1 olduguna isaret etmistik. Devaney tarafindan 1988 y1-
linda verilen kaos tanimi matematik¢iler tarafindan yaygin olarak kabul gérmektedir. Deva-

ney’in kaos tanimi herhangi bir metrik uzayda gegerlidir (Devaney, 1989).
Tanim 2.1

X bir metrik uzay olmak iizere, f : X = X fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu asa-
gidaki ti¢ kosulu saglarsa, f fonksiyonuna Devaney anlamda kaotik fonksiyon denir.
1) f, X uzayi lizerinde, topolojik geciskendir.

2) f’nin periyodik noktalarinin kiimesi X uzayinda yogun; baska bir deyisle X uzayinda
hangi a € X noktasi alinirsa alinsin a noktasinin her bir komsulugunda f fonksiyonunun en

az bir periyodik noktas1 vardir.
3) f, X uzay1 lizerinde, baslangi¢ kosullarina hassas bagimlidir.

Simdi Devaney anlaminda kaotik olan siklikla kullanilan bazi fonksiyonlari sirasiyla
verecegiz. Ancak bu orneklerin birisi diginda detayli olarak kaos kosullarini sagladigini ispat-
lamayacagiz. Bu 6rneklerle ilgili detayli agiklama (Devaney, 1989), (Gulick, 2002), ve (Elaydi,
2007) kaynaklarinda mevcuttur. Bu 6rneklerin kabul géren isimleri vardir. Ileride yeni drnekler
olusturmak i¢in bu fonksiyonlar1 kullanacagiz. Dizi uzayindaki Shift doniisiimii detayl1 olarak

ele alinacaktir.
Ornek 2.1

st kompleks diizlemdeki birim gember olsun. S ’in elemanlarini 6 ile ifade eder-
sek, (0<6<2m).

g: St->51  g(6) =20 mod 2
fonksiyonu Devaney anlamda kaotik bir fonksiyondur.

Ornek 2.2

IA
=
IA

T:[01] - [01], T(x)=
2—2x,

N R

N[~ O
IA
=
IA

dontigiimiine ¢adir (tent) doniistimii denir. Bu doniisiim, Devaney anlamda kaotiktir.



Ornek 2.3

f:10,1] - [0,1] , f(x) = 4x(1 — x) doniistimiine lojistik doniisiim denir ve bu donii-

stim kaotiktir
Ornek 2.4
2x, 0<x< 1
B: [0,1] - [0,1], B(x) = ) % fonksiyonuna Baker donii-
2x — 1, > <x<1
stimii denir ve kaotik bir fonksiyondur.
Ornek 2.5
( 2x , 0<x< 5
D: |01l -1]0,1], D(x) = 1
[0.11i0 1) Dix) | 20-1, 5<x<1
k 0 . x=1

fonksiyonu Katlama dontisiimii olup kaotiktir.

Dizi Uzayi ve Shift Doniisiimii

Xy, ={s = 50515, | 5; € {0,1}} kiimesine dizi uzay1 ya da sembol uzay:1 denir. Bu

uzayin bazi elemanlari;
x=000..,x=111..,x =010101...,x = 001001 ... ,x = 101010 ...
seklindedir.
Onerme 2.1
2, uzay1 sayilabilir degildir. Bagka bir deyisle,
birebir orten olacak sekilde f : X, — N fonksiyonu tanimlanamaz.

Onerme 2.2

d: Y, X2, »[0,00); x= XoX1X2 .. , V= YoV1V2 ... € X, olmak ilizere,

- (% — vl
d(x,y) = Z%
n=0

fonksiyonu X, uzayi lizerinde bir metriktir.



Teorem 2.1 :
(2, ,d) metrik uzayinda;

X=X0X1X3 . , Y=YoYV1YV2.. € Xy o0lsun.

d(x,y) = Yme 0 Fn =] icin asagidaki ifadeler gegerlidir.

1) Eger i =0,1,2,..,n iginx;=y; ise d(x,y) < dir.

2) Eger d(x,y) <o ise i =0,1,2,...,n igin x;=y; "dir.

Simdi bu 6rnegi ayrintili olarak inceleyelim, bu 6rnek simdiye kadar yapmis oldugumuz

tanimlarin hepsini saglar.
Onerme 2.3
S fonksiyonu herhangi bir a = aya;a, ... noktasinda siireklidir.

Kanait:
€>0i¢cin3 § > 00dylekid(a,x) <& iken d(S(a),S(x)) < & kosulunun saglandigini gos-

termeliyiz.

€ > 0 sayisina karsilik yeterince biiyiik n dogal sayisin zin < & olarak alalim.

Iddia: Bu durumda 6§ =

ey segmek yeterlidir.

Gergekten x € B(a ) ised(a,x) <

» = 0 olacagi igin
X = AgAq1Qy ... ApQpi1Xns2 - formundadir.
Bu noktanin goriintiisii

S(x) = S(apgaa; ... Apapi1 X4z ) = 10z .. ApQpp1Xnss - olur, 6te yandan a’nin

goruntisu

S(a) = S(agaqa, ...) = a0, ...y ApiqAnys - dir. Dikkat edilirse S(a) ve S(x) nok-

talarinin ilk n + 1 terimi cakismaktadir.

d(S(a),S(x)) < o < € olur. (Teorem 2.1 )



Shift Doniisiimiiniin Sabit Noktalar

X = XgX1X, ... noktasi i¢cin S(x) = x denkleminin ¢oziimleri, S fonksiyonunun sabit

noktalar1 olacaktir.

S(xoxlxz ) = xleX3 e — xoxle bU durumda
xO = x1
x1 = xz

olup x =000.. , x =111.. olmaldir.
Shift Doniisiimiiniin Periyodik Noktalar

1) 2 periyotlu noktalar1 bulalim . $%(x) = x denkleminin ¢dziimii, fonksiyonun 2 peri-

yotlu noktalar1 olacaktir.

52(x0x1x2 ) =S (xlex3 ) = X2X3X4 oo = XgX1X2 uun Olacaktlr.
xO = xZ
X1 = X3

x =101010... , x = 010101 ... S fonksiyonun 2 periyotlu noktalaridir.

2) 3 periyotlu noktalar1 bulmak istiyorsak da S3(x) = x denkleminin kokleri 3 peri-

yotlu noktalaridir.
X = XgX1X3XgX1X, ... fonksiyonun 3 periyotlu noktalaridir. x = 011011 ...
fonksiyonun 3 periyotlu noktalarindan biridir.

3) n periyotlu noktalar1 bulalim. Bu durumda, S™(x) = x denkleminin ¢6ziimiinii

bulmak gerekir.
X = XgX1Xy ... € X, igin S™(x) = X, Xp41Xn4o - dil.
S™(x) = x esitliginden x,%X;,41Xp42 .= XoX1 X5 ... denklemi elde edilir. Buradan da
Xy = X0, Xn+1 = X1, Xnt2 = X2, e, Xops1 = Xo... esitlikleri elde edilir. O halde

S™(x) = x ise yani x, n-periyotlu nokta ise



X = XgX1Xg o Xp_1X0X1Xg eoo Xp_q o
formunda bir noktadir.

Sonug olarak,

Per;($)={000... ,111 ... }

Per,(5)={000 ... ,111...,0101 ...,1010 ...}

Pers(S)={ xox1x3X9x1%5 ... | x; € {0,1}}

Per, (S)={ x9x1X5 ... Xp_1X0X1X3 ... Xpn_q - |x; € {0,1}}
Onerme 2.4

S fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi X, uzayinda yogundur. Baska bir
deyisle, V x € X, i¢in € > 0 olmak lizere, B(x, €) komsulugunda mutlaka S fonksiyonunun en

az bir tane periyodik noktas1 bulunur.

Kanit :

Yeterince biiyiik bir n € N sayisini zin < ¢ olacak sekilde secelim. x € X,, B(x,¢€)

komsulugunu g6z 6niinde bulunduralim.

X = XpX1X, ... noktast araciligiyla, y = x¢Xq ... Xp41Xg ... elemanin1 tanimlayalim, bu du-
rumda x’in ilk n 4+ 2 terimi ile y’nin ilk n 4+ 2 terimi aynidir ve y noktasi, S ninn + 2 periyotlu

noktasi olup;

1

1
d(x,y) < ﬁ < 2_"

olur ve bu durumda y € B (x, zin) C B(x, €) olmasi demektir. Sonug olarak, S’nin pe-

riyodik noktalarinin kiimesi X, uzaymda yogundur.
Onerme 2.5
S: %, > X, S(s¢5152 ...) = 5155 ... fonksiyonu topolojik gegiskendir.
Kanit :

Oncelikle, €>0; x,y € X,i¢cin B(x,¢) ve B(y,¢) agik yuvarlart alindiginda
S k(B (x, e)) N B(y,e) # @ olacak sekilde bir k € N olup olmadigini inceleyelim. Bagka bir
deyisle, S*(a) € B(y, ¢) olacak sekilde, k € N sayis1 ve a € B(x, &) bulabilir miyiz?



a = aoalaz... anan+1y0y1...
S1(a) = a;a,...

S%(a) = ayas...an4q .-

Sn(a) = Anan+1YoY1 -

SnH(a) = dn+1YoY1 -

1
S"*2(a) = YoY1Y2 - € B(Y'ZTO

1
SO—ZTO<£

1
B(x,7;) © B(x,€)

B,z < B(y,e)

a = apa1dz... AnAn4+1YoY1Y2 - Yn+1 -

a = ayay ...ay,, YY1 - € B (x, 2%0) , S™2(a) = yoy, Vs ..

S™*2(q) € B(y, 2%0) c B(y,¢) olacaktir. Budurumda, S¥(B(x, s)) N B(y,e)#0
olacak sekilde bir k € N vardir ve k = ny + 2 dir.

Uvclk, UV # @ acik kiimelerve x € U,y € V olsun. Bu kiimeler agik oldugundan,
Je& > 0,3 e, > 0sayilant B(x, &) € U,B(y,&,) €V olacak sekilde vardir.

€ = min{ey, &,}

diyelim, bu durumda B(a,e) c U ve B(b,&e) c V olur,. f"(B(a, e)) N B(b,e) # 0
olacak sekilde k > 0 sayisinin varligini1 gostermistik; B(a,e) € U,B(b,e) cV
oldugundan dolay: da f*(U) NV # @ olur.

Sonug olarak, S fonksiyonu topolojik geciskendir.

Tanim 2.2

(X, d) metrik uzay ve f: X — X fonksiyon olsun. Her bir a € X ve € > 0 igin

f¥(B(a,€)) = X olacak sekilde k > 0 mevcut ise f’ye uzayi kaplayan fonksiyon denir.



Onerme 2.6
S: X, — X, shift doniisiimii uzay1 kaplayandir.
Kanat:

e > 0olsunvea = aga,a,... € X, noktasini alalim. Sk(B (a, e)) = X, olacak sekilde

k var midir?

Bu durumda yeterince biiyiik bir n sayisini zin < ¢ olacak sekilde segelim.

Sk (B (a, 2171)) = X, olacak sekilde k sayisini bulmak yeterli olur. Bunun i¢in y =

YoV1Yz - € X, keyfi noktasmi alalm. y € S¥ (B (a, zin)) olacak sekilde k sayisinin mevcut
oldugunu géstermeliyiz. Yani S*(x) = y olacak sekilde 3 x € B (a, zin) noktasinin mevcut
oldugunu goéstermeliyiz.

Iddia: x = aga,a,... a,am41YoY; - segmek yeterlidir.

Gergekten segilen bu x noktasinin ilk n+2 terimi, a noktasinin ilk n + 2 terimi ¢akistigi

i¢in, Teoremden dolay1 d(a,x) < o < zin olup,x € B (a, zin) dir. Diger yandan S™*2(x) =

y olur. Bu da,

k=n+2 icin S (B (a i)) = X, olmasi demektir.

»om
Onerme 2.7
S altindaki yoriingesi, X', ’da yogun bir ¢ € X, vardir.
Kanit:
2, uzayinin
c=0100011011000001100010101011 110111 ...
seklinde taniml1 elemaninin yoriingesi bu uzayda yogundur.

X = XgXq ... Xp ... € X, keyfi nokta ve ve € > 0 verilsin. B(x,€) N Orb,(c) # @ oldu-
gunu gostermeliyiz. Bu durumda yeterince biiyiik bir n sayisini zin < ¢ olacak sekilde segelim.

¢’nin tanimlanisinda her blokta, miimkiin biitiin kombinasyonlar yer aldigindan dolayr n +

1’lerin olusturdugu bloktaki terimlerden bir tanesi xyx; ... x, ’dir. Buna gore yeterince biiyiik
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bir k sayis1 i¢in S'(c) = xox; ... X,, ... olur. Dikkat edilirse x noktasinm ilk n + 1 terimi ile

S*(c) noktasinm ilk n + 1 terimi ¢akismaktadir.

Teoremden dolay1
d(S*(c),x) < 5z < & = S¥(c) € B(x,&)dir.

Yani B(x,&) N Orbs(c) # @ olur.
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3. TOPOLOJIK ESLENIK DINAMIK SISTEMLER
Matematikte yeni bir yapi tanimlandiginda bu yapilar arasinda denklik de tanimlanir.
Mesela iki topolojik uzayin homeomorflugu, iki vektor uzaymin izomorflugu ya da iki grubun

izomorflugu buna 6rnektir. iki dinamik sistemin denkligi de tanimlanir ve buna topolojik esle-
niklik denir.

3.1. Topolojik Esleniklik

f:X =X ve g:Y —Y fonksiyonlari verilsin. h o f = g o holacak sekilde, h : X —

Y homeomorfizmi varsa, f ve g fonksiyonlarina topolojik eslenik denir.

Ornek 3.1

X =(0,0), Y =Ruzaylarini; f: X - X,f(x) =e.x,g:Y =Y, g(x) =1+ xve

h:X - Y, h(x) = Inx fonksiyonlarii disiinelim.

(0,0 —fb (0,0)

h h'

R —5 "R

Burada, f(x) = e.x fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagiml bir fonksiyon ol-

masina ragmen, g(x) = 1 + x fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimli degildir.

f:X - X ve g:Y - Y fonksiyonlari topolojik eslenik fonksiyonlar ise f fonksi-
yonu X uzayinda topolojik gecisken ise g fonksiyonu da Y uzayinda topolojik gegisken; f
fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi X uzayinda yogun ise g fonksiyonunun periyodik

noktalar1 kiimesi de Y uzayinda yogundur.

3.2. Topolojik Yar1 Esleniklik
f:X ->X ve g:Y —>Y fonksiyonlar verilsin. ho f = g o h olacak sekilde, h :

X - Y siirekli ve 6rten fonksiyonu varsa, f ve g fonksiyonlarina “yar1 topolojik eslenik” denir.

Lemma 3.1

f fonksiyonunun periyodik noktalar1 X uzaymda yogun ise g fonksiyonunun da periyo-

dik noktalar1 Y uzayinda yogun olur.
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Kanit :

f fonksiyonunun periyodik noktalari X uzayinda yogun olsun. Bu da X uzayindaki her
bir acigin f fonksiyonunun periyodik noktalarindan en az birisini igermesi demektir. Keyfi bir
U c Y agig1 alalm. h fonksiyonu siirekli oldugu icin h~1(U) c X acik kiimedir. Hipotezde
3x, € f~1(U) noktas1 igin h(x,) € U olur. Bu durumda, x, € h"1(U) noktast igin
9™ (h(x0)) = h (f™(xo)) = h(x,) kosulu saglanir. Bu da g fonksiyonunun periyodik noktala-

rinin kiimesinin Y uzayinda yogun olmasi1 demektir.
Lemma 3.2

f fonksiyonu X uzayinda topolojik gegisken ise g fonksiyonu da Y uzayinda topolojik

gecisken olur.
Kanit :

f fonksiyonu X uzayinda topolojik gegisken olsun. Bu durumda X uzayinda bostan
farkli hangi U; , V; agik kiimelerini alirsak alalim f™(U;) N V; # @ olacaklardir.

h fonksiyonu siirekli oldugu icin U; = h™1(U) ve V; = h™1(V) kiimeleri de X uza-
yinda acik kiimeler olup; f fonksiyonu X uzayinda topolojik gegisken oldugu icin f*(U;) N
V, # @ olacak sekilde k € N vardir. Bu durumda, &yle bir x, € U; vardir Ki f*(x,) €
fEWy) nvyolur. Buda f*(x,) € f*(U,) ve f*(x,) € V; = h~1(V) demektir. y, = h(x,)
diyelim. g*(yo) = g*(h(xe)) = h(f*(x,)) buradanda f*(x,) € V; = h™3(V) oldugu igin
h(f¥*(xy)) € V olacaktir. Sonugta, ayn1 k € N sayis1 icin g*(U) NV # @ kosulu saglanir, bu

da g fonksiyonunun Y uzayinda topolojik gecisken olmasi anlamina gelir.

Ornek 3.2:

g:St - St,g(0) =26 ve Q:[0,1] - [0,1],Q(x) = 4x(1 — x) fonksiyonlar1 kaotik
fonksiyonlar olup, g fonksiyonun yardimiyla bir kaotik fonksiyon elde edip o kaotik fonksiyo-
nun yardimyla da Q(x) = 4x(1 — x) kaotik fonksiyonunu elde edecegiz. Oncelikle g fonksi-
yonunu kullanarak kaotik fonksiyon elde etmeye c¢alisalim. Aradigimiz kaotik fonksiyon f ol-
sun. hy: [0, ] - [—1,1] h,(8) = cos(8) fonksiyonu bir homeomorfizmdir. hy o g = f o hy
olacak sekildeki h; fonksiyonunu arityoruz. cos(26) = 2.cos?(8) —1=f (hl(B)) =
f(cos(8)) olacak sekildeki f fonksiyonu f:[—1,1] - [—1,1], f(x) = 2x? — 1 dir. Bu fonk-

siyonun yardimiyla Q kaotik fonksiyonunu elde edelim.
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h,:[—1,1] - [0,1], h,(x) = —%(x —1) bir homeomorfizmdir. Bu durumda,
Q:[0,1] = [0,1], Q(x) = hy o f o hy, *(x) = hy(f(hy ' (x))) =4x(1 — x) olacaktir.
Simdi de h,(f (x)) = Q(h,(x)) kosulunun saglandigini gésterelim.

h(f () = hpy (222 = 1) = == (2x2 =1 —1) = 1 -«
2
Q(h()) = Q (—%(x - 1)) = 4. (—%(x— 1)) —4(—%@ - 1))
= —2(x—1) — 4.5 (x — 1)? = 1-x

Y ¥

AT
| /_\
- & _1/‘ a ! s s 1<
'\

1

1 5,
> x

e

i NI
L J

!

1

_1'- ] | _]. 9 1
it =1
ho By =hz0foh; hs
s TR .t D
0 1 0 1
Sekil 3.1. Q Kaotik Fonksiyonunun Elde Edilisi
Ornek 4.2:

g: St > S1,g(0) = 30 kaotik fonksiyonu yardimiyla da bir kaotik bir fonksiyon inga

edebiliriz. h: [0, ] — [—1,1], h(8) = cosO fonksiyonu bir homeomorfizmdir.

ho g(8) = g(h(8)) olacak sekilde f fonksiyonunu ariyoruz.
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c0os26 = 2.cos?0 —1  sin20 = 2.sinb.cosO

sin’0 = 1 — cos?0 olmak iizere;

hog(6) = h(g(@)) = cos(30) = cos(6 + 260) = cos6.cos20 — sinb.sin26
= c0s0(2c0s%0 — 1) — sinf(2.sinbcos0H)
= 3c0s36 — cosO — 2sin*OcosH
= 3c0s30 — cosO — 2(1 — cos?0)cosO

4c0s30 — 3cos6

= f(cos0)
= f(h(9))
olacak sekildeki f fonksiyonu f:[—1,1] - [-1,1], f(x) = 4x3 — 3x dir.

g fonksiyonu kaotik bir fonksiyon oldugu i¢in f fonksiyonu da kaotik olur.

¥ Y
AN ’ s
9
3a
L -ICJI | . d\JI .
-1 -1
s 4 s
S
[ ] .1 _1l .1

Sekil 3.2. . f Kaotik Fonksiyounun Elde Edilisi
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4. KAOS KOSULLARI ARASINDAKI ILISKILER

Kaos taniminda gegen ti¢ kosul en genel durumda birbirinden bagimsizdir. Yani her-
hangi birinden veya herhangi ikisinden digerleri elde edilemez (Degirmenci, Kaos Kosullarinin
Irdelenmesi, 1992), (Emek, 2007). Ancak 1992 de Banks ve ekibi makul kosullar altinda topo-

lojik geciskenlik ve periyodik noktalarin yogunlugu kosullarinin baslangig¢ sartlarina hassas ba-
gimlilig gerektirdigini gostermislerdir (Banks, Brooks, Cairns, Davis, & Stacey, 1992). Bir
teorem olarak ifade edecek olursak;

Teorem 4.1.

X sonlu olmayan bir metrik uzay, f: X — X siirekli bir fonksiyon olsun. f topolojik ge-
cisken ve f’nin periyodik noktalar1 X’de yogun ise f fonksiyonu X iizerinde baglangi¢ sartla-

rina hassas bagimlidir.

Periyodik noktalar1 yogun ve topolojik gegisken olup, baslangi¢ sartlarina hassas ba-

gimli olmayan bir 6rnek asagidaki sekilde verilebilir;
Ornek 4.1. X = {1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde ayrik metrigi gdzoniine alalim.

f:X — X fonksiyonu da f(1) =2,f(2) =3,f(3) =4,f(4) =5,f(5) =1 seklinde
tanimlansin. X deki tiim noktalar periyodik olup periyodik noktalarin kiimesi yogundur. X’deKi
bos olmayan U,V acik altkiimeleri verilsin. U bos olmadigindan bir x € U noktas1 mevcuttur.
f nin tanim1 geregi x noktasmin ydriingesi X uzayinin tamamidir. Bu nedenle f*(U) NV # @
kosulunu saglayan bir k > 0 sayis1 mevcuttur. Dolayisiyla f topolojik gegiskendir. Ozel olarak

x = 1 noktasin ve bu noktanin N = {1} agik komsulugunu gozoniine alirsak, x noktasinin N
komsulugunda d( e, fk (y)) > ¢ ozelliginde bir y noktasi yoktur, ¢iinkii bu komsulukta x’

in kendisinden baska nokta yoktur. (Assaf & Gadbois, 1992) makalesinde kaos kosullarinin

bagimsizligina dair farkli 6rnekler verilmistir.

4.1. Topolojik Gegciskenlik ve Yogun Yoriinge iliskileri

Genellikle topolojik geciskenlik ve yogun yoriingenin varligi birbirlerini gerektirmez-
ler. Yani bir fonksiyon topolojik gecisken olmasina ragmen, yogun yoriingeye sahip olmayabi-
lir veya yogun yoriingeye sahip olup, topolojik gegisken olmayabilir. Bununla ilgili detayli bir
inceleme (Degirmenci & Kogak, Existence of Dense Orbit and Topological Transitivity: When
Are They Equivalent?, 2003) ’de bulunmaktadir
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Ornek 4.2.

X ={1,2,3} uzay1 ayrik topoloji ile insa edilsin. f:X - X,f(1) =2, f(2) =1,
f(3) = 2 fonksiyonu altinda, orbs(3) = X oldugu i¢in yogun ydriingeye sahiptir fakat f fonk-
siyonu topolojik ge¢isken olamaz; U = {1} ve V = {3} agiklarii¢in f™*(U) NV # @ olacak se-
kilde n € N bulunamaz.

Ornek 4.3.

X ={1,2,3} kiimesi tizerinde T =1{0,X,{2},{2,3},{1,2}} topolojisi verilsin.
f:(X,7) = (X,7), f(x) = x birim fonksiyonu topolojik gecisken olmasina ragmen yogun yo-
riingeye sahip bir nokta mevcut degildir.

4.2. Topolojik Gec¢iskenlik ve Blending iliskisi

Topolojik blending 6zelligi, baz1 yazarlarca topolojik gecisgenlik 6zelligine alternatif
bir 6zellik olarak ele alinir (Crannell, 1995)

Onerme 4.1.

X € R" ve f: X — X fonksiyonunun periyodik noktalar1 yogun ve f fonksiyonu siirekli
bir fonksiyon olsun . f fonksiyonu topolojik giiclii blending ise topolojik geciskendir.

Kanit :

f fonksiyonu blending ve periyodik noktalar1 yogun olan bir fonksiyon olsun. U ve V
bostan farkli agiklarini alindiginda N < f¥(U) n f¥(V) olacak sekilde k € N sayis1 buluna-
bilir. Blend sdzciigii harmanlama, karistirma anlamina geliyor; topolojik blending fonksiyonlar

uzayin bazi elemanlarimi belli bir iterasyondan sonra karigtirdigi i¢in U ve V kiimelerinde bir-

takim elemanlar blend olur. V agiginin U ile blend olmus noktalarinin kiimesineV’ diyelim.

V'= f~™(N) nV kiimesi, f fonksiyonu siirekli bir fonksiyon oldugu i¢in agik bir kii-
medir. f fonksiyonunun periyodik noktalar1 X uzaymnda yogun oldugu i¢in V' kiimesi en az bir

periyodik nokta igerir ve bu periyodik noktaya x diyelim.

x periyodu p > k olan bir nokta olsun. Bu durumda, f*(x) € N olacaktir; baz1 y € U

elamanlar1 f*(x) = f*(y) kosulunu saglar.
PO = PR O)
=fPR(fR ()
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=17 O)

=x
Buradan da, fP(U) NV # @ sonucuna ulasiriz. f topolojik ge¢iskendir.
Ornek 4.4.

Gicli blending bir fonksiyon, topolojik gecisken olmayabilir.

2x OSxSi
t:[0,1] - [0,1], t(x) = { —2x + 1, igxgg
| 2x -1, §st1

fonksiyonu topolojik blending fonksiyon olup gecisken degildir.

A
VU
34 ..................... ...............
[F)| ER—— _________________ : ................ .....................
(57 T — ‘ AAAAAAAAAAAAAAAAAAA .....................
: 3 : : > X
0 1/4 1/2 3/4 1

Grafik 4.1. t Fonksiyonunun Grafigi

t fonksiyonunun [0,%] kapal1 aralig1 tizerine kisitlanmis hali ¢adir doniisiimiine denk ol-
dugu i¢in t fonksiyonu bu bolgede leo 6zelligine sahiptir. Bu sebeple, her bir U ve V agiklari

fEWU) N f(V) # @ olacak sekilde bir k > 0 sayisi vardir. Eger bu U , V agiklar1 [% ,1] kapali

araliginda iseler, bu agiklarin fonksiyon altindaki birka¢ adim sonrasindaki goriintiileri [O,%]
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araligina diisecegi i¢in yine blending 6zelligi saglanacaktir. U S [0,%] Ve [%,1] olmas1 duru-

munda da yine V’nin birka¢ adim sonrasindaki goriintiileri [0,%] araligina diisecegi igin

fEW) n f¥(V) # @ olacak sekilde bir k > 0 sayis1 vardir.

Fakat, U = (%, ;) c [0, %] vel = G, 1) (- [%, 1] agik kiimeleri i¢in

&) n (V) # @ olacak sekilde bir k > 0 sayis1 bulunamaz. Bu sebeple de topolojik
gecisken olmaz.

Onerme 4.2. (Jakobi) (Devaney, 1989)

A bir irrasyonel say1 olmak iizere, Ty: ST — S, T;(8) = 6 + 2mA (mod2m) seklinde ta-

nmiml1 T fonksiyonu altinda her noktanin yériingesi S*°de yogundur.
Ornek 4.5.
Topolojik gecisken bir fonksiyon, blending olmak zorunda degildir.

S*>de U ve V bostan farkli agiklari alalim. Jakobi dnermesi geregi U agigindaki herhangi

bir 6 eleman igin orbr,(#) kiimesi S*’de yogun oldugu igin dyle bir k € N bulunabilir ki

T,%(0) € V olur ki bu durumda T;,*(U) NV # @ olup topolojik gegisken olur. Ote yandan Tj
fonksiyonu baslangi¢ sartlara hassas bagimli olmadig icin herhangi bir 81 € S elemaninin

N komsulugu icin

IT,(8) — TH(8Y)| = |6 + 2mA — 8 — 2;A| = |6 — 61| olacaktir bu da T fonksiyonu-
nun uzaklhigi korudugunu gosterir. Bu sebeple, her bir U ve V bostan farkli agiklari igin
T,%(U) n Ty (V) # @ olacak sekilde, k € N bulunamaz, dolayisiyla blending olamaz.

4.3. Total Geciskenlik ve Leo Ozelligi

Onerme 4.3.

X uzayinda total gegisken bir f: X — X fonksiyonu ayn1 zamanda da topolojik gecisken-
dir.

Onerme 4.4

X metrik uzayi iizerinde, leo 6zelligine sahip f: X — X fonksiyonu baslangi¢ sartlarina

hassas bagimhidir
Onerme 4.5.

X metrik uzaymda, f:X — X fonksiyonu leo 6zelligine sahip ise total geciskendir.
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Ornek 4.6.
Topolojik gecisken bir f:[0,1] = [0,1] fonksiyonu

(o +s 0<x<n

x+5, 0<x<g

3 1 1

X)=14-2 — —<x<-=

f(x) x+2,4_x_2
1

&—x+1, ESXS].

seklinde tanimlansin. f fonksiyonu total gecisken bir fonksiyon degildir.

f2:10,1] - [0,1]fonksiyonu

(x4 0<x<a
X 2, _x_4

(fof)(x) = 1 ZX—%, %

seklinde tanimlanir.

3/4

1/2

1/4

1/2 3/4 1

0 1/4

Grafik 4.2. f Fonksiyonunun Grafigi



3/4

1/2

1/4

0 1/4 1/2 3/4 1

Grafik 4.3. f o f Fonksiyonunun Grafigi

4.4. Touhey Ozelligi ve Kaos

Tanim 4.4.1: (X, d) metrik uzay ve f: X — X fonksiyonu verilsin. X uzayimin bostan
farkli her U,V altkiimesi igin Orbs (xo) NU # @ ve Orbs (xo) NV # @ olacak sekilde bir
Xy € X periyodik noktasi mevcut ise f fonksiyonu Touhey 6zelligine sahiptir denir.

Bu o6zellik i1lk bakista kaos ¢agristmi yapmamaktadir, ancak belli kosullar altinda

bu kosul kaos tanimina denktir. Bu denklik asagidaki teoremle ifade edili (Touhey, 1997).

Teorem 4.4.2: X sonlu olmayan bir metrik uzay ve f: X — X siirekli bir fonksiyon

olsun.

Bu durumda f’nin kaotik olmasi igin gerek ve yeter kosul f’nin Touhey 6zelligine

sahip olmasidir.
Ornek 4.7. (Tiim y&riingeleri periyodik olan kaotik fonksiyonlar)

1.Q:[0,1] - [0,1], Q(x) = 4x(1 — x) kuadratik doniistimii g6z 6niine alalim. Bu fonk-
siyonun kaotik oldugundan dolayr Q’nun periyodik noktalarinin kiimesi X = {x €
[0,1]: x, Q nun periyodik noktasi}, [0,1] de yogun bir kiimedir. Q nun X e kisitlanmisina q
diyelim, yani g = Q|x olsun. Bu durumda q: X — X, q(x) = 4x(1 — x) fonksiyonunun tiim

noktalar1 periyodik olur. Ustelik q fonksiyonu kaotiktir. Bunu gdstermek icin Touhey 6zelligine
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sahip oldugunu ispatlamak yeterlidir. X in bos olmayan keyfi U,V acik altkiimelerini alalim.
Bu durumda [0,1] araliginda Uy, V; acik altkiimeleri U = U; N X, V = V; N X olacak sekilde
vardir. Q fonksiyonu [0,1] tizerinde kaotik oldugundan Touhey 6zelligini saglar. Bu nedenle Q’
nun bir x, € [0,1] periyodik noktast Orbg (xo) N Uy # @ ve Orbg (xo) N Vy # @ olacak se-
kilde vardir. x, periyodik nokta oldugundan x, € X olur. g fonksiyonu, Q’nun periyodik nok-
talara kisitlanmis1 oldugundan Orb, (x¢) = Orb, (xo) dir. x, periyodik nokta oldugundan
Orbg (xo) © X olur. O halde Orb, (xo) N U; # @ ve Orb, (xo) NV, # @ ifadelerinden ve
Orbg (x¢) € X olusundan dolay1 Orb, (xo) N U # @ ve Orbg (xo) N U # @ elde edilir. Yani
q fonksiyonu X tizerinde Touhey 6zelligine sahiptir. Yani q, X tizerinde kaotik bir fonksiyon-

dur.
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5. CARPIM UZAYLARINDA KAOTIK FONKSIYONLAR

Tanim 5.1

(X,dy) ve (Y,dy) metrik uzaylari verilsin. f:X — X ve g:Y — Y fonksiyonlarinin

kartezyen ¢arpimi,

fXg: XXY->XxY, (fxg)lxy) =({)g®»)

seklinde tanimlanan fonksiyondur. Bu bdliimde f X g fonksiyonunun topolojik

dinamik acisindan bazi 6zelliklerine deginilecektir. X X Y iizerinde,

d((x, y1), (x2,¥2)) = dx(x1,%5) + dy(y1,¥2) seklindeki garpim metrigi dikkate

alinacaktir.

(X,dq1) ve (Y,d,) metrik uzaylar1 verilsin. f: X - X ve g:Y — Y fonksiyonlarinin

kartezyen ¢arpimi diye

fxg:XxY->XxY, (fxgy)=Fx),90))

seklinde tanimlanan fonksiyona denir. Bu boliimde f x g fonksiyonunun topolojik
dinamik agisindan bazi Ozelliklerine deginecegiz. X X Y {lizerinde d((x, y), (x', y’)) =

d,(x,x") + d,(y,y") esitligi ile verilen ¢arpim metrigi géz oniine alinacaktir.

Kaos kosullarindan periyodik noktalarin yogunlugu ve baslangic sartlarina hassas
bagimlilik ¢carpim uzaylarina tasinir. Ancak topolojik geg¢iskenlik 6zelligi ¢arpim uzayla-

rina tasinmaz (Degirmenci, N. 1992).

Carpim fonksiyonlarinin kaotik 6zellikleri (Degirmenci & Kogak, Chaos in Product

Maps, 2010) makalesinde detayli olarak ele alinmistir.
Teorem 5.1
f:X - Xve g:Y - Y fonksiyonlar1 verilsin.

I) f’nin X uzayinda ve g’nin Y uzayinda periyodik noktalarinin yogun olmasi igin

gerek ve yeter kosul f X g’nin X X Y uzayindaki periyodik noktalarinin yogun olmasidir.

i) f veya g fonksiyonlarindan biri baslangi¢ sartlarina hassas bagimli ise f X g

carpim fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidir.

Asagidaki 6rnek topolojik gegisken iki fonksiyonun ¢arpiminin topolojik gecisken

olmak zorunda olmadigin1 gostermektedir.
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Ornek 5.1.
2x+1 , 0<x<1/2
f:10,2] — [0,2], f(x)={-2x+3 , 1/2<x<1
—-x+2 , 1<x<?2

seklinde tanimlanan f fonksiyonu kaotik bir fonksiyondur. Ancak [0,2] x [0,2] karesel
bolgesi tizerinde tanimlanan f X f fonksiyonu topolojik gecisken degildir. Dolayisiyla f X f
fonksiyonu kaotik degildir (Degirmenci & Kogak, Chaos in Product Maps, 2010).

Bu 6rnege dayanarak kaotik iki fonksiyonun ¢arpiminin kaotik olmadigini sdyleyebili-
riz. Diger yandan belli kosullar altinda kaotik iki fonksiyonun ¢arpimi kaotik olabilmektedir.

Bununla ilgili olarak asagidaki teoremi ifade edelim:
Teorem 5.2
f:X > Xveg:Y - Y fonksiyonlar: verilsin.

i) f, X tzerinde ve g, Y ilizerinde kaotik fonksiyonlar olsun. Ayrica f ve g fonksi-
yonlar1 LEO 6zelligine sahip fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda f X g carpim fonksiyonu

X XY tizerinde kaotik bir fonksiyondur.

i) f, X tzerinde siirekli ve kaotik bir fonksiyon ve g, Y iizerinde kaotik ve LEO
ozelligine sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda f X g carpim fonksiyonu X X Y iizerinde

kaotik bir fonksiyondur.

Bilindigi iizere daha dnce listelenmis olan klasik kaos drneklerinin hepsi ayni za-

manda LEO &zelligine de sahiptirler.

Yukaridaki teoremleri kullanarak ¢carpim uzaylarinda yeni kaotik fonksiyonlar elde ede-
biliriz.

Orek ([0,1] x [0,1] Birim Karesi Uzerinde Kaotik Fonksiyonlar)

1. Q:[0,1] = [0,1], Q(x) = 4x(1 — x) kuadratik doniisiim olmak tizere,

F:[0,1] x [0,1] = [0,1] X [0,1], F(x,¥) = (4x(1 — x),4y(1 — y))

fonksiyonu kaotiktir. Ciinkii F = Q X Q olup ¢arpim fonksiyonudur ve Q fonksiyonu

LEO o6zelligine sahip kaotik bir fonksiyon olup teoremin kosullarini saglar.
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IN
= N

2X, X
2. T:[01] - [01], T(x) =
2 —2x,

cadir doniisiimii kaotik bir
<x

NIRr O
IA
IA

fonksiyondur, iistelik LEO 6zelligine sahiptir. Bu nedenle
T xT:[0,1] x [0,1] = [0,1] x [0,1], (T X T)(x,y) = (T(x), T(y)) fonksiyonu kaotik
bir fonksiyondur.

3. Q:[0,1] - [0,1] kuadratik doniistim, T : [0,1] — [0,1] ¢adir doniisiimii olsun. Bu
durumda Q x T:[0,1] x [0,1] = [0,1] X [0,1], (Q X T)(x,y) = (Q(x), T(y)) fonksiyonu ka-
otik bir fonksiyondur.

4.Q:[0,1] - [0,1] kuadratik déntisiim, f : [0,1] — [0,1] herhangi bir kaotik fonksiyon

olsun. Bu durumda

Q X £:[0,1] x [0,1] > [0,1] X [0,1], (@ X f)(x,¥) = (Q(x), £(3)) fonksiyonu kao-
tik bir fonksiyondur.

5.T:[0,1] - [0,1] ¢adir doniisiimdi, f : [0,1] — [0,1] herhangi bir kaotik fonksiyon ol-

sun. Bu durumda

T x f:10,1] x [0,1] = [0,1] x [0,1], (T X f)(x,y) = (T(x), f(y)) fonksiyonu kao-
tik bir fonksiyondur.

Ornek (S* x [0,1] Silindiri Uzerinde Kaotik Fonksiyonlar)

1. g: S - S, g(6) = 20 katlama doniisiimii ve

Q:10,1] - [0,1], Q(x) = 4x(1 — x) kuadratik donlisiim olmak tizere,
F:Stx [0,1] » S x [0,1], F(6,y) = (26, 4y(1 — y))

fonksiyonu kaotiktir. Clinkii F = g X Q olup ¢arpim fonksiyonudur ve g fonksiyonu

LEO ozelligine sahip kaotik bir fonksiyon olup teoremin kosullarini saglar.

2. g(0) = 260 birim ¢ember lizerindeki katlama doniistimi,

IA
IA

—_ N

2X, X

T:[0,1] - [0,1] , T(x) = cadir dontisiimii olmak tizere,

<x

IA

2 —2x,

NIFr O

g XT:S'x[0,1] - S* x[0,1], (g X T)(x,y) = (g(8), T(y)) fonksiyonu kaotik bir

fonksiyondur.
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3. g:S' - S1,9(6) = 26 katlama doniisiimii, f : [0,1] — [0,1] herhangi bir kaotik

fonksiyon olsun. Bu durumda

g X f:8tx[0,1] » St x[0,1], (g X f)(O,y) = (g(0), f(y)) fonksiyonu kaotik bir

fonksiyondur.

4. h:S' > S1,h(6) = 36 doniisiimii birim cember lizerinde LEO 6zelligine sahip ka-
otik bir fonksiyondur. f : [0,1] — [0,1] herhangi bir kaotik fonksiyon olsun. Bu durumda

h x f:[0,1] x [0,1] = [0,1] X [0,1], (h X f)(B,y) = (h(B), f(y)) fonksiyonu kao-
tik bir fonksiyondur.

Ornek (ST x S* Tor Yiizeyi Uzerinde Kaotik Fonksiyonlar)
1. g:S* - S1,g(8) = 26 katlama déniisiimii olmak iizere,
F:S1 xSt > St x St F(6,a) = (26,2q)

fonksiyonu kaotiktir. Ciinkii F = g X g olup ¢arpim fonksiyonudur ve g fonksiyonu

LEO ozelligine sahip kaotik bir fonksiyon olup teoremin kosullarini saglar.
2. g:St > S, g(8) = 20 katlama déniisiimii ve h: ST - ST, h(8) = 36 olmak iizere,

gxh:St x5t - St xSt (gxh)(8,a)=(20,3a) fonksiyonu kaotik bir fonksi-

yondur.

3. 9:St > 851, g(0) = 20 katlama déniisiimii ve f: ST — S* herhangi bir kaotik fonk-

siyon olmak lizere,

gXf:StxSt-85tx8t (gxh)(8,a) = (20, f(a)) fonksiyonu kaotik bir fonksi-

yondur.
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6. n-BOYUTLU BiRiM DiSK UZERINDE KAOTIiK FONKSiYONLAR
Bu bolimde R™’deki, n boyutlu birim disk tizerinde kaotik fonksiyonlar insa edile-

cektir.

Bunun i¢in dncelikle n = 2 olmas1 durumda, R?’deki birim disk iizerinde kaotik

fonksiyon elde edecegiz.

R?°de, IIll, ve Il normlari;

x = (x,%x,) € R? verildiginde, |l x ll,= /%2 + x,2 seklinde tanimlanirken,
I x llo=max{|x;|, |x,|} seklinde tanimlanir.

R2’de, birim kare,

K? = {x e Rl x o< 1} = {x = (x4, %) € R?||x1| < 1ve |x,] < 1} seklinde
ifade edilir.
\J
_{
'1# o x
&

Sekil 6.1. Birim Kare

R?’de, birim disk,

D2 = {x € Rz“l X ”2S 1} = {x = (xl, xZ) € ]R2|x12 + XZZ S 1} $ek1inde ifade edi-
lir.
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lim.

=L <

Sekil 6.2. Birim Disk

Birim kareden birim diske homeomorfizm olacak sekilde bir h fonksiyonu tanimlaya-

12l oo
h(x) = [P} X 4 (xll xZ) * O
(0,0)

h: K? - D?
:(xllxz) = 0

x = (x4, x,) olarak diistiniiliirse,

(x1,%,) # (0,0) iken, h(x;,x,) = %ﬁ'ﬂ"j”(xl,xz) scklinde de ifade edilebilir.
1 2

y h \4
K /_\ D>
3 1
—1T ,1 X -1 ( X
i \_/ -1
b

Sekil 6.3. Birim Kare ile Birim Disk Arasindaki Homeomorfizm

h(x) fonksiyonunun tersi olan h=1(x) fonksiyonu

(B[P (X " ) +0
h™1:D? - K? , h™1(x) ={ Ixlle P2 seklinde tanimlanir.
(0,0) ,(x1,%2) =0
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- -1 _ \/X12+XZ2 . . . .
(x1,x2) # (0,0) iken, h™'(xq,x,) = YT (x4, x,) seklinde de ifade edilebi-
lir.

K? Kkaresi iizerinde kaotik fonksiyon;

fi, f>:[-1,1] = [-1,1] taniml kaotik fonksiyonlar olsunlar ve Teorem 5.2. in ko-

sullarini saglasinlar. Bu durumda;
F: K? - K?
F(x1,x2) = (f1(x1), f2(x2))
seklinde tanimli F fonksiyonu kaotiktir.
D? diski iizerinde kaotik fonksiyon;
D? diski iizerinde kaotik fonksiyon edebilmek icin,
F: K? > K?
F(x1, %) = (f1(x1), f2(x2))

fonksiyonundan ve

11l oo
h: K25 D? h(x)=|mm, ¥ o) *0
(0,0) , (XIIXZ) = 0

homeomorfizminden yararlanacagiz.

F
K’ » K
h' h
D’ » D

G(x) = (hoFoh™1)(x)

G(x) = (hoFoh™1)(x) seklinde tanimlanan G:D? - D? fonksiyonu, F: K2 —
K? fonksiyonuna topolojik esleniktir. Kaotik olma 6zelligi topolojik eslenik altinda ko-

rundugu i¢in G: D? - D? fonksiyonu kaotiktir.
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Benzer yontemle,
n > 2 i¢in D™ lizerinde de kaotik fonksiyonlar insa edebiliriz.
Oncelikle K™ iizerinde kaotik fonksiyonlarin elde edilmesi gerekir.

fi, far far o fn = [—1,1] = [—1,1] fonksiyonlar1 kaotik ve siirekli, en az bir tanesi

LEO o6zelligine sahip olsunlar.
Teorem 5.1. geregi
F:K" - K"
F(x1, %2, . xn) = (f1(x1), f2(32), . fu (32))
seklinde tanimlanan F fonksiyonu K™ kiipii lizerinde, kaotik bir fonksiyondur.
K™ ve D™ kiimeleri arasinda bir h homeomorfizmi tanimlamak gerekir.

x = (xq, Xy, ..., X)) € R" igin

llx]l, = \/xlz +x,2+ -+ x,2 ve ||xl|lo = max{|x,], x|, ... |x,|} olmak tizere,

max{lxllllxz |.|xn|}

. n n -0 - . Clxllee i
h:K™ - D™ , h(0) =0; x# 0icin h(x) = X = ”xuzzmx sek

llx1l2

linde tanimlanan fonksiyon bir homeomorfizmdir.
h fonksiyonunun tersi,

Ixlly  _ lixllz=yx 2 a2 xn?
X = O

1x]lco max{|xql,|x2],-..1xn [}

h~1:D" > K", h™1(0) = 0; x # 0 icin h~1(x) =

seklinde tanimlanir.
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G: D" - D", G(x) = (hoFoh™1)(x) fonksiyonu, F kaotik fonksiyonuna topolojik
esleniktir. Kaotik olma 6zelligi, topolojik esleniklik altinda korundugu i¢in, G fonksiyonu

D™ iizerinde kaotik bir fonksiyondur.
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7. TOPOLOJIK UZAYLARDA KAOS

Daha 6nce (Banks, Brooks, Cairns, Davis, & Stacey, 1992) makalesinden sonra belli
kosullar altinda, baglangic sartlarina hassas bagimlilik kosulunun, topolojik gecisgenlik ve pe-
riyodik noktalarin yogunlugu kosullarindan elde edilebildigine isaret etmistik. Buna gore belli
kosullar altinda kaos kosullar1 ikiye indirgenmis oluyor. Ayrica dikkat edilirse topolojik gecis-
genlik ve periyodik noktalarin yogunlugu kosullarinin tanimlarinda metrik kullanilmamaktadir.
Bu iki kosul herhangi bir topolojik uzayda anlamlidir. Buna gore Devaney’in kaos tanimini

topolojik uzaylara genelmesi i¢in bir yaklasim onerecegiz.
Tanim :
Bir f : (X,7) — (X, ) fonksiyonu ;
1) Topolojik gecisken
2) Periyodik noktalarinin kiimesi X uzaymda yogun
kosullarini saglarsa f ye X topolojik uzay1 iizerinde kaotik fonksiyon denir.
Ornek 4.1 :

X = {1,2} kiimesi verilsin. f : (X, Tayri) = X, Tayrx) » (1) =2 ,f(2) = 1 fonk-
siyonu topolojik geciskendir. U = {1},V = {2} aciklar1i¢in; n = 2 i¢in f2(U) NV = {2} ola-
caktir. Aym sekilde U = {2},V = {1} alirsak yine n = 2 igin f2(U) NV = {1} olacaktir. Bu
durumda f fonksiyonu topolojik gecisken olmus olur. Ayni zamanda; x = 1 ve x = 2 noktalar1
2 periyotlu noktalar olup; f fonksiyonunun periyodik noktalar1 kiimesi, uzaym kendisi oldugu

i¢in; uzayda yogundur. Sonug olarak f fonksiyonu kaotik bir fonksiyondur.

Yukarida verilen 6rnegi genellestirmek miimkiindiir. Bunu bir teoremle ifade edecek

olursak;
Onerme 4.1 :

X sayilamaz sonsuz bir kiime olsun. Bu durumda topolojik gecisken olacak sekilde, f :

(X, Tayrik) = (X, Tayru) fonksiyonu tanimlanamaz.
Kanit :
[+ (X, Tayrik) = (X, Tayru) fonksiyonunun topolojik gegisken oldugunu varsayalim.

U={x},y €X alahmve V = {y}olsun.
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3k € Nigin f¥(U) NV # @ olmas: gerektigi i¢in; bu da f*(x) = y olmasi1 demektir.
Bu durumda, y € orbs(x) = {x, f(x), f2(x), ..., f"(x), f**1(x), ...} olmas1 ve orbs(x) kii-
mesi sayilabilir bir kiime olup, X € orbg(x) olmas1 demektir fakat bu X’in sayillamaz sonsuz

bir kiime olusu ile gelisir.
Sonug :
Kaotik olacak sekilde f : (R, Tgyrik) = (R, Tgyri) fonksiyonu tanimlanamaz.
Ornek 4.2 :

R reel sayilar kiimesi tizerinde 7, = {U|R — U sonlu} U {@} sonlu tiimleyenler topolo-
jisini ve f: (R,7;) » (R,71), f(x) =x seklinde tanimlanan birim fonksiyonununu goz
oniine alalim. f(x)’in sabit noktalarinin kiimesi, uzayda yogundur. Ciinkii uzaydaki her bir
nokta birim fonksiyonun sabit noktasidir. Ayn1 zamanda f(x) topolojik ge¢isken bir fonksi-
yondur. Buuzaydaki U = R — {xq, x5, ..., x,} VeV = R —{y;,¥5, ..., ¥im} keyfi acik kiimeleri
icin, k = 1 alindiginda; f(U) NV = R — {xq, X5, ..., X, V1, V2, -, Ym} Olup bu kiime bostan
farklidir. f(x) = x fonksiyonu R iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisi goz oniine alindiginda

kaotiktir.

Yukarida verilen 6rnegi genellestirmek miimkiindiir. Bunu bir teoremle ifade edecek

olursak;

Onerme 4.3. X sonsuz elemanli bir kiime olsun. Bu kiime iizerinde T =
{U|X — U sonlu} U {@} sonlu timleyenler topolojisini goz 6niine alahm. f : X — X fonksiyo-

nunun sonsuz ¢oklukta periyodik noktasi olsun. Bu durumda f kaotik bir fonksiyondur.

Kanit : Bu uzaydaki bostan farkli herhangi bir U agik kiimesi, U = X — {x4, X3, ..., X}
seklindedir. Burada x4, x5, ..., x, € X dir. f(x)’in periyodik noktalarinin kiimesi Per(f) son-
suz ¢oklukta oldugundan U N Per(f) # @ olur. Yani periyodik noktalarin kiimesi yogundur.
Bu uzaydaki bostan farkli U = X — {x1,x,, ..., x,} ve V. = X — {y;, V5, ..., ¥} keyfi a¢ik kii-
meleri i¢in, k = 1 alindiginda; f(U) NV = X — {x4, X3, ..., Xp, V1, V2, ---» Ym} Olup bu kiime
bostan farklidir. Yani f fonksiyonu X iizerinde sonlu tiimleyenler topolojisi g6z 6niine alindi-

ginda topolojik gecisgendir. Her iki kosul ger¢eklendigi i¢in f kaotik fonksiyondur.

Ornek 4.4 R reel sayilar kiimesi iizerinde 7, = {U|R — U sayilabilir} U {@} sayilabilir
timleyenler topolojisini ve f : (R,7,) = (R, 7,), f(x) = x seklinde tanimlanan birim fonk-

siyonununu g6z 6niine alalim. f(x)’in periyodik noktalarinin kiimesi, uzayda yogundur. Ciinkii
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uzaydaki herbir nokta birim fonksiyonun sabit noktasidir. Ayn1 zamanda f topolojik gecisken
bir fonksiyondur. Bu uzaydaki bostan farkli U ve V keyfi agik kiimeleri icin, U NV # @’ tur.

Onerme 4.2 :

(X,71) ve (X,t,) iki topolojik uzay olsunlar. t; € 7, olsun. f: (X, ;) = (X,132)
fonksiyonu topolojik gegisken ise f fonksiyonu (X, t,) uzayinda da topolojik gegisken olur.

Kanit :

f fonksiyonu (X, t,) topolojik uzayinda topolojik gegisken oldugu igin; her bir U,V
acik alt kiimeleri igin f™(U) NV # @ olacak sekilde, n € N vardir. t; S 7, oldugu igin her bir
U;,V; € 11 aym1 zamanda da U, V; € 1, dir. Bu sebeple de, ayn1 n € N dogal sayist i¢in

f™(Uy) NnVy # @ kosulunu saglayacaktir. Sonug olarak f fonksiyonu (X, t;) uzayinda da to-
polojik gecisken olur.

Birim Fonksiyonun Kaotik Oldugu Baz1 Topolojik Uzaylar

Kaos kavraminin topolojik uzaylarda g6z oniine alindiginda yapisal olarak metrik uzay-
lardan oldukga farkli bir davranis s6z konusudur. Bir metrik uzayin birim fonksiyonu topolojik
gecisken olamaz. Dolayisiyla kaotik olmasi miimkiin degildir. Ancak topolojik uzaylarda du-

rum farklidir, buna iliskin baz1 6rnekleri inceleyelim;

1. 7, = {U|R/U sayilabilir} U {@,R}; f : (R, 1) = (R,7,) seklinde tanimlanan bi-
rim fonksiyon kaotiktir. Bunu yukarida incelemistik.

2. 13={0,R}U{(—,a)la € R}; f:(R,13) = (R, 3) birim fonksiyonun 6nce-
likle U = (—oo,c),V = (—,d) agiklari i¢in n = 1 alirsak; f(U) NV kiimesi U veya V ola-
cag1 i¢in bostan farkl bir kiime olup, topolojik gegisken oldugunu sdyleyebiliriz. Ayni sekilde,
7, = {0, R}U{(b,)|b € R}; f: (R 74) = (R, 1,) birim fonksiyonun da topolojik gecisken
oldugunu sdyleyebiliriz.

3. 5 ={0,R}U{(—k,k)|k eN}; f:(R,15) = (R, s5) birim fonksiyonu topolojik
geciskendir dolayisiyla kaotiktir. Ciinkii U = (—c,c), V = (—d, d) agiklarinin her biri 0’in
komsulugu olup 0 € f(U) NV olacaktir.

4. (X,7) bir topolojik uzay, x, € X verilsin. 7,, = {@,X} U {U € t|x, € U} ailesi X
uzayinda bir topolojidir. f : (X, 7y, ) = (X, Tx,) birim fonksiyonu kaotiktir.

Herhangi U ve V agiklar alindiginda x, € U, x, € V olup herbir n € N i¢in f*(U) N
V # @ olacag i¢in f topolojik gecisken olacaktir.
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5. X sonlu bir kiime olmak {iizere, (X, t) topolojik uzaymi gozoniine alalim. Eger
f:(X,7) = (X, 1) birim fonksiyonu kaotik ise X uzayr Hausdorff olamaz . X = {a4, a,, ...a,}
sonlu kiimesini alalim. f fonksiyonu topolojik geg¢isken oldugu igin her U , V agik kiimeleri i¢in
f*(U) NV # @ olacak sekilde n € N vardir. Buda, i,j <n , a; # a; icin U; N V; # @ olacak
sekilde a; € U; , a; € V; agiklarinin bulunamayacagi anlamina gelir.

6. X =1{1,234},7={0,X,{1,2},{3},{1,2,3},{3,4}} verildiginde, (X,7) topolojik
uzay1 Hausdorff degildir. f: (X,7) — (X, 1) birim fonksiyonu, U = {1,2},V = {3,4} agiklari
icin f™*(U) NV # @ olacak sekilde n € N bulunamayacagi i¢in f fonksiyonu topolojik gegis-
ken olamaz bu sebeple de kaotik olamaz.

Ornek 4.2.

X = {1;2;3} yT1 = {@,X, {1}1 {1;3}1 {1;2}} Vef : (Xl Tl) 4 (X' Tl) ' f(x) =X fonkSi_
yonu topolojik geciskendir; ancak ayn1 fonksiyonu; t,’den daha ince topoloji olan ayrik topo-
lojiyi kullanarak f : (X, Tayrk) = (X, Tayre) ; U = {13,V = {2} agiklart igin  f*(U) NV #

@ olacak sekilde bir n € N bulunamazdi, yani f fonksiyonu topolojik gegisken olamazdi.
Ornek 4.3.

X ={123}, f: X - X, f(x) = x fonksiyonu topolojik gecisken olacak sekilde X tize-

rindeki topolojileri yazalim.

f(x) = x fonksiyonunu topolojik gegisken yapacak topolojiler, oncelikle Hausdorff ve
ayrik topoloji olmamali. Tek elemanli kiime igermeli ve 1’den fazla tek elemanl kiime olma-

mali.
71 = {@, X! {1}! {1;2}; {1'3}}1 Ty = {Q' X, {2}, {1'2}' {2'3}}! T3 = {Q' X, {3}, {1'3}' {2,3}}

1, = {0, X, {1}, {1,2}}, 75 = {0, X, {2}, {1,2}}, 74 = {0, X,{3},{2,3}} topolojileri gibi
herbirinin olusturdugu topolojik uzayda f(x) = x fonksiyonunu topolojik geg¢isken olur.

f(x) = x fonksiyonunu topolojik gecisken yapacak topoloji, 1 tane tek noktali kiime

icermeli, 2 elemani olan alt kiime sayisi en fazla 2 olmalidir.
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