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OZET

Alt1 boliimden olusan bu caligmada eliptik egriler teorisinin bazi temel konulari
ele almmustir. {1k boliimde eliptik egriler tanitilmus, ikinci bliimde ise eliptik egrilerin
grup yapisi verilmistir. Eliptik egrilerin noktalar1 {izerinde 6zel bir toplama islemini
tanimlanip, degismeli grup elde edilebilmesi ic¢in projektif koordinatlarin kullanilip
“sonsuz noktasinin” elde edilmesi gereklidir. Bu ise {g¢ilincii boliimiin igerigini
olusturmaktadir. Dordiincii boliimde gosterilmesi zahmetli olan birlesme 6zelligi basta
olmak iizere diger grup aksiyomlar1 gosterilerek eliptik egrilerin degismeli grup oldugu
goriilmiistiir. Besinci boliimde ise eliptik egrilerin cebirsel yapisinin belirlenmesi adina
onemli sonuglar olan Mordell, Lutz-Nagell ve Mazur’un verdigi sonuglar incelenmistir.
Son bolimde ise eliptik egrilerin ranklart kavrami ele alinmis ve kuadratik twist

ailelerinin ranklar1 {izerine bazi1 sonuglar verilmistir. Bu ¢alisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik egriler; rank; eliptik egrilerin grup yapisi



II

ABSTRACT

In this six-part study, some basic topics of elliptic curves theory are discussed.
In the first part, elliptic curves are introduced and in the second part, the group structure
of the elliptic curves is given. A special point addition rule on the points of elliptic
curves is defined and the projective coordinates should be used to obtain “point at
infinity” in order to have a commutative group. This constitutes the content of the third
chapter. In the fourth chapter, it is seen that elliptic curves form a commutative group
by showing the other group axioms, especially associativity which needs hard working.
In the fifth chapter, the results of Mordell, Lutz-Nagell and Mazur which are important
results for the determination of the algebraic structure of elliptic curves are investigated.
In the last chapter, the concept of rank of elliptic curves is considered and some results

are given on the rank of quadratic twist families. This study is compiled.

Keywords: Elliptic curves; rank; elliptic curves group structure
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1. ELIPTiK EGRILERE GIiRiS$

Eliptik egriler matematikte son yillarin en 6nemli konularindan birisidir ve
yaygin sekilde calisilmaktadir, bundan baska genis bir kullanim alanina sahiptir. 359
yillik Fermat’in Son Teoremi probleminin Gerhard Frey, Ken Ribet, Jean Pierre Serre,
Barry Mazur, Richard Taylor, Nick Katz, Peter Sarnak ve bazi diger matematikgilerin
onemli katkilartyla 1994°te Ingiliz matematik¢i Andrew Wiles tarafindan Taniyama-
Shimura Konjektiirii’'niin ispatlanarak ¢oziilmesi, konuyu daha da popiiler hale
getirmistir.

Bu bolimde eliptik egriler tanitilacaktir. Konuyla ilgili temel kaynaklar

(Silverman 1992), (Silverman 2016), (Koblitz 1993) ve (Washington 2003) seklindedir.
Tamm 1.1. A,B € Z ve A= —16(4A3 + 27B?) # 0 olmak iizere
y2=x3+Ax+B

biciminde gosterilen denklemin belirttigi grafige eliptik egri denir ve bu egri E ile

gosterilir (Washington 2003).

Yukaridaki denkleme eliptik egrinin “kisa Weierstrass denklemi” ad1 verilir.
Eliptik egriler lizerinde calisildiklar1 cisimlere gore farkli ve zengin 6zellikleri i¢inde
barindirmaktadir. Ote yandan tanimi yapilirken hangi cisim {izerinde tanimlandigini da
belirtilmelidir. Genel olarak kullanilan cisimler, R, C, Q, p asal say1 olmak {izere F,, ve
k > 1 ve g = p* olmak iizere F, cisimleridir. Eger K herhangi bir cisim ve x,y € K ise
bu durumda “E eliptik egrisi K cismi tlizerinde tanimlansin” denir.

Eliptik egrileri anlamli olarak canlandirabilmek ve grafiklerini ¢izebilmek i¢in

E eliptik egrisini R tizerinde tanimlamak gerekir. Sekil 1’de R tizerinde tanimlanmis iki

eliptik egrinin grafikleri yer almaktadir.

-
L

: zﬁJ
~

y2=x3-x y2=x3-x+1

Sekil 1.1. Eliptik egri drnekleri.



Tamm 1.2. K bir cisim ve E eliptik egrisi K {izerinde tanimlansin. Bu durumda

EK)={(x,y) EKXK | y*=x3+ Ax + B} U {0}
olarak tanimlanan kiimeye E eliptik egrisinin {izerindeki rasyonel noktalarin kiimesi bu
kiimenin elemanlarina ise E eliptik egrisinin rasyonel noktalar1 adi verilir (Silverman
1992).

Uyann 1.3. Yukaridaki tanimda verilen ve FE eliptik egrisinin rasyonel
noktalarinin kiimesine eklenen ©© noktasi bu egrinin grup yapist olusturulurken ihtiyag

duyulan bir “eleman” olup, ilerleyen boliimlerde gerekgesi agiklanacaktir.

Tanim 1.1°de konulan 4 # 0 olmasi1 kosulu oldukga kritik bir kosul olup eliptik
egrilerin “rasyonel noktalar’” kiimesi {lizerinde tanimlanacak olan ‘“nokta toplami1”
isleminde belirleyici olacaktir. Bu 6zelligi saglayan eliptik egrilere singiiler olmayan
eliptik egri ad1 verilir.

E eliptik egrisi R iizerinde y? = x3 — x esitligi ile tammlansin. Bu eliptik egri
iic tane ayrik reel koke sahiptir, tam olarak bu kokler x =0 , x =1 ve x = -1
seklindedir. Ikinci kiibik denklem olan y? = x3 + x eliptik egrisi ele alindiginda ise bu
denklem sadece bir reel kdke sahiptir, yani kokleri x = 0, x = i ve x = —i dir. Ancak
bir eliptik egri denkleminde katli koke izin verilmez, bu durum grup yapisinin
olusturulmasina engel olacaktir. Kiibik denklemin kokleri r;, r,, 73 olsun. O halde

diskriminant kokler cinsinden
2
((T1 1)y —13)(1r, — 7'3)) = _(4A3 + 2732)
olur. Dikkat edilirse burada 4 # 0 olmast kosulu koklerin birbirinden farkli olmasina
denktir.

Tamm 1.4. K karakteristigi 2 veya 3’ten farkli bir cisim ve a4 , ... , ag € K

olsun. K cismi iizerindeki E eliptik egrisi

Y2+ axy + azy = x3 + ayx? + a,x + ag
denklemiyle tanimlansin. Bu durumda bu esitlige £ eliptik egrisinin genel Weierstrass
denklemi denir (Silverman 2016).

Uyan 1.5. E eliptik egrisi eger karakteristigi 2 ve 3 olan cisim tiizerinde

tanimlanmis ise genel Weierstrass denklemi kullanilir. Aslinda cismin karakteristik 2



veya 3 degilse genel Weierstrass denkleminden kisa Weierstrass denklemi kolayca elde
edilebilir. Gergekten de, eger cismin karakteristigi 2 degil ise, bu denklemin her iki yani
2’ye boliip tamkareye tamamlandiginda

2 2

A X  Qaax\2 a aa a
(y+ 24 %) :x3+(a2+%)x2+(a4+ 123)x+(%+a6)

elde edilir ve burada

aix a . .
yi=y+ % + 73 ve a,’ ,a,’ ,ag sabitler olmak iizere

yii=x3+ayx?+a,/x+ag

seklinde yazilabilir. Eger karakteristik 3 de degilse, sonra x; = x +aT2 alimir ve

!
a .
X =Xx1— TZ olarak yerine yazilirsa

@? 2, .,
y12=x13+x1< ?3, —§(a2)2+a4

(a)? (ay')? a,a) '
+<_27+ g T3 %

"2 n3 n3 o
olur ve bu denklemde A = —(azg) —g(az’)z +a, ve B=— (a227) + (az) — 3a2 +

ae' almirsa

yi2 =x3+Ax, + B

denklemi elde edilmis olur. Boylelikle genellestirilmis denklem verildiginde
Weierstrass denklemi olusturulur. Denklemin verilen katsayilar1 tamsay1 olmak zorunda
degildir ¢linkii bu verilen katsayilar diizenlenerek Weierstrass denklemi olusturulabilir.
Kabul edelim ki cy? =dx3+ax+b ve ¢,d # 0 denklemi ile baslansin ve her iki
tarafi da c3d? ile carpildiginda (c?dy)? = (cdx)3® + (ac?d)(cdx) + (bc3d?) elde
edilir sonra degiskenleri y; = c2dy ve x; = cdx ile degistirildiginde

yi2=x3+Ax, +B

olarak Weierstrass formu elde edilmis olur (Silverman 2016).



2. ELIiPTiK EGRILERIN GRUP YAPISI

Bu kisimda eliptik egrilerin rasyonel noktalari kiimesi lizerinde 6zel bir toplama
islemi tanimlanacak ve bu toplama islemi yardimiyla bu kiimenin bir abelyan grup

oldugu goriilecektir.

Tamm 2.1. E singiiler olmayan bir eliptik egri ve P; = (xq,y1) ve P, = (x3,¥3)
noktalar1 bu egri tizerinde iki rasyonel nokta olsun. Bu iki noktadan gecen L dogrusu
y? = x3 + Ax + B denklemini iigiincii bir nokta olan P;" noktasinda kessin. Dikkat
edilirse eliptik egriyi tanimlayan esitligin ikinci tarafi tliglincti dereceden bir polinom
oldugu i¢in singiiler olmayan bir eliptik egri lizerindeki iki noktadan gegen dogru egriyi
mutlaka ii¢lincii bir noktada kesmek zorundadir. P; = P, olarak alinirsa bu durumda L
dogrusu E eliptik egrisine P; noktasinda cizilen teget dogrusu olarak alinir. P;'
noktasinin x-eksenine gore simetrigi alindiginda P; noktasi elde edilir. Bu nokta
verilen iki noktanin toplami olarak, yani P; = P; + P, olarak tanimlanir (Silverman
2016).

Yukarida verilen nokta toplamini detayli olarak analiz edelim, bdylece iki veya
daha cok nokta verildiginde bunlarin toplamlarini nokta koordinatlar1 cinsinden ifade
edebiliriz.

Kabul edelim ki, P; # P, ve bu iki nokta da co noktasi olmasin o zaman egim

asikar olarak m = 22222 olur.
X2—X1

Eger x; = x, ise, L dikey bir dogru olur.
Eger x; # x, ise, L’nin denklemi y = m(x —x;) +y; olur ve bu esitlik
Weierstrass denkleminde yerine yazilirsa
(m(x—x)+y)?>=x>+Ax+B
olur. Bu ifade bir tarafa toplandiginda ise
0=x3—m?x?+--
elde edilir ve x;, x,, x kdkler olmak {izere kokler toplamindan
x=m?—2x; —x,
olacagindan P; = (x3,v3;) noktasmin x-eksenine gore simetrisi olan P;' = (x3, —y3)

noktasinin koordinatlari  x3; = m? —x; —x, ve y; = m(x; —x3) —y, olarak elde

edilir.



Eger x; = x, fakat y; # y, ise, olusan L dogrusu dikey bir dogrudur ve egriyi oo
noktasinda keser. oo noktasinin x-eksenine gore simetrigi alindiginda yine ayni nokta
olacagindan P; + P, = oo olur.

P; = P, olarak alinirsa bu sefer L dogrusu E eliptik egrisine P; noktasinda

cizilen teget dogru olacagindan tiirev yardimiyla L dogrusunun egimi bulunur, yani

d
2y—y= 3x2 + A

dx
bu yiizden
dy 3x12+A
Tax 2
olur.

Eger y; = 0 ise dogru dikey dogru olur ve bu yiizden toplam oo olur. Sonug
olarak y; # 0 iken teget dogru denklemi ile eliptik egrinin denkleminin ortak ¢oziimii

yapilip kokler toplami yazildiginda diger noktanin koordinatlari
x3 =m? —2x; vey; =m(x; — x3) — ¥
olarak elde edilir.

Son durum olarak da, P, = o iken P; ve o dan gecen dogru egriyi Ps
noktasinda kesmis olsun. Sonra da bu noktanin simetrigi alindiginda yine ayn1 noktaya
doniildiiglinden dolay1 P; + oo = P; dir. Sekil 2’de ¢esitli durumlarda nokta toplami

gosterilmistir.

VAR YRRY
T My M

P+Q+R=0 P+Q+Q=0 P+Q+0=0 P+P+0=0

Sekil 2.1. Nokta toplami.

Yukaridaki tartigmalarin ardindan elde edilen sonuglar asagidaki teoremde

Ozetlenmistir.



Teorem 2.2. (Washington 2003) P; = (x;,y;) ve P, =(x,,y,) olsun.

P; = (x3,y3) olmak lizere

(i) Eger x; # x; ise, m = zz:zi , X3 =m? —x; — Xy, y3 =m(x; —x3) —y1
olur, yani
Y2—)1 2 Y2—)1 Y1X2—Y2X1
P1+P2: - _xl_xz,—x3_— .
X2—X1 X2—X1 X2—X1

(i) Eger x; = x, fakat y; # y, ise, P; + P, = oo olur.

X12+A
2y1

(iii) Eger P, = P, ve y, # Oise, m = > , X3 =m? —2x; , y3 =m(x; —
X3) — y; olur.
(iv) Eger P, = P, ve y; = Oise, P; + P, = oo olur.

(v) E eliptik egrisi iizerindeki biitiin noktalar i¢in P + oo = P olur.



3.PROJEKTIF UZAY VE ELiPTiK EGRi UZERINDEKI SONSUZ NOKTASI

Eliptik egrilerin tizerindeki grup yapisinin “saglikli sekilde” belirlenebilmesi
adima projektif uzaya ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu bolimde oncelikle projektif uzay
tanitilacak olup eliptik egrinin grup yapilmasi adina tanima eklenen sonsuz noktasinin
nasil elde edildigi anlatilacaktir. Buradaki temel nokta ise sudur: soyut cebirde bir
grupta etkisiz elemanin bir tek olmas1 gerekir (Asar vd. 2012). Buradan hareketle eliptik
egrinin lizerinde tanimlanan toplama isleminde etkisiz eleman rolii {istlenecek olan
“sonsuz noktas1”nin bu egri lizerinde yer alabilmesi i¢in projektif uzayda caligilmasi
gereklidir. Eliptik egrinin projektif uzaya nasil tagindig1 ve bdylece sonsuz noktasinin
nasil eliptik egrinin iizerine diisiiriildiigii goriilecektir. ilk olarak projektif uzayla ilgili
olarak temel tanim ve kavramlar tanitilacaktir. Bu konuyla ilgili olarak (Kaya 2005)

kaynagindan faydalanilmistir.

Tamm 3.1. Noktalardan olusan kiime N ve dogrulardan olusan kiime D olsun. N
ve D ayriktir, yani ortak elemanlar1 yoktur. N = {N;,N,, N3, ...} ve D = {d;,d,,d3, ...}
olsun. Eger (N, d) yazilirsa, bu N noktas1 d dogrusu lizerindedir ya da d dogrusu N
noktasindan gecer denilmektedir (Kaya 2005).

Biri noktalardan digeri dogrulardan olusan ayrik N ve D kiimeleri ile NXD {iizerinde bir
© bagintisindan meydana gelen (N, D,0) iiclii sistemleri s6z konusudur.

Tanmm 3.2. N;,N,, N3, ... € N noktalari icin N; od ,i = 1,2,3, ... olacak sekilde
bir d € D dogrusu var ise yani N; noktast d dogrusu lizerinde ise bunlara dogrudas
noktalar denir (Kaya 2005).

Tanmm 3.3. dq,d,, d3, ... € D dogrulariicin M od; ,i = 1,2,3, ... olacak sekilde
bir M € N noktasi var ise bunlara noktadas dogrular denir (Kaya 2005).

Tanmm 3.4.d,d, € D ve d; # d, olsun. Eger M © d; ve M © d, olacak sekilde
hi¢bir M € N noktas1 yoksa bu iki dogru birbirine paraleldir ve d; || d, olarak gdsterilir
(Kaya 2005).

Tamm 3.5. N noktalar ve D dogrular kiimesi ve N N D = @ olsun. o da NxD
kiimesi iizerinde tanimlanan {izerinde bulunma bagintis1 olmak iizere;

(i) Her M,L € N , M # L noktalar1 icin M ©d ve L o d olacak sekilde bir tek

d € D dogrusu vardir.



(ii) N noktas1 d dogrusu iizerinde olmamak iizere her L € N ve her d € B igin

L o cved || c olacak sekilde bir tek ¢ € D dogrusu vardir.
(iii) Dogrudas olmayan ii¢ nokta vardir.
sartlarin1 gergekleyen (N, D,0) sistemine afin diizlem denir (Kaya 2005).

Birinci aksiyom farkli M, L noktalar1 bir dogru belirtir, ikinci aksiyom bir
dogrunun disindaki bir noktadan gegen ve bu dogruya paralel olan yalniz bir dogru
vardir ve li¢lincii aksiyom da ayni dogru iizerinde bulunmayan ii¢ noktanin varligin

garantiler. Afin diizlem A ile gosterilir.
Teorem 3.6. (Kaya 2005) Bir A afin diizleminde farkli iki dogru iizerinde

bulunan en ¢ok bir nokta vardir.

Sonu¢ 3.7. (Kaya 2005) Bir afin diizlemde paralel olmayan farkli iki dogru

izerinde bulunan bir tek tane nokta vardir, yani tek noktada kesisirler.

Tamm 3.8. Paralel olmayan ¢ ve d dogrularinin iizerinde bulunan bu tek

noktaya bu dogrularin ara kesiti ya da kesisme noktasi denir (Kaya 2005).

Teorem 3.9. (Kaya 2005) Bir A afin diizleminde paralel iki dogrudan biriyle
kesigen bir dogru diger dogru ile de kesisir.

Teorem 3.10. (Kaya 2005) Bir A afin diizleminde b,c,d € D igin b || ¢ ve
cll diseb |l d dir.

Teorem 3.11. (Kaya 2005) Verilen her K cismi i¢in nokta ve dogrulart bu
cismin elemanlariyla cebirsel olarak belirtilebilen bir afin diizlem vardir ve A%K ile

gosterilir.
Oklid diizlemi bir afin diizlemdir ve A%R ile gosterilir.

Teorem 3.12. (Kaya 2005) Her sonlu A diizlemi i¢in asagidaki kosullara uyan
bir n > 2 tamsayis1 vardir ve bu tamsay1 afin diizlemin mertebesidir:

(i) A nin her dogrusu iizerinde n tane nokta bulunur.
(ii) A nin her noktast n + 1 tane dogru lizerindedir.

(iii) A daki noktalarin toplam sayis1 n? dir.



(iv) A daki dogrularin toplam sayisi n? + n dir.

Tamm 3.13. (Kaya 2005) N ve D elemanlar: sirastyla noktalar ve dogrular olan
ayrik iki kiime ve o da NxD kiimesi iizerinde bulunma bagintis1 olmak {izere;

(i) Her M,LeN , M # L i¢cin M od ve Lod olacak sekilde bir tek d € D
dogrusu vardir.

(ii) Her c,d € D ig¢in Lo c ve L od olacak sekilde en az bir L € N noktasi
vardir.

(iii) Herhangi iicli dogrudas olmayan dort nokta vardir.
sartlarini saglayan (N, D,0) sistemine projektif diizlem denir ve P ile gosterilir.

Teorem 3.14. (Kaya 2005) P projektif diizleminde farkli iki dogru tek bir
noktada kesisirler.

Teorem 3.15. (Kaya 2005) [P Projektif diizleminde herhangi farkli iki dogrunun
disinda bir nokta daima vardir.

Teorem 3.16. (Kaya 2005) Her sonlu PP projektif diizlemi i¢in asagidaki
kosullara uyan bir n pozitif tamsayis1 vardir ve bu tamsayiya projektif diizlemin
mertebesi denilir.

(i) P nin her dogrusu iizerinde n + 1 nokta vardir.

(ii) P nin her noktasindan n + 1 dogru geger.

(iii) [P deki tiim noktalarin sayis1 n? + n + 1 dir.

(iv) P deki tiim dogrularin sayis1 n? + n + 1 dir.

Bir projektif diizlemde her noktadan gecen en az ii¢ dogru ve her dogru tizerinde
en az ii¢ nokta vardir, yani bir projektif diizlemin mertebesi en az 2 olmalidir.

Tamim 3.17. Verilen her K cismi i¢in nokta ve dogrulari1 bu cismin elemanlartyla
cebirsel olarak belirtebilen bir projektif diizlem vardir (Kaya 2005).

K cismi yardimiyla tanimlanan bu projektif diizlemlere cisim diizlemleri denir ve
genellikle P?K olarak gosterilir.

Tamm 3.18. Nokta, dogru ve diizlem bos olmayan ve ayni zamanda tanimsiz
geometrik nesnelerden olusan ii¢ ayrik kiime olsun. Eger bu ii¢ kiime elamanlari

arasinda tanimli iizerinde bulunma bagintilar ile birlikte asagida bulunan aksiyomlari

gerceklestiriyor ise bunlarin hepsine birden bir projektif 3-uzay denir.
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Ul: Farkli iki nokta bir tek dogru iizerindedir.

U2: Her dogru lizerinde en az {i¢ nokta vardir.

U3: Dogrudas olmayan ii¢ nokta bir tek diizlem iizerindedir.

U4: Herhangi {igli dogrudas olmayan ve hepsi ayni diizlemde bulunmayan dort
nokta vardir.

US: bir dogru ve bir diizlemin en az bir ortak noktas1 vardir.

U6: Iki diizlemin en az bir ortak dogrusu vardir (Kaya 2005).

Ornek 3.19. Gergel projektif 3-uzay. Bir afin diizlemin bir projektif diizleme
genisletilmesine benzer sekilde 3-boyutlu Oklid uzay:r gergel projektif 3-uzaya
genisletilebilir. Uzaydaki her Oklid diizlemi projektif diizleme genisletilir. Bu
genisletme ile bulunan ideal nokta ve dogrulari iizerinde bulunduran bir ideal diizlem
uzaya katilir. Elde edilen bu yapi gercel projektif 3-uzaydir. Bu uzay homojen
koordinatlarla analitik olarak da kurulabilir: Burada bir nokta x; lerin hepsi birden sifir
olmamak kosulu ile ve x; ER, ¢ € R ve ¢/ # 0 olmak tizere ¢ (xq, x5, X3, x,) orantili
dortliilerinin denklik sinifidir. Bu uzayda diizlem

Y+ ia;x; =0,a; € R, (a; lerin hepsi birlikte sifir degil)

Denklemini saglayan noktalar ciimlesidir. Dogru ise iki diizlemin ortak noktalarinin
kiimesidir. Bu uzay P;R ile gosterilir.

Teorem 3.20. (Kaya 2005) Bir projektif 3-uzayda asagidakiler gecerlidir:

1) Farkli iki diizlem bir tek dogru boyunca kesisir.

i) Bir diizlemde bulunan farkli iki noktay1 birlestiren dogrunun her noktasi
bu diizlemde bulunur.

iii))  Bir dogru ve bu dogru disinda bulunan bir nokta bir tek diizlem belirtir.

v) Bir diizlem ve bu diizlemde bulunmayan bir dogru bir tek noktada

kesisirler.

Teorem 3.21. (Kaya 2005) Bir projektif 3 —uzayin her diizlemi projektif

diizlemdir.

3.1. Eliptik Egri Uzerinde Sonsuz Noktasinin Olusturulmasi
Tamm 3.1.1. K bir cisim olsun. x,y,z € K ve hepsi ayn1 anda sifir olmamak
kosuluyla (x, y, z) sirali Gigliisii projektif uzay iizerinde bir nokta olsun. Bu sirali tiglii ile

orantili biitlin Ugliller yine bu noktay1 gosterirler, yani her A € K, 4 # 0 igin
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(%1, y1,21) = (Axy, Ay, Az,) sartim sagliyorsa (x4, y1,2,) ile (X3, V4, Z5) esittirler denir
ve (X1,Y1,21)~ (X2,¥2,2,) yazilir (Kaya 2005).

Siral1 tigliiler x,y, z nin oranlarindan olusur ve sonug¢ olarak (x,y,z) nin siral
tgliileri (x:y:z) olarak tanimlanir. Eger (x:y:z) i¢in z # 0 ise (x:y:z) = (g:%: 1)
yazilabilir. Bunlar P?K icinde sonlu noktalaridir. Buna ragmen eger z = 0 ise, z ‘ye
boliimde olusan nokta oo noktasi olarak bilinir ve sonug olarak (x:y: 0) noktas1 P2K de
sonsuz noktasi olarak adlandirilir.

Simdi afin diizleme bir takim yeni noktalar ve biitiin bu yeni noktalar1 iizerinde
bulunduran bir tek dogru katarak bir projektif diizlem elde edilebilir. Afin diizleme
katilacak bu dogruya ideal dogru denir.

Tamm 3.1.2. A = (N, D,0) bir afin diizlem olsun. Bu diizlemde birbirine paralel
olan biitiin dogrular kiimesine paralel dogru demeti denir (Kaya 2005).

Tanim 3.1.3. Diizlemde her bir demet i¢in bu demetin tiim dogrularinin tizerinde
bulunan ama A da bulunmayan yeni bir nokta goz oniine alinsin. Boylece diizleme her
dogrultuda bir ideal nokta katilmis olur ve genisletilmis nokta kiimesi

A" = AU {ideal noktalar}

olarak bulunur. Afin diizleme ideal noktalar katilirken her bir d dogrusu genisletilmis
olur. d dogrusu ve d‘ye paralel olan tiim dogrular {izerine konulan bu ideal nokta D, ile
gosterilsin. Tiim ideal noktalarin iizerinde bulundugu ideal dogruya da d, denilerek
A afin diizlemine katilsin. Boylelikle afin diizlem genisletilerek (N', D’,0) sistemi elde

edilir. Bu sisteme A afin diizleminin kapanisi denir (Kaya 2005).

Teorem 3.1.4. (Kaya 2005) Her afin diizlemin kapanis1 bir projektif uzaydir.
Teorem 3.1.5. (Kaya 2005) A?K afin diizleminin tamamlanmis1 P2K projektif
diizlemine izomorftur. Bu izomorfizm net olarak
A%K = P?K
(x,y) = (x:y:1)
seklindedir.

Tanmm 3.1.6. K bir cisim ve a € K olsun. n.dereceden homojen bir polinomun

biitiin terimleri i + j + k = n olmak iizere ax‘y’z* seklinde olur (Kaya 2005).
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Omegin F(x,y,z) = 5x%y — 3xyz + 2y® denklemi 3. dereceden homojen
denklemdir.

Tamm 3.1.7. K bir cisim olsun. Eger F n. dereceden homojen bir polinom ise,
her A € K igin F(Ax, Ay, 1z) = A"F(x, y, z) olur (Kaya 2005).

F homojen bir denklem ve (xy,y1,21)~ (X2, ¥2,23) ise, F(x1,y1,2,) = 0 ancak
ve ancak F(x,,V,,2,) = 0. Sonu¢ olarak P2K daki F in sifirnci mertebesi sirali
tigliilerinin segimine bagl degildir bu yiizden F nin sifirlarinin kiimesi P2K da iyi
tanimlidir.

Eger F(x,y, z) keyfi bir fonksiyon ise, P?K projektif diizleminde F(x,y,z) = 0
olan noktalar hakkinda konusmak giiclesir ¢iinkii bu sirali igliilerin (x,y,z) li
gosterimlerine bagimlidir.

F(x,y,z) = x>+ 2y — 3z olsun. F(1,1,1) =0 olur, burdan F fonksiyonun
(1:1:1)°de sifir degerini aldigin1 séyleyebiliriz. Fakat F(2,2,2) = 2 olur ve bu da
(1:1:1) = (2:2:2) demektir. Bu problemden kurtulabilmek i¢in homojen polinomlar

secilmesi gerekir.

f(x,y) fonksiyonu x ve y degiskenlerine bagli bir polinom olsun. z’nin
kuvvetleri ara terim olarak eklendiginde Weierstrass denklemi homojen denklem
formuna déniistiiriilebilir. Ornegin; f(x,y) = y* — x3 — Ax — B olur ve F(x,y,z) =

y?z — x3 — Axz? — Bz3 olarak yazilabilir. Burdan F fonksiyonu n.dereceden homojen

bir polinom ise, F(x,y,z) = z"f (g,g) ve f(x,y) = F(x,y,1) olur.

y=mx+b; ve y=mx+b, paralel dogrular olsun. Bunlarin sonsuz
noktasinda kesistiklerini gostermek i¢in oncelikle b; # b, ve dikey olmayan iki dogru
olsunlar. Bu dogrularin homojen formlar1 y = mx + b,z ve y = mx + b,z olur. Bu
denklemlerin kesisimlerinden z = 0 ve y = mx elde edilir. Biitiin bilinmeyenlerin hepsi
sifir olamayacagindan dolay1 x # 0 olmalidir. Sonug olarak x ile bolersek iki dogrunun
kesisimi (x: mx: 0) = (1: m: 0) olarak bulunur.

Benzer sekilde eger x = ¢; ve x = ¢, iki dikey dogru ise, bunlar (0:1:0)
noktasinda kesismeliler. Bu nokta P?K i¢in sonsuz noktasidir.

E eliptik egrisi olan y? = x3 + Ax + B denkleminin homojen formu y?z =

x3 + Axz? 4+ Bz® olur. (x,y) noktasmin projektif versiyonu (x:y:1) noktasidir.



13

Sonsuz noktasinin elde edilebilmesi igin z = 0 yerine yazildiginda 0 = x3 elde edilmis
olur. Sonug olarak x = 0 olacagindan y # 0 olmak zorunda kalir. Nokta (0:y:0) olur
ve y yeniden Ol¢eklendirildiginde (0:y:0) = (0:1: 0) noktast E iizerinde tek sonsuz
noktasi olur. Yukarida goriildiigli tizere (0:1:0) her dik dogrunun iizerindedir, bu
yiizden her dik dogru E yi bu noktada keser. (0: 1: 0) = (0: —1:0) “en uist” ve “en dip”
oldugundan bunlar ayni noktalardir. Boylece eliptik egri iizerindeki sonsuz noktasi

(0: 1: 0) olarak bulunur (Washington 2003).
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4. E(K) KUMESINDEN DEGiSMELi GRUBA

Bu boliimde daha once tanimladigimiz nokta toplami islemi yardimiyla eliptik

egrilerin birer degismeli grup olmasinin tam bir ispati verilecektir.

Teorem 4.1. (Washington 2003) E eliptik egrisi char(K) # 2,3 dzelligindeki K
cismi lizerinde tanimlanmis bir eliptik egri olsun. Bu durumda Tanim 2.1°de verilen

nokta toplami asagidaki 6zellikleri saglar;

(i) Her P, P, € E i¢in, P, + P, = P, + P; dir.

(ii) Her P; € E igin, P; + oo = P, dir.

(iii) Her P € E i¢in, P + P' = oo sartin1 ger¢ekleyen bir tek P’ € E vardir. Bu
ters nokta P’ = —P olarak ifade edilir.

(iv) Her P;, P,, P; € E i¢in, (P; + P,) + P; = P, + (P, + P;) diir.

Bagka bir deyisle E'(K) bir degismeli grup olur.

Ispat. P, ve P, noktalarindan gecen dogru ve P, ve P; noktalarindan gegen
dogru ayni dogrular olduklarindan dolay1r degisme ozelliginin saglandig1 asikardir.
Birim eleman ise oo elemanimin tanimindan gelir. Ters elemanlarin tanimi igin ise
herhangi bir P noktasinin x-eksenine goére simetrigi P’ alindiginda P + P’ = oo olur.
Sonug olarak gosterilmesi gereken tek ozellik birlesme o6zelligidir. E eliptik egrisi
iizerinde toplama isleminin birlesme 6zelligini sagladigint gérmek i¢in uzun adimlari
takip etmemiz gerekiyor. P; ve P, olarak iki nokta alindiginda bu iki noktanin
toplamindan P;+P, noktasi tanimlanir. Daha sonra toplama islemini P;+P, ve Ps
noktasia uygulandiginda (P;+P,) + P; elde edilmis olur. Eger ilk asamay1 P, ve Ps
noktalar1 ile baglanilmis olsaydi, bu noktalarin toplamindan P, + P; noktas1 bulunur.
En sonunda toplama islemi P; ve P, + P; noktalari i¢in uygulanirsa P; + (P, + P;) elde
edilmis olunacakti. Burada zor olan kisim bu noktalarin ayni nokta olduklarini
gosterebilmektir. Bu noktalarin ayni noktay1 verdigi ¢ok acik degil ¢ilinkii P; = P, ya da
P; = P; + P, gibi durumlar oldugunda yukaridaki gosterim ¢ok dogru olmayacagindan

ispat lizerinde ¢alisan durumlara gore dallanma gosterecek.

P, Q, R noktalar1 E eliptik egrisi iizerinde olsun. —((P + Q) + R) noktasini
hesaplayabilmek icin [, =PQ , my=0,P+Q ve l3=R,P+Q dogrularina
ihtiyacimiz var ve bunlar E eliptik egrisini keserler. —(P + (Q + R)) noktasini
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hesaplayabilmek igin m; = QR , I, = ©,Q + R ve m3 =P,Q + R dogrularina da
ihtiyacimiz var ve bunlar da E eliptik egrisini keserler. Burada P;; # P33 olmak lizere
P;j = l; N m; noktalar1 E lizerindedir ve bu sistemin sekiz noktasi vardir. P33 noktasinin
ise E egrisi lizerinde olmak zorundadir ger¢ekten de I3 dogrusu E egrisini R , P + Q ve
—((P + Q) + R) noktalarinda keser, —((P +0Q)+ R) = P55 elde edilir. Benzer sekilde
ms dogrusu ele alindiginda —(P +(Q + R)) = P35 olur, bu yiizden —((P +0Q)+
R) = —(P + (Q + R)) elde edilir. Bu tartismanin ardindan sezgisel olarak birlesme
ozelligi gosterilmis olur ancak burada dikkat edilmesi gereken ii¢ durum s6z konusudur:

1) P;j noktalarindan bazilar1 sonsuz olabileceginden dolay1 projektif koordinatlar

kullanilmali,

2) Bir dogru E nin teget dogrusu olabilir yani iki P;; noktasi esit olabilir o

yiizden egriyi kesen dogrunun mertebesinin taniminda dikkatli olunmali,

3) Dogrularin ikisi esit olabilir.

Bu ylizden ispat1 bu li¢ durumu goz oniine alarak yapmaliyiz.

Oncelikle K, char(K) # 2,3 6zelligindeki bir cisim ve P2K projektif uzay
olsun. Bu projektif uzaydaki dogrular en basit anlamda lineer denklemler yoluyla
gosterilebilir, yani ax + by + cz = 0 olur. Bazen ise parametrik hali kullanilabilir, yani

X =aq,u+bv
y = au + byv 4.1)
Z =asu+ bzv

biciminde gosterilise ax + by + cz = 0 lineer denkleminin parametrik bigimi denilir.

Eger a # 0 ise, ax+by+cz=Olineerdenklemix=—(b)u—(£)v,y=u

a
ve z = v bi¢iminde ifade edilebilir.
Biitiin (a;, b;) vektorleri her birinin ¢arpimlar1 olarak yazilabilecegi diistliniiliirse
(a;, b;) = A;(aq, by) olur. Sonra her u, v igin x # 0 olmak tizere (x,y,z) = x(1, 44, 13)

olur. Bdylelikle projektif uzayda bir nokta elde edilir ama ay, ..., bskatsayilarinin

a; b
bu dogru iizerinde oldugunu garantileyebilmek icin ranki 2 olan (az b2> matrisine
as b

ihtiya¢ vardir.



16

Tammm 4.2. Eger bazi A € K* ler igin (uy,v;) = A(uy,v,) ise, bu takdirde
(uq,v1) ve (uy, v3) nin sirali tglilerinin (x: y: z) bigimindedir (Washington 2003).

Sonug olarak P'K bir boyutlu projektif uzayinda (u:v) noktalarindan gegen
(u, v)’ler dikkate alinirsa ve bu dogru projektif uzayimn iginde gomiilii P1K projektif
dogrusunun bir kopyasina karsilik gelir. Simdi ise egriyi kesen dogrunun mertebesinin

belirlenmesi gerekiyor.

Lemma 4.3. (Washington 2003) G (u, v) 6zdesligin sifirindan farkli homojen bir
polinom ve (uy:v,y) € P1K olsun. Bu durumda H(ug, vy) # 0 olmak lizere H(u,v)

polinomu ve k > 0 olan bir tamsay1 vardir dyle ki

G(u,v) = (Wou — ugv)*H(u, v).

Ispat. Kabul edelim ki v, # 0 ve G fonksiyonun derecesi m olsun. g(u) =
G(u,vy) olsun. g(u) fonksiyonunu u —u, 1n kuvvetlerinin c¢arpanlarina ayirilirsa,

h(ug) # 0 ve derecesi m — k olan belli bir h polinomu vardir ve belli k lar i¢in

gu,v) = (u—ug)*h(u) olur.
pm-k uvy . . .
H(u,v) = (—) h (T) olsun, bdylelikle H(u,v) fonksiyonu m —k

Uom

dereceden homojen bir polinom olur ve sonra

g (ﬂ) ot (vou — uyv)*h (uvo) = (Vou — uyv)*H(u, v)

v vo™Mm v

G(u,v) = (i)m

Vo
olur ve istenilen elde edilmis olur. Eger vy, = 0 ise, sonra u, # 0 olur ve yukaridaki
islemlerde u, v nin rolleri degistirildiginde bu durumda ispat edilmis olur. Bu da ispati
bitirir.

Tanim 4.4. f bir polinom olsun ve f(x,y) = 0 afin uzayda bir egri belirtsin.
Ayrica L dogrusunun terimleri parametrik olarak x = a;t +b; ve y = a,t+ b,
seklinde gosterilsin. O zaman f(t) = f(a,t + by, ayt + by) olur. Eger f(t,) = 0 ise,
t = to oldugu zaman L dogrusu C egrisini keser. Eger (t —to)? f(t) yi bélerse, L
dogrusu C egrisine tegettir. Eger f(t) fonksiyonunu bdlen t — t, 1n en yiiksek kuvveti
(t —to)™ ise, L dogrusu (x,y) noktasinin karsiligt olan t = t, noktasinda n.mertebede

C egrisini keser denir (Washington 2003).
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F(x,y,z) homojen bir polinom olsun, bu yiizden P'K projektif uzayinda
F(x,y,z) = 0 denklemi bir C egrisi tanimlar. L egrisi (6.1) formatinda parametrik bir

egri olarak ele alinirsa

F(u,v) = F(aqu + byv,au + b,v,azu + b;v)
olur. Eger F(u,v) fonksiyonunu bdlen (vou — uov)™ ise, L dogrusu P(xy:yo:Zo)
noktasinda (u: v) = (ugy: vy) karsilik gelen noktada C egrisini n.mertebede keser ve bu
durum ordy p(F) = n olarak gosterilir. Eger F 6zdesligin sifir1 ise, ordy p(F) = oo
olur. ordy p(F) degeri L dogrusunun parametrik gosterimine bagh degildir. Ek olarak,

iistteki homojen olmayan durum v = v, = 1 e karsilik gelir ve z # 0 oldugunda elde

edilen tanimlarla ¢akisiyor.

Lemma 4.5. (Washington 2003) L; ve L, dogrular1 P noktasinda kesisen iki
dogru olsun ve i = 1,2 i¢in L;(x,y,z) bir lineer polinom olsun ve kisaca L; olarak
tanimlansin. Eger belli a katsayilar i¢in L,(x,y,z) = aL,(x,y,z) (ki bu esitlik

ord; p(L,) = oo olmasi demektir) olmazsa, ord,, p(L,) = 1 dir.

Ispat. L, in parametrik halini L, ye yazarsak L, nin u,v ye bagimh lineer
formunu elde etmis oluruz. P noktas1 (uq:v,) a karsilik geliyor olsun. L, (ug, vo) = 0
oldugundan belli § sabitleri icin L, (u, v) = B(vou — ugv) elde edilir. Eger f # 0 ise,
ord, p(L,) = 1 dir. Eger f = 0 ise, L, iizerindeki biitiin noktalar L, dogrusu iizerinde
olur. P?K projektif uzayinda iki nokta bir dogru tanimladigindan dolay1 L; dogrusu en
azindan {i¢ noktaya sahiptir. (P*K projektif uzay1 (1:0), (0: 1), (1: 1) noktalarin1 her
zaman igerir.) Burdan yola ¢ikarak da L; ve L, dogrularinin ayni dogrular oldugu
sOylenir ve sonu¢ olarak L,(x,y,z) ve L,(x,y,z) orantili olur. Bu

yiizden ord; p(L;) = oo olur, bu da ispat: bitirir.

2.mertebeden bir egriyi kesen dogru genellikle egrinin teget dogrusudur. Buna
ragmen C egrisi F(x,y,z) = y?z — x3 = 0 olarak tammlanir. x = au ,y =bu,z=7v
olsun ve P = (0:0:1) noktasindan gegen bir dogru olsun. P noktas1 (u,v) = (0,1)’e
karsihk gelir. Bu yiizden F(u,v) = u?(b?v — au) olur, bdylelikle P noktasindan
gecen her dogru en az 2.mertebeden C egrisini keserler. b = 0 i¢in P deki tanjant
dogrusu i¢in se¢iminde en uygun durumdur ve 3. mertebeden C yi keser. C egrisinin

afin pargas1 y? = x3 tiir. Bu egride (0,0) noktas1 egrinin singiilaritesi oldugundan, P
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noktasindaki kesisimlerin daha yiiksek mertebeye sahip olurlar, bu da istenilmeyen bir
durumdur. O halde bir egrinin singiilaritesinin de incelenmesi gerekir.

Tamm 4.6. C egrisi P2K da bir egri olsun ve F(x,y,z) = 0 olarak tanimlansin.
Eger kismi tiirevlerin F; , F,, , F; nin en azindan biri P noktasinda sifirdan farkli ise bu
egri singiiler degildir denir (Washington 2003).

F(x,y,z) = y?z — x3 — Axz?> — Bz3 = 0 olacak sekilde bir egri ele alinsin ve
iizerinde ¢alisilan K cisminin karakteristiginin 2 ya da 3 olmadig1 kabul edilsin, bu
durumda kismi tiirevler

E. = —3x? — Az?

E, =2yz

F, = y? — 2Axz — 3Bz?
olur. P = (x:y:z) noktast bu fonksiyon i¢in bir singiiler nokta olsun. Eger z = 0 ise,
F, = 0 olmast x = 0 olmasimi gerektirir ve F, = 0 sart1 da y = 0 oldugunu belirtir,
boylelikle P = (0: 0: 0) olur ki bu bir ¢eliskidir. Bu yiizden z # 0 olmalidir, genelligi
bozmadan z = 1 olsun. Eger F, = 0 ise, y = 0 olur. (x:y: 1) egri lizerinde olacagindan
bu nokta x3 + Ax + B = 0 denklemini saglamalhidir. Eger F, = —(3x% + A) = 0 ise,
x bir polinomun kokiidiir ve tlirevinin bir kokiidiir, sonug¢ olarak bir ¢ift kat koktiir.
Kiibik polinomun carpimsal kokiiniin olmadigi kabul edildiginden dolayi, bu bir
celigkidir. Sonug olarak, bu da bir eliptik egrinin singiiler noktasi olamayacagini soyler.
Boyle bir noktanin oldugu kabul edilse bile bu durumda K cisminin elemanlar1 da
hesaba katilir. Genellikle, K’da singiiler noktalar1 yoksa bu egrinin singiiler olmayan
egri oldugu anlamina gelir. Eger, kiibik polinomun x koklerinin ¢arpiminin olmasina

izin verilirse bu durumda (x: 0: 1) de bu egrinin aykiriliginin oldugunu gosterir.

Eger P noktast F(x,y,z) = 0 egrisinin bir singiiler noktasi ise, P noktasindaki
teget dogrusu F.(P)x + F,(P)y + F;(P)z = 0 seklindedir. F(x,y,z) = y®z— x> —
Axz? — Bz3 = 0 ise, (xo: Vo: Zo) noktasindaki teget dogrusu

(—3x9%2 — Azy®)x + 2y9zoy + (yo? — 2Axyzy — 3Bzy?)z = 0.

z = zg = 1 yerine yazilirsa
(—3x9%2 — A)x + 2y,y + (Y2 — 24x, —3B) = 0

elde edilir ve yo? = x,3 + Axy + B oldugu kullanilip yerine yazildiginda
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(=3xp% = A)(x —x0) + 2yo(y —¥0) =0
olur. Bu ise afin koordinattaki teget dogrusudur. Eliptik egri lizerine nokta eklenirse bu
denklem elde edilir.

Gergekten de egri tizerindeki (xq:yo:2o) = (0: 1: 0) noktasi sonsuz noktasidir.
Teget dogrusundan P2K’da Ox + 0y + z = 0 denklemi elde edilir. Bu dogru “sonsuz
dogrusu” dur. Bu dogru eliptik egriyi sadece (0:1:0) noktasinda keser ve bu da eliptik
egri lizerinde o + oo = oo ifadesinin dogru oldugu anlamina gelir.

Lemma 4.7. (Washington 2003) C bir egri ve F(x,y,z) = 0 olsun. Eger P
noktasi C egrisinin bir singiiler olmayan noktasi ise, P2K’da en az ikinci mertebeden C
egrisini kesen kesinlikle bir dogru vardir ve bu dogru P noktasinda C egrisine tegettir.

Ispat. L mertebesi k =1 olan C egrisini kesen bir dogru olsun. L dogrusu
parametrize edip F’de yerine konulursa F(u,v) fonksiyonu elde edilir. P noktasina
karsilik gelen nokta (ug:vg) olsun. Sonra H(ug,vy) # 0 olmak iizere belli H(u,v)
fonksiyonu i¢in F = (vou — uqv)*H (u, v) dir. Sonug olarak,

E,(u,v) = kvy(vou — ugv)* 1H(u, v) + (vou — ugv)*H, (u, v)
ve

E,(u,v) = —kuy(vou — uov)* *Hu, v) + (vou — uyv)*H, (u, v)

olur. E,(uy,vo) = F,(uy, vy) = 0 ancak ve ancak k > 2 dir. O halde kabul edelim ki

k > 2 olsun. P noktasinda zincir kurali kullanilirsa

~

Fu=a1Fx+a2Fy+a3FZ=0 }

u 42)
F‘U = blFx +b2Fy +b3F'Z ES 0

olusur. (4.2)’nin parametrize edilmis hali bir dogruya karsilik geldiginden dolay1

(a4,a,, az3) ve (by, by, b3) vektorleri lineer bagimsiz olur.

L' en az ikinci mertebeden olan C egrisini kesen diger bir dogru olsun. P

noktasinda (4.2)’de oldugu gibi yine bir denklem sistemi olusur, yani
allFx + aley + a3,F'Z = 0
bllFx + bZIFy + bglF'Z == O.

elde edilir. Eger a’ = (a,’,a,’,a3’) ve b’ = (b;',b,’, b3") vektorleri a = (ay,a,, as)

ve b = (by, by, b3) vektorleri gibi K3’de aynmi diizlemi geriyorsa bu durumda belli
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’8> icin ' =aa+ fb ve b’ = ya + §b olur. Sonug

terslenebilir matrisler olan <a
y 6

olarak, u,, v, yeni parametrelerin se¢imi ile
ua' +vb' = (ua + vy)a+ (uf +vé)b = uya + vib
elde edilir. Buradan da L ve L' ayn1 dogrular oldugu sonucuna ulasilir. Eger bu dogrular

farkli ise, a, b ve a’, b’ farkli diizlemleri gererler ve bu yiizden a, b, a’, b’ vektérleri K3
in tamamini germelidir. O halde (F, F,, F;)’nin bu vektorlerle noktasal ¢arpimi sifir
olmalidir sonug olarak bu P’nin singiiler nokta oldugunu belirtir ve bu da varsayim ile
celisir.

Sonug olarak teget dogrusunun en az ikinci mertebeden C egrisini kestigi
gosterilmelidir. Kabul edelim ki P’de F, # 0 olsun (F, # 0 ve F, # 0 oldugu durumlar

da benzerdir). Teget dogrusunun parametrik gosterimi (4.2)’den

Fy F,
x=—(=Ju—-(Z)v,y=u,z=v
Fyx Fyx

verilsin, boylelikle a; = —I;—y , by = —% ,a,=1,b,=0,a3; =0, b; =1 olur. Bu

degerler (6.2)’de yerine yazilirsa
o =—(%)Fx+Fy =0ve E, =—(§—i)Fx+FZ=0
elde edilir. Boylece istenilen sonug elde edilmis olur.

Asagida gosterilen teoremin ispatindan sonra eliptik egrilerin birlesme 6zelligi
kolaylikla gosterilebilir. Eger P;; noktalarmin farkli oldugu dustniiliirse, ispat
sadelestirilebilir. Noktalarin esit oldugu durumlar nokta toplam1 kuralina uyuyor.

Teorem 4.8. (Washington 2003) C(x,y,z) P?K’da tanimli homojen kiibik bir

polinom olsun ve kisaca C olarak gosterilsin. P2K da tanimh [, , 1, ,l3 ve m; ,m, ,m;4
dogrular1 her i,j i¢in [; # m;. [; ve m; dogrularmin kesisimlerinin noktas1 P;; olacak
sekilde verilsin. Ustelik her (i,j) # (3,3) igin P; j noktalar1 C egrisi lizerinde singliler
olmayan bir nokta oldugu varsayilsin. Bu takdirde eger belli i ler i¢in P;;,P;y, Pi3
noktalarinin k > 2 i¢in ayn1 noktaya esitse, [; bu noktada en azindan k.mertebeden C yi
keser. Ayrica, eger belli j ler i¢in Py, P, , P3; noktalar1 k = 2 i¢in ayni noktaya esitse,
m; bu noktada en azindan k.mertebeden C yi keser. Ustelik Py; bu egri iizerinde

bulunur.
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Ispat. I, dogrusu (4.1) formu ile ifade edilsin. C(x,y,z) egrisi bu durumda
C (u, v)’ye doniisiir. I; dogrusu P, , P;,, P;3 noktalarindan gectigi aciktir. Bu noktalarm
l; dogrusu iizerindeki parametreleri (u;:vq) , (up:v3) , (u3:v3) olsun. Bu noktalar
C uzerinde oldugundan, i=1,23i¢in C(u;v;) =0 olur. m;’nin denklemi
m;(x,y,z) = a;jx + bjy + ¢jz = 0 olsun. Parametreleri yerine yazildiginda [; dogrusu
m;(u,v) olarak genisletilir. P;; noktalar1 m; iizerinde oldugundan, j =1,2,3 i¢in
m; (uj, vj) = 0 olur. l; # m; oldugundan ve 7, nin sifirlar1 [; ve m; nin kesisimlerini
verir, M, (u,v) fonksiyonu sadece P;;’de sifir olur, bu ylizden 77, in lineer formu
stfirdan farklidir. Sonug olarak, 77 (u, v)m, (u, v)msz(u, v) carpimu sifir olmayan kiibik
homojen polinomdur. Bu ¢arpim C ile ilgilidir.

Ispata asagidaki lemma ile devam edelim.

Lemma 4.9. (Washington 2003) S(u,v) o6zdesligin sifirt olmamak {izere,
R(u,v) ve S(u,v) lgiincii dereceden homojen polinomlar olsun ve R ve S nin
kayboldugu iic noktanin i = 1,2,3 iizere (u;:v;) oldugu farzedilsin. Ayrica, eger
(viu — u;v)*® R ve S yi bolerse, sonra a € K gibi bir sabit vardir 6yle ki R = aS dir
(Washington 2003).

Teorem 4.8.’in ispatma déniilecek olursa, € ve My m,m; i = 1,2,3 i¢in (u;: v;)
noktalarinda sifir olur. Sonug olarak, eger P;; noktalarinin mertebesi olan k ayni ise,
lineer fonksiyonun mertebesi olan k bu noktada sifir olur bu ylizden,
5 (u, v) iy (u, v) s (u, v) carpimi en az k.mertebede sifir olur ayrica € nin en az
k.mertebede sifir oldugu kabul edildiginden dolayi, Lemma 4.9 geregi Oyle bir «

katsay1s1 vardir ki

C = mym,ig
olur. Ci(x,y,z) =C(x,y,z) —amy(x,y,z)m,(x,y,z)ms(x,y,z) olsun. l; dogrusu
l;(x,y,z) = ax + by + cz = 0 lineer denklemi ile tanimlansin. En azindan bir katsay1
stfirdan farkli oldugundan dolay1, genellik bozulmadan a # 0 olsun (diger durumlar da

benzer sekilde yapilir) ve dogru asagidaki sekilde parametrize edildiginde;

x=—(2)u—(§)v,y=u,z=v (4.3)

a
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b

elde edilir. O halde C;(u,v) = C; (— (Z) u-— (2) VU, v) olur. C;(x,y,2)’yi v,z nin

katsay1 oldugu ve x’e bagli bir polinom olarak yazilabilir, dyle ki
x" = (a—ln) ((ax + by + cz) — (by — cz))n = (a—ln) ((ax + by + cz2)™ + -++),

ve C;(x,y,z) yeniden diizenlendiginde ax + by + cz lineer denklem formatina benzer

olur. Gergekten de

Ci(x,v,2) = az(y,z)(ax + by + cz)® + -+ + ay(y, 2) (4.4)
(6.3) parametrik formlar1 (6.4)’de yerine yazilirsa 0 = C; (u, v) = a,(u, v) olur, ¢iinkii
ax + by + cz denkleminde x,y,z degiskenleri u,v nin terimleri olarak yazildiginda
tamamen sifir oluyor. Sonugta ay(y,z) = ay(u,v) sifir polinomudur. (4.4)’ten
Ci(x,y,z) kiibik polinomu l;(x,y,z) = ax + by + cz nin ¢arpimi oldugu goriiliir.
Benzer sekilde bir oyle bir f sabit sayis1 vardir ki C(x,y,z) — Bl;1;15 ifadesi m; in
carpimidir. D(x,y,z) = C(x,y,z) — amym,ms — Blil,1; olsun. O halde D(x,y,z)
ifadesi [; ve m, in carpimidir.

Lemma 4.10. D(x,y,z) ifadesi [;(x,y,z2)m (x,y,z) nin ¢arpimdir.
(Washington 2003)

Lemma 4.11. [(P,,) = l(P,3) = [(P3,) = 0 (Washington 2003).

Ispat. ilk durum olarak P,3 # P,3 olsun. Eger [, (P,3) = 0 ise, P,3 noktas1 [
dogrusu lizerinde olur ve tanimdan dolay1 [, ve ms lizerindedir. Boylelikle, P,; noktasi
[, ve m5 den olan P,;; {in kesisimine esittir. P;; # P,5 olarak kabul edildiginden dolay1
bu bir ¢eliski olusturur ve sonug olarak [, (P,3) # 0 yazilabilir. D(P,3) = 0 oldugundan
dolay1 my (P,3)I(P,3) = 0 olur.

Simdi bu durumun tam tersi yani P;; = P,3 durumu goz Oniine alinsin. Daha
sonra teoremin varsayimindan dolay1 m; dogrusu P,; noktasinda C egrisine tegettir, bu
ylizden de ord,,, p,.(C) = 2 olur. P;3 = P,3 oldugundan ve P,; noktasini ms lizerinde
oldugundan dolayr ord,, p,,(l;) = ord;,,p,.(I;) =1 elde edilir. Sonug¢ olarak
ord,, p,. (alil;13) = 2 ve ayrica ord,,, p,. (Bmym,m;) = oo.

O halde ords,,p,,(D) =2, bu ylizden D terimlerin toplami olur ve en azindan

2. mertebede sifir olur. Fakat ord,,, p,.(l;) = 1 oldugundan dolay1

ordy, p,, (M1l) = ordy,, p,., (D) —ordp, p,.(11) =1
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elde edilir ve sonugta m, (P,3)I(P,3) = 0 sonucu elde edilir.
Eger m, (P,3) # 0 ise, [(P,3) = 0 olur ve istenilen elde edilmis olur.

Eger m,(P,3) =0 ise, P,3 noktasi l; dogrusu tizerindedir ve bu nokta
tanimindan dolay1 m3; ve m, dogrular lizerinde olur ve boylelikle P,; = P, dir ¢iinkii
[, ve m; dogrular1 tek noktada kesisiyor. Varsayimdan dolay1 [, dogrusu C egrisine P,

noktasinda tanjanttir. Sonug olarak ord,,p,.(C) = 2 olur ve yukaridaki gosterimden

dolay1 ord,, p,.(D) = 2 oldugundan dolay1 ord,, p,.(l;1) = 1 elde edilir.

Eger bu durumda [;(P,3) =0 ise, P,3 noktasi l;,l,,ms ftzerindedir ve
dolayistyla P;; = P,3 olur. Varsayimdan dolayr m; dogrusu C egrisine P,; noktasinda
tegettir. P,3 noktasi C egrisinin bir singliler olmayan noktas1 oldugundan dolay1, Lemma
6.7 kullanildiginda [, = m3 oldugu sdylenir ve bu durumda hipoteze ters diiser.

Sonug olarak [;(P,3) # 0 olur ve boylelikle I[(P,3) = 0 dir. Benzer sekilde
[(P,;) = L(P,3) = 0 olur. Bu ise ispati bitirir.

Eger l(x,y,z) 6zdesligin sifir1 ise, D tamamen sifirdir. Sonug olarak I(x,y, z)
nin 6zdesligin sifir1 olmadig1 diisiiniiliip boyle bir dogru tanimlansin.

Ik olarak P, ,P,,,P;, noktalarmin farkli noktalar oldugu varsayilsin. [ ve [,
dogrular1 P,; ve P,, noktalarindan gecer bdylelikle [ = [, olur. Benzer sekilde [ = m,
oldugu da soylenebilir ve bunlarin ikisi birlestirildiginde [, = m, olur bu ise bir
celigkidir.

O halde P;; = P,, oldugu disiiniilsiin. Sonra m, dogrusu C egrisine P,,
noktasinda tegettir. Onceden gosterildiginden dolay: ordy,, p,,(lymyl) = 2 olur.
Istenilen [ dogrusunun m, dogrusu ile ayn1 dogru oldugunu géstermektir.

Eger m,(P,,) = 0 ise, P,, noktast m;, m,,l, dogrulan iizerindedir ve sonug
olarak P,; = P,, dir. Bunun anlamu ise [, dogrusu C egrisine P,, noktasinda tegettir.
Lemma 4.7’den dolay1 [; = [, olur ve bu da ¢eliskidir. Boylelikle m, (P,,) # 0 oldugu
elde edilir.

Eger [;(P,;) # 0 ise, ord,,, p,,(1) = 2 dir ve bunun anlamui ise [ dogrusu m,
dogrusu ile ayn1 dogrudur.

Eger [;(P,;) =0 ise, Py, = P3, 1,15, 15, m3 doggrulan iizerindedir ve bu

ylizden P;; = P,; = P3;. Sonug olarak ordp,, p,,(C) = 3 . yukaridaki sebepten dolay1
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ordy,, p,,(lymyl) =3 olur. Simdi m;(P,;) # 0 oldugu ispatlandigindan dolay1,

ordy,, p,, (1) = 2 olur ve bunun anlami [ dogrusu m;, dogrusu ile ayni1 dogrudur.

Varsayimlar 15181inda P, = P,, oldugu ispatlandi, [ dogrusu m, dogrusu ile ayni
dogrudur. Lemma 4.11°den dolay1 P,; noktast [ dogrusu iizerindedir ve sonug¢ olarak
m, lizerindedir ve ayrica tanimindan dolay1 [, ve mj lzerindedir. Sonu¢ olarak
P,, = P,5. Bu esitligin anlamu ise, [ dogrusu C egrisine P,, noktasinda teget demektir.
P;, = P,, esitliginin anlami1 m, dogrusu C egrisine P,, noktasinda teget demek
oldugundan dolay1, [, = m, elde edilir ve buda ¢eligkidir. Sonug olarak [ # 0 varsayimi
altinda P;, # P,, olur. Benzer sekilde P,; = P,, de gosterilebilir.

Sonunda P,; = P;, oldugu disiiniilsiin. Sonra  P,3; noktasi [,l3;,m,, ms
iizerinde olsun. Bdylelikle bu durumda P,, = P;, olmasmi zorunlu kilar bunun
imkansiz oldugu ise yukarida sdylenmisti.

Sonug olarak biitlin olasiliklar ¢eliskiye yol agiyor ve buradan yola ¢ikilarak
l(x,y,z) dogrusunun 6zdesligin sifir1 olmasini1 gerektirir. Sonug olarak D = 0 olur ve
bu yiizden de

C =alil,l; + fmym,yms,
olur. I3 ve my dogrular1 P35 noktasinda yok olduklarindan dolay1, C(P;3) = 0 olur ve
istenilen de bu idi. Buda Teorem 4.8’in ispatin1 tamamlar.

Uyar1 4.12. Belli , § lar i¢cin C = al,l,l3 + fm;m,m; seklindedir.

C egrisinin P;; noktalar1 ayrik olarak tamimlandigi zaman sekiz nokta ve
homojen kiibik polinomunun 3 degiskeni ve 10 katsayist vardir. Olast polinomlarin
kiimesi iki parametreli ailelerdir. P;; noktalar1 ayrik olmadiginda ise yeterli kisitlamalar
getirilerek teget durumlari iki parametreli aileler elde edilebilir.

Simdi eliptik egrilerin {izerinde tanimlanan nokta toplami isleminin birlesme
ozelligini sagladigi ispat edilebilir. P, Q, R noktalar1 E eliptik egrisi iizerinde bulunan
noktalar olsun ve dogrular Iy =PQ , [, =o,0+R , I3=R,P+Q , m; =QR ,

m, = o,P 4+ Q vems = P,Q + R olarak tanimlansin.
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Kesigimler tablo seklinde gosterilirse:

L [, I3
my Q —(@+R) R
m, —(P+0Q) 00 P+Q
ms P Q+R X

Cizelge 4.1. Kesisimler.

Simdi teoremin biitiin hipotezlerinin saglandig1 kabul edilsin, bu takdirde biitiin
noktalar X’i iceriyor ve E eliptik egrisinin iizerindedir. I3 dogrusu E eliptik egrisi
iizerinde Ui¢ tane kesisim noktasina sahiptir ve bunlar R,P + @, X’ dir. Toplama
kuralindan dolay1 X = —((P +Q)+ R) olur. Benzer sekilde, m; dogrusu C egrisini {ig
noktada keser ve bunun anlami da X = —(P + (Q + R)) oldugudur. Sonug¢ olarak
bunlarin x-eksenine gore simetrikleri alindiginda (P + Q)+ R =P + (Q + R) eclde
edilir ve istenilen de bu idi. Bu esitlik de teoremin hipotezini dogrulamaktadir.
Kesisimlerin mertebeleri ve [; ve m; dogrular ayriktir.

IIk olarak, sonsuzun oldugu yerlerde durumlar ayri olarak ele almmalidir.
Problem olan nokta ise, o noktasinda grup kuralindan dolay1 6zel bir durum gibi
davranilmasidir. Buna ragmen, oo noktasinda ki teget dogrusu egriyi sadece co’da keser.

Yukaridaki tablodan bir satir ve bir siitunun iki tanesinin kesisimi ©o‘a esittir,
o halde egriyi tigiincii bir nokta keser ve sonug olarak bu da hipotezi tanimlar.

Bazi kesisim noktalar1 olan P, Q,R, +(P + Q), +(Q + R), oo da direk durumlara
gore hareket etmek de miimkiindiir. En azindan bu noktalarin P, Q, R noktalarindan
birinin oldugu durumda oo oldugu ve birlesme 6zelligini sagladigi agiktir.

Eger P+ Q = wise,sonra (P + Q)+ R = o + R =R.

Diger taraftan, Q + R nin toplami hesaplanirken ilk olarak L dogrusu Q ve R
noktalarindan gecen dogru olarak ¢izilir ve bu dogru da egriyi —(Q + R) noktasinda da
keser. Bu yiizden P + Q = oo ve bdylece Q noktasinin x eksenine gore simetrigi P
noktasidir. Sonug olarak L dogrusunun yansimasi olan P, —R ve Q + R den gegen dogru
L' olsun. P + (Q + R) toplam1 P ve Q + R den gegen dogrular ¢izilerek bulunabilir ve
bu dogru L' dogrusudur. E egrisinde L' dogrusunun iiglincii kesisim noktasinin —R

oldugu gosterildi ve bu yansitilirsa P + (Q + R) = R olur ve birlesme ozelligi bu



26

durum i¢in saglanmis olur. Benzer sekilde birlesme Q + R = o oldugu zamanda
saglanir. Sonunda, eger belli [; dogrulari ile belli m; dogrular esit olduklarinda Teorem
6.8’e bagvurulamayacagindan bu durum ayrica ele alinmali.

Ik olarak, eger P,Q,R noktalar1 kolineer ise, birlesme 6zelligi direk olarak
saglanir. Ikinci olarak, P,Q,Q + R noktalarmin kolineer oldugu kabul edilirse bu
durumda P + (Q + R) = —Q olur. Ayrica P+ Q = —(Q + R), bu yilizden (P + Q) +
R = —(Q + R) + R yazilir ve bu da birlesme 6zelliginin bu durumda da saglandigini
gosterir.

Lemma 4.13. (Washington 2003) P; ve P, noktalar eliptik egri iizerinde iki
nokta olsun. Bu takdirde (P, + P,) — P, = P, ve —(P; + P,) + P, = —P; olur.

Ispat. Bu iki esitlik birbirinin simetrisi oldugundan dolay1 birini ispatlamak
yeterlidir. P; ve P, noktalarindan gegen dogru L dogrusu olsun ve bu dogru eliptik
egriyi —(P; + P,) de keser. —(P; + P,) ve P, noktalarindan gecen dogrunun simetrigi
alinirsa —(P; + P,) + P, = —P; elde edilir. Bu da ispat1 bitirir.

Belli i,j ler igin [; = m; oldugu farzedilsin. Cesitli durumlar olusur. Ustteki
tabloda oo ve X digindaki biitiin noktalarin sonlu oldugu distnilmiisti. [; ve m;

dogrularinin E eliptik egrisinde li¢ noktada kesistikleri varsayilmisti ve bunlar P;;
noktalartydi. Eger iki dogru cakisik ise, diger iki nokta da ayni noktalarda ¢akisiktir.

Boylece:

1. l; = my : Sonra P, Q, R kolineerdir ve birlesme yukarida ki gibidir.

2. l; =m, : Bu durumda P, Q, o kolineerdir. Bu yiizden P + Q = oo olur ve
birlesme 6zelligi yukaridaki gibi direk hesaplanabilir.

3. I, = my : Birinci durumdaki gibidir.

4. l; = m3 : Sonra P, Q, Q@ + R kolineerdir ve birlesme yukarida ki gibidir.

5. I3 = my : Birinci durumdaki gibidir.

6. l,=m, : P+Q =%(Q +R) olmaldir. Eger P+ Q = Q + R ise, o halde
Lemma 6.13 geregi P=(P +Q)—Q =(Q +R) —Q = R. Sonug olarak (P + Q) +
R=R+P+Q)=P+(P+Q)=P+(R+Q)=P+(Q+R). Eger P+Q-=
—(Q +R) ise, sonta (P+Q)+R=—(Q+R)+R=—-Q ve P+(Q+R)=P—
(P + Q) = —Q olur ve birlesme 6zelligi saglanir.
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7. l, =my : Bu durumda, P ve Q + R noktalarindan gecen ms; dogrusu E
egrisini oo noktasinda keser, bu yiizden P = —(Q + R) olur. Bu yiizden —(Q + R),Q,R
noktalar1 kolineerdir ve bdylece P, @, R kolineer olur ve birlesme saglanir.

8. l3; = m, : Birinci durumdaki gibidir.

9. I3 = m3 : I3 dogrusu E egrisini dort noktada kesmediginden dolayi, P = R ya
daP=P+Qyada@Q+R=P+Q yadaQ+ R =R oldugu kolayca gortliir. P = R
esit olma durumunu [, = m, durumunda gosterildi. Farzedelim P = P + Q olsun. Bu
esitlife —P noktasini ekleyip Lemma 6.13’ kullanirsak oo = Q olur ve birlesme
ozelligi saglanir. Eger Q + R = R alinirsa bu durumda benzerdir. Eger Q + R = P + Q
ise, —Q noktas1 eklenir ve Lemma 6.13’ten P = R elde edilir ve birlesme 6zelligi

saglanir.

Eger her i,j igin [; # m; ise, teoremin sartlar1 saglanir ve bu yiizden toplama

islemi i¢in birlesme 6zelligi saglanmis olur. Bu da eliptik egriler iizerinde tanimlanan
nokta toplami isleminin birlesme 0Ozelligini sagladiginin ispatin1 tamamlamis olur

(Washington 2003).
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5. MORDELL, NAGELL-LUTZ VE MAZUR TEOREMLERI

Bu boliimde eliptik egriler teorisinin énemli sonuglarindan birisi olan Mordell
Teoremi verilecektir. Bu teoremin ispatini Mordell, Fermat’in alcalma metodunu
kullanarak ispatlamistir. Bu ylizden ispatin yapilabilmesi icin oncelikle yiikseklik
(height) ve algcalma agiklanip sonrasinda dort lemma yardimiyla bu teoremin ispati
verilecektir. Sonrasinda Nagell-Lutz Teoremi ve Mazur Teoremi verilerek orneklerle

desteklenmistir.

5.1. Yiikseklik ve Al¢calma

Tanmm 5.1.1. x = % rasyonel sayist en sade sekilde yazilmis olsun. Yiikseklik
pay ve paydanin maksimumu olarak tanimlanir ve H(x) olarak yazilir; yani,

H(x) = H (%) = max {|m], |n|}
olarak ifade edilir.

Rasyonel sayilarin yiiksekligi pozitif bir tamsayidir (Silverman 1992).

Teorem 5.1.2. (Silverman 1992) Belli bir sabit sayidan daha kiiciik olan biitlin
rasyonel sayilarin kiimesinin yiiksekligi sonlu bir kiimedir.

Tamm 5.1.3. y% = f(x) =x3+ ax?+ bx + ¢ egrisi a,b,c katsayilan ile
singiiler olmayan bir eliptik egri olsun. P = (x,y) bu egri lizerinde bir nokta olsun. P
noktasmin yliksekligi x koordinatina yiiksekliginin sadelestirilmesi olarak tanimlanir ve
H(P) = H(x) olur (Silverman 1992).

Notasyon kaygisindan dolay1 yiiksekligin logaritmas1 alinarak bagka bir
yiikseklik tanimlansin ve bu yiikseklikte h(P) = log H(P) esitligi seklinde gosterilsin.
Logaritma fonksiyonu kullanildigindan dolay1 h(P) asla negatif bir reel say1 olamaz.

E bir eliptik egri olsun. Bu egri lizerindeki rasyonel noktalar da ayrica sonluluk
ozelligine sahiplerdir.

Tanmm 5.1.4. M herhangi bir pozitif tamsay1 olsun. {P € E(Q): H(P) < M}
kiimesi sonlu bir kiimedir. Bu ifade ayn1 zamanda H(P) yerine h(P) alindiginda da
dogrudur (Silverman 1992).

Kiimedeki noktalar onlarin x koordinatlar1 i¢in sadece sonlu olasiliklara sahipler

ve her bir x koordinati i¢in y koordinatinda sadece iki olasilik vardir. Bu sonsuzda
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olmayan noktalar1 karsilar. Sonsuzda bir nokta var ve bu nokta co alindiginda yiiksekligi
H(oo) = 1 ya da esdeger ifade ile h(o0) = 0 olarak tanimlanabilir.

Mordell teoreminin ispati i¢in gerekli olan dort temel lemma verilip en sonunda
E (Q) rasyonel noktalarin grubunun sonlu tiretecli oldugu ispat edilecektir.

Lemma 5.1.5. (Silverman 1992) C bir egri olsun. Her bir M reel sayist i¢in
{P € C(Q): h(P) < M} kiimesi sonludur.

Lemma 5.1.6. (Silverman 1992) P, noktas1 C egrisi lizerinde sabit rasyonel bir
nokta olsun. Py ve a, b, ¢ ye bagli bir k sabiti vardir dyle ki, her P € C(Q) i¢in

h(P + Py) < 2h(P) + Ky
olur.

Lemma 5.1.7. (Silverman 1992) k sabiti a, b, ¢ ye bagli olan bir sabit olsun dyle
ki, her P € C(Q) i¢in

h(2P) = 4h(P) — k
olur.

2C(Q) notasyonu C(Q) nun altgrubudur ve C(Q)nun noktalarnin iki katindan
meydana gelen noktalar1 temsil eder.

Lemma 5.1.8. (Silverman 1992) (C(Q): 2€(Q)) indeksi sonludur.

Tanmm 5.1.9. (Silverman 1992) I' herhangi bir degismeli grup olsun. Bu grubun
m ile ¢carpim doniistimii

r-r

P->P+P+-+P=m-P

m-—terim

seklinde tanimlanir ve bu ¢arpim doniisiimii bir homomorfizmdir. Bu homomorfizmin
goriintiisii I" nin bir mI" alt grubudur.

Lemma 5.1.8. bu degismeli grubun I' = E(Q) oldugunu soyler ve I iginde 2I"
alt grubu sonlu bir indekse sahiptir.

Simdi yukarida verilen lemmalarin E(Q) yu nasil sonlu iiretegli oldugunu
gostermesi icin oncelikle I' degismeli bir grup olsun. Bu grup iizerinde toplam tanimli
olsun ve yiikseklik fonksiyonu h:I" — [0, 0] olarak tanimli olsun. Bu fonksiyonun
yukarida verilen dort lemmay1 sagladig: kabul edilsin. Simdi bazi hipotezler sdylenip

I’nin sonlu tiretecli oldugu ispat edilecek.
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Teorem 5.1.10. (Silverman 1992) (Algalma Teoremi) I' degismeli bir grup
olsun. h: ' - [0, ] a tamiml ve agagidaki {i¢ 6zelligi saglayan bir fonksiyon olsun:

(i) Her bir M reel sayisi i¢in {P € I': h(P) < M} kiimesi sonludur.

(ii) Her bir P, € I i¢in K sabit sayis1 vardir oyle ki

h(P + Py) < 2h(P) + K, .

(iii) Her P € I’ i¢in k sabiti vardir dyle ki

h(2P) = 4h(P) — k.

Ek olarak altta verilen dordiincii sartin varlig1 da kabul edilsin.

(iv) 2T altgrubu I" de sonlu bir indekse sahiptir.

Bu takdirde I" sonlu iireteclidir.

Ispat. Oncelikle I iginde 2I" nin her bir kosetinin karsiliklar1 alinsin. Sadece
sonlu sayida kosetlerin oldugunu bildigimizden dolay1 bu kosetlerin sayisina n diyelim
ve bu kosetlerin temsilcileri Q4, Q5, ..., @, olsun. Bu ifadenin anlami ayni zamanda

herhangi bir P € I" igin P ye bagli bir i; indeksi vardir dyle ki

P—-Q; €2r
olur. Daha sonra P bu kosetlerin biri cinsinden yazilabilir bunun anlami ise belli bir
P, € I i¢in

P—Q; =2pP
yazilabilecegidir. Ayni1 seyi bu kez P; icin yapar ve buna devam edilirse

Py —Q;, = 2P,

P, — Qi3 = 2P;

Pp—1—Qy, = 2Py
olur ve yukarida yazilan Qi,,Qi,, -, Q;, ifadeleri Qq,Q,...,Q0n in Kkoset
temsilcilerinden secilsinler, ayrica P;, ..., B, noktalar1 I nin elemanlar1 olsun. P; noktasi
“asag1 yukar1” 2P; 4 e esittir. P;,; in yiiksekligi de P; nin dordiincii yiiksekligine “asagi
yukar1” esittir. Bu ylizden P, P;, P,, ... noktalar dizisinin yiiksekligi azaltilmali ve sinirh
yiiksekliklere sahip noktalarin kiimelerinde son bulacak ve (i) 6zelliginden dolay1 kiime
sonlu olacak bu da ispati tamamlayacaktir. Ilk denklemden P = Q;, + 2P, ifadesini
ikinci denklem olan P; = Q;, + 2P, de yerine yazildiginda

P =Q; +20Q;,+4P,
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elde edilir ve bu sekilde devam edilirse sonucunda

P=Q; +2Q;, +4Q, +-+2m1Q;, +2™MP,
esitligi elde edilmis olur.

Sonug olarak, P noktasi I' nin altgrubu iginde olan ve Q; ve P, ler tarafindan
iiretilir. m sayist yeterince biiyiik sec¢ildiginde P,, belli sabit bir sinirdan daha az bir
ylikseklige sahip olmaya zorlanir. Sonra yiiksekligi bu simirdan daha az olan sonlu
noktalarin kiimesi Q; ler ile birlikte I yi iiretecektir.

P, P;, P,, ... noktalarinin dizisinin i¢inden bir nokta alinsin ve bu nokta P; olsun.
Burada amag P; nin yliksekliginin oldukea kiigiik oldugunu gostermektir. Bunu yapmak
icin bazi degiskenleri 6zel isimlendirmeye ihtiya¢ olacaktir. Eger (ii) deki verilmis olan
ifadede P, yerine —Q; ile degistirilirse, her P € I' igin bir k; sabiti vardir dyle ki

h(P - Q;) < 2h(P) + k;
ayrica bu her bir Q; ve 1 < i < ny icin yapilabilir. Buradan yola ¢ikilirsa k; lerin en
genisine k' denilirse, her bir P € I' ve biitiin 1 < i < n igin

h(P - Q;) < 2h(P) + k'
yazilir ¢iinkii sadece sonlu sayida Q; ler vardir. Bu tek oldugundan (iv) oOzelligi
kullanilirsa 2I" grubu I' i¢inde sonlu bir indekse sahiptir.

(ii1)’den dolay1 k sabit olsun. O halde
4h(P;) < h(2P) + k = h(Pi_y — Q;;) + k < 2h(Pi_y) + k' + K

olarak hesaplanir ve ayrica bu esitlik
3 1 ’
=3 h(Pm1) =3 (W(Pm1) — (' + 1))

olarak yeniden diizenlenebilir. Boylelikle eger h(Pj_l) > k' + Kk ise, sonra h(Pj) <

h(P) < ;h(P-1) +

k' +x
4

%h(Pj_l) olur. Bu yiizden P,P;,P,,... noktalarinin dizisinin i¢inde P; noktasi
h(P]) > k' + Kk esitsizligini sagladig1 siirece, bir sonraki nokta dizi iginde kiiciik
yiikseklige sahiptir dyle ki

h(P1) < Sh(P).

Fakat eger bir sayi ile baslayip 3/4 ile garpilirsa bu durumda sifira yaklasir. Bu
yiizden m indeksi bulunabilir boylelikle h(B,) < k' + k olur.

Simdi her bir P € I" elemanlart i¢in

P == a1Q1 + azQz + -+ anQn + sz
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formu seklinde yazilabilecegi gosterilecek ve burada ay, ..., a, kesinlikle tamsayilar ve
R € I noktast h(R) < k' + k esitligini saglayan belli bir noktadir. Sonug olarak
{a;,a,,...,a,} U{R € T:h(R) < k' + K}
kiimesi I' yi lretir. (i) ve (iv) den dolay1 bu kiime sonludur ve buda ispati tamamlar ve
I sonlu iireteclidir.
Ustte Lemma 5.1.5. in ispat1 verilmisti. Simdi Mordell teoreminin ispatinda

kullanilacak olan bu diger ii¢ teoremin ispati verilecektir.

5.2. P + P, Yiiksekligi
Bu boliimde Lemma 5.1.6’nin ispati yapilacak bunun igin Oncelikle birka¢ uyari
verilecektir.

Uyan 5.2.1. Eger P = (x,y) egri lizerinde rasyonel bir nokta ise, e > 0 ve

. .« . m n
obeb(m, e) = obeb(n,e) = 1 olmak iizere m,n, e tamsayilar1 i¢in x = ZVey=—
formundadir.

Uyan 5.2.2. x koordinatinin yiiksekligi g6z oniinde alinsin. Eger P noktasi

m n
e2’ e3

P = ) gibi en kiigiik terimlerden verilmis olan bir nokta ise, sonra P nin
yiiksekligi |m| ve e? nin maksimumudur. Ozellikle |m| < H(P) ve e? < H(P) olur.
Ayrica H(P)’nin terimlerinin y koordinatlarinin paylari da smirlandirilabilir. a, b, ¢ ye
bagli bir K > 0 tamsayis1 vardir dyle ki
In| < KH(P)3/2 .
Bunu ispatlamak i¢in noktalar1 eliptik egrimiz olan y? =x3+ax?+bx+c
denkleminde P noktas1 yerine yazilip olusan denklem e® ile garpilirsa
n? = m3 + ae?m? + be*m + ce®
denklemi elde edilir. Bu denklemin mutlak degerleri alinip liggen esitsizligi uygulanirsa
[n?| < |m3| + |ae?m?| + |be*m| + |ce®|

< H(P)3?+ |a|H(P)? + |b|H(P)? + |c|H(P)3

elde edilir ve burada da K = \/ 1+ |a| + |b| + |c| alinabilir.

Simdi Lemma 5.1.6. nin ispatina gegilebilir.

Lemma 5.1.6’mn Ispati. Bu lemmanin ispatinda iki noktanin toplami yazilip
licgen esitsizligi uygulanmistir. Eger P, = oo ise sonu¢ Uyar1 5.2.1°den dolay1 asikardir,
bu yiizden Py # oo olsun ve P, = (xg,Y,) olsun. k,’1in varliginin ispat1 i¢in belli bir

sonlu kiime icindekiler disinda kalan biitin P’ler i¢in esitsizligin saglandigini
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ispatlamak yeterlidir, ¢linkii herhangi bir sonlu say1 olan P i¢in farka bakilabilir ve bu
fark h(P + P,) — 2h(P) olsun ve k, sayisin1 meydana gelen sonlu say1 degerlerinden
daha biiyiik alinabilir. Buna sahipse de P & {P,, —P,, 0} ile biitin P noktalar1 i¢in
Lemma 5.1.6’y1 ispatlamak yeterlidir.

P = (x,y) olsun. P, ve —P, olasiliklarindan kagmak adina x # x, olsun, aksi
takdirde bir noktanin iki katina gétiiren nokta toplaminda sikint1 ¢ikabilir ve boylelikle
P + Py = (§,n) yazilabilir. P+ P, nin yiiksekligini elde edebilmek i¢in ¢&’nin
yuksekligi hesaplanmali ve (x, y) ve (xq, Vo) m kullanildigi ¢ formiili

E+x+xy=12—a , 1=2L2

X—Xo
olarak bulunur. Bu ifadeler yerine yazip diizenlenirse

— -v0)2-(x—x0)2(x+x0+a)
(x—x0)2

_ 0-y)*
¢ = (x—x0)?2

a—x-—Xxg
elde edilir.

Eger bunun disindakilerin hepsini garparsak, sonra paydalarin i¢inde y? — x3
goriinen yerlere P egri iizerinde bir nokta oldugundan dolayr ax? + bx + c ile yer
degistirilebilir. Bu verilen ifade ile diizenlendiginde A, B,C,D,E,F, G belirli rasyonel

sayilari a, b, ¢ ve (xg, y,) terimleri ile ifade edildiginde

E _ Ay+Bx2+Cx+D
EX2+Fx+G

seklinde ifade edilen P = (x,y) & {P,, —P,, 0} noktas1 i¢in P + P, n x koordinat1 elde

edilir. 4,B,C,D, E, F, G en kiigiik ortak paydalar: tarafindan pay ve paydanin ¢arpimu ile

bu sayilarin hepsinin tamsayilar oldugu diisiiniiliir. Bu esitlik her P noktasi i¢in dogru
- m n . .

oldugundan dolay1 x = 2 Ve y = g yerine yazilir ve e* ile garpilirsa

E __ Ane+Bm?2+Cme?+De*
Em2+Fme2+Ge*

esitligi elde edilir. Bunun en kiiclik terim oldugunu bilmiyoruz ama ¢ikartma sadece

yiiksekligi kiigiiltebilir, bu yiizden
H(¢) < max {|Ane + Bm? + Cme? + De*|,|[Em? + Fme? + Ge*|}
esitsizligi yazilabilir. Boylelikle yukarida verilen esitsizlikten K sadece a, b, ¢ ye bagh
olmak {izere
e<HP)Y2 |, n<KHP)** , m<HP)
ifadeleri yazilabilir. Bunlar yardimiyla liggen esitsizligi kullanildiginda

|Ane + Bm? + Cme? + De*| < |Ane| + |Bm?| + |Cme?| + |De*|
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< (|AK| + |B| + [C| + ID])H(P)?
ve

|[Em? + Fme? + Ge*| < |[Em?| + |[Fme?| + |Ge*| < (|[E| + |F| + |G|)H(P)?
elde edilir. Sonug olarak

H(P + Py) = H(§) < max{|AK| + |B| + |C| + |D|, |E| + |F| + |G|} H(P)?.
Her iki tarafin logaritmasi alindiginda x, = logmax{|AK|+ |B| + |C| + |D|, |E| +
|F| + |G|} sabiti a, b, c ve (xq,¥,) a baglt ayrica P = (x,y) noktasna bagli olmamak
uzere

h(P + Py) < 2h(P) + Ky
esitsizligini verir. Bu esitsizlik de Lemma 5.1.6’nin ispatin1 tamamlar.

Bu lemma ile P + P, toplaminin yiiksekliginin P nin yiiksekliginin iki katindan

daha kii¢lik oldugunu ispatlar.

5.3. Kullanish Bir Homomorfizma

Lemma 5.3.1. (Silverman 1992) 2E(Q) alt grubunun E (Q) i¢inde sonlu indekse
sahiptir.

Bu kisim Mordell teoreminin hemen goéze carpmayan kismini olusturur.
Notasyon agisindan gosterimin rahat olmasi igin C(Q) = T olarak alinsin.
f (x) fonksiyonun x, adli reel bir kokii olsun yani f(x,) = 0 ve f tamsayi katsayili bir
polinom olsun. Koordinatlar1 degistirerek (xg, 0) noktasini orijine hareket ettirilebilir.
Bu I' grubunu etkilemez. Yeni koordinatlar ile egri a, b tamsayilar olmak iizere

C:y? = f(x) =x3+ ax? + bx
olur. T = (0,0) noktast bu egri iizerinde rasyonel bir noktadir ve 2T = oo sartin1 da
saglar. f nin daha o6nce verilen formiiliine gore diskriminanti D = b?(a? — 4b) olur.
Burada egrinin singiiler olmadig1 varsayiliyor. (I': 2T') indeksi ya da denk olarak I'/2T
boliimiiniin mertebesi ile ilgilenileceginden dolayi, P — 2P doniisiimiinii bilmek faydali
olacaktir. Bir noktay1 iki katina gotiiren doniisiim dordiincii dereceden degerleri igine
alir ¢linkii 2P nin x kordinatin1 veren rasyonel fonksiyon P deki x kordinatinin i¢inde
derecesi dorttiir. P — 2P ye doniigiimii kolayca ele alinabilen derecesi iki olan iki
doniisiimiin bileskesi olarak yazilabilir ama bu iki doniisiim C den kendisine olmayacak,
a = —2a ve b = a® — 4b olmak iizere C den C egrisine tamiml1 doniisiim olsun ve egri

= a2 —

S

C:y? = x3 + ax? + bx olsun. An1 seyler tekrar edilirse @ = —2a = 4a ve
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4b = 4a? — 4(a® — 4b) = 16b olmak iizere yeni egri C:y? = x3 4+ @x% + bx olur.
ifadeler yerine yazildiginda egri C: y? = x3 + @x? + bx = x3 4 4ax? + 16bx olur ve
bu egri C egrisi ile tamamen aynidir sadece x — 4x ve y — 8y ile degistirilip denklem
64’c bolimmiistir. Sonug itibariyle C iizerindeki rasyonel noktalarm I' grubu C
iizerindeki rasyonel noktalarin I' grubuna izomorftur. Oncelikle ¢: C — C ye doniisiimii
tammlansin ve grup homomorfizmasi olsun ayrica I rasyonel noktalari igindeki I nin
rasyonel noktalarmi tagisin. Sonra, aymi sekilde bir :C — C ye bir déniisiim olsun.
Burada 1 o ¢p: C = C birlesimi bir homomorfizma olsun ve bu homomorfizma iki
tarafindan carpilanlar1 disar1 atsin.

¢: C - C iistteki benzer sekilde tanimlansin. Eger P = (x,y) € C noktasi x # 0 sartini

saglayan bir nokta ise, sonra ¢(x,y) = (%,y) noktasin1 veren formiil X = x + a +§ =

x%2-p

z—zve}_/:y( = )olur.

¢ iyi tanimhidir. Bunun gériilebilmesi icin X ve y nin C denklemini sagladig1
goriilmelidir, yani

x% 4+ ax? + bx = %(x? — 2ax + (a® — 4b))

. y2 y4- y2 _ yZ (yZ_ax2)2_4bx4

= —<—— 2a:z+ (a* - ‘“’)) =5()

2
=2 (O + br)? — 4bx*) = (X222) = 52,

2
Sonug olarak bu ¢ doniigiimiinii tanimlar ve T = (0,0) ve oo noktasi haricindeki biitiin
noktalart tanimlar. Burada ¢(T) = ve ¢(o0) =& sartlar1 ekleyerek tanim
tamamlansin.

Teorem 5.3.2. (Silverman 1992) C ve C eliptik egriler olsun. @ = —2a ve
b = a? — 4b olmak iizere C:y? = x3 + ax? + bx ve C:y? = x® + ax? + bx olarak
egriler tamimlansin. T = (0,0) € C olsun.

(i) ¢: C - C bir homomorfizma vardir ve

P (P) = _(i—@)

& ,eger P=oyadaP =T

,eger P = (x,y) # o, T

olarak tanimlansin ve ¢ nin gekirdegi {oo, T}dir.
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(i) C yi bazi islemlerden gegirildiginde ¢: C — C déniisiimii elde edilir. C egrisi

C ye (x,y)— G,%) doniisiimii {izerinden izomorfiktir. :C — C ayrica bir

homomorfizma vardir ve
(ﬁ y(fz—l?))
¢(13) = %2’  8x2

& ,eger P=®yadaP =T

,eger P = (x,y) # ®,T

olarak tanimlansin. ¢ o ¢p: C — C birlesimi Y o ¢p(P) = 2P olan bir ¢arpimdir.

Lemma 5.3.1’in ispatina doniilecek olunursa eger (I': ¢(I')) indeksinin sonlu
oldugu ispatlanabilirse, boylelikle ayrica (I':9 (")) indeksi de sonludur. b = a? — 4b
nin farkli asal ¢arpanlarmin sayis1 s oldugunda (I': ¢p(I') < 25%1 ve ayrica b nin farkh
asal garpanlarmnin sayisi r oldugunda (I': ¥ (I')) < 2"*! oldugu gésterilecek. Bunlarin
birini gostermek yeterlidir, bu yiizden sadece ikincisi ispatlanacak. Kolayca goriilebilir
ki (') kiimesi (x,y) € I' noktalarmin kiimesidir 6yle ki x # 0 rasyonel bir
tamkaredir. Bu kiime oo ve eger b bir tam kare ise ayrica T ile birlikte bir kiimedir.
Ispat1 yapabilmek igin I'/1(I’) bolim grubundan sonlu bir gruba monomorfizm
bulunmali.

Q™ sifirdan farkli rasyonel sayilarin ¢arpimsal grubunu temsil etsin. Ek olarak,
Q*? grubu Q* elemanlarinin tamkaresinin altgrubu olarak gosterilsin ve Q*2 = {u?:u €
Q*} olsun.

Boylece bir a: I' -» Q*/Q*? ye bir doniisiim tanimlansin ve

a(e) =1 (mod Q?),

a(T) = b (mod Q*2),
ve eger x # 0 ise

a(x,y) = x (mod Q*?)
olarak belirleniyor olsun. Bu doniigiimiin bir homomorfizma belirttigi ve a nin
cekirdeginin kesinlikle 1 nin goriintiisii oldugu iddia ediliyor.

Teorem 5.3.3. (Silverman 1992)
(i) a:T - Q*/Q*? yukarida tanimlanan doniisiimii homomorfizmdir.
(ii) @ mn cekirdegi Y(I') nin goriintiisiidiir ve sonug¢ olarak a doniisiimii

L,
O

ye 1-1 bir homomorfizm tanimlar.
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(iii) pq,p2, ..., pn asallar birbirinden farkli olsun ve b sayisini bolsiinler. Sonra
a mn goriintiisic Q*/Q*? nin {£p,¥1p,°2 ...p, %" her bir ;0 yada 1} elemanlarin
iceren alt grubunu kapsar.

(iv) (I':y(I)) indeksi en gok 2t+1 dir.

Lemma 5.3.1°in ispatin1 tamamlanabilmesi i¢in son olarak bir lemma daha
verilmelidir. Béylece I" iginde 21" nin sonlu bir indekse sahip oldugu gosterilecektir.

Lemma 5.3.4. (Silverman 1992) A, B abelyan gruplar olsun ve ¢:4A — B ve
Y: B = A ya iki tane homomorfizma ele alinsin. Her a € A i¢in ¢ o ¢p(a) = 2a ve her
b € B igin ¢ o Y (b) = 2b oldugu kabul edilsin.

Buna ek olarak ¢(A4), B kiimesi iginde ve Y(B), A kiimesi i¢inde sonlu bir indekse
sahip olsun. Sonra 24, A i¢inde sonlu bir indekse sahiptir ve indeks

(4:24) < (A:(B))(B: ¢(4))
esitsizligini saglar.

Teorem 5.3.5. (Mordell 1922) E eliptik egrisi singiiler olmayan a, b tamsayili
katsayilar1 olan bir egri olsun ve y? = x3+ ax? + bx olarak tanimlansin. E(Q)
rasyonel sayilarin grubu sonlu iiretegli abelyan bir gruptur.

Ispat. Yukarida verilen dért lemmanin sonucu olarak agiktir.

Boylece E:y? = x3 + ax? + x egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin grubu I’
sonlu treteclidir. Bu yilizden cebirin temel teoremi geregi uygulanabilir. Asagidaki
tanimi1 verelim.

Tamm 5.3.6. Mordell teoreminden dolay1r r negatif olmayan bir tamsay1 ve
E(Q)¢ors> E(Q) icinde sonlu mertebeli elemanlarin altgrubu olsun. O halde

EQ) = 7" ® E@cors
yazilabilir. Bu alt grup E(Q) nin torsiyon altgrubu olarak tanimlanir. r sayist E
egrisinin ranki olarak adlandirilir ve rank (E) olarak yazilir (Washington 2003).

Daha acik bir sekilde yazilmak istenirse, Z tamsayilarin toplamsal gruplarini
temsil etsin ve Z,, ifadesi mod m tamsayilarinin Z/mZ devirli gruplarimi ifade etsin.

Boylece Mordell teoreminden

EQ=ZOL® ..OL ® Ly OLpr ® ..® Ly

r—tane

yazilabilir.
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Simdi Lutz ve Nagell tarafindan birbirinden bagimsiz olarak verdigi asagidaki
teoremi verelim.

Teorem 5.3.7. (Nagell 1935, Lutz 1937) E eliptik egrisi y2 =x3+ax+b
olsun. Eger (x,y) € E(Q)¢ors Ve (x,y) # oo ise, bu takdirde

*x,y €L

»yay = 0 yada y? sayisi A y1 boler.

Ornek 5.3.8. E:y? = x3 —x olsun. O halde E:y? = x3 + 4x olur. Burada
a =0 ve b = —1 seklindedir. ilk olarak b yi olabilecek biitiin ¢arpim durumlar1 géz
ontine alinirsa iki durum olusur ve bunlar

-1=(-1x1 , —-1=1x(-1).
Sonug olarak, b; sadece 1 olabilir. a(o0) = 1 ve a(T) = b = —1 oldugundan dolay1

a(l) = {+1 (mod Q"*)}
iki elemanli bir grup oldugu goriiliir. Bir sonraki asamada @(I") hesaplanmali, bu

yiizden E:y? = x3 + 4x egrisi kullanilmalidir.. Simdi b = 4 bir ¢ok carpimsal degere

sahiptir bu yiizden
by =1,-1,2,—2,4,—4
sayilan segilebilir. Fakat 4 = 1 (mod Q*?) ve —4 = —1 (mod Q*?) , bu yiizden a(I")

en ¢ok dort elemana {+1,+2} ye sahip olabilir. Tabiki her zaman b € &(I")’dir, fakat
bu durumda b = 4 bir tamkaredir bu yiizden bir faydas1 olmaz béylelikle dort denklem
elde edilir dyle ki;

(i) N? = M*+ 4e*

(i) N2 = —M* — 4e*

(ii)) N2 = 2M* + 2¢*

(iv) N2 =-2M*—2¢*

N2 > 0 oldugundan dolay1 ve M = 0 ile ¢dziime miimkiin olmayacag icin (ii)
ve (iv) denklemlerinin tamsayilar i¢inde ¢oziimleri yoktur, ¢iinkii sol taraflar1 negatiftir
ve M # 0 iken ¢oziim bulunamaz. (i) denklemi (M,e, N) = (1,0,1) asikar ¢6ziimiine
sahiptir ve bu da 1 € @(I") ye karsilik gelir, bu yiizden yeni bir ¢6ziim degil. Sonug
olarak, Mordell Teoremi geregi #a(I') - #a(I') en azindan 4 oldugunu sdyler, bu
yiizden bu 6rnek icin € @(I’) en azindan ikinci dereceden olmali. Boylece, (iii)
denklemi bir ¢oziime sahiptir ve bu agikar ¢éziim 22 = 2 - 1* + 2 - 1* olur. Bu yiizden

@(I’) ikinci mertebeye sahiptir. Sonug olarak, I" nin ranki sifirdir ve I nin ranki iginde
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aynidir. Bu da C ve C iizerindeki rasyonel noktalarmn grubunun her ikisinin de sonlu
oldugunu soyler ve biitiin rasyonel noktalar sonlu mertebeye sahiptirler.

Sonlu mertebeli noktalar1 bulunabilmesi i¢in Nagell-Lutz teoremi kullanilir,
yani; eger P = (x,y) noktas1 E(Q) i¢inde sonlu bir nokta ise, sonra y = 0 ya da y
sayis1 b2(a® — 4b) = 4 ii boler. y = 0 olan noktalar (0,0), (—1,0) ve (1,0) noktalaridir
ve y =11,y = +£2 veya y = +4 durumlan ile noktanin olmadig1 asikardir. E: y? =

x3 — x egrisi lizerindeki rasyonel noktalarin grubu

E(@ = {=,(0,0),(1,0),(-1,0)} = - ® -~
oldugu ispatlanmis olur. Bu yiizden, bu kiibik denklemin biitiin rasyonel ¢oziimleridir.
Benzer sekilde yine Nagell-Lutz teoreminden E(Q) iginde sonlu mertebeli
noktalar y = 0 ya da y sayis1 Ez(dz - 45) = —256 ii boler. Islemler yapildiginda sonlu

mertebeli dort nokta bulunur ve

Erors(Q) = {0, (0,0), (24), (2, —4)} =
olur. Bu durumda rasyonel noktalar grubu, dordiincii dereceden devirli gruptur, ¢iinkii
(2,4) + (2,4) = (0,0) dur.

Ornek 5.3.9. E: y? = x3 + x olsun. O zaman E: y? = x3 — 4x olur. Bu egri igin

yukaridaki gibi rank hesaplandiginda sifir bulunur ve rasyonel noktalarin sonlu gruplari

E@ = {0, T} =,

E(@ = {0, (0,0),(20),(-20)} = - @
seklindedir. e # 0 i¢in N> = M* + e* denkleminin herhangi bir tamsay1 ¢dziimii E

egrisi iizerinde bir rasyonel nokta verir ve bu nokta (t’—;,g) olur. Oncelikle I'’nin
sadece o ve (0,0) elemanlarina sahip oldugu biliniyor. Béylece M, N, e sayilarinin
hepsi sifirdan farkli oldugunda N? = M* + e* denkleminin ¢6ziimii yoktur, yani;
Z* = X* 4+ Y* seklinde tammlanan Fermat denkleminin sifirdan farkli tamsayilari icin
cozlime sahip degildir.

Ornek 5.3.10. E: y? = x3 — 5x olsun. O zaman E: y? = x3 + 20x olur. E egrisi
icin a =0 ve b = =5 olur boylece b; = 1,—1,5,—5 olabilir. Bunlara karsilik gelen
denklemler

(v) N?=M*—5¢e*

(vi) N2 =—M*+ 5e*
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(vii) N2 =5M* — e*

(viii) N2 = =5M* + e*

Bu denklemler toplu olarak incelendiginde (i) ve (ii) denklemleri (iii) ve (iv)
denklemleri M ile e’nin yerleri degistirildiginde ayn1 denkleme tekabiil eder bu yiizden
bulunan sonuglar i¢in sart olarak Me # 0 olmali. Bu denklemler ayni olduklarindan
dolay1 ilk iki denklem kullanildiginda (i) ve (ii)’nin ¢6zlimleri

12=3%*-5.24

22=—-(1%+5-1*

by M?

olur. Sonug olarak biitiin b; sayilari meydana gelir ayrica ¢arpim metodundan x = =

byMN
e3

vey = kordinatlar1 kullanilabilir ve E egrisi lizerindeki rasyonel noktalar G, Z) ve
(=1, —2) elde edilir. Buradan

a(l) = {£1,£5} (mod Q%)
elde edilir. @(I") kiimesi i¢in h%(a®? — 4b) = 20 oldugundan dolay:r b; igin olas
durumlar +1,+2,+4,+5,4+10,+20 olur. Fakat, +4 = +(2%) ve +20 = +(5:22)
oldugundan dolay1 b_1 i¢in mutlak tamkareler +1, +2, +5, +10 dur.
by - b, = b = 20 oldugundan dolay1 b; ve b, aym isaretli olmali. Eger bu sayilarin her
ikisi de negatif ise denklem N2 = b;M* + bye* sifirdan farkli rasyonel ¢dziime sahip
degildir ¢iinkii sifirdan farkli reel ¢oziimleri ¢iftlerine sahip degildir. Bu ylizden

a(l) € {1,2,5,10 (mod Q*?)}
olur. O halde @(&) = 1 ve @(T) = b = 20 = 5 (mod Q*?) elemanlarinin ikiside @(I")
igindedir. Diger olan iki say1 ele alindiginda @(I") grubu Q*/Q*2 nin bir alt grubu
oldugundan dolay1 5 bu grup i¢inde ve 2,10 bu grupta degildir. Boylelikle,

a(l) = {1,5} (mod Q%)
olur. Bunlarin hepsi yerine yazilirsa

_ #a()#al) _ 42
- 4 T

2 =2

ve bu yiizden E'(Q) nun ranki 1°dir.
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Teorem 5.3.11. (Mazur 1977) E bir eliptik egri olsun. Bu takdirde E(Q)¢ors
asagidaki 15 gruptan biridir.

(i) 1<n<10yadan =12 igin Z/nZ

(i) 1<m<4i¢inZ/2mZ X 7/ 27

Ornek 5.3.12. Omek 5.3.8’de gosterildigi iizere, eger egri y? = x3 —x
oldugunda Nagell-Lutz teoreminden asikar olmayan rasyonel biikiim noktalar1 i¢in
y € {0, £1, £2} 6zelligine sahiptir.

Ornek 5.3.13.t € Q ve t # 0, —1 ve ayrica E eliptik egrisi

Y2+ (A —t—tHDxy + (2 +t3)y = x3 + (t% + t3)x?

olsun. Bu eliptik egri i¢in; (0,0) € E(Q) eleman: i¢in 7 - (0,0) = oo olur ve
boylelikle biitiin E(Q);,,s altgruplari tarafindan iiretilir ve Mazur teoreminden
boylelikle

E(Q)¢ors = Z/7L

yazilabilir.
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6. ELIiPTiK EGRILERIN RANKLARI UZERINE CESiTLi SONUCLAR

E eliptik egrisi verildiginde rank (E)’nin nasil hesaplanacagr o6nemli
problemlerden biridir. Bu soru da otomatik olarak su sorular1 akla getirmektedir:

= Hangi negatif olmayan tamsayilar bir eliptik egrinin ranki olabilir?

= Bir eliptik egrinin ranki keyfi biiyiikliikte olabilir mi?

= Ranklarin dagilimi nasi1?

O halde bir eliptik egrinin rankin1 hesaplamay1 garantileyen bir algoritma yoktur.
Sans ve yeterli ¢alisma ile en iist sinir ve en alt sinir hesaplamak i¢in bazi islemler
vardir. Asagida eliptik egrilerin ranklariyla ilgili rekorlar, ilgili yillar1 ve bulan bilim

insanlarmin isimleri listelenmistir.

Rank> Yil Bulanlar

3 1945 Billing

4 1945 Wiman

6 1974 Penney &Pomerance
7 1975 Penney &Pomerance
8 1977 Gurunewald & Zimmert
9 1977 Brumer & Kramer
12 1982 Mestre

14 1986 Mestre

15 1992 Mestre

17 1992 Nagao

19 1992 Fermigier

20 1993 Nagao

21 1994 Nagao & Kouya

22 1997 Fermigier

23 1998 Martin & McMillen
24 2000 Martin & McMillen

Cizelge 6.1. Rank rekorlari.

Yukarida Tablo 2’de verilen rank rekorlar1 tablosunda ranki en az 24 olan
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yitxy+y=

x3 —120039822036992245303534619191166796374x

+504224992484910670010801799168082726759443756222911415116
eliptik egrisidir. Bu eliptik egri lizerinde sonsuz mertebeli en az 24 nokta bulundugu
icin rankinin en az 24 oldugu sdylenebilir. Eliptik egrinin bir ka¢ bagimsiz noktalaria
ornek yazilirsa:

(2005024558054813068, —1648037158343085108234888252)

(—4690836759490453344,—-31049883525785801514744524804)

(4700156326649806635, —6622116250158424945781859743)

olur.

6.1. Birch ve Swinnerton-Dyer Konjektiirii

E:y? =x3+ax + b eliptik egrisi Q iizerinde tanimlansin. Bu eliptik egrinin
diskriminanti A= 16(4a> + 27b%)’y1 bolmeyen her p asal sayisi i¢in eliptik egrinin
denklemi mod p’ye gore indirgenebilir ve bu eliptik egri [F,, sonlu cismi tlizerinde yine
bir eliptik egri olur. Bu indirgeme bir E(Q) — E(Z/pZ) grup homomorfizmine neden
olur.

Birch ve Swinnerton-Dyer X biiyiirken

#(E(Z/pZ
Mpex 022 ©6.1)

degerini hesapladilar (Birch ve Swinnerton-Dyer 1965). Burada sorun ¢ikartan kisim ise
E(Q) nun boyutu rank(E) tarafindan Oolgiilebilir fakat E(Z/pZ) nin ortalama

boyutunun dl¢liimii nasil yapilabilir? Bunun i¢in bazi hazirliklar yapalim.

Tamm 6.1.1. A’y1 bolmeyen her p asal asal sayisi i¢in N,, sayisi
N, = #E(F,) = #E(Z/pZ)
=1+#0<x,y<p-—-1:y?2=x3+ax+ b (modp)}

olarak tanimlanir (Silverman 2016).
Teorem 6.1.2. (Silverman 2016) A’y1 bdlmeyen her p asal asal sayis1 igin
p+1-2/p<N,<p+1+2/p

olur.
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Iddialarin1 test icin belli bir eliptik egri i¢in X biiyiirken 1950°de Birch ve
Swinnerton-Dyer (6.1) degerini hesapladilar (Birch ve Swinnerton-Dyer 1965). Bu

deger kisaca

N.

np(X) = HpSX,piA?p (6.2)
olarak tanimlansin.
d = 29274
7
d = 1254
log(mp, (X))
»_ d=34
5
3
1]s% @
1 2 3

log log(X)

Sekil 6.1. Belli d degerleri i¢in y2 = x3 — d?x i¢in Birch ve Swinnerton-Dyer datas.
g y y

Yukaridaki verilen Sekil 3°de Birch ve Swinnerton-Dyer’in Ey: y? = x3 — d?

X
egrisi i¢in g, (X) degerinin X degiskeninin 1,5%107’ye cikarken bes farkli egrinin
davranigint  gostermektedir. Burada yatay eksenlog (log(X)) ve dikey eksen
log(mg, (X)) dir.

Sadece eliptik egriye bagli olan belli bir C sabiti i¢in X sonsuza giderken, bu
verilerden yola ¢ikildiginda Birch ve Swinnerton-Dyer

g (X)~C (log (X))Temk®) (6.3)
konjektiirine yol agtilar. mz(X) fonksiyonu diizgiin davranmadigindan {izerinde

calismak zor oldugundan dolay1 bu fonksiyonun yerine eliptik egrinin L —fonksiyonu

kullanilarak ilgili konjektiirii elde etmislerdir.
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Tamm 6.1.3 E egrisi verilmis olsun. a, = 0 ya da +1 agik bir formiil olarak

verilen s kompleks degiskenli bir fonksiyon olan Dirichlet serisi

LE,s) = Tlpia (1 - 1+Z;Np + %)_1 [Tyl a (1 + Z_i)_l

seklinde tanimlanir (Washington 2003).

Teorem 6.1.2°den dolay1 L(E,s) kompleks yart diizleminde {s € C: Re(s) >
3 / o} kiimesi tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.

Teorem 6.1.4. (Washington 2003) L(E, s) fonksiyonu C’nin hepsine bir analitik
stireklilige sahip ve wy = +1 ve belli bir pozitif N tamsayist i¢in

A (s) = N/2(2m) ST (s)L(E, s)
oldugunda E ye bagl bir fonksiyonel denklem

A(S)=wgA(2—5)
olarak elde edilir.

Yukarida Euler ¢arpimi yapilirken L(E,s) i¢in s = 1’de yakinsamasina ihtiyag
yoktur ama sade bir sekilde ifade edilmis hali s = 1 de

LEED "=" (Mpia ™2 X Ty wlp(E, 1))—1

seklinde verilir. Ikinci carpimda sadece sonlu sayida terim var oldugundan
dolay1 s = I’in yakminda L(E,s) fonksiyonunun davranigi tahmin edilebilir. Bu
yiizden bulussal olarak E(Q) degeri biiyiidiikce N,’den daha hizli biiyiiyecek ve L(E, s)
fonksiyonu daha hizli bir sekilde s — 1 iken sifira yaklagmalidir.

Asagida Clay Matematik Enstitiisii’niin milenyum problemleri arasinda yer alan
ve ilk dogru ispata 1 milyon dolar 6diil vaat edilen Birch-Swinnerton Dyer
Konjektiirii’niin rank konjektiiriiniin ifadesi verilmektedir.

Konjektiir 6.1.5 (Birch ve Swinnerton-Dyer, 1965) Her E eliptik egrisi i¢in

rank (E) = ords—; L(E,s).

Bunun sonrasinda Goldfeld yukaridaki ifadede m;(X) ve L(E,s) arasinda
baglantinin bir V2 ¢arpam tarafindan saglandigini ispatlads.

Teorem 6.1.6. (Goldfeld 1979) C€R* ve r€R sabitleri ile
g (X)~C(log (X))" oldugu varsayilsin. Sonra r = ordg_; L(E,s) olur ve y Euler

sabiti oldugunda

limgy 22 = VZe™ C T, (B, 1)

s—1 (S_l)r
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Ozellikle, eger v = 0 ise, bu takdirde

L(E,1) = \/E(Hpm% X [T, n Ly (E, 1))—1
olur.

Tamm 6.1.7. Birch ve Swinnerton-Dyer konjektorii ile s = 1 noktasinda L(E, s)
fonksiyonunun sifirinin mertebesi E eliptik egrisinin analitik ranki olarak tanimlanir ve

rank,,(E) = ords—, L(E, s)
seklinde gosterilir (Birch ve Swinnerton-Dyer 1965).

Boylece alttaki teorem Kolyvagin, Gross ve Zagier ve digerlerinin ¢esitli
caligmalar1 ile Birch ve Swinnerton-Dyer konjektoriiniin dogrultusunda su an igin
literatiirde elde edilen en iyi sonuglar verilmistir.

Teorem 6.1.8. (Kolyvagin 1988), (Gross ve Zagier 1986)

(i) ords—; L(E,s) =0 = rank(E)=0

(i) ords_; L(E,s) =1 = rank(E)=1

(iiiyord,_, L(E,s) =2 = rank (E) = bilinmiyor.

Analitik ranki 0, 1, 2 ve 3 olan eliptik egriler i¢in varlig1 ispat edilmis yalniz
analitik ranki 3’ten biiylik hesaplanmis bir eliptik egri yoktur.

Ornek 6.1.9. Eliptik egri olarak y? = x3 — x denklemi ele alindiginda A=

64’tiir. Burada 1,(E,s) = 1 + % iken

a, =
{O ,eger p = 3 (mod 4)

2n ,eger p =n? + m?icinn tek p = 1 (mod 4)ile birlikte n = m + 1 (mod 4)

olmak {izere

L(E,s) = TTper (1 -2 + %)_1
olur. Burada L(E,1) = 0,65551538857302995... # 0. Sonu¢ olarak Fermat’in
ispatladigi gibi E (Q) sonludur ve bu egrinin ranki sifirdir.

Tanmm 6.1.10. w; = +1 ile A(s) =wy A(2—s) fonksiyon denklemi ele
alindiginda

rank,,(E) = ords—, L(E,s) =

cift ,eger wg = +1

ords—1 A (E,s) esitligi {tek ,eger wg = —1

olarak tanimlanir.
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Birch ve Swinnerton-Dyer konjektorii 6zellikle rank(E) ve rankg,(E)
birbirine esit olduklarint diislindiikleri i¢in BSD’nin zayif sonucu olarak bilinen
asagidaki konjektiirii ortaya atmiglardir.

Konjektiir 6.1.11. (Rubin ve Silverberg 2002) (Parite Konjektiirii)

cift ,eger wg = +1

rank (E) = {tek ,eger wp = —1

Ornek 6.1.12. d nin icinde tam kare bulunmayan tamsay1 oldugu E;: y? = x3 —

d?x eliptik egrisi ele alinmig olsun.

_ {+1 ,eger |d| = 1,2 yada 3 (mod 8)
WE =11 ,eger|d| = 5,6 ya da 7 (mod 8)

Parite konjektiirii rank (E;), d squarefree tamsayilarinin yarist igin tektir (ve ayni
zamanda sifirdan farklidir!).

Teorem 6.1.13. (Rubin ve Silverberg 2002) Eger p = 5 ya da 7 (mod 8) asal
ise, sonra rank (E;) = 1 dir.

Ornek 6.1.14. p = 157 igin y? = x3 — (157)2x iizerindeki sonsuz mertebeli en

sade rasyonel nokta

( 43565582610691407250551997 5626536168777322524609387368307126580)
609760250665615167250729 ' 476144382506163554005382044222449067

olur.

6.2. Eliptik Egrilerin Kuadratik Twistlerinin Ranklar1 Uzerine

Yukaridaki bolimde Q iizerinde keyfi eliptik egrilerin ranki {izerinde
diistiniilmiigti. Bu haliyle problem fazlasiyla zordur. Ancak rankin yapisini
anlayabilmek i¢in eliptik egrilerin kuadratik twist ailesinin {izerinde diisiinmek faydali
olacaktir. Eliptik egrilerin aritmetik degiskenleri olmasina ragmen belki de en sade

eliptik ailesi oldugundan dolay1 bu bdliimde kuadratik twistler iizerinde duruldu.
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d T4 Bulan x —koordinatinda bagimsiz noktalar
1 0 Fermat(~1640)
5 1 Billing (1937) 9
34 2 Wiman (1945) 17, 1?7

1254 3  Wiman (1945) 11 22 19

8’3’38
29274 4 Wiman (1945) 41 24 34 121
34177 7 2

205015206 5  Rogers (2000) 649 1650 326 19234 5783298

323 71121 ° 323 ° 8993 ’ 2468041

61471349610 6 Rogers (2000) E 52441 228001 21033 56416 4427538
134 31691 ° 931 10658732761 ° 2255

Cizelge 6.2. dy? = x3 — x ailesi igin ranklar.

Tamm 6.2.1. E:y? = x3 4+ ax + b eliptik egrisi a,b € Q olsun ve d sifirdan
farkli bir rasyonel say1 olsun. d tamsayisi ile olusturulan eliptik egri yani quadratik
twisti Eg:y? = x3 + ad?x + bd?® olur. Bu egride (x,y) — (dx,d?y) degiskenleri ile
degistirildiginde, E; egrisi tekrar yazilabilir ve bu egri

Egjdy?=x3+ax+b
egrisi ile izomorfiktir yani diger bir deyisle esittir (Rubin ve Silverberg 2002).

Degiskenler degistirildiginde kuadratik twist denklemi dy? =x3+ax+b
olarak yazilabilir ve burada d tamsayisinin i¢inde tam kare bulunmayan tam say1 oldugu
farzedilir. E ve E; rasyonel sayilar iizerinde izomorfik olmadiklarindan dolay1 E(Q) ve
E;(Q) cok farkli olabilir. Bu bolimde d rasyonel sayisi degisirken rank (E;)’nin
davranig1 incelenecektir. E ;.2 egrisi her t € Q* icin E; egrisine izomorfik oldugundan
dolay1 d iginde tam kare bulunmayan tamsayilari {izerinde diigiiniilmesi yeterlidir.

y? = x3 — x egrisi i¢in genis bir sekilde ¢alisildigindan dolay1 bu boliimiin diger
kisimlarinda bu eliptik egri alinarak ve bu eliptik egrinin quadratik twisti iizerinde
durularak calismalar yapilmistir. Bu dy? = x3 — x ailesi ii¢ kenarmm uzunluklari
rasyonel say1 ve alan1 tamsay1 olan dik {liggenlerin varlig1 problemi olan “Denk Say1
Problemi” ile yakindan baglantilidir. Bu problem ile bu kuadratik twist ailesinin

arasindaki iligki ise “rank(E;) > 0 ancak ve ancak d bir denk sayidir” olmasidir.
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Ayrica, eliptik egride (x,y) — (—x,y) ile degistirildiginde E; ve E_; eliptik
egrilerinin izomorfik oldugu acik¢a goriildiiglinden dolayr d rasyonel sayisi
siirlandirilip d > 0 olarak ele alinsin.

E, 5, eliptik egrisi ele alindiginda sonsuz mertebeli en sade noktasi

( 277487787329244632169121 22826630568289716631287654159126420)
609760250665615167250729’ 476144382506163554005382044222449067 / °

Teorem 6.2.2. (Rubin ve Silverberg 2002) Eger d asal sayi ise, E; nin rankinin
iist sinirt d sayisinin tek asal bdlenlerinin ikiser kez olanlarindan verilir ve bir C mutlak

sabit vardir 6yle ki |d| > 2 sart1 ile biitiin i¢inde tam kare bulunmayan d sayilar1 igin

logld|
loglog|d|

rank (E;) < C

olur ve bu esitsizlik E; eliptik egrisinin ranki i¢in asikar sinir olarak bilinir.

Ayrica E; eliptik egrisi biiyiik ranka sahipse ayni zamanda d sayis1 da bir ¢cok
asal bolene sahiptir. Tablo 2°de en son verilen d ele alinirsa 61471349610 =2-3-5-
11-19-41-43-67 - 83 olur.

6.3. Kuadratik Twist Ailesinin Ranklarinin Degisimi

Bu boliimde eliptik egrilerden olusturulmus olan kuadratik twistlerin ranklarinin
dagilimlar1 konusuna deginilecek yani E eliptik egrimiz sabit olsun. d tamsayisi
degisirken rank (E;) nin dagilimi iizerinde ¢alismak istiyoruz.

Tanmm 6.3.1. S(X) = {d € Ziginde tam kare bulunmasin : |d| < X} olsun.
Boylelikle agsagidakiler tanimlansin:

i) Ortalama rank eger limit varsa

Ydescyrank (Eq)
#5(X)

Avg (E) = A(E) = limy_,,

olarak tanimlanir. Ayrica iist ve alt ortalama rank sirasiyla A(E) ve A(E) olarak ifade
edilir ve bunlarda sirasiyla lim sup ve lim inf e karsilik gelir.

ii) * sembolii “2”, “tek”, “> 3” gibi oldugu yerlerde

N.(E,X) = #{d € S(X) : rank (E;) * dir
seklinde tanimlanir ve burada kisalik agisindan N(X) = N,o(X) = #S(X) olarak
yazilsin.

iii) Yogunluk eger limit varsa, Dens,(E) = D,(E) = limy_,,, N(X) scklinde

tammlansin. Ayrica D, (E) ve D,(E) olarak ifade edilir ve bunlarda sirasiyla

lim sup ve lim inf e karsilik gelir (Rubin ve Silverberg 2002).
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Teorem 6.3.4. (Rubin ve Silverberg 2002) Parite Konjektiirii saglandig1 kabul
edilsin. Bu takdirde

(i) Densyfe(E) = 1/2 ve Dens,o (E) = 1/2 .
(ii) Avg (B) = 1/,.
Konjektiir 6.3.5. (Goldfeld 1979)

Ydescyrank (Eq)
#5(X)

Avg (E) = A(E) = limy_,o = 1/2 olur.

Goldfeld Konjektiirii ortalama rankin Parite Konjektiirii’niin izin verdigi ranktan
daha kiiclik oldugunu sdyler ve Goldfeld konjektirii ile Parite Konjektiirii
birlestirildiginde asagidaki konjektiir bulunur ve daha kolay bir sonug olur.

Konjektiir 6.3.6. (Rubin ve Silverberg 2002) (Yogunluk Konjektiirii)

Densy(E) = Dens,(E) = 1/2 ,Dens,,(E) =0

Ek olarak, N (X)~ %X = %X . Yogunluk konjektiirii

No(X)~N; (X)~ =X, Np(X) = o(X)
oldugunu belirtir.

Konjektiir 6.3.7. (Rubin ve Silverberg 2002) by # 0 sart1 ile by ve eg

tamsayilar1 vardir oyle ki

Nypeipe(X)
X3/41og(X)€E E -

limy_, o

Heath-Brown eger y? = x3 — x eliptik egrisi ele alinir ve d tek tamsayilari ile
twistler kisitlanirsa, en azindan r ranki ile twistler yogunlugu r ile en azindan {stsel
olarak sifira gider. Bundan dolay1, r nin kii¢iik degerleri i¢in ortalama rank igin bir tist
sinir ve yogunluklar D,.(E) i¢in alt sinirlarin sonuglari ¢ikarilabilir.

Teorem 6.3.8. (Heath-Brown 1994) E egrisini sabitleyip y2 = x3 — x olsun.
Avg®(E) ve Dens,’(E) ifadeleri ortalama ve yogunlugun tek sayilarm d ye kisitlanigmni
ifade ediyor olsun. Bu takdirde

(i) Avg°(E) < 1,2645

(i) 7 = 0 i¢in Dens, (E) < 1,7313 - 2-(*-1/2

(iii) Densy(E) > 0,044

(iv) Ustelik Parite Konjektiirii saglaniyorsa, bu takdirde Dens; (E) > 0,26 olur.
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