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OZET

DEDEKIND-ETA CARPIMLARINDAN OLUSAN YARIM TAMSAYI AGIRLIKLI
HECKE EIGENFORMLARIN SINIFLANDIRILMASI

Modiiler formlar ve 6zelinde Hecke eigenformlar sayilar teorisinde ilging 6zellikleriyle
on plana ¢ikarlar. Ornegin matematikte son yillarin en dnemli sonucu olan Sato-Tate Teoremi
sadece Hecke eigenformlar igin gegerli bir sonugtur. Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi
problemi 6zellikle yarim tamsayr agirlikli Hecke eigenformlar {izerinde istatistiksel sonuglar
elde edilmesi adina kritik bir adimdir. Konuyla ilgili literatiirde calismalar mevcuttur.
Problemin bir baska ¢dziim yolu da Dedekind-eta carpimlar olabilir. U¢ béliimden olusan bu
calisgmada Dedekind-eta c¢arpimlarindan olusan Hecke eigenformlarin siniflandirilmasi
problemi ele alimustir. Ik bdliimde konunun temeli olan modiiler formlar tanitilmis ve temel
ozellikleri incelenmistir. ikinci boliim Dedekind-eta ¢arpimlarina ayrilmis olup, ¢alismanin
orijinal kismini olusturan iiclincli bolimde Dedekind-eta carpimlarindan olusan Hecke

eigenformlarin 6zel bir siniflandirilmasi elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Moduler formlar, Yarim Tamsay1 Agirlikli Modiiler Formlar, Dedekind-

eta Carpimlari, Hecke Eigenformlar, Sturm Sinir1



ABSTRACT

CLASSIFICATION OF HALF-INTEGRAL WEIGHT HECKE EIGENFORMS
WHICH ARE DEDEKIND-ETA QUOTIENTS

Modular forms and, in particular, Hecke eigenforms come to the fore with their
interesting properties in number theory. For example, the Sato-Tate Theorem, which is the most
important result of recent years in mathematics, is valid only for Hecke eigenforms. The
problem of systematic selection of Hecke eigenforms is a critical step in obtaining statistical
results, especially on half-integral weight Hecke eigenforms. There are studies in the literature
on the subject. Another solution to the problem can be Dedekind-eta products. In this study,
which consists of three parts, the problem of classification of Hecke eigenforms consisting of
Dedekind-eta products is discussed. In the first chapter, modular forms, which are the basis of
the subject, are introduced and their basic features are examined. The second section is devoted
to Dedekind-eta products, and in the third section, which constitutes the original part of the
study, a special classification of Hecke eigenforms consisting of Dedekind-eta products is
obtained.
Keywords: Modular forms, half-integral weight modular forms, Dedekind-eta products, Hecke

eigenforms, Sturm bound
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1. ON BILGILER
1.1. Tamsay1 Agirhkh Modiiler Formlar

H ile st yar1 diizlem gosterilsin. Yani H := {z € Z|Im(z) > 0} olsun. Bu ¢alismada
aksi belirtilmedikce z karmasik degiskeni H st yar1 diizleminde alinacaktir. Genel lineer

grubun GL}{R} ile gosterilen asagidaki alt grubu goz 6niine alinsin:

GLJZ’{]R}={)/= (Z Z):a,b,c,de R ve ad — bc > O}

Kolayca gosterilebilir ki GLT{R}, H iist yar1 diizlemi iizerinde siireksiz olarak hareket eder.

f(z):H - C karmasik fonksiyonlar1 dikkate almsmn. Ozel olarak GLI{R} grubunun
2

y = (a b) eleman1 g6z oniine alinsin
c d '

Bu hazirliklarin ardindan asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 1.1.1. (Ono, 2004: 3) f(z), H st yar1 diizlem Uzerinde meremorf bir fonksiyon ve k

. az+b . . . . v
bir tamsay1 olsun. yz := Czq olmak Uzere | ile gosterilen slas operatorii

(1)@ = (dety)2(cz +d) ™ f(2)
olarak tanimlanir.

Genel lineer grubun 6zel bir alt grubu olan ve I' = SL, (Z) ile gosterilen moduler grup
2x2 tipinde, girdileri tamsay1 ve determinanti 1 olan doniisiimlerden olusur. Ote yandan
moduler grubun temel denklik alt grubu I, (N) ile gosterilir ve modiiler grubun 2. satir 1. siitun
girdisi mod N’de sifir olan elemanlarindan olusur. Buna gore agagidaki tanim ¢alismadaki en

temel kavrami vermektedir.

Tamim 1.1.2. (Ono, 2004: 3) f(z), H {ist yar1 diizlem iizerinde meremorf bir fonksiyon, k bir
tamsay1 ve I', N seviyeli denklik alt grubu olsun. Bu takdirde asagidaki iki kosulu saglayan

f(2) fonksiyonuna I' Uzerinde k tamsay1 agirlikli bir meremorfik modiiler form adi verilir:

Q) Her z € H ve her (Ccl Z) € I igin,

az+b
f <cz + d) = (cz+ d)*f(2)

(i)  Eger y, € SL, (Z) ise, bu takdirde gy = e*™#/N ve a, (n,,) # 0 olmak tizere

(flky)(2)



FUn@ = > ay, )k

nzny,
seklinde bir Fourier agilimina sahiptir.

Eger k = 0 ise bu takdirde f(z), I" Uzerinde modiler fonksiyon olarak bilinir.
Uyan 1.1.3.

Q) Farkli kaynaklarda modiiler fonksiyonlar (formlar) i¢in burada verilen tanimlara
denk farkli tanimlar yer almaktadir. Bu boliimde kullanilan kavramlar (Ono, 2004)
kaynagindan alinmistir.

(i) Tanim 1.1.2°deki (ii) numarali kosul aslinda “f(z), I'’nin tiim cusp yerlerinde
meremorftur.” seklinde de okunabilir. Eger her bir y, € SL, (Z) igin, n,, =0
(ny, > 0) ise bu durumda f(z), I'’'mn cusplarinda holomorfiktir (sifir olmaktadir)

denir.

(iii) (_01 _01) € IL(N) oldugundan, I;(N) Uzerinde k tek sayr agirligina sahip

0zdesligin sifirindan farkli herhangi bir meremorfik modiiler form yoktur.

(iv) Tanmim 1.1.2°nin (ii) numarali kosulu aslinda gy ’nin kesirli kuvvetlere sahip
olmasina izin verir. Bu 6zellikteki modiiler fonksiyonlar i¢in irreguler cusp adi
verilen kavram s6z konusudur. Bu konu, bu ¢alismanin kapsaminin disinda olup,

detayli bilgi i¢in (Shimura, 1994: 29) incelenebilir.

Tamm 1.1.4. (Ono, 2004: 3) f(z), I'’'nin bir denklik alt grubu iizerinde bir tamsay1 agirlikli
meremorfik form olsun. Eger f(z), H {ist yar1 diizleminde holomorfik ve ayn1 zamanda I"’nin
cusplarinda da holomorfik oluyorsa, f(z)’ye bir holomorfik modiiler form ad1 verilir. Eger
f(2)’nin I'’'nin cusplarinda herhangi bir kutup yeri bulunuyor ise bu durumda f(z)’ye bir zay1f

holomorfik modiiler form adi verilir.
f(2), I'’'nin cusplarinda sifir oluyorsa, bu durumda bir holomorfik cusp form adini alir.

Uyar 1.1.5. Calisma alanlarina gore farkli otomorfik form ihtiyaci ortaya ¢iktig1 i¢in otomorfik
formlar teorisinin literatiiriinde farkli terminolojiler kullanilmaktadir. Bu calismada modiiler
formlarin en klasik hali kullanilacagindan aslinda holomorfik modiiler form olarak

adlandirilmasi gereken kavram basitlik agisindan sadece modiiler form olarak adlandirilacaktir.

Literatiir incelendiginde modiiler formlarla ilgili fizik dahil olmak iizere bir¢ok bilim

dalinda ¢esitli calismalara rastlanmaktadir. Ornegin (bosonic) “sicim parcalanis fonksiyonu”



bir moduler form olan Dedekind-eta fonksiyonu cinsinden ifade edilebilir. Bunun 6zelinde
sayilar teorisi alaninda modiiler formlarin siklikla ¢alisilmasinin temel sebebi agsagida tanimi
verilecek olan Fourier katsayilarina sahip olmasidir. Bir modiiler formun Fourier katsayilar
icinde birgok aritmetik bilgiyi barindirir. Fourier analizinin 1yi bilinen teoremlerinden birisi
karmasik bir periyodik fonksiyonun Fourier serisi agilimina sahip oldugunu sdyler. Tanim
1.1.2’nin (i) sikk1 dikkate alinirsa f(z) bir modiiler form oldugu takdirde, I" moduler grubunun

her bir déniisiimii icin ilgili tammdaki fonksiyonel esitligi saglamasi gerekir. Ozel olarak

(_01 _01) € ' icin de f(2)’nin bu fonksiyonel esitligi saglamasi gerekir. O halde, f(z + 1) =

f(z) 6zdesligi elde edilir. Boylece f(z) bir modiiler form ise, mutlaka periyodik karmasik bir

fonksiyon olur. O halde asagidaki tanim i¢in gerekli teorik dayanak saglanmis olur.

Tanim 1.1.6. (Ono, 2004: 4) f(z) meremorfik moduler formu I"’nin belli bir denklik alt grubu
lizerinde tamimli olan bir modiiler form olsun. Bu takdirde q := e?™Z olmak iizere f(z)’nin
sonsuzdaki Fourier agilimi

[oe)

f@ =) amq"

nzng
olarak tanimlanir. Buradaki a(n) katsayilar1 f(z) modiler formunun Fourier katsayilar1 olarak
adlandirilir.

Uyan 1.1.7.

() I[nin bir denklik alt grubu lizerinde tanimli k agirlikli modiiler formlarin, cusp
formlarin ve meremorfik modiiler formlarin uzay1 C cismi Uzerinde sonlu boyutlu
bir vektor uzayidir (Koblitz, 1984: 109).

(i) I icin k agirlikli modiiler formlarin uzayt My (I"), cusp formlarin uzay1r S (I") ile

gosterilecektir.
Tamm 1.1.8. (Ono, 2004: 4) y mod N’de bir Dirichlet karakteri ise, eger tim z € H ve

(CCL Z) € IL(N) icin

b
F(20) = ) ez + ) ()

oluyorsa, f(z) € M, (I') (S, (I")) bir Nebentypus y karakterine sahiptir denir.

Bu ozellige sahip modiiler formlarin uzayr (cusp formlarin uzayi) M, (I5(N),y)

(S, (I (N), ) ile gosterilir.



Eger . = y, asikar karakter ise, bu durumda yukaridaki ilk notasyon kullanilir,

Uyan 1.1.9.

() Eger x mod N’de bir Dirichlet karakteri ise, bu takdirde (n, N) # 1 6zelligindeki
her bir n tamsaysi igin y(n) := 0 oldugu kabul edilecektir. Ustelik X, ile asikar
karakter gosterilecektir.

(i)  x(—1) # (—Dkise (_01 _01) € IL(N) oldugundan, M, (I[5(N),y) uzayinda

0zdesligin sifirindan farkli herhangi bir modiiler form yoktur.

1.2. Modiiler Grup Uzerinde Tanimh Modiiler Formlar

Maddenin yap1 taglarinin atom oldugu gercegine benzer olarak modiiler formlarin “yap1
taglar’”nin Eisenstein serileri oldugu diisiiniilebilir. Dolayisiyla modiiler formlara en giizel

ornek Eisenstein serileridir. Bu serileri tanimlayabilmek i¢in gerekli 6n hazirliklarla baglanilsin.

k bir pozitif tamsayi olsun. Bu takdirde ag_, (n) bdlen fonksiyonu

Gea(m) = ) dk

1<d|n

olarak tanimlansin. Bernoulli sayilari oldukga iyi bilinen sayilar olup k. Bernoulli sayis1 By, ile

gosterilirse By,

tk t 1 1
Yo lotooilale .

k=0
serisinin katsayilari olarak tanimlanir. O halde asagidaki tanim verilebilir.

Tamm 1.2.1. (Ono, 2004: 5) k > 2 ve ¢ift tamsay1 olmak iizere k agirlikli Eisenstein serisi

Ey(2) ile gosterilir ve

2k
Ex(2):=1- B_Z Or—1(M)q"
k n=1

olarak tanimlanir.
Simdi Eisenstein serilenin modiiler form oldugu gosterilebilir.
Teorem 1.2.2. (Ono, 2004: 5) k > 4 ve ¢ift tamsay1 olmak tizere E}(z) € M, dir.

Ispat. {(s) klasik Riemann zeta fonksiyonu olmak iizere



1
20(k)Ey(2) = (mz + )
(m,n)ez2-{(0,0)}

oldugu kolayca goriilebilir (Koblitz 1984: 110). Hipotez geregi k = 4 oldugundan bu seri H
iist yart diizleminin herhangi bir kompakt alt kiimesi iizerinde diizgiin yakinsaktir. O halde

Ey(z), H st yar1 diizlemi tizerinde analitik bir fonksiyon olur.

Basit bir hesap yardimiyla
1
Eu(z) = E(z+1) ve Eg (— ;) = X E(2)

0zdesliklerinin dogru oldugu kolaylikla goriilebilir.

Moduler grubun Ureteglerinin

_(0 -1 _(1 1
S_(1 0) ve T_(o 1)

oldugu hatirlanirsa Ey (z) € M), oldugu goriiliir.

Uyar 1.2.3. (Ono, 2004: 5) Teorem 1.2.2°nin ifadesinde k > 4 ve ¢ift tamsayi olarak alinmigti.

k = 2 durumu icin elde edilen

E,(z)=1- 242 g (n)q"

Eisenstein serisi modiiler form olmamasina ragmen modiiler form olmay1 ufak bir farkla

kaybeder! Gergekten de

2, (= 1/7) = Ey(2) + ——
z 2 Z) = h2lZ 27z

dir.

Buna ragmen E,(z) modiiler formlar teorisinde énemli bir rol oynar. Ornegin modiiler
formlar iizerindeki diferansiyel operatorler ¢alisilirken E, (z)’ye ihtiyag duyulur. Ustelik p-adik

modiiler formlarin teorisinde de dnemli bir yere sahiptir (Serre 1973).

E4(Z) = 1 + 240 Z 0'3(Tl)qn
n=1

Es(z) =1- 5042 os(n)q"
n=1



Eisenstein serilerinin modiiler grup tlizerinde tanimli tiim modiiler formlarin cebirinin iiretecleri

oldugu modiiler formlar teorisinin en temel sonug¢larindan biridir.

Teorem 1.2.4. (Ono, 2004: 7) k > 4 ve gift tamsay1 ise a, b = 0 ve 4a + 6b = k olmak Uzere
M,

E4(2)*Ec(2)”
bi¢imindeki monomialler tarafindan tretilir.

Boyutlar1 hesaplamak i¢in bu teorem kullanilarak Teorem 1.2.2 geregi

k € {4,6,8,10, 14} icin
My = CEy(2)
dir.

Bunun sonucu olarak
E14 = E4(2)*E4(2)
43867E5 = 38367E,4(2)3E4(z) + 5500E4(2)3
77683E,, = 57183E,(2)*E¢(2) + 20500E,(2)E¢(2)3
Ozdeslikleri verilebilir.
k = 12 agirlig1 cusp form uzayin asikardan farkli yapan en kiiciik tamsayidir.

Tamm 1.2.5. (Ono, 2004: 7) Ramanujan delta fonksiyonu A(z) ile gosterilir ve

E 3 —E 2
A(z) = 4(2)17286(2) = q — 24q* + 252¢% — -

olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse bu fonksiyon E,ve E, Eisenstein serileri cinsinden ifade edilmis olup,
Fourier katsayilar1 tamsayilardir. Bas Fourier katsayist 1 olan bu fonksiyon moduler grup

tizerinde tanimh 12 agirliga sahip yegane cusp formdur.
Teorem 1.2.6. (Ono, 2004: 7)
it Mg = Sks12

dontigimii her f(z) € My igin,



Y (f(@) = f(2)A(2)
olarak tanimlansin. Bu durumda ¥, bir izomorfizmdir.

O halde Teorem 1.2.4 yardimiyla M, (I") ve S, (I') i¢in asagidaki boyut formiilleri

verilebilir.

Teorem 1.2.7. (Ono, 2004: 7) Eger k = 4 ve ¢ift tamsay ise,
dime (S, (1) = dimc(My () — 1

ve

- _([k/121+1, k%2 (mod 12)
dime (M (1)) = { [k/12], k = 2 (mod 12)
olur.

I' = SL, (Z) moduler grup Uzerindeki moduler fonksiyonlar Eisenstein serileri
cinsinden kolayca ifade edilebilir. Buna 6rnek olarak oldukca ilging 6zellikleri olan modiler j-

fonksiyonu verilebilir.

Tamm 1.2.8. (Ono, 2004: 7) Moduler j-fonksiyonu j(z) ile gosterilir ve

E,(2)3
j(z) = Ag; =

q~! + 744 + 19884q + 2149376042 + ---

olarak tanimlanir.
Moddiler j-fonksiyonunun bazi 6zellikleri asagidaki teoremde 6zetlenmistir.
Teorem 1.2.9. (Ono, 2004: 8) Asagidaki 6nermeler dogrudur.

Q) z — j(z) doniisimii § = SL, (Z) \ H ile C arasinda bire-bir ve 6rten bir doniisiim
tanimlar.

(i)  j(2) fonksiyonu SL, (Z) iizerinde tanimli bir modiiler fonksiyon olur.

(iii) I = SL, (Z) uzerindeki her bir modiler fonksiyon, j(z)’nin bir rasyonel

fonksiyonudur.

1.3. Boyut Formaulleri

Dikkat edilirse Teorem 1.2.7 M, (I") ve S (I') icin boyut formdllerini verir. Riemann-
Roch teoremi ile (Cohen ve Oesterle 1977)’deki sonuglar kullanilarak boyut formiilleri i¢in net
formiiller verilebilir. Bu teorik sonuglar kullanilarak yazilan algoritmalar yardimiyla PARI/GP,

Magma ve SageMath cebir programlarinda pratik olarak boyutlar hesaplanabilir.



Ornek 1.3.1. Asagidaki drnekte 14 agirlikli, 12 seviyeli cusp form uzaymin boyutunu 23 olarak
bulan kodun PARI/GP ekrani verilmistir.

u | PARI m} X

Reading GPRC: gprc.txt
GPRC Done.

amd64 running
compiled: Mar 25
(readline v8.8 en , ended help enabled)

Copyright (C) 2000-2020 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

r help, \q to quit.
?17 for how to get moral (and possibly technical) support.

Sekil 1.1. 12 agirlikli 14 seviyeli cusp form uzayinin boyut hesaplamasi

Boyut formiillerinin genel hali asagidaki teoremde 6zetlenecektir. Nispeten karigik
goriinen bu formiillerin daha anlasilabilir olmasi i¢in bazi 6n hazirliklara ihtiyag vardir. k bir
tamsay1 ve %, x(—1) = (—1)* 6zelliginde mod N’de bir Dirichlet karakteri olsun. Eger p|N

bir asal say1 ise bu durumda 7, (s,,), p’nin N’yi bélen (y’nin konduktorint bolen) kuvvetini

gostersin. A(7y, sp, p) tamsayisi

Pr’ + pr,_l, 25, <1, =21’
A(rp,sp,p) = zpr,, 2s, <1, =2r'+1
2p'P ™%, 25, >,

Buna ilave olarak v, ve p;, rasyonel sayilari

0, k tek ise
v, =< —1/4, k =2 (mod 4)
1/4, k =0 (mod 4)

0, k =1 (mod 3)
Up =14 —1/3, k = 2 (mod 3)
1/3, k =0 (mod 3)

olarak tanimlansin.

Bu notasyon kullanilarak asagidaki boyut formdilleri verilebilir.



Teorem 1.3.2. (Ono, 2004: 10) Eger k bir tamsay1 ve xy mod N’de x(—1) = (—1)* 6zelliginde

bir Dirichlet karakteri ise bu takdirde p, N’nin bir asal bolenini gostermek lzere
dime (S (lo(N), %)) — dim¢(Mp_i (I (N), %))
(k—1)N B 1
== Ja+r-3] [2Gspr)

pIN pIN
+ Vg z +ug z % ()
x (mod N) x (mod N)
x24+1=0 (mod N) x24+x4+1=0 (mod N)

olur.

Uyani 1.3.3. (Ono, 2004: 10) Eger k > 2 ise, bu durumda dim¢(M,_; (I;(N),y)) = 0 olur.
Bu yiizden Teorem 1.3.2’nin sol tarafi dim¢ (S, (I5(N), x)) boyutuna indirgenir. Benzer sekilde
k = 2 durumunda formulin sonucu y karakterinin asikar olup olmamasina baglidir. Eger
k < 0 ise, bu durumda dim¢(S,(I5(N),y)) = 0 olur. Bu durumlarda Teorem 1.3.2’nin sol
tarafi —dim¢(M,_;(I5(N),%)) boyutuna indirgenir. Yukaridaki formiilde bos ¢arpimlar 1

olarak alinir.

1.4. Yarim Tamsay1 Agirhikh Modiiler Formlar

Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar, otomorfik formlarin ilgi ¢ekici siniflarindan
birisidir. Konuyla ilgili ilk ¢alismalar Euler, Gauss ve Jacobi’ye uzanmasina ragmen teorinin
dontim noktas1 (Shimura, 1973) ¢alismasi olmustur. Yarim tamsayi agirlikli modiiler formlarla

klasik modiiler formlar1 eslestiren Shimura yiikseltmesi bu makalenin en 6énemli sonucudur.

Yarim tamsayr agirlikli modiiler formlarin tipki klasik modiiler formlar gibi bir
fonksiyonel esitlik saglamasi gerekir. Bunun i¢in bir 6n hazirlik yapilmalidir. Tanima

gecmeden Once gerekli hazirlik yapilacaktir.

Eger d bir tek asal sayi ise, (é) ile bilinen Legendre semboli gosterilecektir. Pozitif d
tek sayilar igin (2) sembolii carpimsallik yardimiyla tanimlanacaktir. Negatif d tek tamsayilari

icin
c

(—) d<O0vec>0ise
¢y ) \d]
(E)" _(c

— ] d<OQvec<O0ise
|d|>

olarak tanimlansim. Ustelik (J%) = 1 olarak kabul edilsin. d tek sayilari igin €4,



i ::{1 d =1mod4ise
d i d=3mod4ise

bi¢iminde tanimlansin.

Hazirligi yapilan tanimda “otomorfi carpami” olarak (cz + d)**/2 gibi bir carpan
olmas1 beklendiginden karmasik karekok fonksiyonu devreye girer. Yarim tamsayr agirlikli
modiiler formlarin iyi tanimli olabilmesi i¢in karmasik karekok fonksiyonunun tek degerli
olarak ele alinmas1 gerekir. Bunu yapabilmek i¢in vz karmasik karekok fonksiyonunun esas
dali olarak (—m/2,m/2] aralig1 segilecektir. Boylece vz, negatif gercel ekseni cikartilmis

karmasik diizlem tizerinde holomorfik bir fonksiyon olur.

Tanmim 1.4.1. (Ono, 2004: 11) A negatif olmayan bir tamsay1 ve N pozitif bir tamsay1 olsun.
Ustelik y mod 4N de bir Dirichlet karakteri olarak almsin. Eger H iist yar1 diizlemi {izerinde

tanimli g(z) meremorfik fonksiyonu [I’nin tiim cusp noktalarinda meremorf ve tim

(CCL b) € IL(4N) dontigiimleri igin

d
o(Gva) =@ )

2A+1

1
el (cz + ) *2g(2)

fonksiyonel esitligini sagliyorsa, g(z)’ye x Nebentypus’una sahip 4 + % agirliklt meremorfik

bir yarim tamsayi1 agirlikli modiiler form denir. Eger g(z), H iist yar1 diizlemi iizerinde
analitikse, bu durumda g (z)’ye bir holomorfik yarim tamsay1 agirlikli modiiler form adi verilir.
Sayet g(z), I,(4N)’nin her bir cuspinda sifir oluyorsa, bu durumda g(z) bir cusp form adini

alir.
Zay1f holomorfik modiiler form ise benzer sekilde tanimlanir.
Uyan 1.4.2.

Q) Tanim 1.4.1°deki cusp kosullar1 tamsay1 durumundakine tamamen benzerdir.

(i)  Tipkr tamsayr agirlikli durumundaki gibi bir holomorfik yarim tamsayi agirlikli
modiiler forma kisaca yarim tamsayi agirlikli modiiler form denilecektir. Ote yandan
meremorfik ve zayif holomorfik yarim tamsayr agirlikli modiler form

terminolojisine devam edilecektir.

(iii) (_01 _01) € I,(4N) oldugundan ¢ (—1) = —1 ozelliginde, yani tek 3 Nebentypus

karakterine sahip 0zdesligin sifirindan farkli meremorfik yarim tamsayi agirlikli

modiiler form bulunmamaktadir.

10



(iv)  Yarim tamsayi agirlikli modiiler formlarin otomorfi ¢arpaninin anlamli olabilmesi
icin seviyesi 4 ve 4’n kat1 olan modiiler grubun denklik alt gruplart {izerinde
calistimalidir. Yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar ancak bu alt gruplar iizerinde
iizerinde tanimlanabilir.

(v) Tamsay1 agirlik durumunda oldugu gibi bu formlar da sonlu boyutlu karmasik
vektor uzayi olurlar. y Nebentypus’a sahip I,(4N) tizerinde tamimli ve A+%
agirlikli C-vektor uzaylar: olan modiiler formlarin (cusp formlarin) uzayi

MM%(IB(‘IN),X) (5,1+%(15(4N),x))
ile gosterilir. Eger y, = y, mod 4N’de asikar karakter ise bu durumda

M, 1T (4N)) (S, 1T (4N))
notasyonu kullanilir.

1.5. Teta Fonksiyonlar1

Eisenstein serilerinin klasik tamsay1 agirlikli modiiler formlara dahil en énemli 6rnek
olmasi gibi teta serileri de yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in en klasik érneklerden
birisidir. Bu fonksiyonlarin tamsayilarin temsili {izerine 6nemli uygulamalar1 olup literatiirde

buna dair bir ¢cok ¢alisma yer almaktadir.

Tamim 1.5.1. (Ono, 2004: 12) Teta fonksiyonu 6, (z) ile gosterilir ve

By (2) = Z g =1+2q +2q* +2q° + -~

n=—oo
Fourier serisi yardimiyla tanimlanur.

Teorem 1.5.2. (Ono, 2004: 12) 6,(z) € M1(I,(4))’dir.
2

Literatiirde daha genel teta fonksiyonlar1 da vardir. Asagida bu teta fonksiyonlarmin iki

ailesi yer almaktadir.
Tamm 1.5.3. (Ono, 2004: 12) ) bir Dirichlet karakteri olsun.

() Eger  cift ise 8 (3, 0, z) fonksiyonu
0p.0,2)= ) (n)q"
(i)  Egery ciftise (3, 0, z) fonksiyonu

11



@12 = ) Ppng™

olarak tanimlanir.
Dikkat edilirse, kabul geregi
H(XO, 0, Z) = 0y(2)
olur. Ustelik bu teta fonksiyonlarma tek degiskenli teta fonksiyonu goziiyle bakilabilir.

Yukarida tanimlanan teta fonksiyonlari ile modiiler formlar arasinda oldukg¢a 6dnemli bir

iligki var olup, bu iligki asagidaki teoremde verilmistir.
Teorem 1.5.4. (Ono, 2004: 12) 1, konduktoru () olan bir ilkel Dirichlet karakteri olsun.
(i)  Eger v cift ise, bu takdirde 6 (3, 0,2) € M1 (Iy(4.7(Y)?),¥),
2

(i)  Eger 1 tek ise, bu takdirde 8 (1), 1,2) € S3(lo(4.7(¥)?), ¥y _,)

olup, burada y _, mod 4’te asikar olmayan Dirichlet karakteridir.

Kuskusuz (Serre ve Stark, 1977) calismasi yarim tamsayi agirlikli modiiler formlar
teorisindeki en onemli ¢aligmalardan birisidir. Bu makalede 1/2 agirlikli her bir modiiler formun
aslinda teta fonksiyonlarmnin bir lineer kombinasyonu oldugu gosterilmistir. Ozel olarak 1/2

agirlikli modiiler formlarin uzayinin tam bir tarifi verilmistir. Bu sonug asagida yer almaktadir.

Teorem 1.5.5. (Serre ve Stark, 1977: 34) N bir pozitif tamsay1 ve y mod N’de bir Dirichlet
karakteri olsun. 2(4N,y), t bir pozitif tamsayr ve ¥ kondiktori r(y) olan bir ¢ift ilkel
Dirichlet karakteri olmak tzere (3, t) ikililerinin asagidaki ozellikleri saglayan kiimesini

gostersin.
i) r@?N,

(i) 4N ile aralarinda asal olan her bir N tamsayist i¢in x(n) = (n) (%)’dir.

Bu takdirde (y,t) € 2(4N,y) olacak sekildeki 6(y,0,tz) teta fonksiyonlar

M1(I,(4N), ) modiiler formlar uzaymnin bir bazini olusturur.
2

Bu caligmada ayrica 1/2 agirlikli cusp formlar igin de bir sonug verilmis olup, bunun
icin bir 6n hazirlik yapilmalidir. Kolayca goriilebilir ki, kondiiktori (1)) olan her bir Dirichlet

karakteri y,, konduktord r(3)’yi bélen p asalinin en biiyiik kuvveti olmak tzere

12



v=[]w
plr@)

olarak tek tiirlii yazilabilir. Eger her bir p|r () asalii¢in y,,(—1) = 1 oluyor ise 1)’ye tamamen

cift karakter ad1 verilir. Bu terminoloji ve Teorem 1.5.5’teki notasyon kullanilarak 1/2 agirlikli

cusp formlar i¢in baz sonucu asagida verilmistir.

Teorem 1.5.6. (Ono, 2004: 13) (y,t) ikilileri i tamamen cift karakter olmayan 2(4N,y)

kiimesinin elemanlar1 {lizerinde degismek iizere, 6(y,0,tz) fonksiyonlarmin kiimesi

S1(I5(4N), ) cusp formlar uzayinin bir bazini olusturur.
2

Uyan 1.5.7. dimg (51(1*0 (4N),X)) # 0 6zelligindeki ilk seviye 4N = 576’dir. Eger 1 = (2)
2

ise bu takdirde dimg (51(12,(576),)()) =1 olur ve bu uzay asagidaki teta fonksiyonu
2

tarafindan Uretilir.

1\ )
H(XJO,Z)zz Z x(n) q" =q—q25—q49+q121+...

n=-—oo

1.6. I'y(4) Uzerindeki Formlar

Tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in 1 sayist seviye olarak ortaya c¢ikabilirken,

hatirlanacagi ilizere yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlarin seviyeleri 4 ve 4’iin kat1 olmak

zorundaydi. Bu nedenle tipki Eisenstein serilerinin 1 seviyeli modiiler formlar olmasi gibi yarim

tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in asagidaki benzer sonug verilecektir. Bu boliimde k € %N

olmak Uzere M, (I (4), ) uzaylarinin net bir tarifi verilecektir. Burada

Yo kEZZveyakE%+Z

Yi = —4
x_4=< ) kel+?2Z

dir. Asagidaki sonucu verebilmek i¢in

[oe)

F(2) = ) o1 @n+1)g™ € My(Ty(4)

n=0

2 agirlikli Eisenstein serisine ihtiya¢ duyulmaktadir.

Teorem 1.6.1. (Cohen, 1975: 272) Yukaridaki notasyonlar aynen gegerli olmak tizere, bu

durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.
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()  Egerke Zise,

dimc(My (I5(4), %)) = {1 n Fk/z] i ; 8
0

k<2
dime(Sp(I5(4),Yy)) = {[k/Z] -1 k>2vek ¢?2Z
[k/2]—2 k=2vek€2Z

olur.
(i) Bir graded cebir olarak,

69 Mk(r0(4')f¢k) = (C[F, 0]
dir.

Yarim tamsayr agirlikli modiiler formlar iginde Eisenstein serileri benzeri seriler
(Cohen, 1975)’te verilmis olup, bu yarim tamsayi agirlikli Eisenstein serileri Ej (z) klasik

Eisenstein serilerinin genellestirilmisi olup Cohen-Eisenstein serileri olarak adlandirilir.

1.7. Yarim Tamsay1 Agirhikhh Modiiler Formlar icin Boyut Formiilleri

Boyut formiillerinin verildigi en klasik eser olan (Cohen ve Oesterle 1977)’de yarim
tamsay1 agirlikli modiiler formlar i¢in de boyut formiilleri mevcut olup, ilgili makalede ¢esitli
yazim hatalar1 s6z konusu oldugundan Henri Cohen tarafindan saglanan diizeltme notlar1 esas

alarak bu boliim yazilmistir.

r, ile 2’nin 4N’yi bolen kuvveti gosterilsin. Boyut formullnd verebilmek icin
{(k,4N,y) gegici degiskeni kullanilacaktir. k € % + Z ve y mod N’de y(—1) = 1 ozelliginde
bir Dirichlet karakteri olsun. Boylece {(k, 4N, y) asagidaki gibi tanimlanabilir. Eger r, > 3 ise

A(1ry,82,2) 1,24
k,4N,y) = {
¢( 9, 3 r =3

olsun. Eger r, =2 ve 7, tek veya 0 <r, <2s, olacak sekilde p|4N O0zelliginde ve
p = 3 (mod 4) olacak sekilde bir p asal1 varsa, bu durumda
{(k,4N,y) =2

olarak tanimlansin.
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Geriye kalan durumlar igin, yani r, = 2 ve p|4N ozelligindeki p = 3 (mod 4) olacak
sekildeki her bir p asal i¢in r, ¢ift ve r, = 2s,, olsun. Bu durumlarda asagidaki tanimlama

yapilsin:

1
(3/2 k-5 €2Lves; =0

1
5/2 k—EEZZveSZ=2
{(k,4N,y) =< 3
5/2 k—EEZZve52=0

3
\3/2 k—EEZZve52=2

O halde asagidaki boyut formiilii teoremi verilebilir.

Teorem 1.7.1. (Ono, 2004: 16) k e%+Z ve y Dirichlet karakteri mod 4’te y(—1) =1

ozelliginde olsun. Bu takdirde bos ¢arpimlar 1 ve p, 4N’nin bir asal boleni olmak (izere

dimc(Sk(Io(4N), %)) — dimc(Mp_ (I (4N), 1))
k—1)4N k,4N,
_( ) 1—[(1 1y 4 x) nl(rp,sp'p)

p|4N pIN
p*2

dir.

1.8. Dedekind-Eta Fonksiyonu
Bu béliimde ¢alismanin temelini olusturan Dedekind-eta fonksiyonu tanitilacaktir. Bu

fonksiyon modiiler formlarla ilgili aritmetik problemlerin ¢6ziimiinde siklikla karsimiza ¢ikar.

Tamm 1.8.1. (Ono, 2004: 17) n(z) ile gosterilen Dedekind-eta fonksiyonu

1) = [ -gm
n=1

sonsuz carpimi ile tanimlanir.

Uyan 1.8.2. Tanima dikkat edilirse n(z), H {ist yar1 diizlemi {izerinde sifir olmaz. Yukarida
bahsedildigi gibi Dedekind-eta fonksiyonu bir cok problemde kullanildig: gibi kombinatériyel
iirete¢ fonksiyonlarinin olusturulmasinda da sikg¢a karsimiza ¢ikar. (Andrews, 1998) Teorem
2.8’deki Jacobi tiglii carpim 6zdesligi

(o] (o]

1_[(1 _ x2n)(1 + x2n—1zz)(1 +x2n—1z—2) — z Z2m,m?

n=1 m=—oo
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olarak verilir. Bu 6zdeslik yardimiyla belirli teta fonksiyonlari i¢in iyi bilinen asagidaki klasik

q serisi 6zdeslikleri dogrudur.

n(24Z)—q1_[(1 g2 = Z( 1)kq@k+D? = ;9<(E)02>

k=-1
, 1 (/-4
n(8Z)3—q1_[(1— =S Ok + g 29((,),1,z>
k=-1
n@? _T1A=9"_ N\,
e - L La—em n_zw( D
2n)5

_n(22)°
n(2)?n(4z)? 1_[(1— q™)2(1

ORI S WD

=iy = o) = Z T

n=—oo

n=0

Teorem 1.8.3’teki ilk 6zdeslige dikkat edilirse Dedekind-eta fonksiyonu 1/2 agirhikli

bir moduler formdur. Daha kesin olarak n(z) asagidaki teoremde verilen modiiler doniistim

ozelliklerini saglar.

Teorem 1.8.3. (Ono, 2004: 17) z € H igin, Dedekind-eta fonksiyonu asagidaki 6zdeslikleri

saglar.
n(z+1) = e™/'?n(2)

n(=1/z) = (=iz)*n(2)

Yarim tamsay1r agirlikli modiiler formlarin tanimi hatirlanacak ve Teorem 1.8.4

kullanilacak olursa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug¢ 1.8.4. (Ono, 2004: 17)

n(24z) € 5%((5(576),;(12)

olup, burada

—1 n=5,7(mod 12)

0 aksi halde
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dir.
1.9. Hecke Eigenformlar

Bu boélimde Hecke eigenformlar tanitilacaktir. Tamsayr agirlik i¢in verilen tanimlar,
yarim tamsay1 Hecke eigenformlar i¢in de prensip olarak ayni olup, yarim tamsayi1 agirlik
durumunda Hecke operatorii tanimi biraz daha farklhidir. Detaylar i¢in (Koblitz, 1984)

kaynagina bakilabilir.

Tamm 1.9.1. (Cohen ve Stromberg, 2017: 343) Herhangi bir sabit k tamsayisi, n pozitif
tamsayisi, her f € M, (I') i¢in T,,;: My, (I') = M, (I') olmak (izere

T.f(z) = nk1 z d-k dz_‘jf (nz;rzbd>
dn b=0

seklinde tanimlanan operatorlere n-inci Hecke operatorii adi verilir ve T,, ile gosterilir.

Tamm 1.9.2. (Cohen ve Stromberg, 2017: 343) m = 1, 2, ... olmak lzere tim Tm Hecke
operatdrleri icin 6zvektor olan modiiler forma Hecke eigenform (6zform) adi verilir. Bas

katsayis1 1 olan eigenformlar tam olarak Hecke operatdrlerinin 6zvektorii oldugu aciktir.
Teorem 1.9.3. (Koblitz, 1984: 156)

(i) p asaliigin p-inci Hecke operat6ri

-1
s 3632
b=0

seklindedir.

(i) Eger f € M (I),

f(z) = ¥ _, c(m)e?™™* seklinde bir Fourier agilima sahip ise o zaman n-inci Hecke
operatdrii T, de bir Fourier agilima sahiptir ve y,,(m) = Ygqumyd* * ¢ (%) olmak

Uzere
Tof(2)= ) yu(m)e?mime
m=0

seklindedir.

(i) (m,n) = 1ise Tp. T,y = Ty dir.

(iv) Hecke operatorleri cusp formlari cusp formlara resmeder, yani cusp form uzayini korur.
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Teorem 1.9.4. (Cohen ve Stromberg, 2017: 343) k > 0 ve f € M (I') sifirdan farkli modiiler
form olsun. f = Y.,,50a(n)q™, f 'nin Fourier agilimi olsun. Eger f, tum T,, Hecke operatérleri
icin bir eigen fonksiyon ise yani tim n > 1 i¢in T,,f = A(n)f ise 0 zaman a(1) # 0’dir. Eger
f normallestirilerek a(1) = 1 ise 0 zaman tim n > 1 i¢in a(n) = A(n)’dir.

Tamm 1.9.5. (Cohen ve Stromberg, 2017: 343) f = Y.,.s0 a(n)q™ € M, (I') sifirdan farkl bir
moduler form olsun. a(1) = 1 o6zelligindeki Hecke eigenformlara normallestirilmis Hecke
eigenform denir.

Tanmm 1.9.6. (Cohen ve Stromberg, 2017: 185) f =Y. ,a(n)q", g = Yn-ob(n)q™ €
M, (I (N)) olsun. dn sayist I (N)’in, PSL(2, Z)’deki goriintusiiniin indeksi olmak iizere

_ kdy
12

sayist tanimlansin. Eger 0 < i < M igin a;j=b; ise bu takdirde f = g olur.

M sayisina Sturm sinir1 ad verilir.
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2. DEDEKIND-ETA CARPIMLARI VE OZELLIKLERI

Bu bolimde Dedekind-eta carpimlart tanitilip, Gzellikleri incelenecektir. Bdylece
calismanin 6zl olan yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenformlarin Dedekind-eta ¢arpimlari

yardimiyla ifade edilmesi problemine hazirlik yapilmis olacaktir.

2.1. Tamim ve Temel Ozellikler: Seviye, Agirlik, Pay ve Payda
Tamm 2.1.1. (K6hler, 2011: 31) m sayis1 pozitif tamsayilarin sonlu bir kiimesinde degismek,

a,, Ussii herhangi bir tamsay1 olmak ve n(z) Dedekind-eta fonksiyonunu gostermek tizere
£ = [namaye
m

seklinde tanimlanan fonksiyonlarin sonlu ¢carpimina bir eta ¢garpimi adi verilir.

Tanimdaki a,, lssl pozitif, negatif veya sifir olabilir. Dogal olarak sifir olmas1 durumunda
carpima etkisi olmayan 1 ¢arpani gelir. Bu yiizden tim m’ler igin a,, # 0 kabul edebiliriz.
Carpim sonlu oldugundan, 6rnegin n tane ¢arpan varsa i = 1, 2, 3,...,n i¢in m; sayilarinin bir
ortak katlarinin en kiigiigli mevcuttur. Bu sayiya N diyelim. O halde N = OKEK (m;)’dir.

Boylece her m;, N’yi boler.

Tamm 2.1.2. (Kohler, 2011: 31) Yukaridaki notasyonu kabul edersek, bu durumda
f (@) = [lnn n(mz)*m (2.1)

fonksiyonuna N seviyeli bir eta garpimi denir.

Burada formal olarak, m sayis1 N pozitif tamsayisinin tiim pozitif bélenleri tizerinde degisir.
Bazi durumlarda a,, issii sifir olabilir. Bu notasyonu N sayis1t OKEK (m)’den daha buyuk
oldugu durumlarda kullanacagiz ve boylece N sayisi eta ¢arpiminin seviyesinin bir kati

olacaktir.

Uyan 2.1.3. Literatiire bakildiginda eta quotient (eta boliimii) ve eta product (eta ¢arpimi)
terimleri beraber kullanilmaktadir. Bunlarin arasindaki fark su sekildedir: (2.1) esitligindeki
gibi fonksiyonlara eta bolimu ve tim m’ler igin a,, = 0 olmasi durumunda ise eta ¢arpimi
terimi kullanilmaktadir. Bu ¢alismada herhangi bir ayrim gézetmeden bu 6zellikteki tim f(z)

fonksiyonlarina eta ¢arpimi adi verilecektir.
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n(z)*n(z)*n(z)® ... eta carpimimt kisaca gostermek icin [191,2%,3% ] notasyonu
kullanilmaktadir. Bu notasyon ilk defa (Gordon ve Huges, 1993)’de kullanilmistir. Koseli
parantez ig¢indeki terimler genellikle payinda ve paydasinda pozitif Usleri olan bir kesir olarak

yazilir.

(2.1)’deki eta carpimui I;,(N) denklik alt grubu tzerinde

1
k=52am
m

agirlikl belli bir ¢arpan sistemine sahip bir modiiler form gibi davranir. Bu su anlama gelir:
_(a b ..

Her L = (C d) € IL(N) icin

az+b

cz+d

FU2) = f(T) = D (ez + D)

dir. Burada vy (L) birimi v, ’ya bagl olarak hesaplanabilen 24. dereceden bir kokiidiir. Ancak
f’nin ve(L) carpan sistemini tam olarak bilmemize nadiren ihtiya¢ vardir. Gergekten de v,

degerleri verilmek {izere,

wwr=u(® ) =T](w (2 ™))"

m|N
dir.

1 1

0 1) kayma doniisiimii igin vy (T)

Ayn1 zamanda modiiler grubun bir iireteci olan T = (

degerini hesaplama olduk¢a énemlidir. OBEB(s, t) = 1, yani % en sade sekilde yazilmak {izere

1
ZZmIN mapy = % (2.2)

olsun. Bu takdirde n(z+ 1) = e (%) 1n(z) 6zdesligi kullamlarak vy (T) = e G) elde edilir ve

boylece
fa2) =fE+1) =e(7)f@)

olur. O halde c¢,, € Z , cs = 1 katsayilar olmak iizere f’nin
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f(Z) = ans(mod t),n=s Cn€ (%) (2-3)

seklinde bir Fourier acilimi1 vardir. Ozel olarak % f’nin co cusp’indaki mertebesidir.

Tamm 2.1.4. (Kohler, 2011: 32) (2.2) eta ¢arpimindaki t sayisina eta ¢arpiminin paydasi, s

sayisina ise eta ¢arpiminin payi adi verilir.
Tanima dikkat edilirse payda olan t, mutlaka 24’Un bir béleni olur.

v¢(L) igin acgik ve net bir formiil (Ono, 2004)’te verilmistir. (2.2) esitliginde verilen

saymin K agirliginin ve iz"” N May/m degetlerinin tamsay1 olmast durumunda vy (L) sadece

d’ye bagli bir fonksiyon olur.

(2.3) Fourier serisi i¢in isaret doniisiimii

()= T, o)

n=s(mod t)nzs
olur.

(Kohler, 2011) Bolim 1.2 kullamilarak e (=) x f (z +3) serisine f(z) igin isaret

doniistimii serisi denir.

Tamm 2.1.5. (Kohler, 2011: 33) f, (2.1)’deki gibi N seviyeli bir eta garpimi olsun. Eger N’nin
kendisinden farkli bir béleni N; ve g ise f(z) = g(dz) seklinde N, seviyeli bir eta ¢arpimi
olacak sekilde bir d > 1 tamsayisi bulunabiliyorsa f’ye N seviyeli eski eta ¢arpimi ad1 verilir.

Aksi takdirde f’ye bir yeni eta ¢arpimi1 ad1 verilir.

f ve g ozdes Fourier katsayilarina sahip oldugundan genellikle yalnizca yeni eta
carpimlarini ¢caligmak yeterlidir. Bununla beraber bazen eski eta ¢arpimlarini géz oniine almak
avantajli olabilir. Ornegin g(z) = n(2)n(22) ve f(z) = n(8z)n(16z) ikisi de 16 seviyeli eski
eta ¢arpimi iken g 2 seviyeli yeni eta ¢arpimidir. Fakat f’nin periyodu 1 olup, Fourier a¢ilimi
q = e?™Z degiskenine sahip bir kuvvet serisi olur. Yani Fourier agiliminda kesirli kuvvet

bulunmaz. f eski eta carpimi olmasina ragmen bu giizel 6zellige sahiptir.

Uyan 2.1.6. Isimleri birbirlerini ¢agristirsa da, modiiler formlardaki yeni formlar ile yeni eta
formlar1 ¢ok da birbirleriyle baglantili degildir. Sadece bazi hallerde bir yeni eta ¢arpimindan

bir Hecke eigenform elde edilir. Ornegin 7(z)n(2z) ayn1 zamanda bir Hecke eigenform olan
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bir yeni eta carpimidir. Dikkat edilirse bu durum Hecke eigenformlarin Dedekind-eta cinsinden
bulunmasi probleminin dnemine vurgu yapar. Bu ise, bu ¢alismanin motivasyon noktalarindan

birisini olusturmaktadir.

2.2. Fricke Grubu Uzerindeki Eta Carpimlar
Bir an icin m pozitif tamsayr olmak tiizere f,, = n(mz) yazalim. Dedekind-eta

fonksiyonunun sagladigi 6zdesliklerden birisi olan n(— 1/z) = vV —izn(z) kullanilarak

1

fm(Wyz) = fin <— %) =1 (— W> =/ —(iN/m)zn (%z)

elde edilir.
O halde (2.1)’deki N seviyeli f eta carpimi igin

fowyn =] | <(—i(N/m)Z)1/2n (%z))m

m/N

= | [(ima/znma) ™™

m/N
1/2
-t ([een) [onore
m/N m/N
olarak bulunur. f eta carpiminin I'*(N) Fricke grubu icin k agirlikli bir modiiler form olmast
i¢in gerek ve yeter sart
) K
f(Wyz) = (=iVNz) f(2)
dir. Bunun gergeklesebilmesi i¢in gerek ve yeter sart ise her m | N i¢in
an/m = Am (2.4)
kosulunun saglanmasidir.

Tamm 2.2.1. (K6hler, 2011: 33) (2.4) esitligini saglayan eta ¢arpimina Fricke grubu iizerinde

N seviyeli bir eta carpimi ad1 verilir.

Uyar12.2.2. ©(N) = 0,(N), N’nin pozitif bolenlerinin sayisi olsun. Dikkat edilirse N seviyeli
bir eta ¢arpimini belirleyebilmek i¢in a,,, Uslerinin T(N) terimine ihtiya¢ vardir. Fricke grubu
Uzerindeki bir eta ¢carpimini belirlemek i¢in ise, tam olarak [(T(N)/2)]tane terime ihtiyac

duyulur.
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2.3. Cusp Noktalarindaki Ac¢ilim ve Mertebe

n(z) fonksiyonunun Euler ¢arpimi formiiliine dikkat edilirse, bu fonksiyonun higbir
zaman sifir olmayacag goriiliir. Bu yiizden a,, iislerinden bagimsiz olarak (2.1) eta ¢arpimlari
iist yar1 diizlem tizerinde analitik olurlar. Bununla beraber tiim cusp noktalarinda da analitik
olan eta garpimlarini arayacagiz. Ozel olarak co’daki cusp noktasinin mertebesi negatif olmayan

bir say1, yani

~+| @«
v
o

olmak zorundadir.

Diger yandan bir eta ¢arpimi i¢in € Q 6zelligindeki diger cusp noktalarinda analitik
olmasi i¢in gerekli kosullara da ihtiyacimiz vardir. Bu amag i¢in n(mz) foksiyonlarmnin
mertebelerine dair keyfi cusp noktalarinda ve bir sekilde daha genel olarak n(mz)’nin cusp
noktalarindaki Fourier agilimlart i¢in bir formiil verecegiz. Bu ag¢ilim, kendileri cusp form
olmayan ancak eta ¢arpimlarinin bir lineer kombinasyonunun bir cusp form olmasi i¢in oldukca

faydal1 bir kriter verir.

Teorem 2.3.1. (Kohler, 2011: 34) m € N olmak lzere, f,,(z) = n(mz) ve ¢ # 0 olmak lizere

r= —% € Q ozelliginde bir indirgenmis kesir olsun. a ve b sayilar1t A = (Z Z) € SL,(Z)

olacak sekilde secilsin. Bu takdirde

@) fn'in indeki agilmy, L = () € SLy(Z), x = —o— u=——C—
fm’In 1 cusp yerindeki agilimi, L = U 2( ),x—OBEB o' Y= T opEEEm

ve v bir tamsay1 olmak tizere

_ OBEB(c,m) Yz
fim (A 2) = vy (L) T(—cz +a)

X Z <1n_2) e (ZZin ((OBEB(c,m))*z + vOBEB(c, m)))

n=1
dir.

(2) fn’in r cusp yerindeki mertebesi
d(fr ™) = —— (OBEB(c,m))’
ord(f, 1) = Y c,m

olur.
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Sonug 2.3.2. (Koéhler, 2011: 36) f, (2.1)’deki eta ¢arpimi ve OBEB(c,d) = 1 olmak lizere r =

—% € Q olsun. Bu takdirde f’nin r cusp yerindeki mertebesi

1 < (0BEB(c,m))"
24 Z m 4m

m|N

ord(f,r) =

dir.
Tamim 2.3.3. Eger bir eta ¢arpiminin tiim cusp noktalarindaki mertebeleri negatif olmayan bir
sayl1 ise, yani her r € Q U {0} igin
ord(f,r) =0
ise, f eta ¢arpimina analitik eta carpimi denir.

Teorem 2.3.4. (Kohler, 2011: 36) (2.1) analitik eta ¢arpimlar1 I(N) i¢in bir moduler form

olur. Bu ¢arpimlar cusp formdur ancak ve ancak tiim mertebeleri pozitiftir, yani her r € Q U
{oo} igin

ord(f,r) >0
dir.

Tamm 2.3.5. (Kohler, 2011: 36) Yukaridaki teoremdeki 6zellikteki eta ¢arpimlari cuspidal eta

carpimlar1 ve aksi durumda cuspidal olmayan eta ¢arpimlari olarak tanimlanir.
2.4. Analitik Eta Carpimlarinin Koni ve Simpleksleri

Qcm rasyonel sayilarini, bir A matrisini ve bir X siitun vektoriinlii asagidaki gibi

tanimlayalim:

OBEB(c,m))?
Gom = Q2 g = AN) = @omdem » X = (@m)m €ERZ® (25)

Burada N’nin m ve c pozitif bolenleri keyfi alinmakla beraber sabit mertebelidir. Genellikle

bolenler dogal mertebelerinde alinacaktir. Bu takdirde N seviyeli analitik eta ¢garpimi i¢in kosul

AN).X >0 (2.6)
olur ve cuspidal eta carpimlar1 A(N)X > 0 ile karakterize edilir. Dikkat edilirse (2.6) bize lineer
esitsizliklerin sistemi R?()°de simirlayan hiper diizlemlerin hepsi orijinden gegecek sekildeki

z(N) kapal1 yar1 uzaylarin bir kesisimini tanimlar. O halde bu sistem orijinde tepe noktasina

sahip olan kapali bir basit koniyi tanimlar. Bu koniyi K(N) ile gosterelim. Yani
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K(N) = {X e R"M]A(N)X = 0} (2.7)

olur.
Boylece asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 2.4.1. (Kohler, 2011: 37) (2.1) eta ¢arpimi analitiktir ancak ve ancak bu ¢arpimin X =
(am)m Uslerinin vektorli K(N) konisi tizerinde bir kafes noktasidir. Bu ¢arpim cuspidaldir

ancak ve ancak X, K(N)’nin bir i¢ noktasidir.

Teorem 2.4.2. (Newman, 1956; Newman, 1959; Gordon ve Huges, 1993) k = %Zawrg €
Z olmak Uzere f(z) = [Isyn(6z)"® Dedekind-eta ¢arpimlar1 asagidaki 6zellikleri saglasin:
Z Srs =0 (mod 24)

SIN
Ve
N
ZETS =0 (mod24)
SIN

b

Bu durumda her (Z J

) € (I;(N) icin

b
F(0) = @) ez + )1 (2)

fonksiyonel esitligini saglar. Burada s:=[[sy6"® olmak Uzere y Dirichlet karakteri

_1\k
x(d) = (%) olarak tanimlanir.

k bir pozitif tamsay1 ve f(z) Teorem 2.4.2°nin kosullarini saglayan bir Dedekind-eta
carpimi olsun. Kolayca goriilebilir ki f(z), (I;(N)’nin tim cusp yerlerinde analitik ise bu
takdirde f(z) € My (Io(N), %) (Sk(Io(N), %)) olur.

Dikkat edilirse n(z), H ist yari diizlemi iizerinde analitik ve hi¢bir zaman sifir
olmadigindan f(z)’nin bir modiler form ya da cusp form olmasi i¢in cusp’lardaki
mertebelerinin negatif olmayan (pozitif) olmasi yeterlidir. Asagidaki teorem bir eta ¢arpiminin
cusp yerlerindeki mertebelerini bilinen yerel degiskenler cinsinden belirlemek igin gerekli

kriteri verir.
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Teorem 2.4.3. (Biagioli, 1990: 276) c,d ve N, d|N ve (c,d) =1 o6zelligindeki pozitif
tamsayilar olsun. Eger f(z), N i¢in Teorem 2.4.2 kosullarin1 saglayan bir Dedekind-eta ¢arpimi1

ise bu durumda f(z)’nin 2 cusp yerindeki sifirinin mertebesi
z (d, 5) Ts
24
6|N
olur.

Ornek 2.4.4. f(z) ve g(z) Dedekind-eta ¢arpimlari sirasiyla

n(5z)°
n(z)

9(2) =n(4z)*n(82)* = q — 2q° —3q° + -

f(z) = =q+q*+2q¢>+3q*+5¢° +2q°+ -

olarak verilsin.

Teorem 2.4.2 ve Teorem 2.4.3 kullanilarak
f(2) € M, (15(5), (g)),

9(2) € 5,(I5(32))
oldugu gortiliir.
Ote yandan bu teoremler yardimiyla

E4(Z)3 - Ee(Z)z

1728 =n(2)** € S, (I

A(z) =

olarak elde edilir.

Ornek 2.4.5. Onceki bolimde tanimlanan ve 2 agirhikli, 4 seviyeli bir modiiler form olan

Eisenstein serisi Dedekind-cta ¢arpimi cinsinden ifade edilebilir. Gergekten de

n(4z)®
n(2z)*

Z 0, (2n + 1)g** € My (I, (4))

n=0

F(z) =

olur.

Eliptik egrilerin ayn1 zamanda Diophantine ti¢liileriyle de yakin iligkisi vardir. Bu
yondeki bir ¢alisma (Topgu, vd., 2022)’de bulunabilir. Gegtigimiz yiizyilin 6nemli

sonuglarindan birisi olan Modiilarite Teoremi her bir eliptik egriye bir modiiler form, her bir
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modiiler forma da bir eliptik egri karsilik geldigini ifade eder. Buradan ilham alinarak I’
modiiler grubu iizerinde tanmimli her bir eliptik egrinin, aslinda belirli Dedekind-eta
fonksiyonlarinin rasyonel fonksiyonlari cinsinden ifade edilebilecegi diisiiniilebilir. Eisenstein
serilerinin modiiler form uzaylarini tirettigi hatirlanacak ve yukaridaki Dedekind-eta ¢arpimi &
Eisenstein serisi iliskisi dikkate alinacak olursa, aslinda siirpriz olmayan asagidaki sonug elde

edilir.

Teorem 2.4.6. (Ono, 2004: 19) I' = SL, (Z) uzerindeki her modiler form, n(z), n(2z) ve

1 (4z)’nin rasyonel fonksiyonlari cinsinden ifade edilebilir.
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3. DEDEKIND-ETA CARPIMLARI VE HECKE EIGENFORMLAR

Bu bolimde tezin 6zgiin kisminit olusturan Hecke eigenformlarin Dedekind-eta
carpimlari yardimiyla ifade edilmesi problemi ele alinacak ve problemle ilgili giincel sonuglar

incelenecektir.

Ardindan ¢alismanin temel sonucu ve ispati verilecek olup, sonug ve tartisma kisminda

elde edilen ¢iktilar degerlendirilip hesaplama siiresi analizi yapilacaktir.
3.1. Dedekind-Eta Carpimlarma Dair Giincel Sonuglar

(Bhattacharya, 2017b)’de 1/2 agirlikli her bir analitik eta ¢arpiminin aslinda Zagier’in
14 ilkel analitik eta carpimi listesindeki bazi eta carpimlarimin bir tamsayr ile yeniden
Olgeklendirildigini ifade eden Zagier’in sanisinin (yiiksek lisans 6grencisi Mersmann bunu

ispatlamistir) kisa bir ispat1 verilmistir.

Ozel olarak 1/2 agirlikli herhangi bir f analitik eta carpimi verildiginde tiim n’ler igin bu

sonug yardimiyla f ’nin g agcilimindaki g™ katsayilar1 bir kapali formda ifade elde edilir.

Tanim 3.1.1. Eger tim z € H i¢in f(z) = h(vz) olacak sekilde herhangi bir v € N dogal sayis1
ve bagka bir h eta ¢carpimi yoksa f eta ¢garpimina ilkel ad1 verilir. f = g X h olacak sekilde f, g

ve h, I, (M) tizerinde sabitten farkli eta garpimlar olsun.

Yani bu eta ¢arpimlarinin seviyeleri M’yi bolsiin. Bu durumda f ’ye I;,(M) Uzerinde
carpanlarina ayrilabilir eta ¢carpimu denir. I (N) iizerinde garpanlarina ayrilamayan N seviyeli
bir f analitik eta carpimina hemen hemen indirgenebilir eta ¢arpimi denir. Ustelik N’nin
herhangi bir M kati icin [[(M) lizerinde c¢arpanlarina ayrilamayan eta carpimina ise

indirgenemez eta ¢arpimi adi verilir.

Tamim 3.1.2. Hem ilkel hem de hemen hemen indirgenemez bir analitik eta carpimina basit eta

carpimi denir.

Uyan 3.1.3. Analitik eta ¢arpimlarinin hemen hemen indirgenemezligi ile indirgenemezligi

sanisal olarak birbirine denk ifadelerdir (Bhattacharya 2017a).

Zagier’in bu sanisini agmak gerekirse: herhangi bir agirlik verildiginde (tamsay1 ya da
yarim tamsay1) ¢arpimlariin var oldugu seviyeleri siiflandirmak halen agik bir problemdir.
Ornegin Zagier’in listesinde 1, 2, 4, 6 ve 12 seviyeleri icin basit analitik eta carpimlari

mevcutken, 8 seviyeli herhangi bir basit analitik eta carpimi yoktur (Bhattacharya 2017b).
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(Bhattacharya 2017a)’da verilen bir agirlik i¢in basit analitik eta g¢arpimlarinin
sonlulugu hakkinda Zagier’in sanist/ Mersmann’in teoreminin basitlestirilmis bir ispati

verilmistir.

(Rouse ve Webb 2015)’te N seviyeli eta garpimlari tarafindan iretilen I;(N) igin
analitik modler formlarin graded halkasi igin N seviyesinin belirlenmesi problemi ¢alisilmistir.
Buna ilave olarak bu makalede f(z) sonsuzda tamsay: fourier katsayilarina sahip olan ve ayni
zamanda st yar1 diizlemde sifir olmayan analitik bir modiiler form ise bu takdirde f(z)’nin bir

eta carpiminin bir tamsay1 kat1 oldugu ispatlanmustir.
3.2. Ana Sonuglar ve Ispatlar

Yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi 6zellikle Sato-Tate tarzi
istatistiksel problemlerin ¢alisilmasi adina oldukga kritik bir problemdir. Literattrde Eisenstein
serileri ve teta serilerinin Rankin-Cohen parantezlerini kullanarak elde edilen bir sonug (Inam,
vd., 2020)'de verilmistir.

Daha genel bir sonug¢ icin (Inam ve Wiese, 2022)'ye bakilabilir. Ayni1 probleme
Dedekind-eta carpimlariyla yoluyla da yaklasilabilir. Bu ise bu ¢alismanin temel amacidur. 11k
olarak sonuglarin daha iyi anlagilmasi adina literatiirde yer alan asagidaki sonuglar1 géz oniine

alalim.

Teorem 3.2.1 (Cohen ve Stromberg, 2017: 193) Belli bir m > 1 tamsayis1 i¢in n(mz) €
Ml/z(l’o(m)) dir.

Sonug 3.2.2 (Cohen ve Stromberg, 2017: 193) M := OKEK(my,m,, ..., m,.) olmak (zere
n(myz)n(myz) ...n(m,z) = Mr/, (Io(M)) dir.

Teorem 3.2.3 (Cohen ve Stromberg, 2017: 193) F(z) = [[,n(mz)™ olsun. F €
My (I;(N), x) © Xmmny, = 0 (mod 24).

Tiim bu hazirliklarin ardindan ¢alismanin temel sonucu verilebilir.

Teorem 3.2.4 (irez Aydin ve inam, 2023) Tablo 3.1°de yer alan Dedekind-eta carpimlari

yanlarinda belirtilen agirlik, seviye ve karakterde birer Hecke eigenformdur.
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Tablo 3.1. Hecke eigenform olan Dedekind-eta ¢arpimlari

Ornek || Seviye | Agirlhik | Karakter Eta Carpim || Ornek || Seviye | Agirhk | Karakter Eta Carpim
1) 576 1/2 12 n(24z) || 26) 432 5/2 1 n3(32)n(62)n(9z2)
2) 1152 1/2 24 n(482) || 27) 144 5/2 12 n?(32)n°(62)
3) 176 3/2 44 n?(2)n(22z) || 28) 64 5/2 1 nt(4z)n(8z)
4) 160 3/2 40 n%(22)n(202) || 29) 288 5/2 8 3 (42)n%(62)
5) 864 3/2 8 |  n(22)n(42)n(18z) || 30) 144 7/2 1 1 (2)n(32)n%(62)
6) 448 3/2 28 | n(22)n(82)n(14z) || 31) 48 7/2 12 | n?(2)n?(22)n3(62)
7 176 3/2 1 n(2z)n%(112) || 32) 64 7/2 1| 0% (22)n%(42)n(8z)
8) 432 3/2 1 n?(32)n(18z) || 33) 48 7/2 1| n3(22)n%(32)52%(62)
9) 864 3/2 8 n(32)n(92)n(122) || 34) 32 7/2 8 n2(2)n°>(42)
10) 128 3/2 8 n%(42)n(162) || 35) 144 7/2 12 73 (42)n%(62)
11) 128 3/2 8 n°(16z) || 36) 48 9/2 12 n°(2)n%(62)
12) 576 3/2 12 n(4z)n(82)n(122) || 37) 32 9/2 8 nt(z)n(42)
13) 160 3/2 8 n(4z)n?(10z) || 38) 80 9/2 51 ni(z)n*(22)n3(5z)
14) 288 3/2 24 n2(62)n(122) || 39) 16 9/2 1| ()’ (22)nt(42)
15) 432 3/2 12 n(62)n%(9z2) || 40) 64 9/2 1 n®(z)n(8z)
16) 64 3/2 1 73(8z) || 41) 32 9/2 8 n5(2z)n3(4z)
17) 720 5/2 5 n°(2)n(62)n(152) || 42) 48 9/2 1 n3(22)n°%(3z)
18) 28 5/2 28 | n2(2)n?(42)n(14z) || 43) 4 11/2 1| n2(2)n7(22)n%(42)
19) 128 5/2 8 n*(22)n(16z) || 44) 32 11/2 8 n'0(22)n(4z2)
20) 224 5/2 56 | n3(22)n(dz)n(14z) || 45) 48 13/2 12 | n°(2)n°(22)5%(3z)
21) 96 5/2 8 | n3(22)n(62)n(12z) || 46) 16 13/2 1 2 (2)ntt(22)
22) 288 5/2 24 | n?(22)n?(4z)n(12z) || 47) 16 15/2 1 7%(2)n?(22)
23) 16 5/2 8 | n?(22)n(42)n?(8z) || 48) 48 13/2 12 | n5(z)n5(22)n%(3z)
24) 96 5/2 24 | n(22)n(42)n*(6z) || 49) 16 13/2 1 2 (z)n't(22)
25) 288 5/2 24 n*(32)n(122) || 50) 16 15/2 1 7n%(2)n?(22)

Ispat. Bu sonucu ispatlamak igin Soma Purkait’in basilmamis doktora tezinde yer alan

asagidaki teorem kullanilacaktir.

Teorem 3.2.5 (Purkait, 2012: 53) k ve N pozitif tamsayilar, k > 3 tek say1 ve 4|N dzelliginde

olsun. x, mod N’de bir Dirichlet karakteri ve N' = N/2 olarak alinsin. Diger yandan

—N’zl_[(l 1) R_(k—l)m m—1
"o pIN’ pz ’ - 12 N’

sayilar1 tanimlansin.

Bu takdirde i < R icin T;= Hecke operatorleri Ty, nin birZ[(q,(N)] modull olarak
S,ﬁ/z (N, y)’ye bir kisitlanmasini iiretir. Ozel olarak p < R &zelligindeki p asallar1 igin T2
Hecke operatorlerinin kiimesi bir cebir olarak Ureteg kiimesi olur. Ustelik f € S, /2(N, x) tim

Hecke operatorleri igin bir eigenform ancak ve ancak p < R igin bir Hecke eigenformdur

onermesi dogrudur.

Ana sonucun ispatinda Soma Purkait'in Sturm sinirinin bir sonucu olarak elde ettigi Teorem
3.2.5 kullanilacaktir. Hecke eigenformlarin aslinda vektor uzaylari iizerinde bir lineer doniisiim

olan Hecke operatorlerinin 6zdegerleri yardimiyla olustugu iyi bilinmektedir. Net olarak Hecke
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eigenformlar tiim Hecke operatorlerinin etkisi altinda bir 6zvektorden baska birsey degildir.
Tamsay1 agirlikli modiiler formlar p asal olmak tizere T,, Hecke operatdrleri mevcutken yarim
tamsay1 agirlikli modiler formlar tizerinde T,z Hecke operatorleri tammlanmaktadir. Bu

Hecke operatorleri Magma, Pari/GP ve Sage gibi yazilimlarda mevcut olan algoritmalar

yardimiyla yazilacak olan kodlarla tanimlanabilir. Ornegin Sage 9.6 versiyonunda

def half_integral_weight_hecke_operator_on_basis(B,chi,k,p):
Tp2B = [half_integral_weight_hecke_operator_on_gexp(f,chi,k,p) for f in B]
precp = Tp2B[0].prec()
Tp2B_mat = matrix([Tp2f.padded_list() for Tp2f in Tp2B])
B_mat = matrix([f.padded_list()[:precp] for f in B])
piv = B_mat.pivots()[-1]
assert precp > piv
Tp_mat = B_mat.solve_left(Tp2B_mat)
assert all([sum([Tp_mat[j][i]*B[i] for i in range(len(B))]) ==
Tp2B]j] for j in range(len(B))])
return Tp_mat
def half_integral_weight_hecke_operator_on_gexp(f,chi,k,p):
prec = f.prec()
R = f.parent()
g=R.0
precp = prec // (p"2)
Tp2f = O(q"(precp))
for n in range(1,precp):
bn = f[p"2*n] +
chi(p)*(-1)™M(((k-1)*(p-1))//4)*kronecker_symbol(n,p)*p”((k-3)//2)*f[n]
if n%(p"2) ==0:
bn += chi(p”2)*p~(k-2)*f[n//(p"2)]
Tp2f += bn*g”™n
return Tp2f
N =64
chi = DirichletGroup(N).one()
k=5
prec = 1000
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B = half_integral_weight_modform_basis(chi,k,prec)
B_mat = matrix([f.padded_list()[:prec] for f in B])
piv = B_mat.pivots()[-1]
Tps = [half_integral_weight_hecke_operator_on_basis(B,chi,k,p) for p
in prime_range(sqrt(prec//piv))]
print prime_range(sqrt(prec//piv))
print Tps
ZZq = B[0].parent()
qg=22q9.0
eta = sage.modular.etaproducts.gexp_eta(ZZq,prec)
etaf = g*eta(g”4)4*eta(g"8) + O(q"prec)
B_mat = matrix([f.padded_list()[:prec] for f in B])
B_mat.solve_left(matrix(etaf.padded_list()))
for p in prime_range(sqrt(prec)):
print p, half_integral_weight_hecke_operator_on_gexp(etaf,chi,k,p)/etaf

Tablo 3.1°de yer alan modiiler formlarin bir Hecke eigenform oldugunu gosterebilmek
icin Teorem 3.2.5°te yer alan R sayilar1 hesaplanip p < R 6zelligindeki tim asallar igin (Ki

orneklerde bu say: biiyiik bir say1 ¢tkmamaktadir) T,,> Hecke operatorlerine gore Hecke

eigenform oldugunu gdstermek yeterlidir. Bunun i¢in asagidaki kod kullanilabilir.

sage: Np = N//2

sage: m = (Np)*prod([1-1/p”2 for p in Np.prime_divisors()])

sage: m

24

sage: R = (k-1)*m/12 - (m-1)/(Np)

sage: floor(R)

7

Magma’daki Fast Fourier Transform (FFT) 6zelligi nedeniyle asagidaki kod Dedekind-eta
carpimlarinin aslinda bir Hecke eigenform oldugunu belirlemeye yarar. Bu kodda agirlik,

seviye ve karakter girdileri degistirilmesi gerekir.

function HalfIntegralHeckeOperator(f,chi,k,p);
prec := AbsolutePrecision(f);
R<q> := Parent(f);
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precp := prec div (p"2);
Tp2f := O(g"precp);
for n :=1to precp-1 do
bn := Coefficient(f,p2*n) + chi(p)*(-1)*(((k-1)*(p-1)) div 4)*
KroneckerSymbol(n,p)*p~((k-3) div 2)*Coefficient(f,n);
if n mod (p”2) eq 0 then
bn +:= chi(p"2)*p”(k-2)*Coefficient(f, n div (p"2));
end if;
Tp2f +:= bn*g™n;
end for;
return Tp2f;
end function;
function HalfIntegral WeightHeckeOperatorOnBasis(B,chi,k,p);
Tp2B := [HalfIntegralHeckeOperator(f,chi,k,p) : f in B];
precp := AbsolutePrecision(Tp2B[1]);
Tp2B_mat := Matrix(Rationals(),[ AbsEltseq(Tp2f) : Tp2f in Tp2B]);
B_mat := Matrix(Rationals(),[AbsEltseq(f)[1..precp] : f in B]);
Tp_mat := Solution(B_mat, Tp2B_mat);
assert &and([IsWeaklyZero(&+([Tp_mat[j][i]*B[i] : 1 in
[1.#B]1)-Tp2B[i]) : j in [1..#B]]);
return Tp_mat;
end function;
N := 64;
chi := One(DirichletGroup(N));
k:=5;
prec := 4000;
Sk := CuspidalSubspace(ModularForms(chi,k/2));
B := gExpansionBasis(Sk,prec);
B_mat := Matrix([AbsEltseq(f) : f in B]);
piv := PivotColumn(EchelonForm(B_mat),Nrows(B_mat));
Tps := [HalfIntegralWeightHeckeOperatorOnBasis(B,chi,k,p) : p in
PrimesUpTo(Floor(Sqrt(prec/(piv-1))))];
PrimesUpTo(Floor(Sqrt(prec/(piv-1))));
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Tps;
assert &and[T*U-U*T eq 0 : T,U in Tps];

Boylece teoremin ispati tamamlanmais olur.

Alternatif ve daha hizli bir metot olarak, elde ettigimiz Dedekind eta ¢arpimlarinin
yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenform oldugunu gostermek igin “Shimura lift” kullanilabilir

(Shimura, 1973). Her icinde tamkare bulunmayan t tamsayisi igin, lineer bir dontisiim vardir:

Shy : Sk(N, 2) —)S(k—l)(N"Zz)
2
Hecke esdegismezi olan g-agilimlarinin terimleri

She(Tp2f) = T, (She(f))
seklindedir.

Yani t’ler i¢in Shimura lifti hesaplarsak, sifirdan farkli bir sey elde ederiz. O zaman f’in
bir Hecke eigenform oldugunu, Sh; (f) ’nin bir eigenform oldugunu dogrulayarak gosterebiliriz.
k/2=5/2 igin, k=5-1=4 olur. Boylece literatlirde iyi bilinen moduiler sembolleri kullanarak,
tamsay1 agirliktaki iyi bilinen uygulamalar kullanabilir. Bu daha hizli olur ve sadece Hecke

eigenformlarin listesine bakabiliriz.
3.3. Sonuc¢ ve Tartisma

Teorem 3.2.3 aslinda bir Dedekind-eta carpiminin hangi sartlarda bir moddler form
oldugunu belirlemektedir. Ardindan Soma Purkait'in sonucu kullanilarak Magma ya da Sage
yardimiyla bu modiiler formlar arasinda Hecke eigenform olanlar ayiklanabilir. 24'iin katlar
almarak daha yiiksek agirlik ve seviyelere ulasilabilir, ancak sayilar bliyiidiikce pargalanis
say1st da biiyliyecegi igin bilgisayardaki hesaplama siiresi iistel sekilde artabilir. Grafik 3.1°de
bu durum agikca goriilmektedir. Alternatif bir ispat olarak, elde edilen yarim tamsay1 agirlikli
modiler formun Shimura yiikseltmesi alinarak tamsayi1 agirlikta bir Hecke eigenform olup
olmadig1 incelenebilir. Bu ise tezin bir agik problemi olarak doktora sonrasi ¢alismalara

ayrilmistir.

Bu degerleri hesaplayabilmemiz i¢in gegen siireleri yaklasik olarak dakika cinsinden

asagidaki tabloda gorebiliriz.

34



siire (dakika)

4500

4000

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

20

40 60 80

mod

Grafik 3.1. Hesaplama sureleri

100

120

35



KAYNAKCA

Bhattacharya, S. (2017). Holomorphic eta quotients of weight 1/2. Advances in Mathematics, 320,
1185-1200.

Bhattacharya, S. (2017). Finiteness of simple holomorphic eta quotients of a given
weight. Advances in Mathematics, 308, 879-895.

Biagioli, A. J. F. (1989). A proof of some identities of Ramanujan using modular forms, Glasgow
Math. J., 3, 271-295

Cohen, H. (1975). Sums involving the values at negative integers of L-functions of quadratic
characters. Math. Ann., 217, 271-285

Cohen, H., & QOesterle, J. (1977). Dimensions des espaces de formes modulaires. Springer Lect.
Notes, 627, 69-78.

Cohen, H., & Stromberg F. (2017). Modular Forms: A Classical Approach, The United States of

America: American Mathematical Society.

Gordon, B., & Huges, K. (1993). Multiplicative properties of n-products II. A tribute to Emil
Grosswald:Number Theory and related analysis. Cont. Math. Of the Amer. Math. Soc.,143, 415-
430.

Inam, 1., & Wiese, G. (2022). Fast computation of half-integral weight modular forms. Rocky
Mountain Journal of Mathematics, 52(4), 1395-1401.

Irez Aydin, B., & Inam, 1., (2023), On The Hecke Eigenforms of Half-Integral Weight and
Dedekind-Eta Products. Onmakale, arXiv:2301.08461, https://doi.org/10.48550/arXiv.2301.08461

Inam, I. vd. (2020). Rankin-Cohen Parantezi Yardimiyla Elde Edilen Hecke Eigenform Ornekleri,
Erzincan Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 13(2), 772-778.

Koblitz, N. (1984). Introduction to Elliptic Curves and Modular Forms (1.Basim). New York:
Springer —Verlag.

Kohler, G., (2011). Eta Products and Theta Series Identities, Heidelberg:Springer.

Newman, M., (1956). Construction and application of a certain class of modular functions Il. Proc.
London Math. Soc. (3), 7, 334-350

Newman, M., (1959). Construction and application of a certain class of modular functions. Proc.
London Math. Soc. (3), 9, 373-387.

36



Ono, K. (2004). The Web of Modularity: Arithmetic of the Coefficients of Modular Forms and g-
series. The United States of America: American Mathematical Society.

Purkait, S. (2012). Eigenforms of half-integral weight. PhD Thesis. University of Warwick.

Rouse, J., & Webb, J. J. (2015). On spaces of modular forms spanned by eta-quotients. Advances
in Mathematics, 272, 200-224.

Serre, J.-P., & Stark, H. (1977). Modular forms of weight %. Springer Lect. Notes, 627, 27-67.
Shimura, G. (1973). On Modular Forms of Half-Integral Weight. Annals of Math., 97, 440-481.

Topcu, S., Irez Aydin, B., & Inam, I. (2022). An Example of an Elliptic Curve with High Rank
Induced by Rational Diophantine Triples. International Journal of Advanced Multidisciplinary
Research and Studies, 2(5), 430-431

37



EKLER

38



EK 1) ORNEKLERI VEREN PARI/GP HESAPLAMA KODU

VStomat(V)=

{
my(S=Set(V),M=Mat([]),m,rm);
for(i=1,4S,

m=S[i]; rm=0;
for(j=1#V,if(V[j]==m,rm++));
M=concat(M,Mat([m,rm]~))

);

return (M~);

}

etaprod(V,L)=

{

my(P=x,T,V1,V2);

if (type(V)=="t_VECSMALL",V=VStomat(V));
V1=V[,1];V2=V[,2];

for (i=1,#V1,P*=eta(x"V1[i]+O(x (L+1)))"V2[i]);
P;

¥

tsthecke(V,L=100)=

{

my(E,P,Pn);

P=etaprod(V,L);
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for(n=2,sqrtint(L),

Pn=polcoeff(P,n);

for(m=n+1,L\n,

if(gcd(m,n)==1,

if (polcoeff(P,m)*Pn!=polcoeff(P,m*n), return(0))
)

)

);

return (1);

¥

tsthecke2(V,L)=

{

P=etaprod(V,L);
forsquarefree(tt=1,30,

t=tt[1]; at=polcoeff(P,t);

if (at,
limn=sqrtint(sgrtint(L\t));

for (n=2,limn,
Pn=polcoeff(P,t*n"2);
for(m=n+1,sqrtint(L\(t*n"2)),
if(gcd(m,n)==1,

if (polcoeff(P,t*m”2)*Pnl=at*polcoeff(P,t*m”"2*n"2), return(0))

)



)

),

for (n=2,sqrtint(L\t),if(polcoeff(P,t*n"2),return(0)))
)

);

return (1);

¥

dohecke2()=

{

my(VH2=[]);
forpart(V=24,
if((#V)%2==1,
if(tsthecke2(V,1000),
if(tsthecke2(V,3000),
if(tsthecke2(V,10000),

VH2=concat(VH2,[VStomat(V)])

)
)
)
)
);
for(i=1,#VH2,

print(i,”: ",VH2[i],", ",mfparams(mffrometaquo(VH2[i]))[1..3])



);
return (VH2);

¥

VH2=dohecke2();
EK 2) BAZI ORNEKLERIN TABAN VEKTORLERI CINSINDEN ELDE EDILMESI

16. Sonuc Icin:

A=mfinit([28, 5/2, 28],1);

mfdim(A)

4

C=mfbasis(A);

mfcoefs(C[1],10)

[0,1,0,0,0,-2,4,-1, -6, -3, -4]
mfcoefs(C[2],10)
[0,0,1,0,0,-2,2,-1,-2,-2,0]
mfcoefs(C[3],10)
[0,0,0,1,0,-1,2,-1,-4,-2,0]
mfcoefs(C[4],10)
[0,0,0,0,1,-2,4,-1,-3,-4,0]
F=mflinear([C[1],C[2],C[3],C[4]].[1,-2,-1,2]);
Ser(mfcoefs(F,10),q)

q-2*q"2 - g"3 + 2*gq™ - g5 + 6*g”6 - 4*g"8 - 5*q"9 - 4*g~10 + O(gq"11)
B=mffrometaquo([1, 2; 4, 2; 14, 1]);

Ser(mfcoefs(B,10),q)
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(- 2%Q2 - g3 + 2%Q4 - g5 + 6%Q16 - 4*08 - 5*q19 - 4*gM0 + O(qPLl)

45. Sonug Icin:

A=mfinit([16, 15/2, 1],1);
mfdim(A)

10

C=mfbasis(A);
mfcoefs(C[1],10)
[0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0]
mfcoefs(C[2],10)
[0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0]
mfcoefs(C[3],10)
[0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0]
mfcoefs(C[4],10)
[0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0]
mfcoefs(C[5],10)
[0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0]
mfcoefs(C[6],10)
[0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0]
mfcoefs(C[7],10)
[0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0]
mfcoefs(C[8],10)
[0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0]

mfcoefs(C[9],10)
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[0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0]
mfcoefs(C[10],10)
[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1]

F=mflinear([C[1],C[2],C[3],C[4],C[5],C[6],C[7],C[8],C[9],C[10]],[1,-6,0,64,-84,-
252,512,384,-1107,-28));

Ser(mfcoefs(F,10),q)

(- 6%"2 + 64*(N4 - 84*QNS - 252*(N6 + 512*QNT + 384%("8 - 1107*"9 - 28*qM10 +
O(q"11)

B=mffrometaquo([1, 6; 2, 9]);

Ser(mfcoefs(B,10),q)

q - 6*Q72 + B4*qN4 - 84*QP5 - 252*%6 + 512*NT + 384*q"8 - 1107*q"9 - 28*q~10 +
O(g™11)

EK 3) DEDEKIND-ETA CARPIMLARININ g-ACILIMLARI
1)

A=mfinit([576,1/2,12],1);

mfsturm(A)

1

B=mffrometaquo(Mat([24,1]));

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-9g"25-qg"49 + gM121 + g~169 + O(g"201)

2)

A=mfinit([1152,1/2,24],1);

mfsturm(A)

2

B=mffrometaquo(Mat([48,1]));

Ser(mfcoefs(B,200),9)



92 - g"50 - q98 + O(q201)
3)

A=mfinit([1728,1/2,1],1);
mfsturm(A)

3

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q73 - 775 - qM147 + O(g~201)
1)

A=mfinit([2304,1/2,12],1);
mfsturm(A)

4
B=mffrometaquo(Mat([96,1]));
Ser(mfcoefs(B,200),q)

%15 = g4 - g100 - gA196 + O(q201)
5)

A=mfinit([128,3/2,8],1);
mfsturm(A)

S)
B=mffrometaquo(Mat([16,3]));
Ser(mfcoefs(B,200),q)

472 - 3*qM18 + 5*q750 - 7%g798 + 9*q162 + O(q201)
6)

A=mfinit([256,3/2,1],1);
mfsturm(A)

17
B=mffrometaquo(Mat([32,3]));

Ser(mfcoefs(B,200),q)
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g4 - 3*g"36 + 5*q7100 - 7*g~196 + O(q"201)
7)

A=mfinit([176,3/2,44],1);

mfsturm(A)

8

B=mffrometaquo([1,2;22,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-2*q"2 - g"3 + 2*gq™4 + "5 + 2*q"6 - 2*g"7 - 2*g"9 - 2*g"*10 + g1l + 2*gM14 + 3*ghlS -
2*qM16 + 2*gM17 - 2*g9"20 - 2*gM21 - 923 - 2*q"26 + q"27 + 2*g"30 + 3*q"31 + 4*q"32 -
gq"33 + 2*q"34 - 2*g"35 - 4*q"36 - g"37 + 2*g"38 - 4*q"39 - 4*gMN41 + 2*qM42 + 2*gM43 +
2*qM46 + 2*qM47 - 2*g"48 - qM49 - 4*gM50 + 6*gN51 + 2*gM53 - 2*gM54 - M55 + 4*gh5T -
5*qM59 - 2*g"62 + 4*q"63 + 4*g"65 - 5*q"67 + 4*q"68 + ™69 - 2*q"70 - 5*gN71 - 2% 74 -
2*gM75 - 6*g78 + 2*g"79 + 6*g"80 - 9”81 + 2*q"82 + 2*q"83 + 4*q"84 + 2*q"85 +
4*q"86 - 4*g"87 + 3*g"89 + 4*g"90 - g"93 - 4*g"94 - 4*q"95 - 4*g"96 - 3*q"97 + 2*q"98 -
2*g"101 - 6*g™102 - 2*g™103 - 2*g~105 + 4*g"106 + 2*g”107 + 2*g™109 + 7*gM111 -
4*g™112 - g*113 + 6*g™114 + 5*gM115 - 2*gM118 + 4*g"119 + gM121 - 4*gP123 + gM125 +
4*q"127 - 8*q"128 + 2*gM129 - 2*gM130 - 2*g”131 - 2*g”132 - 2*g"133 - 6*q"134 -
3*qM135 - gM137 + 6*gM138 + 2*qM139 - 2*qM141 + 2*gM142 + 4*qh144 - 4%gh145 +
2*qM146 + 3*q"147 + 2*qM148 - 2*qM149 - 2*gM151 + 2*g"154 + g~155 - gM157 + 4*gP158
+ 4*g~160 - 2*g™161 + 6*q"162 - 4*g"163 - 8*q"164 + 165 + 4*qM166 + 4*gN167 +
5*g"169 - 6*q"170 - 2*qM173 - 8*qM174 - 4*gM175 + 2*qM1T76 - 7*gMLT7T7 - 2*gM178 +
5*q"179 - g*181 + 4*q"182 - 4*q"183 + 3*g"185 - 2*gM186 + 2*g~189 + 2*q"*190 +
5*qM191 + 4*g"192 + 4*qM193 - 2*qM194 - 8*gM195 - 2*gM196 + 2*gn197 + O(gn201)

8)

A=mfinit([160,3/2,40],1);
mfsturm(A)

.
B=mffrometaquo([2,2;20,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

0 - 2%Q3 - Q15 + 2%QNT + g1 + 2*qN11 - 2%qP13 - 2*gALT - 2%M19 + 2%qh23 + g25 +
%129 - 4*QN3L + 4%Q33 + 23T - 4*NAL + 2%N43 + QA5 - BXQMAT - 5*QM49 + 2*GN53
+ 2%QN55 + 6*QN59 + 2*GM6L + 2*G163 + 2*G167 - 4*P69 - 2*qNT3 - 2*qNT5 - 3+ 8L -
2*QN83 + 4%q189 - 4*Q193 - 2195 + 60197 - 2*q199 + 6*q101 - 2%q1103 - 2%qh107 +
2*q109 + 8*qN111 - 2%q1113 - 2%qRLLT - 4%QAL19 + 3*qP121 - 4%q123 - qML25 + 2*gAL27
+ 4%QN129 - 2*QPL31 - 4*GM133 - 2*5M13T - 2%N139 - 4*N14L - 2%N145 + 6*N14T -
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2%qM149 + 2%gN153 - 2%qM157 + 8*qM159 + 4*gN161 + 2*qA163 + 61167 - 3*gN169 -
2%QMLTL + B*QNLT3 + 2%qPLT5 - 4*gMLTT - 2%gP1T79 - 61181 - 4*gM183 - 8*q1187 -
4*qN191 + 2%gM193 + 4*gM195 - 2*%gM197 - 4199 + O(g201)

9)

A=mfinit([864,3/2,8],1);
mfsturm(A)

79
B=mffrometaquo([2,1;4,1;18,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

0 - g3 - 2515 + QA7 + 2%gML + q1L3 - 3*1L9 + 2%gn21 - 3*N25 - 2*%gA31 + 235 +
GA37 + 2%GN39 + 4*NAL + 253 - 4*QMAT - 2%gM9 - 2%GN53 + 2%GN55 - 4%GA5T - P61 +
3*QN67 - 4*QNTL + 3*QNT3 - QA5 + 2%QATT + 3FQNT - 2%¢N83 + 4*(N85 + 4%GN89 - 3*q191
- 2%GP93 + g7 - 21101 + gM103 - 25107 - 6*A109 + 2*gAL1L - 4%gALLS - 2%gNLL5 +
4*QML19 - 5*qAL21 + 25125 + 4*qN127 + 4*qPh129 + 2*%gM131 + qPh133 + 4*gM13T -
3*139 + 4*qN143 + 2%qNL45 + qPLAT - 251149 - 9*GPL5L + 2%gA155 - 4*gM161 + 163
+ 4*GPLB5 - 4%QNLBT + 2%GN169 + 2%gM173 - 5*qALT5 + 2*q1179 - 3*gA181 - 6%gN183 -
4185 + 2%qA187 + 4*gM191 + 3*gN193 - 2%qA197 + gA199 + O(gP201)

10)

A=mfinit([448,3/2,28],1);
mfsturm(A)

31
B=mffrometaquo([2,1;8,1;14,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

g-q"3-9g"5-qg"9+2*g"11 + gM13 + gM19 + 921 - 3*gh25 - 2*qn2T - 2*%gn29 + 2*qM33 -
g"35 + 2*qM37 + 2*qM41 - 2*qM43 + 3*qM45 - qM49 + 2*gN51 + 2*gN57 + 959 - 5*g”61 -
2*g"65 - 4*g”69 + g°75 - 9”81 + 9”83 + 2*g"85 + 4*g"89 + gM91 + 2*g"99 - 9101 -
4*g"107 + 6*q~109 - 2*g~113 - 2*gM115 - gh117 - gM121 - 2*gM123 + 4*qR125 - 6*gM129 -
5*q"131 + g"133 + 3*qM139 - 4*qM141 + 4*g"145 + qM147 + 4% 149 + 4*qM155 - gn157 +
2*q"163 + gM169 + 3*qM171 - qM173 + 2*gM177 - 4*gM179 - 79181 + 2*qM187 - 2*qM189 +
2*q"193 + 2*g"195 + O(g"201)

11)
A=mfinit([176,3/2,1],1);

mfsturm(A)
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15
B=mffrometaquo([2,1;11,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-ag"3-ag"5+gthll - 2*qM12 + 2*g"h14 + gMlS + 2*%qM16 - 2*%qM22 - 723 - 2*%q"26 + 9127 -
q"31 - gh33 + 2*q"34 - qM37 - 2*qN38 + 2*qM42 + 2*qN44 + 2*qM45 + 2*qM48 - qM49 +
2*q"53 + g5 - 4*g"58 + 159 - 2*g"60 - 4*q"64 + 2*g"66 - 3*qN67 + gM69 + 2*gN70 +
gQr7L - 2%gh75 - 2%QMTT + 2*gM78 - 2%9M80 - 3*gM81 + 2*g"82 - g"89 + 4*gN91 + 2*q"92 +
3*q"93 + 3*q"97 - 2*q"99 + 2*q"102 + 2*g"108 - 2*q~110 - g*111 + 113 - 6*g114 -
qr115 +gM121 + 2*gh124 - qM125 - 4*gM126 + 2*qM130 - 2*gM133 - gP135 + gh137 -
4*qh141 - 2*g~146 + 3*qM147 + 2*gM154 + 3*gN155 - 3*qh1S5T7 + 4*qM158 + 2*gN163 +
3*g"165 + 3*q"169 + 6*q"170 - 4*q"174 - 2*q"176 + 3*gM177 - S*gh179 - 5*gM181 -
3*q"185 + 2*g"187 + 2*g"190 - g™191 + 2*g"199 + O(g"201)

12)

A=mfinit([432,3/2,1],1);
mfsturm(A)

34
B=mffrometaquo([3,2;18,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-2*gM - g7 + 2*gM10 + gM13 + 2*gM16 - 3*qN19 + 2*qr22 - gN25 - 4*q128 - 2*g"34 +
qr37 + 4*g"M40 + 6*qMN43 - 2*qM46 - 2*gM52 + 2*g155 - 4*g158 - 3*g"61 + 4*q64 - 3*q67 -
2*qM70 - gM73 + gM79 + 4*g"82 - 4*g"85 + 4*g"88 + 3*gN91 + 2*(q"94 - q"97 + 2*q"100 +
q*103 - 2*qM112 - 6*q~115 - 6*qM118 + gt121 - 2*gr127 - 2*q~130 + 5*qM133 - 4*M136 +
9*q139 + 4*qM142 - 2*qM145 - 2*qM148 - qM151 + 2% 154 + 6*gM157 - 4*gM160 - 3*g163
+ 4*qM166 + 4*q~169 - qM175 + 2*gM178 - qM181 - 4*qP184 - 6*%q~187 - 2*g~190 - 193 -
3*q™199 + O(q"201)

13)

A=mfinit([864,3/2,8],1);

mfsturm(A)

79

B=mffrometaquo([3,1;9,1;12,1]);

Ser(mfcoefs(B,200),q)

0- QM - QM7 - gML0 + 3*QML6 + 3*g122 - 25125 - 128 + 31 - 2%("34 - 2%¢37 - 3*qM40
+2*qMN3 + 3*q"95 + 4*g"61 + 3*q"64 - 2*g"67 - 3*q"70 + g 73 - 2*qPT79 + 2*g"82 -
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3*\88 - 6*("\91 - 97 + 2*100 - 2*gM103 + 3*GAL06 - 2*gA109 + 3*gA112 + 4*gAL15 +
2%qM21 + qM124 - gM127 + 2%gM130 + 2%gN133 - 651136 + 4*gM139 + 2%qN145 + 2%q1148
- 3%q151 - qM154 - 4*QM57 - 3* G160 + 21163 - 9*gNL66 - 3*qP169 + 2*%gM1T72 +
4*QMLT5 + 2%QA187 - gh193 + 77199 + O(g"201)

14)

A=mfinit([128,3/2,8],1);
mfsturm(A)

S)
B=mffrometaquo([4,2;16,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

0 - 2%Q75 - Q9 + 2%q113 + 4%qN21 - q725 - 2%P29 - 4%Q133 - 2*GN37 + 4*qNAL - 2%P45 +
Q149 + 2%QN53 + 4*QN5T - 2%N61 + 4*GN65 - 4*qNT3 - 3*qN8L - 4*q185 - 4*q"89 + 4*"93
+ 2%QMLOL + 6%g1109 - 2%QALLT - qML21 + 4*GAL25 + 4*QML29 + 4%QAL33 - 4*QAL3T -
8*QN141 + 4*qN145 - 6*q1149 - 2%q1157 - 8*QAL6L + T*qRL69 - 2%qPLT3 + 4*qPLTT -
2*qn181 + 4*q"185 + 6*~197 + 0(qn201)

15)

A=mfinit([576,3/2,12],1);
mfsturm(A)

73
B=mffrometaquo([4,1;8,1;12,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

0 - "5 - 2%q"9 + QM7 + 4*qP2L - q125 + 129 - 4*A37 + QAL - 4%Q45 - gAY - gN53 +
A*QNST + A*QMBL - 2*GN65 + 4*NT3 + 2%NTT - 2%P81 + 4%n85 - 3*¢189 - 4*93 -
4%q9T - qPM101 - gAL13 - 3*QAL2L + 2%qP125 + 4%qR129 + 3*qN13T + 4*h145 + qP149 +
4%Q153 - 4*QPL5T + 2%QPL6L - 3*qPL69 - qP173 - 8*N181 - 2*n185 + 4*qn189 + qh197 +
O(q201)

16)
A=mfinit([160,3/2,8],1);
mfsturm(A)

12

B=mffrometaquo([4,1;10,2]);
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Ser(mfcoefs(B,200),9)

0 - 75 - q1O - 2%QNLL + 2%QNL5 + 2%GA19 + gA25 + 2529 - 2%gA35 - 4*GA39 - M5 -
3%QMO + 4*QN51 - 2555 + 2%GN59 - 2%GNBL + 2%GNB5 + 4*GA69 + 4*qAT1 - 3*N81 +
2*%85 - 4*(NIL + 2*GN95 - 2%GA99 - 2*qA101 - 2%gM109 - 4*gAL1L - 2*gr115 + 3*gM121 -
G125 + 4*gM129 + 25131 + 2%qA139 + 4*gP141 - 2%qM145 - %1149 + 4*gM151 +
A*QNIB5 + 4*GA159 + 4*gM161 - 4*gM165 - P16 - 2*gP1T1 - 61179 + 2%gM181 - 2%gM185
- 8*q191 + 4*gM199 + O(q201)

17)
A=mfinit([288,3/2,24],1);
mfsturm(A)

23
B=mffrometaquo([6,2;12,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

%74 = q - 2*q"7 - 2*g"13 + 4*g™19 + 25 + 2*g131 - 2*g137 - 4*gM43 - g9 - 4*gh55 +
6*09"61 + 6*q"79 + 4*q"85 - 4*g"91 - 4*g"97 + 2*q"103 - 6*g"109 - 5*gr121 + 2*qn127 +
4*qM145 + 2*gM151 + 6*qM157 + 4*qM163 - gM169 - 6*gM175 + 2*qR181 + 4*qR193 -
6*q"199 + O(q"201)

18)
A=mfinit([432,3/2,12],1);
mfsturm(A)

49
B=mffrometaquo([6,1;9,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

Q- q7 - 2%gM0 - qAL3 + 2%gM6 - qALO + 2522 + 125 + 25128 + 2%GA31 - 2*¢N34 +
P37 - 4*QM0 + 25146 - 2%GPA9 - 4*QA52 - 25155 + P61 + 3*GN6T + 2%GAT70 - 3*gAT3 +
2%QNT6 + 3*XGNTY + 4*(88 + 9L + 2*%194 - 3*GPOT - 3*gN103 - 2*qM112 - 2%gM115 -
2*%qM118 + qM121 - 4%gMN124 + 4*qM127 - 2*%gP130 - gM133 - 4*gM136 - 3*gM139 + 6*q145 +
4*qM148 - 3*qML51 + 21154 + 2%GNL5T7 + 4*gML60 + qhL63 - 4166 + 4%gN169 + ghL75
+ 2%NLT8 - 3*XQNLBL + 4*QN184 + 2%gM187 - 2*%gM190 + 3*1193 - 3*gA199 + O(q1201)

19)
A=mfinit([64,3/2,1],1);

mfsturm(A)
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1

B=mffrometaquo(Mat([8,3]));

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 3*q"9 + 5*q"25 - 7*qP49 + 9% 81 - 11*q~121 + 13*q169 + O(q"201)
20)

A=mfinit([720,5/2,5],1);

mfsturm(A)

235

B=mffrometaquo([1,3;6,1;15,1]);

Ser(mfcoefs(B,300),q)

(- 3%G72 + 5*qM - 8*T + 3%¢"8 - 5*10 + 9%qALL + 6*gM3 + 3*qP14 - 17+G116 -
BT + 2%GN19 + 32%QN22 - 12%¢M23 + 5125 - 9%("26 - 8*128 - 18*29 + 16%g"31 +
9*32 - 20%¢"34 + 15%G"35 - 6*37 + 6738 + 5*qM0 + 15*qM41 - 20143 + 9%qP44 -
10%QM6 + 12*QMN47 - 23*749 - 15%gA50 - 2*¢N52 + 18%q753 - 3*q"56 + 26*("58 + 3*59
+ 24%Q61 - 18%("62 + 45*(164 - 15*(65 - 48*(N67 - 30*("68 - 60*qN71 + 30%q"T73 +
21*QNT4 + 2%QNT6 + 18%qNTT + 88*179 - 34*(N82 + 6*("83 - 30*G"85 + 24*(86 -
3288 + 15*0"89 - 18*qn91 - 12*G"92 - 96*("94 + 14*¢"97 + 69*("98 + 25*G"100 -
16*103 + 97104 + 92*g1106 + 18*GA107 - 72*g7109 + 15%GAL10 - 24*g~112 -
36*g113 + 20%g115 + 61116 - 127118 - 12*%g119 - 61121 - 12*g122 + 16124
+128*gM27 - 69*128 + 15%g131 + 48*( 133 - 102*g™134 + 20%g136 + 36*g1137 +
36*Q"139 + 15%1140 + 32*qN142 - 24*qM143 - 12%q1 146 + 2148 - 18*q"149 -
152%gM151 - 6*q1152 + 10*qN154 + 42*gM157 + 42*q~158 + 15%g1160 + 48*q7161 -
88*(N163 + 75*1 164 + 12*GN166 - 36*g167 - 7*gN169 - 205172 + 54*qA173 - 40175
+ 27*gM76 - 30*q1178 + 69*qM1T79 + 36*qN 181 - 12*gM182 + 10% 184 - 15%q~185 -
84*(N187 + 12%g1188 - 60*q190 - 12191 + 134*g1193 - 48*¢M194 - 115%¢M196 -
72%gM97 + 32199 + 1557200 - 34*202 + 54*203 + 45*(206 + 58*(208 -
54*M209 + 252%M211 - 6% 212 + 136* 214 - 104%¢ 217 - 84%("218 - 54%("221 -
88%(1223 - 9224 - 24*(226 - 120%(M227 - 12*(7229 - 26*(7232 - 114*("233 +
70%235 + 3*(1236 + 116238 + 84*(239 + 2*qn241 + 117*qN242 - 8*qP244 +
88*("\247 + 18%(1248 - 25%("250 + 33*251 - 72*q"253 + 69*(254 - 89*(256 +
B0*("257 - 194*259 - 75%01260 + 16*¢"262 + 132*263 + 40*q"265 - 156%("266 -
48*("268 + 18*( 269 - 48*qN271 + 102*¢"272 - 68* 274 + 45%q"275 + 30*¢277 -
30*("278 + 87*("281 - 84*("283 - 60*("284 + 10*("286 + 72* 287 + 27*("289 +
30290 + 150*¢"292 + 36293 - 21*¢296 - 34*(*298 - 138*¢"299 + O(q"301)

21)

A=mfinit([28,5/2,28],1):
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mfsturm(A)

4
B=mffrometaquo([1,2;4,2;14,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2%Q72 - q13 + 2%qP4 - g5 + 6*016 - 418 - 5*qN9 - 4*qP10 + 6*qPLL - 2%g12 + 513
+ 4%gM16 + 8*qPLT - 2%gM8 - 11%GAL9 - 2%q120 - TXP21 - 422 + 12%qM24 - T*q"25 +
12%Q26 + 2%q27 - 2*¢"29 - 4%q"30 - 8*q"32 + 18*("33 + 735 - 10*¢"36 + 10*q"37 -
14*38 - 8*qMO0 - 30%q41 + 10%gM3 + 12%qMN4 - M5 + 12%GM6 - 4*qP48 + 749 +
3450 - 6*GN51 + 10%G152 - 8*53 - 12*("54 + 2*¢A57 - 12%q"58 - 31*59 - 9*61 -
20%(162 + 8*(164 + 22%GN65 - 20%¢66 + 12*("67 + 16%0"68 + 3669 + 14*g"70 -
A*QNT2 - 12%GNT4 + 1TGT5 - 22%GNT6 + 12%GAT8 - 4%G180 - 1781 - 12*¢"82 + 9%("83 -
14%84 - 46%("85 + 28*("'86 - 8*(88 + 4*(89 + 20*¢"90 - 7*q"91 - 32*(193 + 44*("94
+ 24%QN96 - 24%(N97 - 14*g98 + 6199 - 14*qN100 + 55101 + 28*g~102 + 24*104 -
44%q7106 - 16%gM107 + 4*g~108 + 38*g109 - 64*qA110 + 6113 - 36*q~114 + 10%g 115
- 4116 - 25%GALLT + 14*gM118 - 8*qA120 + 59*gM121 + 12%qA122 - 42%qM123 +
12*%gM125 - 16*q1128 - 38*¢~129 + 20130 + 19%q~ 131 + 36132 - 7*g~133 - 56*134
+ 16*M137 + 88*qN138 + 19%(N139 + 14*q140 + 12*g 141 + 24*142 - 20%g"144 -
52%QN145 + 16%7146 - 7*qMNLAT + 20%G1148 - 84*qN149 - 42*g 150 - 28*q1152 + 8153
+ 4*155 - 20%N157 + 81158 - 16*GN160 + 58*1162 - 2*gN163 - 60*( 164 + 64*("165
- 30%Q™166 + 69*GN169 + 32*GNLT0 + 55171 + 20%qA1T72 + 27*M173 - 52*qAL74 +
24*QNLT6 - 6*qALTT - 24*GN1T8 + 16%1179 - 2%qM180 + gP181 + 14*qP182 + 24* 184 -
24*qM185 - 120%gM186 - 38*q1 187 + 14*qM189 - 36190 - 8*qM192 - 70*g 193 +
B4*(N194 - 90*195 + 14*G1196 + 81197 + 20*¢198 + 68*200 + O(q"201)

22)

A=mfinit([128,5/2,8],1);
mfsturm(A)

21
B=mffrometaquo([2,4;16,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 4%Q"3 + 2%G"5 + 81T - 5*QN - 4*11 - 10%g1 13 + 8*gNL5 + 8*gALT + 4*gP19 +
12%121 - 24%qP23 - 5*¢"25 + 10*¢"29 - 16*¢ 31 + 4133 + 24*("35 - 14%¢ 37 + 8*("39
+ ARQAL + 28%GN3 - 22%GM5 - 16*QMT - 23%qM9 - 24%N51 - 2%GA53 + 24%¢N55 +
12%QN57 + 4*QN59 + 58*(NB1 + 24*(163 - 12*¢"65 - 44*qN6T - 16%169 - 24*q"T71 +
3673 - 68*(NT5 - 165177 + 16%GAT79 + 13*q 81 + 44*("83 - 12*("85 + 56*("87 -
12%q189 - 24*qN91 + 12%G193 + 40*GN95 - 24*¢N97 + 12*99 - 18*n101 - 56*q103 -
48*q7105 + 52*g107 - 14*q7109 - 8*gM111 - 16%q~113 - 8*g115 + 50*qA117 - 16%g~119
+ 51%g121 + 40%g1123 - 2051125 - 64*127 + 60%G1129 + 4*gA131 + 12%GA133 -
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4*qM137 + 20%qM139 - 24*q"141 - 104*g"143 + 52*q"145 - 28*gN147 + 22*gM149 - 8*qM151
- 88*g"153 + 16*g"155 - 6*q"157 - 8*g"159 - 8*g"161 + 84*0"163 + 48*0"165 + 88*q"167
- 37*g"169 + 12*gM171 + 10*g"173 + 136*g"175 - 20*qM177 - 44*g"179 - 78*qM181 -
104*g"183 + 20*q"185 - 72*g"187 - 96*q"189 + 48*q"191 - 24*g"193 - 32*qM195 +
26*q"197 + 40*g™199 + O(g"201)

23)

A=mfinit([224,5/2,56],1);

mfsturm(A)

45

B=mffrometaquo([2,3;4,1;14,1]);

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-3*g"3 - g"5 + 8*g"7 - "9 - 2*g"11 - 7*g"13 - 6*g"15 + 10*g~17 + gM19 + 9*gn2l -
2*q"23 - 7*g"25 + 12*q"27 - 4*q"29 - 18*q"31 - 6*("33 - 9*"35 + 4*gN37 + 22*q"39 +
4*qM41 + 26*gM43 + 7*gM45 - 6*gN4T - 25*%gMN49 - 18*gN51 - 2*gN53 - 12*g/55 - 20*gN57 +
3*g"59 + 41*g"61 - 8*q"63 + 36*0"65 - 16*967 - 6969 + 16*q"71 + 32*q"73 - 9*g"75 -
48*qQN7T + 16*gMT79 - 23*gM81 + 7*g"83 - 18*g"85 - 6*q"87 - 20*g"89 + 9*g"91 - 12*g"93
+46*q"95 + 14*q"97 + 14*q"99 - 31*q"101 - 22*g~103 + 96*g"105 - 32*q"107 +
20*g"109 + 2*gM111 + 4*gM113 - 24*gM115 + 7*g117 - 18*gM119 - 55*qn121 - 42*gM123 +
2*qM125 - 42*qM127 - 14*gM129 + 53*gM131 + 27*9~133 + 24*g"135 + 20*g"137 +
17*q"139 + 48*q"141 + 48*g"143 - 70*q"145 + 75*q"147 + 18*q"149 - 30*g"151 -
70*g"153 - 52*g"155 + 11*g"157 - 18*q"159 - 32*g"161 + 46*q"163 - 48*q"165 -
38*qM167 + 9*gN169 - qM171 + 31*qM173 + 24*qM175 + 48*qM1T77 - 28*qP179 + 49*qM181 -
50*q"183 - 18*g"185 + 50*g"187 - 36*q"189 - 4*q"191 + 100*g"193 - 24*q"195 +
82*q"197 + 30*q™199 + O(g"201)

24)

A=mfinit([96,5/2,8],1);
mfsturm(A)

19
B=mffrometaquo([2,3;6,1;12,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 3%G"3 + 4*QNT + 3579 - 14%GA13 + 6*gM15 - 2519 + 6%qN21 + 19%gM25 - 9*27 -
16%("31 - 24*qP33 + 22%G"37 + 6*39 + 26*(43 - 31149 + 18%GA51 - 28%( 55 -
18*P61 + 12%G163 + 6*GN67 + 36*¢69 + 24*N73 - 27175 + 9*(N81 + 4*("85 - 54*("87
- 4%qP91 - 30%GR93 - 4*GN97 + 116*gM103 + 12*gM105 - 18*gM109 + 42*g 111 - 60*gM115 -
42%QML1T - 17%qM21 + 6*gM123 - 40%gM127 + 48129 - 36*¢M133 + 18135 - 18139
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+ 12%QM41 + 52*qP145 + 51*qM4T - 52151 + 126%1157 - 30*gM159 - 501163 -
B0*QM165 - 61*q169 - 6*qPLT71 + 361175 - 36*qA177 + 14*g181 - 78*q"183 +
108*187 + 18*189 - 20%¢193 + 72195 + 84*~199 + O(q201)

25)

A=mfinit([288,5/2,24],1);
mfsturm(A)

68
B=mffrometaquo([2,2;4,2;12,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

06106 = - 2*Q"3 - 3*N5 + B*QNT + 2%q19 - 2%gM13 - 8*15 + 3*GALT - 8*gM19 + 82l
+ 6*qN23 - T*QN25 + 26%¢M27 + 3*q129 - 14%GA31 - 24%("33 - 6*35 + 2137 - 4%("39 +
91 + 8%(M43 + 12%GM5 - 6*gMT + 315149 - 16751 - 9*¢N53 + 20%55 - 12*157 -
18*59 - 22%("B1 + 12%0163 - 12*¢"65 + 4*¢N67 - 16*q"69 + 18*q 71 + 12*q"73 -
B*QNT5 - 6*QNTT + 14*QATO + 46%N81 + 24*83 + 8*(85 - 40*("87 + 3*q"89 - 44* 91
+ 16*\93 - 64*q"97 + 15101 - 30*g"103 + 16105 + 6*qM107 + 2*qA109 + 52*g 111
+ 3513 + 64*QNLLS - 4*g117 - 18*gP119 - 33*gM121 + 16%G7123 + 6%gP125 - 14*gN127
- 36129 + 30*g"131 + 401133 - 40*%1135 - 9*P137 - 20%g7139 - 32*gN 141 -
48*(M143 + 56*M145 - 34*qM14T7 + 3%g149 - 6*151 - 12*153 - 30%g 155 + 74*157
+104*g159 - 6% 161 + 16%g7163 - 40%g1 165 + 35*%g1 169 - 16%g171 + 3*qP173 +
18*q175 + 56*gP 177 - 657179 - 102* 181 + 47183 - 36*q"185 + 8*q~187 - 104*q"189
+ 24*qMO1 - 44%qP193 - 48*gN195 + 33*GN197 + 42*¢~199 + O(g201)

26)

A=mfinit([16,5/2,8],1);
mfsturm(A)

1
B=mffrometaquo([2,2;4,1;8,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2573 - 2%G"5 + 41T - P9 + 6*GALL + 2%gM13 - 12515 - 4*gPLT - 6%gA19 + 12%gA21
+ %123 + 3*QN25 + 8127 - 10%G129 + 8*QN31 - 4*35 - 26137 + 4*GA39 + 4% -
18*P43 + 14%qP45 + 8*qMT + 17*gM9 + 12*g151 + 26%q753 - 20%¢"55 - 16%¢"57 -
14*N59 - 2%GAB1L - 4*(N63 - 12*¢ 65 + 34*N6T - 24*qP69 - 28*GAT1L - 8*GNT3 + 14*gA75 +
87T + 40*GNT9 - 23%GN8L + 6*83 + 36*("85 + 12*G"87 + 32%("89 - 28*("01 -
28*("93 - 12%q195 + 12*197 - 42*¢M99 - 22*A101 - 12*gM103 + 24*q1105 - 14*qM107 -
2%qM109 - %111 + 24*gA113 + 12%qAL15 - 2%gA117 + 40%qA119 - 33*gM121 + 36*q1123
+ 4*%qM125 - 16%7127 + 16%gM129 + 10%q1 131 - 4*gM133 + 48*q1135 - 52*qN137 +

54



26*("139 + 24*q"141 - 36*143 - 60*q145 - 62*qMA4T - 22*¢1149 - 52*A 151 +
28*(M153 + 56*155 + 46*("157 - 36*gM159 + 8*q1161 + 10%g1163 + 40*qA165 +
12%gM67 + 35%1169 + 6*gM171 - 18*qPL73 - 28*qNLT75 + 72*g1177 - 22%q~179 - 2% 181
+ 44*M183 - 36*q"185 - 28*(M187 - 48*189 + 72*qA191 - 52*193 - 48%q1195 +
22*qMN197 + 20%g"199 + O(q"201)

27)

A=mfinit([96,5/2,24],1);

mfsturm(A)

19

B=mffrometaquo([2,1;4,1;6,3]);

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q- g3 -2*g"5 - 2*gn7 + 3*qM9 + 8*q11 - 2*g"13 - 6*gN17 - 4*qn21 - 12*g"23 + 9*g"25 -
3*Q27 + 18*¢"29 + 10*q"31 - 4*q"35 - 14*q37 + 14*q"39 - 2*qM41 - 16*43 - 645 -
4*qM4T7 - 17*g™M9 + 10*gM53 + 20*gN55 + 2*gh57 + 12*gn59 + 26*g61 - 6*0"63 - 24*g"65
+ 12%Q\67 - 4*QNTL + 12*q173 - 19%N75 - 4*qNT77 - 42%gMT9 + 9%¢"81 - 8*("83 - 8*("85 +
10*q"89 - 12*q"91 + 16*g"93 + 48*q"95 + 16*g"97 + 24*q"99 - 38*g"101 + 10*g"103 +
28*q"107 - 30*g"109 - 22*q"111 + 26*q~113 + 16*g~115 - 6*qM117 - 44*g~119 - 17*gn121
- 28*g"125 + 10*g"127 - 26*q~129 - 52*q"131 + 40*g"133 + 34*q"137 + 36*q"139 +
16*q"143 + 8*g"145 + 31*g"147 + 34*g"149 - 30*q"151 - 18*g"153 - 4*g"155 - 6*g~157 +
44*g"161 - 8*g"163 + 28*g"165 - 16*q"167 - 61*g"169 + 2*q~173 - 38*g"175 - 76*q"179 -

6*QM181 + 18*q"183 - 40*qN185 + 8*qA187 - 12*gM189 + 112*191 - 12*qA193 - 26*gM197
+ 82*q"199 + O(q"201)

28)
A=mfinit([288,5/2,24],1);
mfsturm(A)

68
B=mffrometaquo([3,4;12,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 4%Q™ + 2%QNT + 8110 - 6*GAL3 - 12%gN19 + 13%gM25 + 8*G128 + 22%GA31 - 32%¢"34 -
14%qN37 - 4%GP43 + 15%GP9 + 24*¢N52 - 12155 + 24*N58 - 14*G761 - 32%G 67 - 8*(73
- 48*QT6 + 34*GNTO + 32%("82 + 12*¢85 + 60* 91 - 4*q197 - 52*GA100 - 50%GA103 -
24*gM06 + 46*g109 - 32%g 115 - 25%gM121 + 88*124 - 10%gM127 + 32*%g130 -
16*qM133 + 64*q1139 - 52*qN145 + 56*01148 - 66*q"151 - 112*qMN154 + 2*qA157 +
20%QMN163 + 3*qA169 - 16*qN172 + 46*175 + 126%7181 + 32187 - 4*q~193 -
60*196 - 74*g199 + O(¢201)
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29)

A=mfinit([432,5/2,1],1);
mfsturm(A)

121
B=mffrometaquo([3,3;6,1;9,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 3%QM - g7 + TG0 + 2%g113 - g6 - 16%G719 - qR22 + 10%g125 - 728 + 23*g"31 -
834 - 2%(N37 - T*QMO0 - 12%GN43 - 4*qP46 - 32%gM9 + 26%G152 + 31*gN55 + 12*(58 -
8*Q61 + 21*("64 - 12%167 - 25%¢770 + 3*qNT73 - 16%G176 + 6*q179 - 42*¢"82 + 6*"85 +
(788 + 4*¢N91 + 62*(194 + 39*q197 - 30*GA100 + 6*g103 + 3*¢1106 + 6*109 -
11*gM12 - 56*q1 115 - 8*gM118 - 26*q1121 + 23*qM124 - 351127 + 16*¢~130 + 2*q"133
+ 8*136 + 24%qN139 + 42*%gM142 + 30%qPL45 - 26*qN148 - 3* G151 + 7T7*gMN154 +
8*qM157 - 77*q" 160 + 28*qM163 - 911166 + 7*gM169 - 12*q1172 - 20%gM175 - 58* 178 -
12%gM81 + 4*qM184 + 68*M187 + 28%q~190 + 15%gM193 + 96%q"196 - 93*(1199 +
0(q"201)

30)
A=mfinit([144,5/2,12],1);
mfsturm(A)

34
B=mffrometaquo([3,2;6,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2%Q7 - 4%QNT + 810 + 4*qPL3 - 4*QP16 - 16%QP22 - 4725 + 8*28 + 12*q"31 +
16%0"34 - 20%q"37 + 16*q"40 - 32%¢146 - 9*g49 - 8*G152 + 8*(A55 + 8*(\58 + 36*q"61 -
8164 + 16770 + 8*qNT73 - 44*qA79 + 16782 - 40185 - 32*q"88 + 32*("94 +
32%¢197 + 2*q7100 + 4*qP103 - 24*G7106 + 60*qA109 + 16%gM112 - 23*qP121 - 24%q~124
+ 28*1127 - 80%g1130 - 64*(133 + 32*G1136 + 64*(N 142 - 56*gn 145 + 401148 +
20%g151 - 16*gM154 + 36*gM157 + 32*%g160 + 16*7 166 + 25169 + 44* 175 -
64178 - 76*gM181 - 64*gM184 - 32*¢M190 + 56*¢™193 + 18*¢196 - 60*¢™199 +
0(g"201)

31)
A=mfinit([64,5/2,1],1);
mfsturm(A)

9
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B=mffrometaquo([4,4;8,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 4%Q75 + gP9 + 12%G113 - 8*GNLT - 8% Q21 - T*N25 + 4%(P29 + 24*N33 - 4*(37 +
16%P41 - 28*GP45 - 31%qP49 + 20%¢°53 - 8*gA57 + 4*qP61 + 16%G"65 + 48*¢"69 - 8*73
- 16*NT7 - 23*G"81 - 8*("85 - 24*("89 - 40*¢"93 + 56*(197 - 28*q"101 + 48*g"105 +
36*g109 - 16*g 113 + 12%g 117 + 33*gM121 + 81125 - 56*g1129 - 72* 133 - 48*( 137
+ 48*QM141 + 16%q" 145 + 4*qM149 - 56*153 + 68*qM157 + 32*1 161 + 48*gN165 +
9*QM169 + 20%qN173 + 24*qM177 - 116%gM181 + 64*q1185 - 32*gM189 - 72*193 -
20%g197 + O(q*201)

32)
A=mfinit([288,5/2,8],1);
mfsturm(A)

71
B=mffrometaquo([4,3;6,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

06134 = - 3*Q5 - 2517 + 6*QNLL + 4*gP13 + 3*QALT - 8*gM0 - 60123 - 11%g125 -
3%129 + 26*q"31 - 6*¢"35 + 10*g 37 + 15541 - 4*qP43 - 18%GP4T - 19%¢M49 - 3*¢53 -
16*GN55 + 24*q159 - B*(N61 + 6% 65 + 12167 + 18*GA71 + 30*g 73 - 18*qA77 - 679
- 6*G183 - 2%¢\85 - 27*¢"89 - 40*¢N91 - 1295 + 26*197 + 3*gM10L + 2*gM103 +
24*qM109 - 155113 + 60*qAL15 + 54*gA119 - 53*q121 + 48*qM125 - 10127 -
48*q"131 - 36*g133 + 3*QN137 - 36*130 - 24%qA143 + 10%g145 + 33*q1149 - 22*g 151
- 18*QM55 - 42*1157 + 6*QM161L + 76%163 + 24*qN167 + 715169 - 9*gM1T73 +
42%QMLT5 - 24%qM1T79 - 28*gM181L - 12*gMN185 + 36*gMN187 - 36*gM191 + 4*gM193 - 27*gM197
- 78*q7199 + O(q*201)

33)

A=mfinit([144,7/2,1],1);
mfsturm(A)

58
B=mffrometaquo([1,3;3,1;6,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

06138 = ( - 3*q"2 + 4*q14 + 315 - 16%G17 + 12*78 - 10%g10 + 46*gM13 - 18*q"14 -
1616 - 39%qAL7 + 12%G120 + 68*22 + 48%(123 - 121%q25 + 24*("26 - 64*(128 +
39%("29 + 48*("31 - 48*(32 + 10*("34 + 124*"37 - 48*("38 + 40*q"40 - 81*41 -
686 - 144*qMAT - 999 + 213*50 + 184*(N52 + 177*153 - 64*GN55 + 72%¢ 56 -
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304*GN58 + 72161 - 222%("62 + 64*q64 + 180*("65 - 156*("68 + 316*q"70 - 48*71
+ 98*NT3 - 18%q"T4 - 24677 + 112*qAT79 - 48*80 + 250%("82 - 550*"85 + 180*("86
- 272%("88 - 21*q"89 + 192*¢"92 - 28*("94 + 384*(N95 + 434*GN97 + 297*("98 -
484*q"100 - 261*q~101 + 208*g1103 - 96*G1104 - 402*G" 106 - 102*¢~109 - 480*g~110 +
256*("112 - 27%gM113 + 156* 116 + 864*q7118 - 48*g 119 + 505* 121 - 402*q1122 +
192*q"124 - 288*M125 - 944*qM127 + 192*q1128 + 412*q7130 - 436*qM133 + 60*134 -
40*("136 + 687*qM137 - 1508*q1142 - 96143 + 430*q" 145 + 102*¢146 + 496*qM148 +
531*q7149 + 80*q 151 + 192*q1 152 - 268*q7154 + 504*q157 + 162*g158 - 160*"160 -
402*q1161 - 324*q"164 - 68*166 - 480*1 167 - 503*qP169 - 258*(170 - 837*qM173 +
1136*q" 175 + 1238*qA178 - 94*q 181 + 1104*qM182 + 272*184 - 330*g"185 -
576*("188 + 40%g190 + 192*q" 191 - 2056*q" 193 + 42*¢194 - 396*¢1196 + 1797*qM197
+ 336*¢199 - 852*200 + O(q"201)

34)

A=mfinit([48,7/2,12],1);
mfsturm(A)

15
B=mffrometaquo([1,2;2,2;6,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

(- 2572 - 3*G"3 + 6N + 2505 - 4*NT - A%GN8 + 919 - 20%GA10 + 4*gMLL + 612 -
A%QM3 + 44%gPL4 - 4%GAL6 - 42%GNT - 18*GM8 + 205719 - 52*G120 - 6*GA21 + 56*¢N22
+ 56*23 + 31*q"25 - 52*(126 - 27*qM27 + 8*("28 + 6*¢"29 + 12*g"30 - 100*¢"31 +
88*("\32 - 68*("34 - 4035 + 54*("36 + 16*("37 - 80138 + 60*("39 - 40*q"40 +
102*GMN41 + 60*N43 - 84 + 185 - 40%GN46 - 136*(MA7 - 132%0148 - 8949 +
38*("50 + 104*G"52 - 38*("53 + 184*qN55 + 88*(56 - 90*("57 + 228*(58 - 44*¢"50 -
32*("61 - 156*("62 - 36*("63 - 168*("64 + 60*("65 + 156*("66 + 60*(67 - 252*("68 -
13670 + 248*qT1 - 36172 - 132*173 + 132*174 + 57*qNT5 - 40%GAT6 + 12*gNT77 -
300*q"\79 + 376*¢80 + 81*"81 + 84*("82 + 12*("83 + 156*("84 + 60*("85 - 200*¢"86 +
112*"88 - 42*("89 - 18090 - 248*(91 - 112*¢92 - 18*("93 - 232*("94 - 464*(95 +
588*("\97 + 178*"98 + 36”99 + 186*(100 + 58*(101 - 264*¢*102 + 564*¢*103 -
104*q"104 - 60106 + 260*" 107 + 54*gM108 - 129109 + 280*q~ 110 - 228*q~111 -
176*q"112 - 558113 - 440*q 115 - 156*1 116 - 36*gN117 + 496*g 118 + 440* 119 +
24*qN120 - 443*gM121 - 156%qM122 + 200%q7124 + 12*gM125 + 396*126 - 116%g7127 -
400*q1128 + 342*¢1129 - 464*qM130 + 444*gM131 - 208*G1 133 + 368*q7134 - 136*gM136 +
306*(M137 + 24*M138 + 348*qM139 + 80*¢M140 - 120%¢"142 - 80*("143 - 36%("144 -
132145 - 296*(M146 - 27*qMAT - 416%GM148 + 14%g 149 - 12%gM151 - 16%g~152 -
378*qM153 - 40*qM154 - 704%gM155 - 120%G7156 + 2007157 + 508*g" 158 + 880*(160 -
84*M161 - 162*qM162 + 388*(1163 + 612%G 164 + 120%G 165 + 632*q 166 - 464*( 167 +
469*G1169 - 784*qA170 + 180*qM171 - 120%gM172 - 126%173 - 276%q174 + 76*qM1T75 +
176*q"176 - 628*qM178 - 708*q 179 - 468*" 180 + 132*q"181 - 600*¢"182 + 180*q"183 -
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80*184 + 1500*qM185 - 592*qA187 + 272*GA188 - 54*q~189 - 807190 + 304* 191 +
600*q1192 - 408*(193 + 176%G"194 - 534*q7196 - 267197 + 504*"198 - 588*199 +
76200 + O(q*201)

35)

A=mfinit([64,7/2,1],1);
mfsturm(A)

17
B=mffrometaquo([2,4;4,2;8,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

06146 = q - 4*q"3 + 16*Q7 - 11*q"0 - 12*qM11 - 16115 + 48*gM17 + 20%q~19 - 48%gP23 -
99*("\25 + 80*(A27 + 32*("31 + 80*("33 - 24*("35 - 48*(39 - 172%(N43 + 96*N4T +
73%GM9 + 8*GN51 + 240%(N55 - 176%GA57 + 60*59 - 176%G"63 - 192*¢65 - 108*("67 -
48*QNTL + 528*qMT3 + 196%GNT5 - 224*NT79 - 23*"81 + 15683 - 272*q"87 - 144*¢"89
- 88*"\91 + 240*qN95 - 592*(N97 + 348*(99 + 144*GA103 + 480*gM105 - 36*1107 +
272%q"111 + 96113 - 536* 115 - 288*q1119 - 3*qM121 - 472%1123 + 256%1127 -
16*g™129 - 348* 131 + 320%q"135 + 576*q"137 + 700*qM139 - 48*q1143 - 320%q"145 +
100*q"147 + 368*gM151 - 1392*gM153 - 240* 155 - 688* 159 + 384*q" 161 + 884*("163
- 336*Q"167 + 309*gM169 - 220%q 171 - 784*GN175 + 1552*1 177 + 324%q1179 +
304*("183 - 288*(N185 + 328*187 - 96%G"191 - 336*(193 - 8801195 - 944*A199 +
0(q"201)

36)

A=mfinit([48,7/2,1],1);
mfsturm(A)

14
B=mffrometaquo([2,3;3,2;6,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 3*Q"3 - 2%QM + 676 + 2%q1T + 919 - 4*qP10 - 18*gM12 - 20%gN13 - 6*qNL5 +
A4*QML6 + 30%g19 + 12%N21 - 52*qP22 + 12%q"24 - 19%qP25 - 27*qP27 - 52*28 +
B60*Q"30 + 6*("31 - 12%0"33 + 88*(34 - 18*("36 + 76*"37 + 12*¢"39 - 8*¢™40 -
132%qM2 - 114%qM3 - 8*qP46 + 12%GM48 + 9% + 126%¢ 51 + 40152 + 54*q"54 -
40*55 - 60*QA57 + 92*("58 + 156*0160 - 60*"61 + 18%("63 - 200%("64 - 168*("66 +
17467 - 168769 - 200%¢*70 + 152*g73 - 93*175 + 180*("76 + 156*78 + 10*q"79
+ 81*GN81 + 280*q"82 - 24*("84 - 40*("85 - 18*("87 - 104*("88 - 36*("90 - 372*¢"91 +
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300%G"93 - 208*(\94 - 264*G"96 - 88*97 + 38*G100 + 204*g1102 + 106*g 103 +
120*g™105 - 12106 - 162*108 - 60*g109 - 48*g 111 + 376%q112 + 24*qM114 +
636*q"115 - 180*qN117 + 132* 118 + 120%q"120 - 443*q7121 - 306*¢"123 - 156*(M124 -
86*"127 - 180%129 - 680*130 + 24*q7132 + 344*qM133 - 54* 135 + 176%q"136 +
120*¢"138 + 90*q 139 + 408*q" 141 - 200%q"142 + 396*q"144 + 160* 145 + 267* 147 -
152%G~148 - 114*qM50 + 14*qM 151 + 560%q~154 - 312*GN156 - 636* 157 + 114*g 159 +
176*g"160 - 834*(M163 - 552*165 + 604* 166 - 264%( 168 + 469*G169 + 270*¢ 71 -
BBA*GNLT2 - 684*QNLT4 + 62*M1T5 + 132%qAL77 + 176%G"178 + 956*1181 + 96*("183 -
16*™184 + 468*(186 - 228*( 187 + 108*("189 + 568*(190 + 504*1192 + 248*(193 -
180*q"195 - 18*0"196 - 468*¢198 - 270*199 + O(g201)

37)

A=mfinit([32,7/2,8],1);
mfsturm(A)

.
B=mffrometaquo([2,2;4,5]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2573 - 6*G"5 + 12%g77 + 11%g19 - 18%g 11 - 2% 3 - 205715 - 12*g7 17 + 58*gP19 +
20%q21 + 12%G123 - 49%qP25 - 40*GN27 + 42*¢"29 - 104%( 31 + 24*¢33 + 60%("35 +
2*%37 + 140%G"39 + 36*qN41 - 58*(NA3 - 174%GNA5 + 24*GMNT + 25%¢M9 - 100%¢51 -
18*("53 - 28*qN55 + 120%G"57 - 54*GA59 + 242*G 61 + 132%("63 - 60*(65 + 82*(67 -
184*¢"69 - 180*171 - 192*qA73 + 198*q75 - 120%q177 - 40%g79 - 23*("81 - 42*G"83 +
380*("85 - 22087 + 24*("89 + 340* 91 + 316*("93 + 108*95 - 124*q"97 -
522%q799 - 114*gM101 - 132*g103 + 40*g~105 + 138*gM107 - 718*g109 + 388*q~ 111 +
168*G"113 - 205115 - 22%qAL17 + 216*gN119 + 3*qP121 - 44*qM123 + 444*gM125 +
112*qM127 + 504*gM129 - 102*g 131 - 284*q1133 - 400%q" 135 + 108*g~137 - 542*qM139 -
344*qM41 - 60*QM143 - 172%GN145 + 146%GA14T + 78%GM149 + 420%GA151 - 348*gN 153 +
120*g155 + 578*gM57 + 68*¢159 - 696*GM161 + 682*¢"163 + 200%G" 165 + 36%q 167 +
BAT*QM169 + 638*qN171 - 174%GM1T73 - 1188*N175 - 544*qM177 - 102*gM179 + 234%¢~181
- 284*183 - 180*(™185 - 988*("187 + 400*G"189 - 744*191 + 772*193 + 624*195
- 22297 + 1596*¢~199 + O(q"201)

38)
A=mfinit([144,7/2,12],1);
mfsturm(A)

52
B=mffrometaquo([3,6;6,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)
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q - 6%q™ + 8*GNT + 16%gM10 - 4013 - 4*GAL6 + 32*gM19 + 32%¢22 + 19%gn25 -
112%¢"28 + 8*("31 - 32%0"34 + 40*q37 + 224*q"40 - 9643 - 64*(N46 - 89*GN49 -
16*52 - 80*("55 - 48*("58 + 280*("61 + 168*"64 - 160*q"70 + 144*qN73 - 448*176 -
72%QN79 + 96%("82 - 240*"85 + 448*("88 + 160*¢ 91 + 320*q"94 - 288*("97 -
114*q™100 + 312*%gM103 - 48*G1106 - 600*g~109 - 416*g 112 - 128*g 115 + 256* 118 +
B685*N121 - 112%qM124 + 232%q~127 + 160*G~130 + 320%G"133 - 448*(136 + 384*139 -
384*(M142 - 720%g"145 + 16*GMN148 - 552%qA151 + 224*q7154 - 407157 + 832*G1160 -
224*(M163 - 160*G"N166 + 469%("169 + 1344*1172 - 248*175 - 640%gM178 + 600*gM181
- 896*(184 - 640*q*187 - 320*%¢190 - 1008*193 + 534*q196 + 312*q"199 + O(¢201)

39)
A=mfinit([48,9/2,12],1);
mfsturm(A)

22
B=mffrometaquo([1,6;6,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 6%Q72 + 9%¢"3 + 104 - 3075 + 8*QA7 + 60%"8 - 27*q"9 - 100*q~10 + 108*g 11 -
BA*QML2 + 16%G713 - 3614 + 188*q716 - 114*qM17 + 162*q118 - 252*qM19 - 300%720 +
126*q"21 + 296%122 - 48*(P23 + 515%qN25 + 1226 - 243*q127 - 1072*q"28 +
294*(729 - 180*30 - 24*q"31 + 1128*q"32 + 436*("34 - 270*q"36 - 1172*¢"37 -
312*q"38 + 72*q"39 + 1000*q"40 - 810*q 41 + 1260*q143 - 648*q"44 + 810%45 -
968*(M6 + 144*QPAT + 828*(MA8 + 279%M9 - 1590*¢ 50 + 160*q 52 + 210*¢A53 +
80*(\55 + 360*("\56 - 1818*("57 + 356*"58 + 756*"59 - 828*61 + 3588*62 -
216*("63 - 152*("64 + 900*(65 - 252*("66 - 3492*("67 - 1140*q"68 - 1400*"70 -
240*QMT1 - 1620%q"72 + 4436*GNT3 + 180*q"74 + 2385*GNT5 + 1512*q176 + 2028*177 -
200*q*79 - 5640*(°80 + 729*("81 + 1996*("82 - 6588*("83 + 1260*q"84 - 700*q"85 +
2088*("\86 - 2960*("88 - 2130*¢"89 + 2700*¢90 + 5544*91 + 6432*q"92 - 630*¢93 -
1960*q"94 + 480*95 - 6148*197 - 1674*q198 - 2916*"99 + 5150*¢ 100 + 1314*q~101
- 5688*(102 + 88*¢*103 - 120%¢104 - 3372*q"106 + 11988*q*107 + 1458*G~108 -
336*G7109 - 4200*q"110 + 360*qM111 - 5408*qA112 + 2322*q~113 - 1800*q~115 +
2940*qM116 - 432%GA117 + 7056*q 118 + 336119 + 1800*qA120 - 2279%A121 -
5916*("122 + 3216%q" 124 - 11700*qM125 + 972*qM126 + 136%q1127 - 912*q7128 +
4158*"129 + 6160*q 130 - 11556*q 131 + 7616%q" 133 + 4944*q134 - 4360*qM136 +
5154*q"N137 + 6552*q7138 + 3564*139 - 6680*q1142 - 2208*q"143 - 5076* 144 -
1820*q™145 - 2280*G"146 - 3663* 147 - 11720%q"148 + 5166*q"149 - 616 151 +
3120*q"152 + 3078*q"153 - 3976* 154 + 11880*q"155 - 9648*1 156 + 14940*qM157 +
14364*q"158 + 18800*"160 - 1092*q 161 - 4374*q 162 - 28764*q163 - 8100*qM164 -
7200%"165 + 2440*" 166 + 480*q1167 - 7295%7169 + 1680*q"170 + 6804*qA 171 -
7560*q"172 - 61027173 + 8316174 + 2120*q 175 + 9936*1176 + 10676*¢ 178 +
1404*q™179 + 8100%q~180 - 1336*q"181 - 18312*¢"182 - 936*("183 + 9680*("184 -
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7500%q"185 + 29952* 187 - 19296*188 - 3402*q189 - 21200*¢190 + 1248*q~191 +
11880*q7192 + 6272*q193 - 15216194 + 2790*q196 - 1410*qA197 - 7992*A198 -
168*¢199 + 15900*q"200 + O(g"201)

40)

A=mfinit([32,9/2,8],1);
mfsturm(A)

11
B=mffrometaquo([1,4;4,5]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 4%Q2 + 2%¢"3 + 8N4 - 10%G75 + 16*076 - 20%17 - 32%G"8 + 39*N9 + 74*gP 11 -
16%12 - 705713 - 64*q714 - 100715 + 192%GA16 + 44*gM17 + 60*gM18 - 58*gM19 -
80*(20 + 28*(N21 - 16%0122 + 236*q"23 - 384*("24 - 85%("25 + 24*("27 + 160*¢"28 +
222%("29 + 320%"30 - 168*q"31 + 256*("32 - 368*("33 - 384*("34 - 700*"35 +
312*q736 + 222*37 - 208*138 + 876*30 - 156*q 1 + 770*qM43 - 592*qM44 +
15045 - 320%0M46 - 808* (P47 - 384*(48 + 673*¢49 + 1340*q50 - 812* 51 -
560*("52 - 894*53 + 192*q"54 - 220*("55 + 1536* 56 + 96*("57 + 1534*¢"59 +
800*"60 - 858*("61 - 640*("62 - 780*("63 - 1536*("64 + 500*("65 - 2688*7"66 +
766*("\67 + 352*68 + 1064*¢"69 + 1120%¢"70 + 204*q 71 + 480*qA72 + 1192%¢"73 -
B70*QNT5 + 464*QNT6 - 632*qNT7 + 1216*G778 - 1288*GA79 - 1920*g"80 - 1719*q"81 +
3072%¢"82 - 358*("83 + 224*("84 - 1900*("85 - 912*("86 + 1988*("87 + 384*("88 -
464*q"89 - 1092*q"91 - 1888*¢"92 + 3476*93 - 896*("94 + 3100*¢"95 + 3072*"96 +
188*(\97 - 2692*¢"98 - 1110*q"99 - 680*q"100 + 4722*q"101 - 3104*¢102 - 2436*q~103
- 3400*q*105 - 2498*q7107 - 192*7108 - 3226*q*109 + 1600%q~110 + 4340%g 111 +
3840*("112 - 968*qN113 + 4992* 114 + 3700%q 115 + 1776%g7116 - 2730%g 117 +
2000%¢"118 - 4872*"119 - 7680%q 120 + 2423*q~121 - 3332%q1123 + 1344*124 +
2100%q"125 + 960*("126 + 912*GA127 - 2048*( 128 + 2176*¢*129 - 7680*q" 130 +
4054*M131 - 2044%qM132 + 1484%qM133 + 4272* 134 - 1200%g 135 - 3072*q 136 +
1516*q™137 + 1846%(~139 + 5600*q"140 - 2120*qM141 - 4928*q"142 + 724*q" 143 +
7488*("144 + 3140%q"145 + 384*qP146 + 2718*qM147 + 1776*¢™148 - 13390*("149 -
1360*q"150 - 5756*q"151 + 4992*qA152 - 660*("153 - 3000*qA155 - 7008*q" 156 +
1302*qM157 + 384*qM158 - 3756*q7159 - 3121161 + 9468*(1162 + 6198*("163 -
1248*q™164 + 13800*q" 165 - 1776166 - 572*qM167 + 3579*q7169 - 2262*q 171 -
B160*qN172 - 2442%1173 - 2496* 174 + 6700%qM175 - 14208* 176 - 3048*qM177 -
384*qM178 - 10*gM179 + 1200%G~180 - 4522* 181 - 1568*(M182 + 7652*G~183 +
7680*¢184 - 4900*q"185 - 5156*¢187 + 6464*¢188 + 336*("189 + 8000*g" 190 +
2456*(191 + 3072*q7192 - 8196193 - 6528*¢194 - 13520*(195 + 5384*(196 +
14638*1197 - 624*q7198 - 2660*q"199 + 10720*"200 + O(q"201)
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41)

A=mfinit([80,9/2,5],1);
mfsturm(A)

40
B=mffrometaquo([1,3;2,3;5,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 3%G72 - 3*G"3 + 14*qM - 18*GN6 + T*QNT - 6078 - 21%q"9 + 25%¢110 + 54* 11 +
612 - 24%qP13 - 42%GML4 - T5*GML5 - 68*GML6 + 30%gM17 + 22518 + 56*gn19 +
72521 - 214%q22 - 237*M23 - 3624 + 12525 + 18*G126 + 144*qP27 - 14%q"28 +
72%¢729 - 122%"31 + 468*("32 - 240% 33 + 46*("34 - 75*"35 - 294*("36 - 336*(37 -
210%q"38 + 270%39 + 50*q"40 + 240*41 - 480%qP42 + 1291*qM43 - 108*q 44 +
1046*q746 - 501*QMA7 - 468*q148 - 1301*q149 - 375%¢50 - 1050*51 + 688*q"52 +
360*("\53 + 864*("\54 - 84*("56 + 1860*¢"57 - 1018*58 + 264*q"59 + 150*¢60 +
48*(61 - 5A0*(N62 - 14T*(63 - 840*(64 + 7T50*(65 + 108*("66 - 2103*( 67 +
420%(68 + 360*("69 + 462*GNT1 + 450*(A72 - 1050%G"73 + 8IA*(NT4 - 375*GAT5 -
112*%g76 - 504*qA77 + 1536*Q778 + 3412*gM79 - 1179%G 81 + 260*¢"82 - 651*("83 -
2064*("84 - 600*("85 - 2118*("86 + 498*("87 - 428*q"88 - 2100*G"89 - 525*(90 +
34T4%GNIL + 474%GMO2 - 144%("93 - 426%(94 + 2808*("96 + 3470*q"97 + 3903*G"98 -
4050*q199 + 1750*q"100 - 216*q~101 - 4512*qA102 - 2407* 103 + 36*q104 -
3898*q"106 + 135*q~107 - 288*qMN108 + 1440*q~109 + 150%g 110 + 726*g 111 +
1092*qA112 + 630*qN113 + 4440*qMN114 - 2125%gN115 - 2064*g116 + 504*qM117 -
786*("118 + 2238*q"119 - 1159%q~121 + 2598*(A122 + 2286*(123 + 244*qMN124 +
3150*q"126 - 5965*q1127 - 5784*q128 + 1620*q"129 + 1986*q~131 - 3360* 132 +
24*q"133 - 2190%q"134 + 3600*G~135 + 92%q~136 - 1890*qM137 - 2844*GM138 -
1560*q™139 + 150*qM140 - 1224*q7141 + 7904*q 142 + 1110%qM143 + 1428*q~144 +
2886*("146 + 5961*q" 147 + 9632*q"148 - 1872*q"149 - 22507150 - 8894*q1 151 -
420*q"152 - 2250%" 153 - 9128*" 154 - 540*A156 + 336*(N157 - 4224%GN158 -
2298*q"159 - 3900*g"160 + 2100*g" 161 - 4239*162 + 8819* 163 + 3360* 164 +
1800*q"165 + 6126*q" 166 + 1593*q7167 - 960*( 168 + 6059*¢ 169 - 1176*q 171 -
2582*N172 + 432%QN173 + 2784%qN174 + 875*QMNLT5 + 8424*qM176 - 10680*qA177 -
67561178 - 948*q"179 + 1656*q~181 + 528*q~182 - 5700*q 183 + 2092*q~184 -
3750*q"185 - 2700%q" 186 + 174*q"187 + 1002*q"188 - 3456*q"189 + 6450*q"190 -
7410%g"191 + 5784*q7192 + 8810%(193 + 438*194 - 18214*G"196 + 1368*( 197 +
4494*q198 + 6596*"199 - 750*q"200 + O(¢*201)

42)
A=mfinit([16,9/2,1],1);

mfsturm(A)
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4
B=mffrometaquo([1,2;2,3;4,4]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

(- 25072 - 4%Q"3 + 8% + 4*QN6 + 1617 - 48*G"8 - 15%¢"9 + 20%g710 + 4*qPLl +
96*12 - 4014 - 80*PL5 - 64*GPLE + 96+ - 78*QM18 + 52*gM19 + 148*22 +
80*"23 + 96%("24 - 335*q25 + 140*q"26 - 4827 - 384*q"28 - 200*¢*30 + 160*q"31 +
384*q"32 + 672*(33 - 88*("34 - 280*(35 - 120*q"36 - 116*38 - 304*q"39 + 480*¢40
- TB8*QNAL - 562 + 228* (M43 - 96%NA4 + AT2*QNB + 224%qNAT - T68*QN48 +
B673*q749 + 170%q 50 + 776*q"51 + 48*("54 - 400*q"55 - 960*q56 - 1248*57 -
444%q"58 - 500*¢"59 + 1920%60 - 336*("62 - 240%("63 + 512*q"64 + 1920%¢"65 +
736*("66 - 1068*("\67 + 768*("68 - 1400*q"70 + 1232*q 71 - 187272 - 96*q"T73 -
A44*GNT4 + 3A0%QNT5 - 1248*GNT6 + 1752%G7T8 - 96%G7T79 - 2367*q"81 + 312*q"82 +
444%q"83 + 1540*("86 + 624*(87 + 3552*("88 + 96*("89 - 300*("90 + 392*("91 -
1920*q"92 - 1616*¢94 - 2000*95 - 768*q"96 + 1632*q"97 - 1346*¢"98 + 156*"99 -
2680*¢"100 - 1624*q7102 - 1392*¢103 + 3360*q"104 + 4800*q"105 + 1788*106 -
52*qM107 + 1152*qM108 - 440%g 110 + 848*q1 111 + 3072*q1 112 - 7488*1 113 -
192*q"114 + 680*g 115 + 3068* 118 + 224*q" 119 - 4800*7120 - 239*q" 121 +
1716*q™122 - 1400%G"123 - 3840* 124 - 1560*qM126 + 5120%G~127 - 3072* 128 +
480*q"129 - 1000*q"130 + 228*¢"131 + 5376*¢"132 + 1532*¢"134 - 960*q™135 -
2112*q"136 + 8064*q"137 - 2128*q"138 - 852*("139 + 6720%q" 140 + 408*q"142 -
2288*q"143 + 960*(" 144 - 9600*q" 145 - 2384*("146 - 5436*q" 147 - 1340*g"150 -
2832*("N151 - 2784*1152 + 3744*q153 + 1264*qMN154 + 5200%G"155 + 7296*( 156 -
2576*q"158 - 240*G"159 - 3840*q 160 + 5376*qM161 + 3438*qN162 + 6452163 -
6144*q" 164 - 716%" 166 + 1456*7167 - 1344*q"168 - 815%q"169 + 3800*q"170 -
780*qM171 - 5472*q1172 + 3976*q7174 - 1360*qAL75 + 768*qM176 - 13536%qA177 +
928*qM178 + 228*qM179 - 2184*1182 + 4272183 + 11328*q~184 - 6720%q"185 -
6952*("186 - 4760*q"187 - 5376188 + 6200*¢190 - 5600*q"191 + 6144*¢192 +
23136*193 - 376*"194 + 400*q"195 + 5384*q1196 - 2220*q"198 + 2640*q" 199 +
4080*q"200 + O(q"201)

43)

A=mfinit([64,9/2,1],1);

mfsturm(A)

25

B=mffrometaquo([2,8;8,1]);

Ser(mfcoefs(B,200),q)

q-8*q"3 + 20*g"5 - 71*g"9 + 72*g"11 + 36*q"13 - 56*q"17 - 216*g"19 + 232*q"21 +
305*q"25 + 96*q"27 - 884*q"29 + 72*q33 + 720%q"35 + 212*q"37 + 16*q~41 - 1080*q"43
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- 340*(M45 + 881*qN49 - 432*GA51 + 1820*¢ 53 - 1496*157 + 792*q"59 - 1076*¢"61 -
2480*(\65 + 1512*("67 + 1872*("69 + 616%q"73 + 680*q"75 - 112*q"77 + 937*¢ 81 -
5256*0"\83 - 2840%("\85 + 4344*("89 + 1296*"91 + 3080*q"93 + 392*¢"97 + 1080*("99 -
3508*q"101 - 5040*g"105 + 1368*q"107 - 5076*g109 + 6032*g"113 + 6480*g"115 -
2556%qM117 + 1833*G1121 - 5616123 + 8600*qM125 - 6824*1129 - 3960* 131 -
216*q™133 - 3696*q"137 - 6696*q139 + 13968*q 141 + 3280*q"145 + 5384* 147 -
5204*q"149 + 952*q7153 + 7200%q"155 - 2164*A157 - 17248*q1 161 - 1944*7163 -
5040*q"165 + 3921* 169 + 8424*q1 171 - 2500%q 173 + 12168*q 177 + 2376*q 179 +
9604*q"181 + 1120*q"185 - 12528*187 - 10208*q*189 + 4104*q*193 - 21600*G"195 -
1820*q"197 + O(q*201)

44)

A=mfinit([32,9/2,8],1);
mfsturm(A)

11
B=mffrometaquo([2,6;4,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 6*Q"3 + 6*Q5 + 28*Q"7 - 57*q79 - 30*qAL1 + 106*qM13 + 12*qM15 + 12%g117 -
146*qM19 - 132721 + 156%q"23 + 43*q125 + 504*qA27 - 210%q129 - 712*q"31 +
240*q"33 - 204*35 + 238*q"37 + 156*¢139 + 420*q41 + 506*¢43 - 666*45 -
T2*QMAT - 799%q149 - 828*qN51 + 114* 53 + 1844*155 + 6759 + 1782*q"61 -
1596*("63 - 588*(65 - 1722*("67 + 936*("69 + 252*q"71 - 1848*q"T73 + 1242%q"T5 -
504*QAT7 + 2520%Q~79 + 2601%¢ 81 + 1074*("83 - 3404*q"85 - 1836*("87 + 144*("89 -
1588*q791 - 780*q"03 - 1524*("95 + 1052*("97 + 3330*q"99 + 2658*q"101 - 2452*¢*103
+ 3192*¢105 - 378*qM107 + 630*q7109 - 1212% 111 - 2184*qM113 + 1956%GA115 -
6042*qM117 - 936%GA119 - 1193*qA121 + 12%q1123 - 492125 + 8528*qM127 -
2784*q"129 + 1086*q" 131 + 11052*133 - 1008*q135 + 1452%q 137 - 12834*qM139 -
4872*q 141 + 31081143 - 380%q1145 + 678*N147 - 30%q"149 - 4972*qP151 -
1332*q"153 - 1368*q"155 + 8550*qA157 + 5412*q"159 - 1848*q7161 + 4702*q"163 +
4200%G"165 + 852*1 167 - 8581*169 + 8322*qM171 - 6714*qA173 - 5796175 +
1656*qM177 - 3426*7179 - 19354*¢M181 - 12*gM183 + 9564*¢"185 + 1836*"187 +
11088*¢"189 - 648*q"191 + 12124*q 193 - 5904*¢195 + 3582*q7197 + 1164*199 +
0(q"201)

45)
A=mfinit([48,9/2,1],1);
mfsturm(A)

23
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B=mffrometaquo([2,3;3,6]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

§ - 3%Q73 - 6%q74 + 1816 + 14*q1T7 - 27*q"9 - 20%g~10 - 30%g 12 + 8*gAL3 + 90*qM15 +
9216 - 202%g19 - 24*q21 - 28*q122 - 180%124 + 265*125 + 81*qA27 + 140%q"28 +
300*q*30 - 70%31 - 324*33 - 632**34 + 162*36 + 40137 - 48*"39 + 200%q"40 +
108*42 + 46243 + T28*146 - 564*q48 - 407*(49 + 342*P51 - 1072*q52 -

486* (54 - 800*(55 + 7T56*("57 + 924*¢58 + 900*¢60 - 104*¢ 61 - 378*¢"63 +
1320*"64 - 888*("66 + 558*("67 + 144*¢69 - 1000*¢"70 - 576*(73 - 1545*q"75 -
2020%("\76 - 36*QNT8 + 2646*("79 + T29*( 81 + 168*("82 + 3216*"84 - 240*("85 -
882*("87 + 280*("88 + 540*90 - 1532*¢"01 + 72*"93 + 65694 - 3384*"96 +
72%¢797 - 1590*q*100 - 1308*q"102 - 138*103 + 3012*¢106 + 810*g*108 + 408*q*109
+ 3516*q 111 + 2632*qA112 + 936%qA114 - 980*P 115 - 216 117 - 2948*gM118 -
3000%q"120 - 2279%q121 + 2430%q 123 - 700*qP124 - 1370%A127 - 3780%129 -
1400*q™130 + 1944%qA132 + 272*G7133 - 2430% 135 + 6320*q 136 + 2904*q"138 +
3282*("139 - 432%G"141 - 1608*( 142 - 2484*qM144 + 12600%G"145 - 837147 -
5360*(\148 + 4770*q"150 - 8958*/ 151 - 10864*q"154 - 480*q" 156 - 424* 157 -
630*q*159 + 3760*q"160 - 602*q" 163 - 240*" 165 + 7556*¢166 - 1080*q"168 -
7295%("N169 + 5454*qA171 + 4620%q 172 - 1068*qM174 + 7210%qALT75 - 2268*q 177 +
7952%("N178 + 1032*q1181 + 2484* 183 - 7280*q184 - 10764*("186 - 3460*q 187 +
648*q*189 - 5000*G"190 + 456*7192 - 8064* 193 - 2700*qM195 + 2442%G196 +
756*q~198 + 1230*q~199 + O(q"201)

46)

A=mfinit([4,11/2,1],1);
mfsturm(A)

1
B=mffrometaquo([1,2;2,7;4,2]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2572 - 8%q"3 + 16*g™ + 20%G15 - 36%¢"6 - 32%¢8 - 7519 + 220*GA10 + 104*GA11 -
128*qM2 - 4413 - 302114 + 256*16 + 232*17 + 474*118 - 536*19 +
320%"20 + 168*21 - 1124%("22 - 576%("24 + 245%("25 + 852*("26 + 1248*("27 -
1668*("29 + 2040*¢"30 - 512*¢"32 - 1368*("33 - 2632*q"34 - 560*q"35 - 1200%("36 +
4756*G"37 + 1428*q"38 + 3520%GN40 + 656*qP41 - 3528*(N42 - 3224* (M43 + 1664*(M44 -
4740%GM45 + 2168*146 - 2048*148 + 1449*49 - 2990*¢A50 + 5328*¢ 51 - T04*¢N52 +
4668*("53 + 5616*q"54 - 6272*("56 - 3288*("57 + 4636*("58 + 312*"59 - 15108*("61 -
3856*("\62 + 4096%("64 + 4880*("65 + 4656*("66 - 1304*(67 + 3712*(68 +
21456*G"69 - 18760*70 + 7584*q72 + 3752*¢73 + 4300%¢"74 - 11960*q"75 -
8576*("\76 - 14896*q"77 - 12168*78 + 5120%¢"80 - 7983*("81 + 27512*"82 +
3768%("\83 + 2688*("\84 + 16040*q"85 + 9100*("86 - 17984*("88 - 9096*("89 -
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16500%¢"90 + 33488*q"91 - 9048*("93 - 3344*(94 - 9216*("96 - 12568*G"97 -
2898*("\98 - 24648*q"99 + 3920*100 - 4852*¢M101 + 23352*q"102 + 13632*¢1104 +
35280*G"105 + 7572*"106 - 13512*¢107 + 19968*q"108 - 3588*¢*109 - 3480*q~110 +
31184*q 113 - 77904*qM114 - 13360*q"115 - 26688*q116 + 3300*q" 117 + 8148*q"118 +
32640*q"120 - 41507*g121 - 19700%q"122 + 19152*¢123 + 17400%q"125 + 92904*126
- 8192*1128 - 22536*"129 + 34040*q~130 + 37000*q 131 - 21888*q132 - 50008*q"133
- 4732%qM34 - 42112%G"136 + 7184*¢M137 - 16656*0"138 - 18888**139 - 8960*("140 +
38736*q141 - 72328*q 142 - 192001144 + 36880*G"145 + 33952*qM146 + 26824*q 147
+ 76096*1148 - 24052*q"149 - 8820*qM150 + 22848*qM152 - 54984*q153 + 61936*" 154
- 77920%q"155 + 132348*M157 - 30736*G"158 + 56320*¢160 - 48608*G"161 -
34578*"162 - 28184*163 + 10496%("164 - 118320*q*165 - 169780*("166 -
56448*168 + 149533*¢"169 + 68520*q" 170 + 40200% 171 - 51584*qM172 +
63692*173 + 83304*M174 + 26624*qMN176 + 15912*q"177 + 88624*"178 +
67720%q"179 - 75840*q*180 - 137500%q" 181 + 43176*182 + 34688**184 -
129440*G"185 + 51624*186 + 5072*¢*187 - 26208*q"189 - 100360*¢"190 -
32768*q192 - 43288*193 - 68200%" 194 + 24480*G"195 + 23184*q*196 + 19300197
+ 84300*¢"198 - 47840*("200 + O(g"201)

47)

A=mfinit([32,11/2,8],1);
mfsturm(A)

15
B=mffrometaquo([2,10;4,1]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 10%q"3 + 34%q"5 - 2017 - 141%qN9 + 278*q~11 + 70%g113 - 468*q~15 - 60*g 17 +
162*qM19 + 1220%g 21 - 660*q123 - 1449%q"25 + 600*127 - 1278*q"29 + 3160*q"31 +
1800*"33 - 2452%¢"35 - 2390*("37 - 3604*q"39 + 5380* 41 + 110%n43 + 714*gn45 +
5720*qM47 - 1943*GM49 - 7956*751 - 5210%q153 + 3908*55 - 2680*qA57 + 12162*G"59
+ 3338*(61 + 2820*("63 - 4668*("65 - 10950*("67 + 9864*("69 - 33556*(71 +
5520%¢"73 + 26990*q"75 + 10760* 77 + 4440%g 79 - 11223*¢"81 + 910*¢"83 -
4148*q"85 - 1980*q"87 - 20600*q"89 - 9084*("91 - 15860*("93 + 36012*q"95 +
23380*("\97 + 5838*("99 + 23398*q"101 - 10340*103 - 21240*qM105 - 27710*q~107 -
12342*g7109 - 27004*q 111 + 47240%qM13 - 36452%q~115 - 9870%q"117 + 43480*q"119 +
79003*q"121 + 23940%q123 - 70516%GA125 + 22960%qM127 - 47096%q~129 - 1438* 131 -
64940*G"133 + 28080*("135 - 38900*("137 - 18918*139 + 142344*q"141 -
A6460*qP143 - 23212%q145 + 67450%q 147 + 35494*q149 + 50244*qP151 - 1260%qP153 -
84136*G"155 - 35430157 - 186876*0"159 - 19576*g 161 + 82450%G"163 +
92296*("165 + 16580*qM167 + 16319*q1169 - 22842*q171 + 78410%g 173 +
53980*q175 - 59760*qM177 + 200354*q~179 - 187278*g 181 - 71100*q"183 -
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41332*q"185 - 35020*¢*187 - 73200%G"189 - 30848*g*191 - 6060*q" 193 + 22320%195 +
139690*q"197 + 141724*¢199 + O(g*201)

48)

A=mfinit([48,13/2,12],1);
mfsturm(A)

38
B=mffrometaquo([1,5;2,5;3,3]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 5*q72 + 32%qM4 - 20%Q5 - 81*q16 + 160*q18 + 243*q19 - 310*qM10 - 512*qA1L +
340*qM13 + 1246*q 14 - 1024*G716 - 1090117 - 121518 + 2560*g 19 - 640%¢20 +
3080*q"22 + 2502%("24 - 8605*q"25 - 4278*q126 + 17148*q*29 - 5120*q"32 - 5670*q"33
- 290%(34 - 17920*q"35 + 7776%q"36 + 7060*q"37 + 6720*"38 + 9920*"40 +
3502%¢"41 - 11340%142 + 17920743 - 16384%(44 - 4860*qM45 - 30284*(146 -
33201*qM49 + 74275%q150 + 41472*¢ 51 + 10880*¢"52 - 23100%"53 - 19683*54 -
39872*("56 - 8890*q"58 - 52224*(59 + 59916*(61 + 15050*q"62 + 32768*("64 +
90940*("65 - 35840*("67 - 34880*"68 - 93960*q"69 - 39620*"70 + 38880*q"72 +
2420*¢"73 - 51098*q"74 + 81920%q176 + 15400*qA77 + 73710%G"78 + 20480*q"80 +
59049*q"81 - 67670*q"82 + 53760*83 - 191200*q"85 - 112976*"86 - 98560*("88 +
117366*q"89 - 75330*q"90 + 111104*q"91 + 459260*q"94 - 82944*q"96 - 7900*q"97 +
166005*G"98 - 12441699 - 275360*q"100 - 464780*q101 + 136896* 104 +
260820*q"105 - 229746*¢*106 + 76800*" 107 + 627708*¢109 - 157740*¢*110 -
203390*q"113 - 63018*q*114 - 148480*" 115 + 548736*q"116 + 82620*117 -
298740*qM118 - 692471*q" 121 - 63170%q 122 - 207360*q"123 + 234600%"125 +
302778*"126 + 163840*¢"128 + 622840* 130 + 539648*q"131 - 181440*q 132 +
645680*q"133 - 1383220*("134 + 9280*q"136 - 185990*("137 - 494592*q*139 -
573440%q"140 - 154224*q 141 + 611260%q 142 - 248832%q1 144 - 174260%qM145 +
1200196*q"146 + 225920*q" 148 + 188932*149 + 697005*¢150 - 215040*q"152 -
264870*q"153 - 969388*("154 + 555520* 155 - 346740* 157 - 168490*q"158 -
317440%q"160 - 354676*q"161 - 205245*¢162 + 232960*"163 + 112064*q164 -
476936*("166 + 362880*q"168 + 961273*¢169 + 532200*q"170 + 622080*q 171 +
573440%q"172 - 507620%¢"173 + 524288*q 176 + 222750*" 177 - 1017490%q"178 -
2074624*q179 - 155520*G"180 - 60316181 + 2100*q182 + 969088*(184 +
465500*("185 - 2258928*q"186 - 56320*q*187 + 1653040*"190 + 709520*q"193 +
2225648*(194 + 207360*q"195 - 1062432*¢"196 + 1372700%¢197 + 748440%G"198 -
2376800*q"200 + O(q*201)
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49)

A=mfinit([16,13/2,1],1);
mfsturm(A)

8
B=mffrometaquo([1,2;2,11]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 2%Q"2 - 12%q"3 + 24%qP4 + 56*qN5 - 108*16 - 112*q"7 + 176%"8 + 9*q"9 + 196*"10
+ 364*qM11L - 1056*qM12 - 616%q13 + 728*q14 + 432*q 15 + 1472%G116 - 240*qM17 -
990*("18 - 484*M19 - 2752*120 + 2352*q121 - 1276%q722 - 2608*¢"23 + 9504*24 +
1705%q725 - 772*¢26 - 3024*27 - 9856*0"28 - 1848*("29 - 1032*¢"30 + 11168*¢"31 -
128*¢"32 - 6480*33 + 1357634 + 5432*("35 + 216*("36 - 11144*q"37 + 2620*38 -
12720%¢"39 - 17248*q"40 + 16320%q 41 - 22680%(42 + 5964*( 43 + 32032*144 +
27720%qP45 + 9176%q"46 - 15904*q47 + 768*qM48 - 33551*¢M49 - 15910*G750 -
20520*"51 + 30272*"52 + 1960*q"53 - 27216*"\54 + 26608*q"55 - 64064*("56 +
65520*("\57 + 51348*("\58 + 18244*"59 + 38016*("60 - 65912*(61 + 31920*(62 -
1008*("63 - 84480*("64 - 111360*"65 + 29568*("66 + 33468*q"67 - 5760*("68 +
30240%G"69 - 20440%q170 + 45392*qA71 + 87120%q"72 + 145200%q173 - 71436*qA74 -
95460*175 - 42592* 76 + 51744*qT7 - 4125678 - 79968* 79 + 180736*¢"80 -
174879*¢"81 - 51720%"82 - 43404*(83 - 115584*(84 + 64176*¢"85 + 100852*("86 +
26352*/87 + 112288*"88 + 267600*¢"89 + 1764*q"90 + 122584*q"91 - 229504*G"92 -
107856*("93 - 48976*(94 - 41936*"95 - 6912*("96 - 357360*¢"97 + 67102*¢"98 +
180180*"99 + 40920*100 - 215096*q~101 + 133512*102 - 66288*q"103 +
67936*104 + 272160*q"105 + 201612*g106 + 23300*7107 - 266112*G"108 +
236040*q*109 - 215864*q" 110 + 342096* 111 + 7168*q 112 - 188640*q"113 -
56160*q114 - 490760*q"115 + 90816*q" 116 - 5544*q 117 - 278324*qM118 -
354592*q"119 + 90816**120 + 373561*q" 121 - 126588*q~122 - 75816* 123 +
982784*124 + 270480*q"125 + 360360*(126 + 29440*127 - 357376%"128 -
422640*¢129 - 596840*130 + 473196*¢"131 - 155520*g"132 + 140336*¢"133 +
205100*q"134 + 108864*q"135 - 1194688*¢136 - 46080*q" 137 + 362544**138 -
157980* 139 + 478016*q"140 - 925344*q 141 + 202776*q"142 + 217360% 143 +
13248*q/144 + 428160*qM145 + 727696*" 146 - 756*q" 147 + 547648*148 -
27832*/149 - 184140*q"150 + 291696*"151 - 230560*¢"152 - 118800*q"153 -
344848*qM154 + 110320*q" 155 - 1119360*qM156 + 172424*q1157 - 592016158 -
565488*q159 + 12544*q~160 - 134400*q 161 + 104814*q"162 + 223516*163 +
391680*q"164 + 1035552*"165 + 290756*¢ 166 - 382928*"167 + 1995840*("168 -
949031*q™169 - 567496*qA170 - 4356*qA171 + 524832172 + 255528*qA173 -
685176*q*174 - 890960*q" 175 - 23296*q176 + 2093040*q 177 + 301376178 -
750228*q*179 - 1362240*q180 - 1107624*q"181 - 342888*182 + 678960*q"183 -
807488*184 - 775200%q"185 - 309960*186 + 714296*("187 - 1399552*¢"188 +
592704*q189 + 2209528*q190 + 1157920*q" 191 + 2144256*¢192 - 119280*q"193 +
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399848*"194 - 379728*q"195 - 805224* 196 - 1265768*q 197 - 11484*q~198 +
1603536*q"199 + 1400080*¢"200 + O(q"201)

50)
A=mfinit([16,15/2,1],1);
mfsturm(A)

10
B=mffrometaquo([1,6;2,9]);
Ser(mfcoefs(B,200),q)

q - 6*Q"2 + BA*QN - BAXQAS - 252%N6 + 512*%NT + 384*q"8 - 1107*019 - 28*qM10 +
3724*q113 - 792*qM14 - 4608*M15 - 4096*116 - 168*q717 + 15390*¢"18 - 5376*¢ 20 +
1944*q121 - 27676%q"22 + 10752*q"23 + 16128*q"24 - 11635*q"25 + 20748*("26 +
32768*q"28 - 31836*("29 - 79704*q*30 + 21504*q"31 - 24576*("32 + 60984**33 +
107464*34 - 70848*36 - 41492*37 + 20748*38 - 124416*q"39 + 1792*qM40 +
63504*41 + 68616*42 + 215460*qM5 - 175640%¢M46 + 64512*¢ N7 - 315783*qM49 -
117690*"50 + 238336*52 - 236796*q"53 + 462672*q"54 + 433664*("55 + 50688*(56
- 835092*("57 - 865660*("58 - 294912*q"60 + 332388*"61 + 336336*("62 - 566784*("63
+ 262144*64 + 361296* (65 + 299376*("66 - 10752*("68 - 168336*("69 +
731272%q170 - 554496*q171 - 984960*q 72 + 155960*q 73 - 677196%q 74 + 519024*qA77
+ 57751278 + 959488*(\79 + 344064*q"80 + 438129*q"81 - 377048*(82 +
124416%"84 - 3482728*85 - 717516*"86 + 290304*q 87 + 1771264*"88 -
41496*89 + 30996*90 + 688128*("92 + 3610008*q"93 - 2751280*("94 +
597504*q195 - 1032192*¢96 - 700840*"97 + 1894698*("98 - 744640*¢100 -
1999116*qM101 - 616248*q 102 - 1293824*q7103 - 1327872*q*104 - 2167632*105 +
6472236*¢106 + 6866916*109 - 530376*q"110 - 2612736 111 - 2097152* 112 +
1016496*q"113 - 1353168*q"114 - 2037504*q116 - 4122468*qM117 - 5099220*¢*118 +
1403904*q*119 + 5101056*q120 + 3391333*q"121 + 1706964*q122 + 1376256*"124 -
335160*q"125 + 2031480*q"126 + 962560*qM127 + 1572864*q128 - 5429592*G"129 -
2140952*¢130 + 3902976*132 - 8574568*q"133 - 1495716*("134 + 8460288**135 -
6877696*("136 + 2651856*137 - 8246448*138 + 8715312*q" 141 + 9436264*qM142 -
1537536*qM143 + 4534272*q 144 + 3934672*q7145 - 1013376146 - 2655488*1148 -
11045772*q149 + 2932020*q"150 - 18047488*q"151 - 1327872*q"152 + 430920153 +
4934864*("154 - 7962624*(N156 + 14847588*qM157 + 8757072* 158 + 4483584*G7159 -
114688*160 + 13511328*"161 - 18690102*"162 + 4064256*(" 164 - 5174928*q165 +
13100500*q"166 + 1537536167 - 4391424*q7168 - 15705275*q"169 - 13272168*q" 170
- 1577772%q" 173 + 8423352%q"174 + 10042880*q"175 - 23057928*q"177 +
9512048*q178 + 13789440*q"180 + 13466012*q"181 - 10523688*q"182 +
14059008*q"183 + 11240960*¢184 - 727104*q"185 - 1090152*¢"186 + 4128768*188 -
3569184*("189 - 55133528*190 - 14048256* 191 + 9270872*q"193 + 10159464*q"194
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- 20210112*q"196 + 8030172*q"197 + 306373321198 + 2247168199 +
7532160*¢"200 + O(q"201)
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