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ONSOZ
Yiiksek lisans tezim sirasinda her daim yanimda olan, bilgi ve birikimlerini benimle
paylasan, karsilagtigim sorunlarin {istesinden gelmemde bana yardimc1 olan, beni motive eden
ve bana gilivenen, her daim yanimda oldugumu hissettiren, sosyal hayatimda yardimci1 ve yol
gosteren, bana katkilariyla minnettar oldugum ve beni 6grencisi olarak kabul ettigi icin
saygideger hocam Prof. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS a sonsuz tesekkiir ve saygilarimi

sunarim.

Ayrica beni bu siiregte destekleyip sabir gdsteren annem Giilhanim ILGEN ve babam
Mahmut ILGENe, yiiksek lisans siirecinde her daim motive eden ve yanimda olan sevgili Ali

TURSUN’e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



OZET
DUAL KUATERNiIYONLAR VE OTELEME YUZEYLERI

Bir 6teleme yuzeyi, iki rasyonel uzay egrisinden tiretilen rasyonel bir tensor ¢arpim yiizeyidir.
Oteleme yiizeyleri, dual kuaterniyon ¢arpimi kullanarak iki rasyonel uzay egrisinden de elde
edilebilir. Bu tezde, dual kuaterniyonlar1 kullanarak, bir rasyonel tensér carpim yiizeyinin

Oteleme yiizeyi olabilmesi icin gerekli ve yeterli kosullar1 inceleyecegiz.

Anahtar Kelimeler
Oteleme Yiizeyi; Tensor Carpim Rasyonel Yiizey; Dual Kuaterniyon.



ABSTRACT
DUAL QUATERNIONS AND TRANSLATIONAL SURFACES

A translational surface is a rational tensor product surface generated from two rational space
curves. Translational surfaces can also be generated from two rational space curves by dual
quaternion multiplication. This thesis, using dual quaternions, we investigate a necessary and

sufficient for a rational tensor product surface to be a translational surface.

Keywords

Translational Surface; Tensor Product Rational Surface; Dual Quaternion.
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1. GIRIS

Dual kuaterniyon cebiri, gercel dual sayr cebiri (Fischer, 1998: 1) ile Hamilton
kuaterniyon cebirini (Hamilton, 1866: 160) birlestirir. 3 boyutlu uzayda donmenin birim
uzunluktaki kuaterniyonlarla temsil edilebilmesine (Altmann, 1986: 207) benzer sekilde, 3
boyutlu uzayda kat1 haraketler, birim uzunluktaki dual kuaterniyonlarla temsil edilebilir (Dia,
2006: 48). Bu nedenle, dual kuaterniyonlar teorik kinematikte (McCarthy, 1990; Zatsiorsky,
1998: 1-2) yaygin olarak kullanilmaktadir ve 3 boyutlu bilgisayar grafikleri, robotik ve
bilgisayar goriintiisii alanlarinda da uygulamalar1 vardir (Daniilidis, 1999: 286-298; Funda ve
Paul, 1990: 348-356; Goldman, 2010: 17-25; Juttler, 1994: 315-326).

Bir dteleme ylizeyi, iki rasyonel uzay egrisinden, bu egrilerden birinin her noktasinin

diger egri boyunca paralel olarak 6teleyerek olusturulan yiizeydir.

Sekil 1.1. Oteleme Y(izey Modeli.
Kaynak: (Translation surface (differential geometry), 2021)

Oteleme yiizeyleri, bilgisayar destekli geometrik tasarim ve geometrik modellemede
yaygin olarak kullanilan temel modelleme yiizeylerdir (Perez-Diaz ve Shen, 2014: 128-129).
Ayrica Oteleme yiizeyleri kolayca modellenebildikleri i¢in betimleyici geometri (Brauner,
2013: 1-236; Hohenberg, 2013: 1-319) ve mimaride (Schober, 2015: 1-248) yaygmndir. Oteleme
yiizeyleri iki uzay egrisinden liretildiginden Gteleme yiizeylerinin basit temsilleri vardir. En

basit ve belki de en yaygin temsili bir teleme yiizey,
h'(s,t)=a'(s)+7'(t)

rasyonel parametrik gosterimi ile verilir, burada o'(s) ve #'(t) iki rasyonel uzay egrisi iireteg

egrileri olup Darboux tarafindan bu rasyonel uzay egrilerinin toplami ile oteleme ylizey



tanimlanmistir (Darboux, 1972:1-524). Crutcher gercek bir rasyonel ylizeyin 6teleme yizeyi
oldugunu matris temsilleriyle ifade etmistir (Crutcher, 2018: 140-149).

Bu caligmada bir Oteleme yuzeyinin iki rasyonel uzay egrisinden tretilen bir tensor
carpim yiizeyi oldugu tanimlanmustir. Oteleme yiizeyleri, dual kuaterniyon garpimi kullanilarak
iki rasyonel uzay egrisinden elde edildigi tanimlanmistir. Ayrica rasyonel yilizeyin Oteleme

yiizey olabilmesi i¢in gerekli ve yeterli kosullar dual kuaterniyonlar kullanilarak verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bdlumde dual sayilar, reel kuaterniyonlar ve dual kuaterniyonlarla ilgili bazi temel

tanim ve teoremleri inceleyecegiz.

2.1. Dual Sayilar

Dual sayilar, reel sayilarin, kompleks sayilardakine benzer sekilde, £°=0 ve £#0
olacak sekildeki bir elemanla genisletilmesiyle olusan bir say1 climlesidir. Dual sayilar cebiri
ilk olarak W.K. Clifford (1873) tarafindan tanimlanmustir. E. Study ise ilk kez geometrik olarak
yorumlayarak, mekanige uygulamalarini vermistir. Dual sayilar ayrica Galile diizlem
geometrisine karsilik gelir. Bu bolimde dual sayilarin cebirsel ve geometrik 6zelliklerini

verecegiz (Ozdemir, 2020 : 150).
Tanim 2.1.1.

va,beR olmak tizere bir c =(a,b) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu sekilde tanimlanan

RxR clmlesi D ile gbsterilsin.
D={(ab):a,beR}
tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983: 1):
Tamm 2.1.2. (Toplama)
@:DxD—D i¢ islemi ¢, =(a,,b) ve ¢, =(a,,b,) olmak lzere,
¢, ®c, =(a,b)®(a,,b,)
=(a,+a,,b +b,)

seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983: 1).

Tamm 2.1.3. (Carpma)

©:DxD—D i¢ islemi ¢, =(a,,b) ve ¢, =(a,,b,) olmak tizere,

c,0OC, = (a17b1)0(a21b2) = (a1a21a1b2 +a2b1)
seklinde tanimlanir ve D deki ¢carpma olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983: 1-2).

Tamm 2.1.4. (Esitlik)



¢, =(a,b) ve ¢, =(a,b,)eD icin

a =a, veb=b
ise C, ve C, esittir denir ve C, =C, seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983: 2).

Tanim 2.1.5.

R reel sayilar climlesi olmak tlizere D=RxR clmlesi Uzerinde Tanim 2.1.2

(Toplama), Tanim 2.1.3 (Carpma) ve Tanim 2.1.4 (Esitlik) tanimlanmis ise I cimlesine dual
sayilar sistemi ve V(a, b) €D elemanina da bir dual say1 denir (Hacisalihoglu, 1983: 2).
Teorem 2.1.1.

(D,®,0) igliisii birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983: 2).

Teorem 2.1.2.
(]D), ®, O) t¢liisti bir cisim degildir (Hacisalihoglu, 1983: 5).
Tanim 2.1.6.

A® X = A denkleminin ¢6zlimii olarak tanimlanan dual saytya D nin sifir1 denir ve

0=(0,0) ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983: 6).

Teorem 2.1.3.

D dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt cimleyi alt cisim olarak

kapsar (Hacisalihoglu, 1983: 7).

Tanim 2.1.7.

Teorem 2.1.3.” lin sonucu olarak (a,O) dual sayist izomorfu oldugu a reel sayisi ile
gOsterilecektir. Yani

(a,0)=a
alinacaktir (Hacisalihoglu, 1983: 8).

Tanim 2.1.8.

Bir c= (a,b) €D dual sayisinda “a” reel sayisma C nin reel kismi, “b” reel sayisina

da ¢ nin dual kismi1 denir ve Re(c) =a, Du (C) =Db seklinde yazilir (Hacisalihoglu, 1983: 8).



Tanim 2.1.9.

(1,0) =1 dual sayisma D deki ¢arpma igleminin birim elemani veya I deki reel birim

denir (Hacisalihoglu, 1983: 8).

Tanim 2.1.10.

(0,1) dual sayisi kisaca ¢ ile gosterilecektir. Yani

(01)=¢
alinacak ve dual birim olarak adlandirilacaktir (Hacisalihoglu, 1983: 8).
Sonug 2.1.1.

Tanim 2.1.3. geregince

01)0(0.1)

e0e=(
(0.0,0.1+1.0)
=(

0,0)
=0
=g
oldugu goriiliir (Hacisalihoglu, 1983: 8).
Teorem 2.1.4.
c= (a, b) €D dual sayis1 c= (a, b) =a+be seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983:
9).
Tamm 2.1.11.

c=a+be dual sayisinin eslenigi diye c=a—be dual sayisina denir (Hacisalihoglu,
1983: 16).

Tanim 2.1.12.

c =a+beg dual sayisinin normu,

lel = ffe.) =ee =V =a|



seklinde tanmlanir. O halde, cc :|a|2 yazilabilir. Jeo = e = |a| reel say1 degerine, ¢ dual

sayisinin modiilii veya normu denir ve ||C|| ile gosterilir (Ozdemir, 2020 : 153).

Teorem 2.1.5.

c =a+beg dual sayinin tersinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a0 olmasidir. a=0

ise, ¢ =a+be elemaninin tersi

C

cl=—=
el

1.,k

a a’

bicimindedir (Ozdemir, 2020 :155).
Tamm 2.1.13.

Herhangi bir dual sayi, reel kismi apsis ve dual kismi ordinat olmak iizere iki boyutlu
koordinat sisteminde gosterilebilir. Ordinatin dual kismi ifade etmesiyle elde edilen bu

koordinat diizlemine dual sayr diizlemi veya Galile diizlemi denilir. Buna gore,

c=(a,b)=a+be dual sayisi sekildeki gibi gosteririz (Ozdemir, 2020 : 154).

'y
Dual Eksen

c=a+bs

>
Reel Eksen

v
Sekil 2.1. Dual Say1 Diizlemi (Galile Duzlemi).

Tanim 2.1.14.

Dual sayilarda normu r olan dual sayilarin geometrik yeri birbirine paralel iki dogru

gGsterir. c=a+Dbe igin,



¢|=r=+oec=va?=r=la=r
e

olur ki, bu iki paralel dogru, Galile diizleminin ¢emberi olarak bilinir (Ozdemir, 2020 :154).

Dual Eksen
& 'y
bl = 4 c=a+bs
’
) /
Yo 4",
\'\ ||I:-|| ||"l)-||,-"II o ]
, & -~
\'\ 7 ’1"'
Y ’ ..-’
\ !’__,-*
MV -\
T \"ﬁ.\ r Reel Eksen
““h
‘-\h
Sy
“‘P
x=-r" ¥Yx—r
el =r

Sekil 2.2. Galile Cemberi.

Tanim 2.1.15.

6" herhangi iki dogru arasindaki en kisa uzaklik ve 8 bu iki dogru arasindaki ag1 olmak

uzere,
0 =0+0c¢

dual sayisina, dual a1 denir (Ozdemir, 2020 : 172).
2.2. Reel Kuaterniyonlar

Kuaterniyonlarm ii¢ boyutlu uzayda donmelere karsilik gelmesi, vektorel ¢aligmalarda
kullanilmast ve kuaterniyonlar yardimiyla kiiresel geometrinin ve bazi fiziksel denklemlerin
yorumlanip ifade edilmesi bu dortlii sayilarm son yillarda kullanim alanini oldukca
genisletmistir. Hamilton 1843 yilinda Dublin’deki Kraliyet Kanali boyunca yiiriirken, yillardir
lizerinde calistig1 kuaterniyon adi verilen say1 dortliilerinin temel baglantilarini kesfetti ve bu

kesfini kdpriide bulunan bir tasimn iizerine yazmustir (Ozdemir, 2020 : 21).



Tanim 2.2.1.

Bir reel kuaterniyon, sirali dort saymnm +1, ?, ] , K gibi dort birime eslik etmesiyle
tanimlanabilir. Burada, birinci birim +1 bir reel sayidir, diger ti¢ birim ise

2

. - =2 —2
i i=j =k =-1

k, jak=i, kai=]j

A

-

ii. jai=—k,kaj=—i,ink=—]
Ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon,
F=r,+6i+r, j+rk

biciminde ifade edilir. Burada r,,r,,r,r, R reel sayilarina r kuaterniyonunun bilesenleri

denir. i, j,k birimleri 3-boyutlu reel vektor uzaymin bir dik koordinat sisteminin baz vektérleri

olarak alinabilirler ve dolayisiyla r kuaterniyonu r,, ile gosterilen skaler kisim V. ile gOsterilen

vektorel kisim olmak Uizere,
Vi =ri+r, j+rk
r=r,+V,
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983: 78-79).
Tanim 2.2.2.
Reel kuaterniyonlar ciimlesi K {izerinde toplama islemi,
I KxK —->K

(r,d)>pRd =1, +d, +V oIV =1, +d, +V rza

olarak tanimlanir. Burada r,,d, € R ve + islemi R deki toplama islemidir. V,V¢ de birer

vektor olup X islemi reel vektér uzaymndaki Abel grubu (vektorlerde toplama) isleminin

aynisidir. O halde (KX ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz eleman sifir kuaterniyon
adinm alir ve (0, 0,0, O) siral1 dortliisiinden baska birsey degildir (Hacisalihoglu, 1983: 80).

Tanim 2.2.3.

Skaler ile carpma,



* RxK—>K
(k,r) > kxr =kr =kr, +kV,
seklinde tanimlanan dis islem icin VK, k. k, €R ve vr,d e K icin
i kx(pkd)=(k=r)pXk=d)
il (k k) =(k *rpH(k, *r)
i, (kok,)*r =k =(k,*r)
V. 1lsr=r

olup (K,*E,(]R, +,.),*) sistemi bir reel vektdr uzayidir. Kisaca bu uzayr K ile gdsterecegiz
(Hacisalihoglu, 1983: 80-81).

Tanmm 2.2.4.

Reel kuaterniyon ¢arpim,

@ KxK—->K
(r.d)~red
islemi ,
® +1 i ] k
+1 41 i ] k
P01k —j
joi ok -1
k k j - -1

yukaridaki ¢arpim tablosu ile tanimlanir. Buna gore
red= ( +T, |+r j+r k) (dw+dxf+dy]+dzlz)

=rd,—(rd, +rd, +rd,)

z

(rd +rd, +r,d, —rd

z y)
+(r,d, +r,d, +rd,—rd,) ]
)k

(rd +rd, +rd,—r,d

y—X



elde edilir ve bdylece kuaterniyon ¢arpimmin asagidaki ozelliklere sahip oldugu kolayca

gorulur.

i.  Iki kuaterniyon ¢arpmmu bir kuaterniyondur.
ii.  Kuaterniyon ¢arpimi birlegimlidir.

iii.  Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Bu oOzellikleriyle (K,*I*,(R,+,.),*,®)
sistemi bir asosyatif (birlesimli) cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir ve kisaca K ile

gosterilir. Bu cebirin bir bazi {+1,7,],E} ve boyutu 4 tiir. Ozel olarak r ve d skaler iseler
veya vektor kisimlari orantil (\7r =k*V g ) ise
red=d®r
olur (Hacisalihoglu, 1983: 81-82).
Tanim 2.2.5.
Kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintis1 Vr,d € K igin
r=dor,=d, veV,=Vq
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983: 83).
Tanim 2.2.6.

Kuaterniyonlar i¢in eslenik

K:K->K
r—K(r)=r
islemi,
r=r,+Vi>r=r,-V,
seklinde tanimlanir ve '~ kuaterniyonuna r nin eslenigi denir. V* =-V, oldugundan
rer =rer=r’+r’+r’+r’eR
elde edilir (Hacisalihoglu, 1983: 83-84).

Tanim 2.2.7.

10



Kuaterniyonlar ciimlesinde, herhangi bir r=r, +ri+r,j+rkeK kuaterniyonunun

normu,

| [:K—>R" {0}

N R R (2.1)
seklinde tanimlanir (Ozdemir, 2020: 30).

Teorem 2.2.1.

Kuaterniyonlar ciimlesinde tanimlanan,

1K >R Ofo) = rer
doniisiimii bir normdur (Ozdemir, 2020: 30).
Tanim 2.2.8.
Kuaterniyonlar ciimlesinde, herhangi bir r e K icin,
red=d®r=1

esitligini saglayan, d kuaterniyonuna r kuaterniyonunun tersi denir ve r™ ile gdsterilir
(Ozdemir, 2020 : 32).

Tanim 2.2.9.

Normu 1 olan kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve r, ile gosterilir. Buna gore

vektorlerde oldugu gibi herhangi bir r kuaterniyonunun normlanmisi,

r r,+ri+r j+rk

H: \/rwz +r? +ry2 +r7

=

olarak ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983: 86-87). Burada birim kuaterniyonlar cumlesini K, ile
gosterecegiz.
Teorem 2.2.2.

Her r e K kuaterniyonu,

r .
, C0s@ =" ve singd=

S V,
2 Il I

11



olmak Uzere,

r= ||r||(cos€+§sin 0)

formunda yazilabilir. Ustelik, a =-1 esitligi saglanir (Ozdemir, 2020 : 35).
Teorem 2.2.3. ( De Moivre Formula )

K kuaterniyonlar cimlesinde verilen herhangi bir
r= ||r||(c036’+51sin 0)
kuaterniyonu icin, k € Z olmak Uzere,
rk = ||r||k (cos k6 +asin kH)
esitligi vardir (Ozdemir, 2020: 40).
Teorem 2.2.4.

Her r =cos@+asinf e K, birim kuaterniyonu, birim kiire tizerindeki bir blytik cember

yaymna karsilik gelir (Ozdemir, 2020 : 50).
Teorem 2.2.5.
K kuaterniyonlar cimlesinde, r,d € K icin,
R:K—>K, R(d)=re@der™
seklinde tanimlanan R doniisiimii lineer bir doniisiimdiir (Ozdemir, 2020: 67).
Teorem 2.2.6.
K kuaterniyonlar cimlesinde, r,d € K icin,

R:K—>K, R(d)=re@der™

seklinde tanimlanan R lineer doniisiimii, normu ve d kuaterniyonunun skaler kismini korur

(Ozdemir, 2020 : 68).

Teorem 2.2.7.

K, birim kuaterniyonlar ctumlesinde verilen bir r=cos@é+asindeK, birim

kuaterniyonu icin, v e R®
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Rr((/): rever:
doniisiimii, ac R® donme ekseni etrafinda 20 acis1 kadar donmeyi ifade eder (Ozdemir, 2020 :
68).

Sonug 2.2.1.

K, birim kuaterniyonlar ctimlesinde verilen bir

r=cosf+asind ek,
birim kuaterniyonu igin,

R :R* >R

= Rr(\#/):r@)\#/@r’l

doniisiimii, v vektdrini aeR® vektorine dik dizlemde 26 acisi kadar dondiiriir (Ozdemir,
2020 : 70).

Teorem 2.2.8.

Birim kure tzerindeki bir A noktasini, B noktasma goétiiren donmeye karsilik gelen

kuaterniyon u=O0A, v=0B ve cosé=(u,v) olmak iizere

UV cin2 — cos? +asing (2.2)
Jlusvl| 2 2 2

g Y T 9
r:rW+rX|+ryj+er:cosE+

ile belirlidir (Ozdemir, 2020 : 75).
2.3. Dual Kuaterniyonlar

Bilesenleri dual say1 olan kuaterniyonlara dual kuaterniyon denir. Dual kuaterniyon
cebiri 8 boyutlu bir reel cebir olarak diisiiniilebilir. Dual kuaterniyon kavrami 1898 yilinda
Alexander McAulay tarafindan tanimlanmig, daha sonra da Rus matematik¢i Aleksandr

Kotelnikov tarafindan mekanik problemlerine uygulanmistir (Ozdemir, 2020 : 175).
Tamm 2.3.1.

Iki reel kuaterniyon,

r=r,+ni+r j+rk

13



d=d,+d,i+d, j+d,k
olmak Gzere bir dual kuaterniyon
oc=r+dg, =0
seklinde tanimlanir. Bu dual kuaterniyonu
o =c+c,i+c, j+c,kK
olarak da yazmak mimkindir. Burada
c=r,+de,c,=r+de,c =r+de,c=r+de¢

dur ve o ’nun dual bilegenleri olarak adlandirilir. Bu dual kuaterniyonun skaler ve vektor

kisimlary, sirastyla S, ve V., ile gésterilirse

S,=r,+d,e=¢C

Vo =Vi+Vee=c,i+c, j+c,k
elde edilir. Bir dual kuaterniyonunun skaler kismi1 bir dual sayidir ve vektoér kismi da bir dual
vektordur (Hacisalihoglu, 1983: 103-104). Dual kuaterniyonlar ctimlesini K ile gdsterelim.

Tanim 2.3.2.

Skaler kismu sifir olan dual kuaterniyonlar ciimlesi
0 - = o T2 =2 =2 e
Ky ={CXI+CyJ+CZk.CX,Cy,CZ eDi =j =k =ijk :—1}
biciminde tanimlanir. Bu climlenin elemanlarina da has (piir) dual kuaterniyon denir (Ozdemir,
2020 : 175).

Tanim 2.3.3.

Bir dual kuaterniyonun hem reel hem de dual kismi ayr1 ayr1 sifir kuaterniyonlar iseler

dual kuaterniyona sifirdir denir (Hacisalihoglu, 1983: 105). Yani;
o=r+de=0<r=0ve d=0
olmasidir.

Tanim 2.3.4.
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Iki dual kuaterniyonun reel ve dual kisimlari, karsilikli olarak, esit iseler bu iki dual

kuaterniyona esittirler denir (Hacisalihoglu, 1983: 105).Yani;
o,=h+de, o,=r,+d,e €K}
olsun.
o =0,onL+de=r+d,ern=r,ved =d,
olmasidir.

Tanim 2.3.5.

Iki dual kuaterniyonun toplami karsilikli olarak bu iki dual kuaterniyonun reel ve dual

kisimlarmnin toplamiyla elde edilir (Hacisalihoglu, 1983: 105).Yani;
+: K, xK, > K,
(0,,0,) 0, +0, =(rkr,)+(dpRd, ) e
seklinde tanimlanir.
Tanim 2.3.6.

Dual kuaterniyonlar climlesi K iizerinde ¢arpma islemi

®:K,xK, > K,
(0,,0,)>0,®0,=r@nL+(rL®d,+d, ®r,)¢
(0,,0,)0,®0, =r,®r+(r,®d, +d,®r)e

seklinde tanimlanir.

i.  Genel olarak, dual kuaterniyon ¢arpimi dual kuaterniyonlar1 verir. Bununla
beraber (r,®d,+d,®r,)=0 ise o,®0c, carpmmu bir reel kuaterniyona
indirgenir. Benzer sekilde (r, ®d, +d, ®r,)=0 ise o, ® o, carpimi da bir reel
kuaterniyona indirgenir.

ii.  Dual kuaterniyonlar carpimi genel olarak komutatif degillerdir. o, ve o,

orantili ise (yani k bir skaler olmak izere o, =k*0o, ) 0, ® 0o, =0, ®0c; olur.

iii.  Dual kuaterniyon ¢arpimlar1 dagilimlidur.

iv.  Dual kuaterniyon ¢arpimlari birlesimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 105-106).
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Tanim 2.3.7.

o=c+ci+c, j+c,k e K, dual kuaterniyonunun kuaterniyonik eslenigi
o =c-c,i-c,j-ck

biciminde, dual eslenigi ise, dual sayilarin eslenikleri alinarak

o =c+(_:xi+ yj+62k

[N

biciminde tanimlanir. Hem kuaterniyonun, hem de dual sayilarin eslenikleri alinarak elde edilen
o =G—3.i-¢, j-o.k
dual kuaterniyonuna da, o dual kuaterniyonunun toplam eslenigi denir. Buna gore, eger
o=r+deg
ise, eslenik, dual eslenik ve toplam eslenik sirasiyla
i. o =r+de¢
ii. o'=r-de
iii. o'=r-ds
bigiminde tanimlanir (Ozdemir, 2020 : 177).
Teorem 2.3.1.

Bir dual kuaterniyonun eslenigi, dual eslenigi ve toplam eslenigi ile ilgili asagidaki

Vi.
Vil.

viii.
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ozellikler saglanir (Ozdemir, 2020 : 177).

Tanim 2.3.8.

o =c+c,i+c, ] +c,k e K, dual kuaterniyonun normu :
ol -o®o
=\Jo ®c

= \/cz +c2+c,’+c,?

ile tanimlanan dual say1ya esittir. Eger ||o]|=1 ise, o birim dual kuaterniyondur denir. Bir
o =c+c,i+c, j+c,kK
:(rw+ ri+ ry]+rZR)+g(dW+dxf+dy]+dzﬁ)
=r+de

dual kuaterniyonunun birim olmasi i¢in
Ir|-1
ve
(r,d)=0
kosullarin1 saglamasi gerekir.
Yani, o = (rw +ri+ ry] + rZE)+g(dW +d,i+ dy]+dZI2) =r+d¢ birim olmasi i¢in
ro+rl+r2 4+’ =1
r,d,+rd +rd +rd, =0

esitlikleri saglanmalidir. Herhangi bir o dual kuaterniyonu igin,
9
]
dual kuaterniyonu bir birim dual kuaterniyondur (Ozdemir, 2020 : 178).

Sonug 2.3.1.
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Tanim 2.3.7. den dikkat edilirse
a®a*:||r||2+2(rwdW +\7r.\7d)e (2.3)
olur (Wang ve Goldman, 2018: 71).

Ispat:

oc®o =(I’+d8)®(l’*+d*8)
=rer+(redder)e
:(rw+rxf+ ry]+rzﬁ)®(rw—rXT—ry]—rZE)
J{(rw + rxf+ ry]+ rZR)®(dW —dXT—dy]—dZR)
+(dw+dXT+dy]+dZR)®(rW—rx?— ry]—rzkﬂg
=1 —rri—rr j-rrk+rri+r—rrk+ror,
AN RN S SR A RS WA S o A o A o
+(r,d, -rdi-rd, j-rdk+rd,i+rd -rdk

+rd, j+rd, j+rdk+rd -rdi+rd,k-rd,]

+rd,i+rd, +rd,-rd,i-rd,j-rdk+rd,i
+rd, —rd k+rd, j+rd, j+rd k+rd —rdi

+r,d,k—rd, j+rd,i+ rzdz)g

=1+l 17 +r2+(2rd, +2rd, +2rd, +2rd, )¢
=|r[* + 2(r,d, +rd, +rd, +rd,)e

[ +2(r,d, 4V, Vs )

oldugu goriiliir. Boylece c®o, r ve d 4-boyutta ortogonal vektorler ve r,d,, +V Vg4 =0

olmadikga bir reel say1 degildir, bir dual sayidir.
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Tanim 2.3.9.

Bir o =c+c,i+c, j+c,k e K, dual kuaterniyonunun tersi,

*

-1 o

2
o]

esitligiyle tanimlanir. Tersinin tanimli olmasi i¢in, |0'|| dual say1 degerinin reel kisminin

sifirdan farkli olmasi gerekir. Bu ise o=r+de yazihsinda, |r|#0 olmasi durumunda

saglanir. ||r||:0 olmasi, sadece c, c,, C,, C, dual sayillarmm tamammin reel kismmnin sifir

y )
olmas1 durumunda miimkiindiir. O halde, o =r+de dual kuaterniyonunda r =0 ise, o'

tanimlidir ve
ol=rte(l-ador?)
ile bulunur. o =de formundaki dual kuaterniyonlarin tersi yoktur.
oc®c™ :(r+d8)®(F1 ®(1—8d ® r’l))
= (1+ ed ® r‘1)®(l—€d ® r‘l)

=1
olur (Ozdemir, 2020 : 180).
Teorem 2.3.2.

o,w €K} dual kuaterniyonlari ve ¢ €D dual sayisi i¢in, tersleri var ise asagidaki

i. (0'®a))_1 —0'®c*

ii. (C.O')fl =%.6_1

ozellikler saglanir (Ozdemir, 2020 : 180).
Tanim 2.3.10.

o=C+C, i+ Cy]+CZE e K, dual kuaterniyonunun |o| normunun reel kismu sifirdan

farkli olsun. Bu durumda,
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c +ch+c§+cf cd+c, j+c,k
o] ol ez +ez+c?

bi¢ciminde yazilabilir. Bu esitlikte,

o =|o]

ci+c, j+ck
Jei+ci+c?

denilirse, o =|c|(cos@+Nsin®) olacaktir. Bu ifadeye, o dual kuaterniyonun kutupsal

gosterimi denir. Bu gosterimde N? = -1 oldugunu gorebiliriz. Gergekten de,

N*=—(N,N)+NxN

_ b*+ct+d?

b?+c?+d?

elde edilir. Herhangi bir dual kuaterniyonu

o =| o] (cos&+ Nsin6)

bigiminde yazalim. Burada,

0'||, cos@ ve sin@ ifadeleri birer dual sayidir. Bu durumda,

kuaterniyonik, dual ve toplam eslenik sirasiyla

o" =||o]|(cos& - N'sin6)
o =|o ((cos ) +N*(sin 9))
o’ =|o| ((cos ) —N*(sin 6?))

bigiminde tamimlanir (Ozdemir, 2020 :181).

Teorem 2.3.3.

r= cos§+5sin§ birim kuaterniyon ve b herhangi bir vektor olmak tzere,
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c=r+<b®r
2
bi¢iminde tanimlanan dual kuaterniyon birim dual kuaterniyondur. Burada

g—.
o=r+—a®r
2
0 - . 0\ ¢~ 0 - . 0
=| cos—+asin— |+—=b| cos=+asin—
2 2) 2 2 2
0 - . 0\ ¢~ 0 -~ . 0
=| cos—+asin— |+—| bcos=+basin =
2 2) 2 2 2

= (COSQ-F;.Sin QJ+£(BCOSQ+(—<B,5>+Bxa)sin Q) (2.4)
2 2 2 2 2

biciminde de ifade edebiliriz (Ozdemir, 2020 : 182).
Tanim 2.3.11.
Herhangi bir p noktasi igin,
p=1+¢p
biciminde tanimlanan dual kuaterniyona, p noktasma karsilik gelen dual kuaterniyon denir.

R® uzaymnmn noktalarina karsilik gelen dual kuaterniyonlarm ciimlesini K2 ile gdsterelim

(Ozdemir, 2020 : 183).

Teorem 2.3.4.

r= cos§+5sin§ birim kuaterniyon ve b herhangi bir vektor olmak tizere ,

a=r+£b®r
2

dual kuaterniyonu verilsin. Herhangi bir p noktasma karsilik gelen dual kuaterniyon

p =1+¢p olmak lzere,
RT:K. >K:

p— Rl(p)=0(1+8p)a*

21



doniigiimilyle elde edilen dual kuaterniyona karsilik gelen nokta, p noktasmin a vektorii

etrafinda 6 acis1 kadar dondiiriiliip, b vektdrii kadar Otelenmesiyle elde edilen noktadir

(Ozdemir, 2020 : 183).

Teorem 2.3.5.

r= cos§+§sing birim kuaterniyon ve b herhangi bir vektor olmak Uzere ,

G=r+£r®6
2

dual kuaterniyonu verilsin. Herhangi bir p noktasmna karsilik gelen dual kuaterniyon

p =1+ ¢p olmak lzere,
TRK, > K
p —)TUR ( p) = 0'(1+8p)0'*

doniisiimiiyle elde edilen dual kuaterniyona karsilik gelen nokta, p noktasmnimn b vektori kadar

otelenip, a vektdrii etrafinda 6 agis1 kadar dondiiriilmesiyle elde edilen noktadir (Ozdemir,
2020 : 185).

Eger bu doniisiimde b = (0,0,0) olursa esitlik (2.3.3.) ten o =r olur ve sadece dénmeye

karsilik gelir. Eger @ =0 olursa esitlik (2.3.3.)ten o =1+ 25 olur ve sadece 6telemeye karsilik
gelir.
Tanim 2.3.12.

Bir eksen etrafinda donme ve ayni eksen dogrultusunda Otelenmeyi ifade eden
hareketlere vida hareketi denir. Bu hareketi yaptiran operatére de vida operatori denir
(Ozdemir, 2020 : 186).

Sonug 2.3.2.

3-boyutta dénmelerin birim kuaterniyonlar ile temsil edilme sekline benzer sekilde, 3
-boyutta kat1 hareketler birim dual kuaterniyonlar ile temsil edilebilir. 3 boyutlu bir (vx,vy,vz)
konum vektori v:= l+(VXT+ Vy] +V, E)g dual kuaterniyon gosterimi olusturularak
doniistiiriilebilir. Sonra o ya bir v doniigiimii verilir (Wang ve Goldman, 2018: 72). Yani
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V=o®V®o

:£r+f®—r5]®(1+\75)® r*——(t®r) £
2 2

=(l’+(l’®\7)g+f®7rgj® r*—@g

:[r+(r®(/+ffr]5]® r*—Mg

2

—* —

—1—t—g+ r®9®r*+£ £
2 2

:1+%g+(r®\7® r*)g+£g
:1+(r®\7®r*+f)g (2.5)

elde edilir. Burada r @\7@ r', r tarafindan dondiiriildiikten sonra vektorii temsil eden saf bir

kuaterniyondur.
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3. OTELEME YUZEYLER

Oteleme yiizeyleri mimarlik ve bilgisayardaki tasarimlara yardim eden yiizeylerdir.
Kuadrik yuzeyler eliptik silindir, parabolik silindir, hiperbolik silindir, eliptik paraboloid ve

hiperbolik silindir gibi yiizeyler 6telenerek 6teleme yiizeyleri olustururlar.

Modern mimaride ise dteleme yiizeyler karsimiza ¢ikmaktadir. Bunlardan bazilari ise

Sekil 3.1. Chadstone Alisveris Merkezi — Avustralya.
Kaynak: (Chadstone Shopping Centre, 2021)

Sekil 3.2. Ciudad de las Artes y las Ciencias — Ispanya.
Kaynak: (Ciudad de las Artes y las Ciencias , 2021)
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Sekil 3.3. Capital Gate — Birlesik Arap Emirlikleri.
Kaynak:(Capital Gate, 2021)
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Sekil 3.4. Gaziantep Kalyon Stadyumu — Trkiye.
Kaynak:( Gaziantep Kalyon Stadyumu, 2021)

25



Tanim 3.1.

I , R nin acik bir arali§1 olmak iizere, diferensiyellenebilen bir
o:l >E"

fonksiyonuna E" de bir egri denir. Bir t e | degerine karsilik egrinin, elde edilen o(t) noktasi;

o(t) :(ol (t),...0, (t))
seklindedir (Hacisalihoglu, 2002 : 139).

Tanim 3.2.

o1l — E" bir egriolsun. Vtel i¢in o nun o(t) noktasindaki,

()= 221~ 22(0).. 22|

vektoriine egrinin hiz vektorii denir ve (o(t),o'(t)) ikilisine bir tanjant vektor adi verilir.

Kisaca o'(t) seklinde gdsterilir (Hacisalihoglu, 2002 : 143).

Tanim 3.3.

o:1 = E" bir egri olsun. Vtel icin o nun o(t) noktasindaki hiz vektori sifirdan
farkli ise, o egrisine regiiler bir egri denir (Carmo, 1976).

Tamm 3.4.

E", n- boyutlu 6klid uzayinda (n—1)-boyutlu bir yiizey, veya (n—1)-yiizey diye E"

deki bos olmayan bir M climlesine denir, dyle ki bu M climlesi
M ={xeU cE"| f:U—2 ;R f(x)=c,Vf|#0,VPeM]|
bigiminde tammlanir. E* de bir 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E* de bir 2-yiizeye ekseriya

sadece ytizey denir. E" de bir (n—1) yiizey, n>3 olmas: halinde daha gok bir hiperyiizey
olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 2012 : 23).

Tanmim 3.5.

M ve N iki diferensiyellenebilir manifold ve f:M —E™ ve g:N—>E" iki

immersiyon olsun. Sirasiyla, direkt toplam ve tensor carpim doniisiimleri
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fHg:MxV >E™"

(FB9)(P.a)=(f(P) fn(P) 8:(0). 84 (a)),

fXg:MxN —>E™

(F29)(p.a)=(f(P)8.(a) fi(P) 8y (a) s T (P) 81 (). £ (P) 9, (@),
olarak tanimlanir (Chen, 1990), (Decruyenaere, 1993).

fXg tensdr carpim doniisiimiiniin de E™ uzaymda bir immersiyon oldugu

Decruyenaere tarafindan elde edilmistir.

viR—>E%p(t)=(v(t).w, (1))

n:R—E%n(s)=(m(s).m,(s))

iki Oklidiyen diizlemsel egri olsun. Bu durumda bu egrilerin tensor ¢arpimi

f=yXn:R* > E*

F(t.5)=(va (O (s) va (D)7 (s). w2 (D (). w2 (1) 1, (9))
olarak tanimlanir.

Tanim 3.6.

h':E? > E®

(st)> (st f(s1))

seklinde tanimlanan yiizey Monge yiizeyi adin1 alir ( Burada, f':E®> — R bir fonksiyondur. )
(Hacisalihoglu, 2012).
Tamm 3.7.
Tanim 3.6. da verilen Monge yizeyinde ,
f'(s,t)=m'(s)+n'(t)
biciminde ise bu yuzeyi

h'(s,t)=(s,t,m'(s)+n'(t))
h'(s,t)=(s,0,m'(s))+(0,t,n'(t))
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veya
h'(s,t)=a'(s)+7'(t) (3.1)
seklinde yazabiliriz. Bu durumda yiizey, 6teleme yiizeyi adini alir (Hacisalihoglu, 2012).

Burada

al(s):[om %,(9) a3<s)), y!(t):[n(t) A ys(t)j (32)

ao(s),ao(s),ao(s) 7/0(t),7o(t) ’ 7o (1)
eger 1=1,2,3 icin & eR[s], 7 eR[t], max(deg(ai(s))):m, max(deg(;/i (t))):n ve

ebob (e, ) =ebob(y,)=1 ise h'(s,t) oteleme yiizeyi ikinci derece (m,n)’nin rasyonel bir

tensor ¢carpimidir. Burada s,t € R olarak alinacaktir.

Oteleme ylzeylerin geometrisini anlamak icin bazen bu oransal ytizeylerin homojen bir
temsilini diisinmek gerekir. Esitlik (3.2)’de o'(s) ve y'(t) rasyonel uzay egrilerinin homojen

temsilleri

a(s)=[a,(s). & (s).(s).a(s)].
7(t):[7’0 (t)’71(t)’72 (t)'Vs(t)J

seklinde verilmistir (Wang ve Goldman, 2018: 72).

Simdi o' (s) ve y'(t) rasyonel uzay egrilerini
a(s):ao(s)+(al(s)7+a2(S)]+a3(S)E)g
7(t)=7, (t)+<7/1(t)7+7/2 (t)]+7/2 (t)E)g

seklinde iki dual kuaterniyon olarak ele alalim. Burada «, (S) ve 7,(t), &'(s) ve »'(t)dual

kuaterniyonlarinin reel kisimlaridir.

Onerme 3.1.

a!(s) ile »' (t)’nin dual kuaterniyon carpimi bir rasyonel tensor ¢arpim ylizeyi
olusturur.

Ispat :
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o (5)®7'(t)= (o (8) + (e ()i + s (5) J + s (s)k )¢ ) ®
O ACIESACIEACIID
=a5(8) 75 (1) + o (8) 71 (V)i + g (5) 7, (1) e+ (5) 75 (t) ke +
a,(5)75 (t)ie +a, () 76 () Je + 15 () 7 (t) ke
=2 (8) 70 (t) + (a5 (8) 71 (1) + 1 () 7 (1) i +
(0 (8) 72 (t) + e, (8) 70 (1)) Je + (00 (8) 73 (t) s () 70 (1) ke
=[ 2 (8)70(t) o (8) 72 (1) + e (8) 7 (1) o (5) 7 (1) +
o, (8) 7 (1), (8) 73 (V) s (5) 70 (1) ]
=[h(st).h(s.t).hy (sit). by (sit)]
:(%(S)%(t)m(S)%(t) @ (8)7, () + @, (8)70 (1)

a,(s) 7, (1) ’ o, (3) 7, (1)
0‘0(3)73(t)“3(5)70(t)J
a,(3) 7, (1)
0‘1(5)+71(t) 0‘2(5)4_72(0’“3(5)4_73(0}

=a(s)+7' (1)
“H(s.t)
elde edilir. Burada ® dual kuaterniyon ¢arpimini belirtir.

Onerme 3.2.

Oteleme yiizeyler, su anlamda kat1 hareketler altinda invaryant kalir:



I Bir Oteleme ylzeyine donme uygulamak, yiizeyi olusturan rasyonel uzay
egrilerinin herbirine ayn1 donmeyi uygulamaya esdegerdir.
ii. Bir Oteleme yiizeyine Oteleme uygulamak, ayni 6telemeyi yiizeyi olusturan

egrilerden ikisinden birine uygulamaya veya daha genel olarak 4,z eR ve A+ u=1

icin ylizeyi olusturan rasyonel uzay egrilerinden birine A kez aymi Otelemeyi
uygulamak ve yiizeyi olusturan diger rasyonel uzay egrisine x kez ayni 6telemeyi

uygulamaya esdegerdir.
Ispat:

Bir 6teleme ylizeyine bir r donmesi uygulamak esitlik (2.5) denkleminde o =r almak

demekir.
c®h®c' =r®(a®y)®r
=re(a@rerey)er
=(recer)e(reyer)

yazilabilir. BOylece 6teleme yiizeyine bir ddnme uygulamak, yilizeyi olusturan rasyonel uzay
egrilerinin herbirine ayn1 ddonmeyi uygulamaya esdegerdir.
Diger yandan, bir oteleme yiizeyine bir t otelemesi uygulamak, esitlik (2.5)

denkleminde o :1+£g almak demektir. Simdi J, :1+/1§g Ve é, :1+,u%8 olsun. Burada

A+u=1, 1 ve u kere ayni t Gtelemesini temsil eder. O halde & = 0, ®¢, dir. Dolayisiyla
c,0°,6,,8°ved,, 5”0 birbirleriyle oldugu kadar tim noktalarda da yer degistirdiginden
c'=0,6,=6"ve s, =5 di.
oc®h®c’'=0Qa®y®c’
=(c®a®c’)®y
ve

oc®h®c’'=0cRa®y®c’

=a®(c®y®c")
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ve
R =6®a®y®c"

=(6,®6,0a)®(y®5, ®s,)

=(0,®a®5,")®(5,07®35,°)

elde edilir. Bu nedenle, bir dteleme ylizeyine bir 6teleme uygulamak, ayni 6telemeyi yiizeyi
olusturan egrilerden ikisinden birine uygulamaya veya daha genel olarak A, ue R ve A1+ u=1
i¢in ylizeyi olusturan rasyonel uzay egrilerinden birine A kez ayni 6telemeyi uygulamak ve
yiizeyi olusturan diger rasyonel uzay egrisine x kez ayni 6telemeyi uygulamaya esdegerdir

(Wang ve Goldman, 2018: 73).
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4. RASYONEL BiR YUZEY NE ZAMAN BiR OTELEME YUZEYDIiR?

Bu bolimde, rasyonel parametrizasyonla tanimlanan bir reel rasyonel yiizeyin bir

Oteleme ylizey olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar1 verecegiz.

Bir rasyonel ylizeyi

H(s,t)=(H,(s:t),H,(s,t),H,(s,t),Hy(s.1))
parametrizasyonu ile ele alalim.

Dual kuaterniyonun ii¢ eslenikten birinin Vo =r+d¢ i¢in o° =r—de& seklinde ifade

edildigini hatirlayalim. Buna gére
H(s,t)®@H"(s,) = (Ho (5,1), Hy(8,1), Hy (s:1). Hy (s,1))

®(Ho (5,1),=Hy (s,t),~H (s,t), ~Hy(s1))
:(Ho(s,t)+(Hl(s,tﬁ+ Hz(s,t)]+H3(s,t)R)5)
®(Hy (5,6)=(Hy ()14 H, (s.t) j+ Hy (s,t)K) )
=(Ho (1)) ~Ho (s t)(H.(s.t)i+ H, (s.t) + Hy (s,)k) e
#Ho (8,)(Hy (5,1)i+H, (3,8) j+ Hy (s,0)k )2
=(Ho(st))

((He(s))"0.00)

olarak elde edilir.

Onerme 4.1.

Ho(s,,t)#0 ve EBOB(H (So,t)) =1 olacak sekilde herhangi bir parametere S, ve

_ H(s,t)®H"(s,,t)

ey (H, (So’t))2
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H(s,t) parametrizasyonunun oGteleme yiizey belirtmesi i¢in gerek ve yeter sart
H(s,t)=H(s)eR*[s] ve EBOB(H(S)):l olmasidur.
Ispat:

(=) Eger H(s,t) bir 6teleme yiizeyinin parametrizasyonu ise, a(s) ve y(t) gibi iki

rasyonel uzay egrisi vardir, 8yle Ki

H(s,t)=a(s)®y(t) ve EBOB(a(s))=EBOB(y(t))=1
saglanir. Bu nedenle

Ho(So:t) =t (8) 7, (t) %0
oldugundan

,(s)#0 ve y,(t)=0

dir.
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elde edilir.

Dahasi, a(s)®a’(s,) girdileri «(s) girdilerinin lineer kombinasyonlar oldugundan

EBOB(H(s)) = EBOB(a(s))=1
olur.
Tersine, eger

H(s)=H(s 1)

ise,

y(t)=H(s,.t)
olsun. Kabuliimiizden

1,

EBOB(a(s)) = EBOB(H(s))

EBOB(y(t))=EBOB(H(s, t))=1

olur. Ayrica
S _ H(s,t)®H"(s,,1) S
aor()= e onis
_ H(s,t)®(H"(s5,t) ®H(s, t))
Ho (551))°
=H(s,t)

elde edilir. Bu nedenle, parametrizasyonu H(s,t) ile verilen rasyonel yilizey bir 6teleme

yuzeydir.

Sonug 4.1.
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Rasyonel  bir  parametrelendirme  H(s,t)  verildiginde, ~Onerme 4.1,

parametrelestirmelerin bir 6teleme yiizeyi temsil edip etmedigini belirlemek i¢in kullanilabilir.

Eger bu rasyonel parametreleme bir Steleme yiizeyi temsil ediyorsa,

a(s)=H(s,t)=H(s) ve y(t)=H(s,,t)
olmak tizere iki tirete¢ egrisini donduriir. Dikkat edilirse a(s) ve y(t) egrileri tek degildir.
Gergekten  h'(s,t)=a'(s)+7'(t)  ise,  herhangi  bir v vektérd icin
h(s,t)= (a!(s) + \7) + ( 7'(t) - \7) baska bir temsildir. Tek degildir.

Ornek 4.1.

Rasyonel ylzeyi

H(s,t) =(s, st +1%, st° +1° + 5°t*, % +1°)
olarak ele alalim. s=1 igin

H(Lt) =(t t+1%, 265+, 1+ t°)

H,(Lt)=t°

EBOB(H(Lt))=EBOB(t* t+1°,2t° +1*,1+t°) =1
dir.
H(s, 1) = H(s,t)®H'(§0,t)

(Ho(50:1))

_H(s,t)®H"(11)

(R

(S, S5, S 4 2 57, 57 487 (0, -t -8, 26—t -1t

_ (e}
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s%t°
—s%t* —s%t® + 5%t +st®
—25°t°% —s?t® + st® +t° + 57t°
5%t —s?t® + %> +1°
t6

(S"'t6,—szt6 +st® —25%% +st® + 18, —s?t® +t6)
t6

t (sz,—s2 +5,-25% +5+1 -2 +1)
t6

=(s?,—s*+s5,-25’ +5+1,—s* +1) e R*[s],
ve ayrica
EBOB(H(s,t)) = EBOB(s, 5" +5,-2s" +5+1 -5 +1) =1,
elde edilir. H(s,t)=a(s)®y(t) parametrizasyonu ile verilen rasyonel yiizey bir Gteleme
yuzeyidir, burada
a(s)= H(s,t)z(sz,—52+s,—252+s+1,—32+1),
y(t)=H(Lt)= (1% t+1°,2t° +17 14°).

dir.

Sekil 4.1. Ornek 4.1. Rasyonel Ylzey
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Ornek 4.2.

Rasyonel ylizey

H(s,t) =(st° =5t —st—1,s°t° +5°t° —t+5,5t° +1° + 5°t —5°, ' —st* + 5’t +5°)
parametrizasyonu ile ele alalim. s =0 i¢in

H(0,t)=(-1-t,t*,t°)

Ho(0,t)=-1

EBOB(H(0,t)) = EBOB (-1 —t,t*,t°) =1

elde edilir.

_ H(s,t)®H"(s,,t)

= )

_H(s,t)®H"(0,t)

~ (Hy(0))

.
3 —s%t? —st—1
3+ %2 —t+s

st® +t2 + 5%t — 52 ®(_1't’_t2’_t3)
[P -st?st+st
(-1)°

= (s3t3 —s%t? —st—1,5°t® + %% —t+s,st +t° +8°t —s?, t° —st® + 5% +s3)
®(-Lt, 7, %)

= (—(s3t3 —s%t? —st—1),—s’t° —°t* +t -5 +5°t" — 57t —st’ —t,

—st® —t? —s’t +5° =%’ + 7" + st +t7, >+ st® — st —s° —s%° +5%t°

+st? +t3)
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—s%3 +5%t? +st+1
—25%t% — %% — s+ 5%t —st?
H(s.t)= zR'[s],
—s’t + 5% —s%° +s%t*
2 2.

st® —s’t —s® —s%° + s%° + st*

oldugu goriiliir.

Yani H(s,t) rasyonel parametrelendirme, oteleme yiizeyini temsil etmez.

3880 3.895

Sekil 4.2. Ornek 4.2. Rasyonel Yiizey
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