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OZET
BURULMALI DUGUMLERIN DUGUM POLINOMLARI UZERINE

Bu ¢alisma dort béliimden olusmaktadir. Birinci béliimde giris kismina yer verilmistir. Ikinci

boliimde diiglimler i¢in bazi temel kavramlar tanitilmistir.

Ugiincii boliimde yonlendirilmis ve yonlendirilmemis diigiim polinomlar1 hakkinda temel

bilgiler ve onlarin bazi 6zellikleri verilmistir.

Bu calismanin orijinal kisminit olusturan dordiincii boliimde yonlendirilmis burulmali
diigtimlerin HOMFLY polinomlari ile yonlendirilmemis burulmali diigiimlerin Kauffman L ve
F polinomlarn i¢in formiiller elde edilmistir ve burulmali diiglimler i¢in bahsedilen digim

polinomlar1 dordiincii mertebeden yineleme bagintilar1 olarak tanimlanmigtir. Burada bazi
sonuglari elde ederken (211) -torus halkalarinin diigiim polinomlari ile ilgili dnceki formiiller

ve bagmtilardan yararlanilmistir. Ayrica bulunan bagintilarin bazi yinelemeli 6zellikleri

incelenerek tireten fonksiyonlari, genel ¢oziimleri ve agik formlart verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Burulmali Diigiim, Yonlendirilmis Diigiim, Y onlendirilmemis Diigiim,

HOMFLY Polinomu, Kauffman L ve £ Polinomlari.
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ABSTRACT
ON KNOT POLYNOMIALS OF TWIST KNOTS

This study consists of four chapters. In the first chapter, it is given the introduction part. In the
second chapter, some basic concepts for knots are introduced.

In the third chapter, basic information about oriented and unoriented knot polynomials and
some of their properties are discussed.

In the fourth chapter, which is the original part of this study, the formulas for HOMFLY
polynomials of oriented twist knots and Kauffman L and F polynomials of unoriented twist
knots are obtained, and the mentioned knot polynomials for twist knots are defined as fourth-

order recurrence relations. Here, the previous formulas and relations related to the knot
polynomials of (Zn) -torus links are used to obtain some results. In addition, some recursive

properties of the relations found are examined and their generating functions, general solutions

and explicit forms are given.

Keywords: Twist Knot, Oriented Knot, Unoriented Knot, HOMFLY Polynomial, Kauffman L

and F Polynomials.
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1. GIRIS

Ik olarak 19. yiizyilda C. F. Gauss’un calismalari ile temelleri atilan diigiim teorisi,
topolojinin bir alt dali olarak ele alinmigtir ve daha sonra biitiin temel bilim dallar ile
iliskilendirilmistir. Diiglim teorisinde, lic boyutlu uzayda rastgele seg¢ilen basit kapali bir
egrinin, yani diigiimiin, tipini belirlemek i¢in ortaya ¢ikan problemlerle ilgili ¢alismalarin
onemli bir kismi, diiglim invaryantlarini bulma ve bu invaryantlar ile diiglim tiplerini belirlemek
olmustur. Bir diglimiin veya halkanin, kavsak sayisi, bilesen sayisi, koprii sayisi,
diigimlenmeme sayisi, halkalanma sayisi, renklenme sayis1 gibi sayisal invarantlari; diigiim
grubu, homotopi grubu, homoloji gurubu gibi grupsal invaryantlar1 bulunmaktadir (Kawauchi,
1996: 270; Manturov, 2018: 1; Murasugi, 1996: 47). Bunlarin disinda en kullanigh invaryant
diigiim polinomlaridir. Bir diiglim polinomu, katsayilari, belirli bir diigiimiin baz1 6zelliklerini

kodlayan bir diiglim invaryantidir (Adams, 1994: 148).

Diigiim polinomlariyla ilgili ilk calismayr 1928 yilinda J. W. Alexander yapmistir.
Alexander her bir kavsak i¢in denklem yazmis, Alexander matrisini olusturmus ve bu matrisin
determinantinin tek degiskenli bir Laurent polinomu oldugunu gormiistiir (Alexander, 1928:
275). 1969'da J. Conway, yonlendirilmis diiglimler (veya halkalar) i¢in giriftlik bagintisim
kesfetmis ve bu bagintiy1 kullanarak Alexander polinomunu hesaplamanin daha kolay bir
yolunu bulmustur. Giriftlik bagintisi, ilerleyen yillarda diigiim invaryantlar ile ilgili bircok
calismanin temelini olusturmustur (Adams, 1994: 148; Conway, 1970: 337). 1984 yilinda V. F.
R. Jones, operatdr cebirleri iizerinde yaptig1 ¢alismalar ile operator cebirinde ortaya ¢ikan bir
iliskinin diigiim teorisinde meydana gelen bir iliskiye ¢cok benzedigini fark etmistir. Bu onu
Alexander-Conway polinomundan farkli olarak, Jones polinomu olarak adlandirilan
yonlendirilmis diiglimler i¢in yeni bir polinomun kesfine gotiirmiistiir (Jones, 1985: 107).
Jones’un bu bulusu sayesinde diigiim teorisindeki teorik ¢aligmalar farkli bilim dallarina
uygulanmis ve bunlarin ¢6ziimii ile yan ¢calisma alanlar1 olusturulmustur. Kisa bir zaman dilimi
icinde Jones polinomu degisik modellerle tanimlanmis, yine yonlendirilmis halkalar i¢in
HOMFLY polinomunun kesfi duyurulmustur. HOMFLY polinomu, yonlendirilmis diigiimler
ve halkalar i¢in iki degiskenli bir polinom invaryantidir (Freyd vd., 1985: 240). 1986 yilinda
Brandt ve arkadaslari ile onlardan bagimsiz olarak Ho, BLM/Ho polinomu olarak adlandirilan
yonlendirilmemis halkalar i¢in bir polinom invaryanti kesfetmistir. BLM/Ho polinomu, giriftlik
diyagramlarina benzeyen yonlendirilmemis diyagramlar ile elde edilen tek degiskenli bir

Laurent polinomudur (Brandt vd., 1986: 563; Ho, 1985: 300). 1987'de L. H. Kauffman



tarafindan, yonlendirilmemis halkalar i¢in yine giriftlik diyagramlarina benzeyen
yonlendirilmemis diyagramlar kullanilarak regiiler izotopi invaryanti olan parantez polinomu
ile L polinomu ve onlarin normallestirilmesiyle kusatan izotopi invaryanti olarak ifade edilen
normalize edilmis parantez polinomu ile F polinomunu tanimlamistir (Kauffman, 1987: 395;

Kauffman, 1990: 417; Kauffman, 2016:421).

Bazi diiglim ve halka tipleri i¢in ¢esitli diiglim invaryantlarinin, genel formiiller veya
yineleme bagintilar1 seklinde verilebilecegi goriilmiistiir. Burulmali diiglimlerin bazi diigiim
invaryantlari i¢in formiiller ve genel ¢oziimler sunulmustur (Allin ve Bozhiiyiik, 1996: 7; Hoste
ve Shanahan, 2001: 625; Hoste ve Shanahan, 2004: 193; Dubois vd., 2009: 303; Garoufalidis
ve Sun, 2010: 1571; Mathews, 2014: 2; Tran, 2016: 517; Sahin ve Sahin, 2019: 1270). Ayrica,

( 2, n) -torus halkasinin Alexander-Conway polinomunun klasik Fibonacci polinomu oldugu 1yi

bilinmektedir (Kauffman, 2016: 115) ve (2n) -torus halkasinin HOMFLY polinomunun

genellestirilmis Fibonacci polinomuna karsilik geldigi gosterilmistir (Taskoprii ve Altintas,

2015: 4). Diger taraftan, (2n) -torus halkasinin yonlendirilmemis diigim polinomlarinin da

yineleme bagintilari olarak elde edilebilecegi gosterilmistir (Altintag vd., 2018: 35; Altintas ve
Taskoprii, 2019: 9). Bunlarin yaninda, 2-kopriilii halkalarin Alexander-Conway ve HOMFLY
polinomlart i¢in genel formiiller ve yineleme bagintilar verilmistir (Koseleff ve Pecker, 2015:
215; Duzhin ve Shkolnikov, 2015: 350). Buradan hareketle tezde, torus halkalar1 gibi burulmali
diigiimler i¢in en genel diiglim polinomlarini veren formiiller ispatlanmistir, bu polinomlarin
yineleme bagintilar1 olarak tanimlanabildigi gosterilmistir ve bu yineleme bagintilarinin bazi

Ozellikleri incelenmistir.

Bu tez ¢alismasinda, ikinci boliimde diigiimler hakkinda temel bilgilere yer verilmistir.
Ugiincii béliimde diigiim polinomlar: hakkinda temel bilgilere deginilmistir. Y6nlendirilmis ve
yonlendirilmemis diiglim polinomlarinin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilmistir. Burada ayrica

diiglim polinomlarinin birbirleri ile iliskileri ve baz1 6rneklere de yer verilmistir. Dordiincii

boliimde (2, n) -torus halkalari i¢in verilen yineleme bagintilarindan da yararlanarak burulmali

diiglimlerin yonlendirilmis ve yoOnlendirilmemis iki degiskenli diiglim polinomlar1 olan,
HOMFLY polinomu ve Kauffman L ve F polinomalarint veren formiiller ispatlanmis ve
bunlarin dordiincii mertebeden yineleme bagintilari seklinde tanimlanabildigi gosterilmistir. Bu
sayede, diger diigiim polinomlari ile ilgili formiiller ve yineleme bagintilar1 da elde edilmistir.
Ayrica, bu yineleme bagmtilarinin {ireten fonksiyon, genel ¢oziim ve acgik form gibi bazi

yinelemeli 6zellikleri incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Diigiim ve Diigiim Diyagramlar:
Tamim 2.1.1. X ve Y Hausdorff uzay1 olmak tizere / : X — f(X) bir homeomorfizm ise

f : X > Y fonksiyonuna bir yerlestirme (embedding) denir (Burde ve Zieschang, 1985: 1).

Tamm 2.1.2. S' birim gemberini 3-boyutlu R’ uzayi igine yerlestiren ve goriintiisii X olan bir

homeomorfizm var olmak iizere, S'’e homeomorf olan R*’{in biitin K altkiimelerine bir

diiglim denir (Crowell ve Fox, 1963: 4).

(N

Sekil 2.1. Trefoil

Tanim 2.1.3. n € N i¢in 7 tane diigiimiin ayrik birlesimine - halka denir ve halkay1 olusturan

her bir diiglime halkanin bilesenleri denir (Murasugi, 1996: 15; Yetter, 2001: 14).

Sekil 2.2. Hopf halkasi

Cember (loop veya ilmek) ile ¢gembere denk olan biitiin diigiimlere diigiimlenmemis

(asikar) diiglim denir. Halkalanmamis halkaya ise asikar halka denir (Murasugi, 1996: 2-16).

Tanim 2.1.4. R® de tanimli olan P(x, y,z) noktasini xy —diizleminde P(x, y,O) noktasina
yansitan p doniisiimiine izdiistim fonksiyonu denir. K bir diigiim ise, p(K ) =K, K’nmn p
izdiisiim fonksiyonu altindaki goriintiisii olup K 'nin Xy —diizlemindeki izdiigiimiidiir. Burada

K basit kapali bir egri degildir.

z

P

z

Sekil 2.3. Trefoilin izdiisiimii



K tzerinde birkag diigiim hareketi ile asagidaki kosullar1 uygulayarak K’nin K ile olan iliskisi

sezgisel olarak goriiliir.
i. BirK izdiisiimiiniin sinirli sayida kesisim noktasi vardir.

ii. K ’mn bir kesigim noktasi g olsun. ¢ nun K ’daki ters goriintiisii p' (q)mK , tam
olarak iki noktaya sahiptir. (Sekil 2.4. (a))’de saglarken (Sekil 2.4. (b))’de gosterildigi

gibi birden ¢ok nokta olamaz.

1ii. K digiimi bir poligon olarak ele alinirsa bir kenar1 hi¢gbir zaman K ’nin bir ¢ift noktasi

ile eslenemez. (Sekil 2.4.(c))’de ve (Sekil 2.4. (d)) orneklerinde, K ’dan izdistiriilen

poligonal bir dogru K ’nin kose noktalari ile temas etmektedir. Bu durumlarin her

ikisine de miisaade edilmez.

Bir K izdiisiimii yukaridaki kosullar1 saglar ise K diiglimiiniin regiiler izdiislimii olarak

adlandirilir (Murasugi, 1996: 26).

(a) (b) (© (d)

Sekil 2.4. Dogrunun izdiisiimii
Tamm 2.1.5. K, R’ i¢inde bir diigiim ve p izdiisiim fonksiyonu olsun. a € p(K) igin p(K)
izdiisiim fonksiyonunun ters goriintiisii p~' (a) N K birden fazla (7) noktasini igeriyorsa a ya
p(K ) ‘nin n—kath noktas1 denir. Eger n=2 ise a noktasina iki katli kavsak noktas1 denir
(Crowell ve Fox, 1963: 6; Kawauchi, 1996: 7).

Tamm 2.1.6. Bir diigiimiin regiiler izdiisiimiinde ¢ift noktaya karsilik, alt yay veya iist yay
bilgisi kesin degildir. Bunu kesinlestirmek i¢in ¢ift noktada kesisen yaylardan birinin
komsulugu kesilir. Bu sekilde elde edilen diiglim izdiistimiine bir diiglim diyagrami denir. Bir

diiglimiin bir veya birden fazla izdiisiimii yani diigiim diyagrami olabilir (Murasugi, 1996: 27).
Tamm 2.1.7. Bir diiglim iizerinde bir nokta belirlenip yon verilmis ise o noktadan baglayarak
saat yoniinde ya da saat yoniiniin tersine gidilebilir. Bu sekilde yoniin belirtildigi diigiime

yonlendirilmis diigiim denir (Adams, 1994: 10).



o)

Sekil 2.5. Yonlendirilmis trefoil

Tamm 2.1.8. Verilen yonlii bir diiglim diyagraminin her bir kavsagindaki ¢aprazlanmasi i¢in
(Sekil 2.6.)’deki gibi bir say1 verebilir. +1 sayisi verilen ¢aprazlanmaya pozitif ¢caprazlanma,

—1 sayis1 verilen ¢aprazlanmaya negatif ¢aprazlanma denir (Murasugi, 1996: 65).

XX

Sekil 2.6. Kavsaklarin ¢caprazlanmasi

Tamm 2.1.9. Bir yonlendirilmis dii§iim diyagrami boyunca sabit bir yonde ilerlerken iist ve alt
kavsaklarinin isaretleri ardisik olarak isaret degistiriyor ise bu diyagrama alterne diyagram ve

bu sekildeki diyagrama sahip diigiime de alterne diiglim denir (Adams, 1994: 7).

Tanim 2.1.10. Bir torus diiglimii, standart olarak uzayda diiglimlenmemis olan bir torusun
yiizeyine, torus ylizeyi iizerinde alt list gecisleri olmadan yerlestirilen asikar olmayan bir

diigtimdiir (Adams, 1994: 114).

Benzer sekilde torus halkalari, kendi kavsaklari bir torusun ylizeyi tizerinden gegmeden,

torus iizerine yerlestirilebilen halkalardir. Bir torus halkasi, torus ylizeyi {izerinde enlemin

etrafinda ( p) defa ve boylamin etrafinda (q) defa dolasilmasi ile elde edilir ve ( D, q) — torus

halkasi olarak gosterilir. Eger ( p) ve (q) aralarinda asal ise ( p,q) —torus diigiimii elde edilir

(Adams, 1994: 108).

Boylam
‘

|

Meridyen

Sekil 2.7. Torus



Ornek 2.1.1. (2,3)—t0rus diigiimiiniin 2 kez enlem dolanimi 3 kez boylam salinimi yaptigi

asagidaki (Sekil 2.8.)’de goriiliir ve bu bir trefoile karsilik gelir.

Sekil 2. 8 —torus diiglimii

Tamm 2.1.11. Kapal1 bir ilmegin ardisik biikiilerek ve kendisi ile halkalanmasiyla elde edilen
diiglime burulmali (twist) diigiim denir (Rolfsen, 2003: 112).

Sekil 2.9. n-yar1 burulmaya sahip burulmali diigiim

Bir burulmali diigiim diyagraminda ilmegin kendisi ile halkalanmasi sonucu olusan iki kavsak

disindaki her bir kavsak yar1 burulma (half-twist) olarak ele alinmistir.

Ornek 2.1.2. n=1 igin 1-yar1 burulmaya sahip burulmal diigiim trefoile ve n=2 igin 2-yar

burulmaya sahip burulmali diigiim sekiz sekilli diigiime denktir.

(G)~E

Sekil 2.10. 1-yar1 burulmali diigiim ve trefoil

)-&

Sekil 2.11. 2-yar1 burulmali diigiim ve sekiz sekilli diiglim



2.2. Diigiimlerin Baz1 Ozellikleri

Bu kisimda ileriki boliimlerde kullanilacak olan bazi diigiim 6zellikleri verilmistir ve
tezde tizerinde calisilan diiglim ailesi olan burulmali diiglimlerin bazi ilgili digim

invaryantlarina deginilmistir.

Tamm 2.2.1. K ve K, R’ i¢inde ydnlendirilmis iki diigiim olsun. R*’de K ’dan K ’ye

yonlendirmeyi koruyan bir homeomorfizm varsa K diigiimii K diigiimiine denktir denir

(Murasugi, 1996: 11).
Teorem 2.2.1. K ve K ’niin regiiler iki diigiim diyagranu D ve D" olmak iizere
K ~K < D~D (Murasugi, 1996: 50).

Tamm 2.2.2. Bir diyagramin asagida verilen ii¢ tiir hareketi veya bu hareketlerin terslerinin,
sonlu sayida uygulanmasiyla birinin digerine deforme edilmesine Reidemeister hareketleri
denir. Sonlu sayida Reidemeister hareketlerinin uygulanmasiyla birbirine dontisen diyagramlar

denk diiglim diyagramlaridir (Murasugi, 1996: 50).

R1 /Q —> N/

e
Ru ( — > <
N
XA 7
/N TN
Sekil 2.12. Reidemeister hareketleri

Tamm 2.2.3. Diigiim diyagramlar tizerinde tip II. ve tip III. Reidemeister hareketleri ile elde
edilen denklige regiiler izotopi, tip L, tip II, ve tip III. Reidemeister hareketleri ile elde edilen
denklige de kusatan izotopi adi verilir (Kauffman, 2001: 17).



Ornek 2.2.1. (Sekil 2.13.)’de asikar diigiimiin kusatan izotopisi goriilir.

Sekil 2.13. Denk agikar diiglim diyagramlar1

Tamm 2.2.4. Bir diiglim (veya halka) invaryanti, diigiim diyagramlarinin izotopiye gore
denklik siniflarindan herhangi bir matematiksel yapiya tanimli bir doniigiim olarak tanimlanir.
Diger bir deyisle; diigiim invaryanti, denk diiglimlere ayn1 niceligi karsilik getiren ve bu sekilde

diigtimlerin siniflandirilmasini saglayan araglardir (Aneziris, 1999: 35).

Tamim 2.2.5. Bir K diigiimiiniin herhangi bir diyagramindaki birbiri iizerinden gegen yaylarin

gecitlerinin, yani kavsaklarin minimum sayisina K 'nin kavsak sayisi denir ve c(K ) ile

&

Sekil 2.14. Sekiz sekilli diigiim

gosterilir (Murasugi, 1996: 56).

(Sekil 2.14.)’de verilen sekiz sekilli diigiimiin (Figure-eight) kavsak sayisi c(K ):4 tiir.
Kavsak sayisi diigiimiin bir invaryantidir. (Ornek 2.2.2.)’de (Sekil 2.18.)’den gériilmektedir.

Tanim 2.2.6. Bir K diigiimiiniin, asikar diigiime denk olmasi i¢in degistirilmesi (gegitteki

yaylarin yer degistirilmesi) gereken minimum kavsak sayisina K’nin diigimlenmeme sayisi

denir ve u (K ) ile gosterilir. Diiglimlenmeme sayis1 diigiimiin bir invaryantidir. Asikar olmayan

burulmal1 diiglimlerin diiglimlenmeme sayis1 1’e esittir (Adams, 1994: 57).

Sekil 2.15. u(T) =1



Tamm 2.2.7. Bir diiglimiin regiiler diyagraminda en az bir {ist kavsak noktasi i¢eren fakat hig
alt kavsak noktasi igermeyen yaya koprii denir. Bir K diiglimiiniin bir regiiler diyagraminda
maksimal list kavsak noktasina sahip kopriilerinin minimum sayisina K *nin koprii sayisi denir.
Koprii sayis1 diigiimiin bir invaryantidir. Bir diigiimiin asikar digim olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart koprii sayisinin 1 olmasidir. Burulmali diigiimler 2-koprili diigiimlerdir (Adams, 1994:

- 6-®
OEGCE),

Sekil 2.16. 2- kopriilii diigiimler: Trefoil ve sekiz sekilli diigiim

Tamm 2.2.8. Bir K diiglimiiniin tim kavsaklarmin ¢aprazlamalarinin yer degistirilmesiyle

elde edilen diigiime K ’nin ayna goriintiisii denir ve K~ ile gdsterilir (Murasugi, 1996: 11).

O &

Sekil 2.17. Trefoil ve ayna goriintiisii

Tamm 2.2.9. Ayna goriintiisiine denk olmayan diiglimlere kiral (chiral) diigiim ve ayna
goriintiisiine denk olan diiglimlere de akiral veya amfikiral (achiral veya amphichiral) diigiim

denir. Ttim akiral diiglimlerin kavsak sayisi ¢ift sayidir (Murasugi, 1996: 43)



Ornek 2.2.2. (Sekil 2.17.)’den trefoil diigiimii ayna goriintiisiine denk degildir. Yani trefoil bir
kiral digtiimdiir. (Sekil 2.18.)’de sekiz sekilli diigiim ile ayna goriintiisii arasindaki kusatan

1zotopisi gorilmektedir. Sekiz sekilli diigiim bir akiral diigiimdiir.

299~

Sekil 2.18. Sekiz sekil diigiimiin ayna goriintiisiine denkligi

Tamm 2.2.10. C (K ), yonlendirilmis bir K diiglimiimiin tiim kavsaklarinin kiimesi olmak

tizere K 'nin burulma sayisi (writhe)

peC(K)
ile tanimlanir. Burulma sayis1 diyagramin tiim kavsaklariin isaretlerinin toplamidir ve burada

g( p) , p kavsagmin isaretidir (Murasugi, 1996: 68).

Ornek 2.2.3. Trefoilin burulma sayisi w(k) =—1-1-1=-3"tiir.

Sekil 2.19. Sol el yonlendirilmeye sahip trefoil

Burulma sayis1 bir diigim invaryanti degildir. Kavsak isaretleri 1. tip Reidemeister hareketi
altinda 1 olarak degistiginden burulma sayis1t K ’nin bir invaryanti olamaz (Murasugi, 1996:

64).
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3. DUGUM POLINOMLARI

Diigim polinomlari, yonlendirilmis ve yonlendirilmemis diigiim (veya halka)
diyagramlar1 i¢in farkli sekillerde tanimlanmistir. Bu boliimde diigiimleri siniflandirmada
siklikla yararlanilan ve onemli diiglim invaryantlarindan olan diigiim polinomlar1 hakkinda
temel bilgiler verilmistir. Burada diigiim polinomlarinin tanimlari, baz1 6zellikleri ve birbirleri
ile iligkileri verilmistir.

3.1. Yonlendirilmis Diigiim Polinomlar1

Tamm 3.1.1. (Alexander-Conway Polinomu) Diigliim polinomlarindan ilki olan
Alexander polinomu 1928’de J. W. Alaexander tarafindan tanimlanmistir (Alexander, 1928:
275). 1969’da J. Conway’in giriftlik bagintis1 (skein relation) ile tanimladigi Alexander
polinomu, Alexander-Conway polinomu olarak adlandirilir (Conway, 1970: 338). Bir

yonlendirilmis K diigiimiiniin (veya halkasinin) kavsaklarindan herhangi biri segilerek,
i. K asikar bir diigiim ise V(z)=1,
. Vg (z2)-Vi (z)=2V X, (z) (Giriftlik bagntisi)
aksiyomlarini, (Sekil 3.1.) de verilen K,, K , K, diyagramlarimin kullanilarak ¢dziimlenmesi

ile saglayan ve V K(z) ile gosterilen Laurent polinomuna K 'nin Alexander-Conway polinomu

denir. V K(z) yukarida belirtilen aksiyomlarla K halkasinin bir kusatan izotopi invaryantidir

(Conway, 1970: 338; Murasugi, 1996: 109).

/T S
4 NN

K K_
Sekil 3.1. Giriftlik diyagramlari

Alexander polinomu ile Alexander-Conway polinomu arasindaki iligki
Ay (1) =V (t* =17

ile verilmigtir (Jones, 1985: 107). Alexander-Conway polinomu, bir diigiimii ayna

gorlntiisiinden ayirt edemez (Ramadevi, 1994: 3205).
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Tamim 3.1.2. (Jones Polinomu) Bir yonlendirilmis K diigiimiiniin (veya halkasinin)

kavsaklarindan herhangi birinin segilerek
i. K asikar bir diigiim ise V (t)=1,
ii. W (6)=tV (1)=(" = *)Vy (1) (Giriftlik bagintis)
aksiyomlarmni, (Sekil 3.1.) de verilen giriftlik diyagramlarinin kullanilarak ¢éziimlenmesi ile

saglayan ve V, (t) ile gosterilen Laurent polinomuna K ’nin Jones polinomu denir. V (t) ,

yukarida belirtilen aksiyomlarla K halkasinin bir kusatan izotopi invaryantidir (Jones, 1985:

107).

Jones polinomu, bir K diigiimii ve onun ayna goriintlisii K olmak iizere

esitligini saglar. Her akiral K digiimii igin V, (¢)=V; (t_l) olur. Eger V, (1) #V, (t_l) ise K
bir kiral diigiimdiir. Fakat bunun tersi dogru degildir (Ornegin; (Rolfsen, 2003: 398).’deki

diiglim tablosuna gore 9,, diiglimii) (Ramadevi, 1994: 3205).

Tamm 3.1.3. (HOMFLY Polinomu) Bir yonlendirilmis K diiglimiiniin (veya halkasinin)

kavsaklarindan herhangi birinin segilerek

1. cz_lPK+ (a,z)—aPKi (a,z) = ZPK0 (a,z) (3.1)

i. P (az)=1 (3.2)

aksiyomlarimni, (Sekil 3.1.) de verilen giriftlik diyagramlarinin kullanilarak ¢éziimlenmesi ile
saglayan ve Py (a,z) ile gosterilen iki degiskenli Laurent polinomuna HOMFLY polinomu
denir. P (a,z), bir K halkasinin yukaridaki aksiyomlarla belirlenen bir kusatan izotopi
invaryantidir (Freyd vd., 1985: 240; Doll ve Hoste, 1991: 748).

Burada O, asikar diigiimiin sifir kavsakli diyagramidir. (3.1) ve (3.2)’den, OO iki

-1

bilesenli bir asikar halka ve 6=F_, olmak iizere a'-a= zP. ., veya é'Z(a"1 - a) z~ olur.

HOMFLY polinomu, Alexander-Conway polinomu ve Jones polinomunun bir

genellestirmesidir. a =t ve z = (t% — t’%) icin Jones polinomu, a =1 i¢in Alexander-Conway
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polinomu ve a=1 ve z= (t% —t_%) icin Alexander polinomunu verir (Doll ve Hoste, 1991:
759).

(3.1) esitligi asagidaki gibi yazilarak HOMFLY polinomu kolayca hesaplanabilir.
P, =azP, +a’PF (3.3)
P, =—a"'zP, +a Py . (3.4)

Asagida HOMFLY polinomunun bazi 6zellikleri verilmistir: (Freyd vd., 1985: 243)

i. O, 4 bilesenli asikar bir halka ise P, (a,z)=06"" dir.

ii. —K, K’ nmn ters yonliisii olmak tizere, P, (a,z) =P (a,z).

iii. K, K’ mn ayna goriintiisii olmak iizere, P. (a,z) =P, (a_l,—z).

iv. K, ve K,’ninbilesimi K, #K, olmak tizere, Py ., (a,z)= P (a,z) P (a,z).

v. K, ve K, nin ayrik bilesimi K, U K, olmak iizere, Py, (a,z)=6P (a,z) P (a,z).

HOMFLY polinomu, (iii.) 6zellige gore Jones polinomuna kiyasla bir¢ok diigiimii ayna

goriintiisiinden daha iyi bir sekilde ayirt eder. Fakat, 6rnegin 10,, diiglimii icin HOMFLY

polinomu bu diiglimiin kiralitesini ayirt edemez (Ramadevi, 1994: 3205).

Ornek 3.1.1. T sag el yonlendirmeye sahip bir trefoil diyagrami olmak iizere 7’nin HOMFLY

polinomu asagidaki gibi hesaplanir. 7"’ nin herhangi bir kavsagi tizerinden (3.3) uygulanirsa;

@D ()

)

—6132_1)+cz2

2
a
+
+
-1 -

=az |azP +
- ax(az-+a? (" -a)

= az(az +az™!

2,2 2 4 2
=az +a —a +a

P, (a,z) =a’z’ —a* +24%
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HOMFLY polinomu;
e a=1ve z=¢"—¢"icin
Ap()=t+1"-1
olacak sekilde 7"’nin Alexander polinomunu verir.
e a=1icin
' (z) =z +1
olacak sekilde 7 ’nin Alexander-Conway polinomunu verir.
e a=tve z=t"—¢" igin
Ve(t)=—t"+6 +1
olacak sekilde 7 ’nin Jones polinomunu verir.

3.2. Yonlendirilmemis Diigiim Polinomlari

Tanim 3.2.1. (BLM/Ho Polinomu) Bir yonlendirilmemis K diigiimiiniin (veya halkasinin)

kavsaklarindan herhangi birinin secilerek,
i QK+ (x)+QK’ (x):x(QK" (x)+QK‘” (x))’ (3'5)
i. 0,(x)=1 (3.6)

aksiyomlarmi, (Sekil 3.2.)’de verilen yonlendirilmemis K*, K~, K° ve K” diyagramlarinin
kullanilarak ¢oziimlenmesi ile saglayan ve O, (x) ile gosterilen tek degiskenli Laurent
polinomuna BLM/Ho polinomu denir. Q, (x), bir K halkasinin yukaridaki aksiyomlarla

belirlenen bir kusatan izotopi invaryantidir (Brandt vd., 1986: 563; Ho, 1985: 300).

Sekil 3.2. Kavsaklar ve ayirmalar

AR

Burada O, asikar diigiimiin sifir kavsakli diyagramidir. (3.5) ve (3.6)’dan, OO iki
bilesenli bir asikar halka ve u= Q_,(x) olmak iizere O (x)=2x"-1 veya u=2x"-1
olur.
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Asagida BLM/Ho polinomunun bazi 6zellikleri verilmistir: (Brandt vd., 1986: 564; Ho,
1985: 300)

.. O, m bilesenli asikar halka ise O (x) =u" = (Zx’1 —l)mil dir.

ii. K halkasinmn ayna goriintiisii K~ olmak iizere Q.. (x)= 0y (x).

iii. K, ve K, halkalarmn bilesimi K, #K, olmak iizere Oy . (¥)=0Ox (x) Oy (x).
iv. K, ve K, halkalarmin ayrik bilesimi K, U K, dir. Oy ¢, (x) = p0y (x) Ok, (x)

Tamm 3.2.2. (Parantez Polinomu) Bir yonlendirilmemis K diiglimiiniin (veya halkasinin)

kavsaklarindan herhangi biri secilerek

i <K*>+<K’>=(A4aA4)«K¢>+<Km>) (3.7)

i. (0)=1 (3.8)
iii. (D")=-4"(D"), (3.9)
iv. <D—>=—A*<LW>, (3.10)

aksiyomlarini, (Sekil 3.2.)’de verilen yénlendirilmemis K, K=, K° ve K” diyagramlarimi

kullanarak ¢6ziimlenmesi ile saglayan ve <K > ile gosterilen A’ya bagl tek degiskenli Laurent
polinomuna parantez polinomu (Kauffman bracket) denir. K halkas1 i¢in <K >, yukaridaki

aksiyomlarla belirlenen bir regiiler izotopi invaryantidir (Kauffman, 1990: 430).

Burada O, asikar diigiimiin sifir kavsakli diyagramidir ve D*, D, D° (Sekil 3.3.)’de
cizilen yénlendirilmemis diyagramlardlr. Ayrica (3.7), (3.9) ve (3.10)’dan OO iki bilesenli bir

asikar halka ve p= olmak uzere — A7 veya p=—A>— A7 olur.

b/\éw

Sekil 3.3. Reldemelster tip I. hareketiyle 11g111 diyagramlar
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Tanim 3.2.3. (Normalize Edilmis Parantez Polinomu) Bir yonlendirilmemis K diigiimiiniin

(veya halkasinin) parantez polinomu <K > ve K’nin yonlendirilmis diyagraminin burulma sayisi

w(K) olmak iizere

Ny =(-4") " (k) (3.11)

ile taniml1 4’ya bagl tek degiskenli Laurent polinomuna normalize edilmis parantez polinomu
denir. Normalize edilmis parantez polinomu, bir yari-yonlendirilmis diigiim polinomu olup K
halka diyagramu i¢in parantez polinomu ile iliskili bir kugatan izotopi invaryantidir (Kauffman,

1990: 431).

Normalize edilmis parantez polinomu, N, (t%) =V, (1) ile birlikte Jones polinomunu

verir (Kauffman, 1990: 431).

Tanim 3.2.4. (Kauffman L Polinomu) Bir yonlendirilmemis K diiglimiiniin (veya halkasinin)

kavsaklarindan herhangi biri secilerek,

i L. (ax)+L (ax)=x(L.(ax)+L.(ax)), (3.12)
i. Lo(ax)=1 (3.13)
iii. L. (ax)=aL,(ax), (3.14)
iv. L, (ax)=a'L,(ax), (3.15)

aksiyomlarmi, (Sekil 3.2.)’de verilen yonlendirilmemis K, K=, K° ve K” diyagramlarim

kullanarak ¢éztimlenmesi saglayan ve L (a, x) ile gosterilen iki degiskenli Laurent polinomuna
Kauffman L polinomu denir. K halkasi i¢in L(a,x) , yukaridaki aksiyomlarla belirlenen bir

regiiler izotopi invaryantidir (Kauffman, 1990: 439).

Burada O, asikar diigiimiin sifir kavsakl diyagranmidir ve D*, D™, D° (Sekil 3.3.) de
cizilen yonlendirilmemis diyagramlardir. (3.12), (3.14) ve (3.15)’dan OO iki bilesenli bir

asikar halka ve o=L (a,x) olmak lizere L., (a,x) = (a +a ) x'=1 veya

o= (aJra“)x‘l —1 olur.
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Kauffman L polinomu, BLM/Ho polinomunun iki degiskenli bir genellestirmesidir.

(3.5) ve (3.6)’dan Q, (x) =L, (1,x) kisitlamsi ile Kauffman L polinomu K halkasmin bir
kusatan izotopi invaryanti olur. Ayrica Kauffman L polinomu, <K >(A) =L, (—A3, A+ A_l) ile
birlikte parantez polinomunu verir (Kauffman, 1990: 432).

Tanim 3.2.5. (Kauffman F Polinomu) Bir yonlendirilmemis K diiglimiiniin (veya halkasinin)

Kauffman L polinomu L, (a,x) ve K’nin yonlendirilmis diyagraminin burulma sayis1 W(K )

olmak tizere
F, (a,x):a_W(K)LK (a,x) (3.16)

ile tanimh iki degiskenli Laurent polinomuna Kauffman F polinomu denir. Kauffman F
polinomu, bir yari-yonlendirilmis diiglim polinomu olup K halka diyagrami i¢in L polinomu

ile iliskili bir kusatan izotopi invaryantidir (Kauffman, 1990: 428).

Kauffman F  polinomu, O, (x)=F(Lx), Ny(4)=F (—A3,A + A_l) ve
Ve (t)=Fy (—t%,t’% + t%) ile birlikte sirasiyla BLM/Ho polinomunu, normalize edilmis
parantez polinomunu ve Jones polinomunu verir (Kauffman, 1990: 432).

Kauffman L ve F polinomlarinin bazi 6zellikleri asagidaki gibi listelenmistir:

(Kauffman, 1990: 423)

-1

i. O, m bilesenli agikar halka ise L, (a,x)=F, (a,x)=0c""= ((a +a’! )x’l —l)m
olur.
ii. K halkasinin ayna goriintiisi K olmak {izere L. (a,x)=L, (a",x) ve
K

F. (a,x)zFK (a_l,x) olur.

ii. K, ve K, halkalarinin bilesimi K, #K, olmak lizere

Ly (a,x)LK2 (a,x),

Fy (a,x)F (a,x).

LKI#KZ (a’x)

FKI#KZ (a’x)

iv. K, ve K, halkalariim ayrik bilesimi K, LI K, olmak iizere
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Kauffman L ve F polinomu (ii.) 6zelligine gore HOMFLY polinomuna kiyasla bir¢cok
diigiimii ayna goriintiisiinden daha iyi bir sekilde ayirt eder (Kauffman, 1990: 417).

Ornek 3.2.1. T sag el trefoilin yonlendirilmemis bir diyagrami olmak iizere 7 ’nin Kauffman
L polinomu ve Kauffman F polinomu asagidaki gibi hesaplanir. 7 'nin bir kavsagi iizerinden

(3.12) uygulanirsa;

= atet] { Dlexlsars @ - @_LBO ot

=a’x+a'x* +ax’ —x((a +a’ )x_l —1) —a
=a’x+ax’—a+a'x’—a'+x—a
L, (a,x) = (a +a_1)x2 +(1+a_2)x—2a —a.
Kauffman L polinomu;
e a=1i¢in
O, (x) =2x>+2x-3
olacak sekilde 7' ’nin BLM/Ho polinomunu verir.
e a=-A" ve x=A+A4"" igin
(TY(A)=A"+4 -4
olacak sekilde 7" ’nin parantez polinomunu verir.
T’nin yonlendirilmis diyagrami i¢in burulma sayisi w(T ) =1+1+1=3"diir. Buradan
(3.11) esitliginden 7 ’nin Kauffman F polinomu hesaplanabilir.
F, (a,x) =a” ((a+a’1)x2 +(1+a’2)x—2a—a’1)a
=a’x+a'x —at+a x+a’x’ -2a”
olur.
Kauffman F polinomu;

e a=1igin
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O, (x) =2x"+2x-3
olacak sekilde 7 'nin BLM/Ho polinomunu verir.
e a=-A ve x=A+A" i¢in
N (A)=A"+A4"-4"
olacak sekilde 7' ’nin normalize edilmis parantez polinomunu verir.
o a=—t've x=1"+t" icin
Ve(t)=—t*+1 +1

olacak sekilde 7' ’nin Jones polinomunu verir.
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4. BURULMALI DUGUMLERIN YONLENDIRILMIS VE
YONLENDIiRILMEMIiS DUGUM POLINOMLARI

Bu boélimde burulmali diigiimlerin ydnlendirilmis ve yonlendirilmemis diigiim
polinomlar1 i¢in formiiller ispatlanmistir ve bu polinomlarin yineleme bagmtilar1 olarak

tanimlanabildigi gosterilmistir. Burada yineleme bagintilarinin lireten fonksiyon, kapali form

ve acik formiil gibi bazi 6zellikleri incelenirken (Graham vd., 1994)’ den yararlanilmistir.

4.1. Burulmah Diigiimlerin HOMFLY Polinomlar:
Z, (Sekil 4.1.)’de burulmal1 diiglimiiniin yonlendirilmis bir diyagrami ve 4%(2'"), (Sekil 4.2.)
de ¢izilen (2n) -torus halkasiin yonlendirilmis bir diyagrami olsun. Tezin bundan sonraki

kisminda kolaylik olmasi adina .7 ’nin HOMFLY polimonu i¢in P, (a,z) yerine P

kullanilmustir.

Sekil 4.1. n-yar1 burulmaya (half-twist) sahip burulmali diiglim diyagrami

Sekil 4.2. (2, n) -torus halkas1 diyagrami1

Teorem 4.1.1. % burulmal1 diigiimiiniin HOMFLY polinomu asagidaki esitlikleri saglar:

azP. Hypy T a’ n tek ise,
F=y ) iy (4.1)
—-a ZP%M) +a n ¢ift ise.
ve
P=(a’+1)P,-d’F,,, ~ nz4 (4.2)
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Ispat. % diyagrammin halkalanmis kavsaklarma griftlik iliskileri uygulansin. Bu durumda
#; n tekise sag el ve n ¢ift ise sol el yonlendirmeye sahip olur. » ’nin tek olmas1 durumunda,
kavsak degistirilirse (yani K_ uygulanir ise) elde edilen diyagrama ikinci Reidemeister hareketi
ve ardindan birinci Reidemeister hareketi pes pese uygulanarak sifir kavsakli agikar diigiim elde
edilir. Kavsak diizgiinlestirilirse (yani K, uygulanir ise) elde edilen diyagram, n+1’in ¢ift
oldugu dikkate alinarak, bilesenleri ters yonlii olan 4%(2'”“) torus halkasidir. »’nin ¢ift oldugu
durumu igin ise benzer sekilde ilerlenerek (3.1) ve (3.2) aksiyomlarindan (4.1) esitligi elde
edilir.

Diger taraftan, .%, diyagraminin belirlenmis bir yar1 burulmasina ($ekil 3.1.)’e gore
griftlik iligkileri uygulansin. Kavsak degistirilir ise (yani K_ uygulanir ise) elde edilen
diyagram, ikinci Reidemeister hareketinin uygulanmasiyla %H) burulmali diigimiidiir.
Kavsak diizgiinlestirilirse (yani K, uygulanir ise), n—1 kez birinci Reidemeister hareketinin
uygulanmastyla (2,2)-torus halkasi, yani Hopf halkasi, elde edilir. Eger n tek ise, elde edilen
(2,2)-torus halkasinin bilesenleri ters yonlii olacak sekilde sag el yonlendirmeye sahip oldugu
ve n ¢ift ise, elde edilen (2,2) -torus halkasiin bilesenleri ayni1 yonlii olacak sekilde sol el
yonlendirmeye sahip oldugu dikkate alinarak, (3.1) aksiyomundan asagidaki denklemler elde

edilir.

_ 2
P = aZP%,z) +a’P_,
ve

_ 2
P, = azP%yz) +a'P_,.

Dolayistyla son iki denklemden (4.2) yineleme bagintisi elde edilir.

Boylece, Teorem 4.1.1° deki (4.2) bagintisi, baslangi¢ kosullariyla birlikte dordiincii

dereceden bir yineleme bagintis1 olarak tanimlanabilir.
Tanmim 4.1.1. n>4 olmak iizere burulmali diigiimlerin yonlendirilmis diyagramlar1 .%” icin

HOMFLY polinomlar: dizisi {P,}”

n=0"

P =1, P=d’z"-a"+2a’, B=a"-z"+a” -], P3=(a4+612)22—06+a4+az (4.3)
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baslangi¢ kosullar ile
P=(a*+1)P,~d’F,,
olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.
Ayrica, K diyagrammin ayna goriintiisi K olmak iizere P. (a, Z) =P, (a_l, —Z)

oldugundan P_. (a,z) yerine P kullanilarak asagidaki bagint: elde edilebilir.

—aP

P,=(a’+1)P  ad)

- ~(n-2)
(4.2) yineleme bagintisinin karakteristik denklemi,
A —(a2 +1)/"L2 +a’=0
olacak sekilde dordiincii dereceden bir denklemdir ve bu denklemin kokleri
A=a, A=-a, A=1 1,=-1 (4.4)
ile verilir.

Asagida Tanim 4.1.1 kullanilarak burulmali diiglimlerin HOMFLY polinomlari

listelenmistir.

n|P (a,z)

n

0|1

1 | a’z>—a* +24°

2| -2 +a*+a?-1

3 (a4+a2)22—a6+a4+a2

4 —(a2 +1)z2 +a'—a*+a’

5 (a6+a4+a2)zz—a8+a6+a2

6 —(a4+az+1)zz+a6—a4+cf2

Onerme 4.1.1. {Pn }:3:0 dizisi i¢in iireten fonksiyon

h _—a2/13+(a’2—Zz—2)/12+(a222—a4+2a2)/1+1 45
gP( )_ a214—(a2+1)/12+1 (435)
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esitligi ile verilir.
Ispat. {Pn }:3:0 ‘nin iireten fonksiyonu genel olarak asagidaki formdadir
g, (1)=P+BA+PA" +...
Buradan, (a2 + 1) A’g,(A) ve -a’A*g, (1) carpimlari yapilarak ve (4.2) kullanilarak asagidaki
esitlik elde edilir.
(1-(a® +1)2* +a’2*) g, (1) =B +RA+(B - (* +1) B ) *+(R ~(a’ +1) R) X
+g(1’n —(az +1)Pn_2 +a2Pn_4)2."
= BRA+(B - (’ +1)B) A +(B~(d +1)R) 2.
Dolayistyla (4.5) esitligi, (4.3)’deki baslangi¢ kosullar1 kullanilarak elde edilir.

Onerme 4.1.2. P, yineleme bagmtisinin genel ¢oziimii

(a2 +a+1)(a4 —a’ (22 +2)+1)
24’ (a+1)

_a'-a’Z’ +1

A=-
24°

, C

’

(a2 —a+1)(a4 —a’ (22 +2)+1)
2a’ (a—l)

(a2 +1)(a4 -a’ (22 +2)+1)

b= 24° (az —1)

. D=-

olmak tizere

P, =dd"+B(-a) +C+D(-1)", n=0,
esitligi ile verilir.
Ispat. {Pn }::0 dizisinin kapali formu

P =AA"+BA +CA' + DA}, n>0
esitligi ile verilebilir.

O halde (4.3) ve (4.4)’den asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.
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F,=A+B+C+D=1,
P =A4+BA,+CAL+DA, =a’z" —a* +2a°,
P,=AA +BA +CA}+DA; =a’ 2" +a” -1,

P =AL +BL +CA +DA =a*z2* +a’z* —a’ +a* +d’.
Bu denklem sistemi c¢ozilerek A4, B, C ve D degerleri bulunur. Ayrica
x'=y"= (x - y) nz_llxk Y esitligi dikkate alindiginda (a—1) carpanlarmim sadelesecegi
i=0
gortlebilir.

Onerme 4.1.3. n>2 olmak iizere, %, burulmal diigiimiiniin HOMFLY polinomu igin agik

formiili
27 (&
( a”zj—a”+3 +a™ +a> ntekise,
a+1\5
P = s (4.6)
z i n n-2 -2 . .
- a |[+a —a “+a n ¢ift ise.
a+l (;‘ J i
seklinde verilir.
Ispat. (Duzhin ve Shkolnikov, 2015: 350)’deki (Sonug 1)’ den, (2,n) -torus halkas1 (20) ‘nin

HOMEFLY polinomu i¢in ac¢ik formiilii, » ’nin ¢ift oldugu ve bilesenlerin ters yonlii oldugu géz

oniinde bulundurulup tezdeki notasyonlarin uygulanmasi ile

a—a

a"—1 0 S\ -
P(%vn) :[ lJz—a (a—a 1)2 ! (4.7)

olarak elde edilir. Dolayisiyla, (4.6) da ki formiiller (4.1) ve (4.7) kullanilarak elde edilir.

Sonu¢ 4.1.1. HOMFLY polinomu, a=¢ ve z=¢"—¢" icin Jones polinomunu, a =1 i¢in
Alexander-Conway polinomunu ve a =1 ve z =" —¢ i¢in Alexander polinomunu sagladig

iyi bilinmektedir. Buradan %/ burulmali diiglimiiniin bahsedilen diiglim polinomlar: icin

yineleme bagintilar1 ve bunlarin ilgili 6zellikleri elde edilebilir.

e %, nin Alexander polimonu i¢in kolaylik adina A ;. (¢) yerine A, kullanilarak, %,

burulmali diiglimiiniin Alexander polinomu asagidaki esitligi saglar.

1 —1
(té —1 A)A%M) +1 n tek ise,

! _(t% —t%>A%ﬁ) +1 nciftise.
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Ayrica n>4 olmak iizere .%; i¢in Alexander polinomlar dizisi {A,}”
Ay=1, A =t=1+t", A, =—t+3-t", A, =2t-3+2t"
baslangi¢ kosullari ile
An = 2An—2 _An—4
olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.

%, ’nin  Alexander-Conway polimonu i¢in kolaylik adina V , (t) yerine V,

kullanilarak, %7 burulmali digiimiiniin Alexander-Conway polinomu asagidaki
esitligi saglar.
{ZV%M) 1 ek ise,
vV, =

-zV, )+1 n ¢ift ise.

Ayrica n >4 olmak lizere .%, i¢in Alexander-Conway polinomlar dizisi {Vn }::0

Vo=1, V,=2"+1, V,=-2"+1, V,=22"+1
baslangi¢ kosullari ile
Vn = 2vn—2 _Vn—4

olarak bir yineleme bagintis1 ile tanimlanir.

%, ’nin Jones polimonu i¢in kolaylk admna V. (t) yerine V, kullanilarak, %
burulmali diiglimiiniin Jones polinomu asagidaki esitligi saglar.

o h 2 )
(t it Z)V%M) +t n tek ise,

n

-% -y i) s
(¢ -t /)V%,,,) 2 ngiftise.

Ayrica n>4 olmak iizere .%; i¢in Jones polinomlar: dizisi {V,}"
Vo=1, Vi==t'+t+t, Vy=t"—t+1-t"+t7, V,=—t"+8 —t"+28 —* +1¢

baslangi¢ kosullari ile
v,=(C+1)V,, -0,

olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.

4.2. Burulmah Diigiimlerin Kauffman L ve F Polinomlar1
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K, , (Sekil 4.1)’de ¢izilen burulmali diigliimiin yonlendirilmemis bir diyagrami ve ﬁ(z,n) , (Sekil
4.2) de gizilen (2,n)-t0rus halkasmin yonlendirilmemis bir diyagrami olsun. Tezin bundan
sonraki kisminda kolaylik olmasi adina &, "nin Kauffman L polinomu i¢in L, (a,x) yerine

L, kullanilmstir.

Teorem 4.2.1. 8, burulmali diiglimiiniin Kauffman L polinomu asagidaki esitlikleri saglar:

L = a_IXLﬁ(z,n) +xL, —a" (4.8)

(2.n+1)

Ve
L, =xL, +(a-1)L, ,—a'xL, ;+d’L, ,, n=>4. (4.9)

Ispat. & diyagramimin halkalanmis kavsaklarma aksiyom (3.6) ve (Sekil 3.2.)’deki kavsaklar

ve ayirmalar uygulansin. Kavsak degistirildiginde (yani K~ uygulanir ise), ikinci Reidemeister
hareketinin n kez uygulanmasiyla ve birinci Reidemeister hareketiyle bir asikar diiglim

diyagram elde edilir. Kavsak diizgiinlestirilir ise (yani K° uygulanirsa) ﬁ( torus halkasi

2,n+1)

elde edilir. Daha sonra kavsak ayirildiginda (yani K uygulandiginda) ortaya ¢ikan diyagram,

birinci Reidemeister hareketi uygulandiginda bir ﬁ(z‘n) torus halkas1 diyagrami bulunur.
Boylece (4.8) esitligi (3.13), (3.14) ve (3.15) aksiyomlar1 kullanilarak elde edilir.
Diger taraftan, &, diyagraminin belirlenmis bir yar1 burulmasina aksiyom (3.12) ve

(Sekil 3.2.)’deki kavsaklar ve ayirmalar uygulansin. Kavsak degistirilir ise (yani K~ uygulanir

ise) elde edilen diyagrama ikinci Reidemeister hareketi uygulanmasiyla K, , burulmali
diigiimii elde edilir. Kavsak diizgiinlestirilirse (yani K° uygulanirsa) &, burulmali digimi

elde edilir. Daha sonra kavsak ayirilirsa (yani K~ uygulanir ise) n—1 kez Reidemeister hareketi

uygulanmasiyla elde edilen diyagram (2,2) -torus halkasi, yani Hopf halkas1 olur. Eger n tek
ise, elde edilen (2,2) -torus halkalarinin tiim kavsaklarinin sag el diyagrami oldugu ve n cift

ise, elde edilen (2,2)-torus halkalarimin tiim kavsaklarinin sol el diyagrami oldugu dikkate

almarak (3.13) ve (3.14) aksiyomlarindan asagidaki denklemler elde edilir.

_ n—1
L =xL ,+a xLﬁ(u) -L ,

Ve
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L ,=xL ,+ a"*3xLﬁ(2 L
Dolayistyla son iki denklemden (4.9) bagintis1 elde edilir.

Boylece, Teorem 4.2.1°deki (4.9) bagintisi, basglangi¢ kosullariyla birlikte dordiincii

dereceden bir yineleme bagintis1 olarak tanimlanabilir.
Tamim 4.2.1. n > 4 olmak tlizere burulmal diiglimlerin yonlendirilmemis diyagramlar1 & i¢in

Kauffman  polinomlar dizisi {L,} .

[=)

a’?, L =(a+a’1)x2 +(cf2 +1)x—2a—a’1,
-1 3
y (a+a
1
(a+a

L, ) )x4+ a+a’ +2)x3 +(a3 —a—2a_1)x2—(2a_2 +2)x—a3 +a+a

L
L

1

)x +(a2+a_2+2)x2—(a+a_1)x—a2—a_2—l, (4.10)
(

baslangi¢ kosullar1 ile
L,=xL,,+(a' 1)L, ,-a’xL, ,+d’L,

olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.

Ayrica K diyagraminin ayna goriintiisii K~ olmak iizere L. (a,x)zLK (a_l,x)

oldugundan L_. (a,x) ‘nin yerine L_, kullanilarak asagidaki baginti elde edilebilir

L =xL

-2 -2 -2
- (1) + (a — 1) Lf(nfz) —-a fo(H) +a L

~(n-4)’
(4.9) yineleme bagintisinin karakteristik denklemi,
At =x2’ —(a2 —1)/12 +a’xA—-a’ =0
olacak sekilde dordiincii dereceden bir denklemdir ve bu denklemin kokleri,

h=a, 2o =-a = w4 =4), = (-5 =4) (4.11)

ile verilir.

Asagida Tanim 4.2.1 kullanilarak burulmali diigiimlerin Kauffman L polinomlar

listelenmistir.
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n L”(a,'c)

0|a”

1 (a+a )x“Jr(aerl))c—2a—al

2 (a+a )x3+(az+a2+2)xz—(a+a )x—az—az—l

3 (a+a )x4+(az+a1+2)x3+(asfa72a )x27(2a2+2)x7a3+a+a

4 (a+a ')x5+(az+a2+2)x47(3a+2a"7a’3)x37(3542+47a4)x2+(2a+2a4)x+a2+l+a4

5 (a+a ')x"+(az+afz+2)x5—(4a+3a" —a"‘)xA—(4az+6+a’z—aq)x3+(4a+3a"+a’5)xz+(3az+3)x—a—a" -a”

6 (a+a ')x7 Jr(aZ +a’ +2)x —(5a+4a '~a 3))cs—(SaZ +8+2a”%-a 4).’c4+(7a+5a '—-a’+a 5)):3 Jr(6a2 +7+a (')xz —(3a+3a ')x—aZ -1-a*

Onerme 4.2.1. {Ln }f: , dizisi i¢in tireten fonksiyon

a i’ +((a2 +1)x2 +ax—a’ —2)/12 +((a+cfl)x2 +x—2a—cfl)ﬂ,+cf2
81 (/1) B —a* At +a*x A’ —(a2 —1)/12 —xA+1 (*412)

esitligi ile verilir.
Ispat. {Ln }::O ‘nin iireten fonksiyonu genel olarak asagidaki formdadir.
g, (A)=Ly+ LA+ LA +...
Buradan, xAg, (1), (a2 —1)/1sz (1), -a’xA’g, (A1) ve a’A*g, (A) ile garpimlari yapilarak ve
(4.9) kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir.

(1-x2—(a" =1) 2" +a’x2’ —a'2") g, () = Ly +(L, - 3L, ) A+ (L, = xL, —(a* ~1) L, ) A°
+(L, - xL, —(a’ =1) L, +a’xL, ) A’
+§XL,<u%_{aﬁ4)g4+a%g%—aiwgz"
= L:;(Ll —xL,) A+ (L, = xL, —(a* ~1)L,) 2°
+(L, = xL, - (@’ =1) L, +a’xL, ) A,
Dolayisiyla (4.5) esitligi, (4.3)’deki baslangic kosullari kullanilarak elde edilir.

Onerme 4.2.2. (4.8) yineleme bagntisinin genel ¢oziimii

a’ (x2—1)+ax+x2—1

A= . , B=0
a —ax+1
(a2 +1)(2a}+az(x3 + XX -4 —x’ —4—3x)+a(—x2 +x\x’ -4 +2)—\/x2 —4—x)
C= ,

2512\/)62 —4(—a2+ax—l)
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(az +1)(—2a3 +az(—x3 +x'\x =4 —+/x’ —4+3x)+a(x2 +xVx’ -4 —2)—\/)62 —4+x)
2a°/x’ —4(—a2+ax—1)

D=

olmak iizere
L = Aad" +B(—a)n +C(%(x+\/x2 —4)) +D(%(x— x’ —4)) , n=0 (4.13)
esitligi ile verilir.
Ispat. {L }" dizisinin kapali formu
L, =AA"+BA) +CA) + DA}, n=0
esitligi ile verilir.
O halde (4.10) ve (4.11)’den asagidaki lineer denklem sistemi elde edilir.

L,=A+B+C+D=a",

L = A +BA,+CA+DA, =(a+a ' )x* +(a” +1)x—2a—-a”',

L,=AA} + BA +CA} + DA = (a—i—a 1)x3+(az+a"2+2)x2—(cz+a"l)x—az—a"z—l,
L,=AA +BA, +CA} + DA, = (a—i—a 1))64—i—(az+a’2+2)x3+(a3—a—2a’1)x2

—(2a" +2)x—a +a+a.

Bu denklem sistemi ¢oziilerek 4, B, C ve D degerleri bulunur.

Tezin bundan sonraki kisminda kolaylik olmas: adina R 'nin Kauffman F polinomu

Fy (a,x) yerine F, kullanilmistir.

Onerme 4.2.3. &, burulmali diigiimiiniin yonlendirilmemis diyagramlari igin Kauffman F

polinomlari dizisi {Fn}::O,

F = (a +a ) (a4+a7§)x—2a72—a4,
F, =(a+a )x +(a +a +2) (a+a’1)x—az—aiz—1, (4.14)
F = (a -i—aé)x4 (a +a +2a° )x3+(a72—a4—Zaié)xz—(2a77+2a’5)x—a’2+a4+a’6

baslangi¢ kosullariyla birlikte
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a’xF, +(1—a"2)Fn_2 —a”xF,_,+aF,_, ntekise
F = , nx4 (4.15)
a’xF, +(1—a’2)Fn_2 —-a’xF,_ +a’F,_, ngiftise

olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.
Ayrica F, i¢in asagidaki

-2

-3 -1 .
a’xF. +a xF —a n tek ise,
R Rz

F = (4.16)

3 2 e .
axFR(“) +a xFﬁ( —-a n ¢ift ise.

241)
esitlik saglanir.
Ispat. n sirasiyla tek ve ¢ift oldugunda, w(8&,)=n+2 ve w(R,)=n-2 oldugu dikkate
aliirsa, (4.15) ve (4.16), (3.15) ve Tanim 4.2.1°de (4.10) bagintis1 kullanilarak elde edilir.

Ek olarak, K diyagrammmn ayna goriintiisi K~ olmak iizere F o (a,x) =F, (a’l,x)

oldugundan F_. (a,x) yerine Fkullanilarak asagidaki bagint1 elde edilebilir

a’xF (n1) +(1—a2)F7(H) —anE(H) +a2F7(n74) n tek ise,

F = (4.17)
a"3xF7(H) + (1 —-a’ )Ff(nfz) - a_3xE(n73) + azFf(”%) n ¢ift ise.

Benzer gosterimler kullanarak, ﬁ: ‘nin ayna gOriintlisii icin (4.16) esitliginden F

hesaplanabilir.

Onerme 4.2.4. (4.14) yineleme bagmtismin genel ¢dziimii

az(xz—l)+ax+x2 -1

4= a’ —ax+1 B0
(a2 +1)(2a3 +az(x3 +x° X =4 —x’ -4 —3x)+01(—x2 +x\x’ —4+2)—\/x2 —4—x)
C= )
2a°/x’ —4(—a2 +ax—1)
(a2 +1)(—20¢3 -i—az(—x3 +x'Ax =4 —x —4-1—3x)+a(x2 +x\Vx' -4 —2)—\/)c2 —4+x)
D=

2(12\/)62 —4(—a2 +ax—1)

olmak lizere
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a”Z(Aa"+B(—a)"+C(%(x+\/x2——4)jn+D(l(x— x2—4))nJ n tek ise,

2
F = , n=0
oo ) (] "
a’”z[Aa"JrB(—a) +C(—(x+ x2—4)) +D(—(x— x2—4))j n ¢ift ise
2 2

esitligi ile verilir.
Ispat. n sirasiyla tek ve ¢ift oldugunda w(&,)=n+2 ve w(&,)=n-2 oldugu dikkate

almarak (3.15) ve (4.13)’den istenen esitlik elde edilir.

Sonu¢ 4.2.1. n>1 igin {L,} ve {F,} nin agik formu

L =a'xR,, +(ax2 +a_2x—a—a_l)R +(x2 —ax+a’ —a_z)Rn

n+l

(4.18)
+(—x+a+a_1)RH —a"
Ve
-1 2.2 -3 2 2 3 4 2 -2
a xSn+2+(a X +a'x-a —1)Sn+1+(x —-a'x+a +a —a —I)Sn
Jr(—ax-ka2 +1)S"71 -a’ n tek ise,
"= (4.19)
a’xs ., Jr(a(’x2 +ax—a’ —a4)S"+1 +(a4x2 -a'x+a' +a’-a —az)Sn
+(—a5x+ a®+ cz“)Sn_1 -a’ n ¢ift ise.
Burada {R,} ve {S,} sirastyla r=a+x, s=—(l+ax), t=a ve

r=a’+ax, s= —(a2 +a3x), t= a* igin G, =G, =0, G, =1 baslangig¢ kosullartyla asagidaki
{G,} dizisinin 6zel durumudur.
n-2 n—-2
el n=2=i=2)i+7) »rrs i1 i
anz Z o . r”__’_jsl(—l) t.
=0 j=0 I+ J
Ispat. (Altintas ve Taskoprii, 2019: 9) Teorem 2.3 ve Teorem 2.4’den, R(z_n) ‘nin Kauffman L

ve F polinom dizilerinin agik formu asagidaki sekilde verilmistir

L, :(a’l)R +(ax—(a+a’l)x’l)Rn+((1+a2)x’1—a)Rn_1, nx1 (4.20)

(2.) n+l
Ve

F, ) =S +(a3x—(a3+a)x’1)Sn+((a5+a3)x’1—a4)5n_1, nx1. (4.21)
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Boylece (4.18) formiilii, (4.8) ve (4.20) kullanilarak elde edilir. Ayrica (4.19) formiilii, sirasiyla
n tek ve ¢ift oldugunda w(&,)=n+2 ve w(K,)=n—-2 oldugu dikkate alinarak, (4.16) ve
(4.21) esitliklerinin kullanilmasi ile elde edilir.

Sonu¢ 4.2.2. Kauffman L polinomunun a =1 i¢in BLM/Ho polinomunu ve a=-4" ve

x=A+A"" i¢in parantez polinomunu sagladig1 iyi bilinmektedir. Ayrica Kauffman F
polinomunun a =1 i¢in BLM/Ho polinomunu, a=-A4° ve x= A+ A" i¢in normalize edilmis
parantez polinomunu ve a=-t" ve x=t7*+t"* igin Jones polinomunu sagladig1 da iyi
bilinmektedir. Bu durumda &, burulmali diiglimiiniin bahsedilen diigiim polinomlar i¢in

yineleme bagintilar1 ve bunlarin ilgili 6zellikleri kolaylikla elde edilebilir.

e K, ’nin BLM/Ho polimonu i¢in kolaylik adina Qg (x) yerine QO kullanilarak, |
burulmali diigimiiniin BLM/Ho polinomu asagidaki esitligi saglar.

Qn = xQﬁ(Zﬁ) + xQﬁ( 1

204)
Ayrica n > 4 olmak iizere &, i¢in BLM/Ho polinomlar: dizisi {Qn }::0
0,=1, 0, =2x"+2x-3, O, =2x"+4x" —=2x-3, O, =2x" +4x’ —2x" —4x+1
baslangi¢ kosullari ile
Q,=x0,,—x0, ;+0,,

olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.

e K burulmali diigiimiiniin parantez polinomu asagidaki esitligi saglar.

(R,)=(-47-a" )<ﬁ(z,n>>+(’4 +4 )<f‘(z,n+1>>‘(‘A3 )

Ayrica n > 4 olmak iizere K, i¢in parantez polinomlar: dizisi {<ﬁn>}i0

(R)=d", (R)=—A' =A™ 447, (8,) = A =4 +1- 4"+ a7,
(R)y=—A"+4"-24+4" -4+ 4"

baslangi¢ kosullar ile
(R,)=(4+4") (R, )+(4 -1)(&R,,)-(4+4°) (], )+ 4 (8, )

olarak bir yineleme bagintis1 ile tanimlanir.
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e K ’nin yonlendirilmis diyagraminin normalize edilmis parantez polimonu igin
kolaylik adina N (A) yerine N, kullamlarak, S, burulmal diigiimiiniin normalize
edilmis parantez polinomu asagidaki esitligi saglar.

—(AF+ AN (AT AN A ntek ise,

() (2n+1)

(A10 +A8)Nﬁ —-4° n ¢ift ise.

(2.2+41)

N =

Lo (4t AN

2,n) N

Ayrica n>4 olmak iizere K&, i¢in normalize edilmis parantez polinomlar: dizisi

-
Ny=1, Ny=A*+A4"-A", N,=A4- 4" +1-4*+ 47,
Ny=A" A +247"" -4+ 47 -4
baslangi¢ kosullari ile
—(AM+ AN (1= AN+ (A AN+ AN, 0 tek ise
" {—(A“’ + AN, +(1=4°)N,,+(4"+ 4)N,  +4°N n ¢ift ise

olarak bir yineleme bagintisi ile tanimlanir.
e K, ’'nin yonlendirilmig diyagraminin Jones polimonu i¢in kolaylik admna Vg (t)

yerine V kullanilarak, &, burulmali diigiimiiniin Jones polinomu asagidaki esitligi

saglar.

3
—(ﬁ +t%)Vﬁ(2 ) —(t% +t)Vﬁ P n tek ise,

(2.n4+1)
V,= 1
—(t‘l +tA)Vﬁ —~
(2.1) (2.n41)

(1_2 NP ) Ve = £ n ¢ift ise.

Ayrica n >4 olmak lizere &, i¢in Jones polinomlar: dizisi {Vn }10,
Vo=l Vi==t"+£+t, V, = —t+1—t" +17, V=~ +6 —t* + 26 —* +t
baslangi¢ kosullari ile
—(t% Jrz“‘)Vn_l +(1—t%)Vn_2 +(t% +t4)Vn_3 +t%Vn_4 n tek ise

—(t% +t‘2)Vn_l +(l—t%)Vn_2 +(z% +z‘2)V,,_3 VW niftise

olarak bir yineleme bagintis1 ile tanimlanir.
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