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ELIiPTIK EGRILERIN FARKLI MODELLERIi UZERINE
OZET

Eliptik egriler matematigin son yillarda olduk¢a genis bir bilim insan1 toplulugu
tarafindan calisilan 6nemli bir konusudur. Kriptoloji uygulamalar1 oldukca dikkat
cekicidir. Bu alandaki ihtiya¢c nedeniyle cesitli kriptosistemler s6z konusu olup,
7 béliimden olusan bu ¢alismada eliptik egrilerin farkli modelleri incelenmistir. ilk
boliimde eliptik egri kriptolojisi tanitilmis olup, ikinci bolimde Edwards egrileri ve
ticlincii boliimde twisted Edwards egrileri incelenmistir. Dordiincii boliimde ise eliptik
egriler icin verilen dort seviye bir theta modeli tanitilmistir. Besinci boliimde ise yine
eliptik egriler icin verilen yeni bir theta modeli ele alinmistir. Altinc1 bolimde bu
modellerin maliyet analizi yapilmis olup son boéliimde ise bazi modellerin maliyet

karsilagtirilmasi ile sonug ve tartisma yapilmistir. Calisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Eliptik Egriler; Edwards Egrileri; Theta Modeli
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ON DIFFERENT MODELS OF ELLIPTIC CURVES
ABSTRACT

Elliptic curves are an important topic of mathematics that has been studied in
recent years by a very large group of scientists. Cryptology applications are quite
striking. Due to the need in this field, various cryptosystems are involved, and in this
seven-part study, different models of elliptic curves are examined. In the first part
elliptic curve cryptography is introduced and in the second part Edwards curves and in
the third part twisted Edwards curves are examined. In the fourth chapter, a four-level
theta model for elliptic curves is introduced. In the fifth chapter, a new theta model for
elliptic curves is discussed. In the sixth section, the cost analysis of these models is
made and in the last section the cost comparison of some models and conclusion and

discussion is made. The study is compilation.

Keywords: Elliptic Curves; Edwards Curves; Theta Model
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1. ELIPTIK EGRI KRIiPTOLOJIiSi

1.1. Giris

Eliptik Egri Kriptolojisi (EEK) veriyi sifrelemenin 6yle bir yoludur ki sadece
uzman kisiler bu sifreyi ¢ozebilirler. Glinlimiiz bilisim ¢agindaki en énemli konulardan
birisi veri giivenligidir. EEK’nin ger¢cek hayat uygulamalarimin yani sira en ¢ok
kullanildig1 yer internet veri trafigindeki sifrelemedir. Ornegin bir e-postanmn sadece
mubhatab1 tarafindan okunmasi igin sifrelenmesinde EEK kullanilir.

Kamusal anahtar sifrelemenin bircok metodu vardir. EEK bunlardan yalnizca
biridir. (Cohen ve Frey 2006)’den de takip edilebilecegi iizere kamusal anahtar
sifrelemelerde RSA, Diffie-Helman vb. baska algoritmalar da kullanilir. Asagidaki

semada kamusal anahtar sifrelemesi gosterilmistir.

Kamusal Anahtar Ozel Anahtar
Bayram J L dl Sebahat
Sifreleme ) _ Sifre
— Algoritmasi ' — | Goézme —
Orijinal Veri Sifreli Veri Algoritma Orijinal Veri

Sekil 1.1. Kamusal Anahtar Sifrelemesi

Dikkat edilirse Sekil 1.1°de iki anahtar vardir: kamusal anahtar ve 6zel anahtar.
Bu iki anahtar sirasiyla veriyi sifrelemede ve veri iizerindeki sifreyi ¢cozmede kullanilir.
Oyle ki veri aktarilirken Diinya iizerindeki herhangi bir kisi sifreli veriyi gorebilirken
gonderen ve alic1 disinda kimse mesaji1 okuyamaz.
Ornek 1.1.1. Bayram yeni ispatladig1 teoremi Sebahat’e gondermek istiyor. Ancak bu
onemli teoremin ispatini kimsenin gérmesini istemiyor. Kamusal anahtar sifrelemesi
yardimiyla Bayram asagidaki adimlari takip ederek bu mesaji giivenli bir sekilde
Sebahat’e iletebilir.
1) Bayram, Sebahat’e gizli bir mesaj yollamak istedigini belirtir.

2) Sebahat , Bayram’a kendine ait olan kamusal anahtar yollar.



3) Bayram mesajini bu anahtar ile sifreler.

Teorem + Kamusal anahtar = 3d4k71j79hghsgfd6656vhv

4) Bayram, Sebahat’e sifrelenmis mesaji1 gonderir.

5) Sebahat, mesajin sifresini ¢cozebilmek i¢in 6zel anahtar1 kullanir.
3d4k71j79hghsgfd6656vhv + 6zel anahtar = Teorem

Boylece Bayram, Sebahat’e teoremin ispatini giivenli bir sekilde ulastirmis olur.

Uyan 1.1.2. Kamusal anahtar herkes ile paylasilabilir. Ozel anahtar iyi saklanmalidir.
Ciinkii bu anahtar ele gecirilirse mesaj kolayca okunabilir. Bilgisayar yardimiyla
sifreleme ve sifre ¢ozme hizlica yapilabilir. Bir bilgisayarin 6zel anahtara sahip olmadan

sifreli mesaj1 ¢6zebilmek i¢in belki de milyonlarca y1l gereklidir.

1.2. Kamusal Anahtar Sifreleme Caliyma Prensibi

Bu sifreleme ¢esidinin ¢alisma prensibi tek yonlii olarak agilabilen bir “kapakli
kap1 fonksiyonu” olarak isimlendirilebilir. Gergekten de bu fonksiyon “tek yonlii”
hesaplanabilen bir fonksiyon olmalidir. Her bir sifreleme ¢esidi bir tek “kapakli kapi
fonksiyonuna sahiptir. Dogal olarak modern bilgisayarlarin teorik olarak 6zel anahtara
sahip olmadan sifreyi ¢6zebilme olasiligimi da diigiinerek “kapakli kap1 fonksiyonu”nu
en azindan bir tarafi kolayca hesaplanan bir fonksiyondur denilebilir.

A + B = C bir kapakl1 kap1 fonksiyonu olamaz. Bu fonksiyon i¢in eger 4 ve B
verilirse C hesaplanabilir. Burada B ve C verilirse A kolayca hesaplanir. O halde bu
fonksiyon bir kapakli kapi fonksiyonu olamaz. Ornek 1.1.1’¢ donecek olursak
“Teorem” ve kamusal anahtar verilirse “3d4k71j79hghsgfd6656vhv” elde edilebilir.
Ancak “3d4k71j79hghsgfd6656vhv” ve kamusal anahtar verilirse “Teorem” mesaj1 elde
edilemez.

En popiler sifreleme algoritmasi olan RSA’da kapakli kapi fonksiyonunun
giivenilirligi biiylik bir tam sayinin asal ¢arpanlarina hangi zorlukla ayrildigina baglidir.
Ornegin;

Kamusal anahtar 944.871.836.856.449.473 ve 0zel anahtar 961.748.941 ve
982.451.653 olsun. Bu oOrnekte kamusal anahtar ¢ok biiyiik bir tam say1 olup 06zel
anahtar kamusal anahtarin iki asal ¢arpanidir. Dikkat edilirse bu iki anahtar da kapakli
kap1 fonksiyonunun amacina olduk¢a uygundur.

Uyan 1.2.1 (a) Gergek hayat kriptolojisinde bir 6zel anahtarin giivenilir sayilabilmesi

icin en az 200 haneli olmas1 gerekir.



(b) EEK ile RSA karsilastirilacak olursa EEK su yonleriyle 6n plana ¢ikar. EEK’de
tipki RSA’daki gibi hem kamusal hem de ©zel anahtar fretilir. Ancak giivenlik
diizeylerine bakildiginda EEK’ de iiretilen 256 bit uzunlugundaki bir anahtar RSA’da
iiretilen 3072 bit’lik bir anahtar ile ayn1 glivenlige sahiptir. Boylece EEK bilgisayarlar,
akilli telefonlar gibi yerlerde %10 oraninda daha az bant genisligi ve hard diskte yere
ihtiyag duyarlar.

1.3. EEK’nin Kapakh Kap1 Fonksiyonu
[k olarak eliptik egri kavrami tanitmakla ise baslayalim. F karakteristigi 2 veya
3 olmayan bir cisim olsun. Bu takdirde a4, a,, as, a4, ag € F olmak iizere

EF)={(x,y) EF?:y2 + a;xy + azy = x3 + a,x* + ayx + ag } U {0} (1.1)
seklinde tanimlanan kiimeye F iizerinde taniml1 bir eliptik egri denir (Silverman 2016).
Bir eliptik egri farkli sekillerde ifade edilebilir. Buna eliptik egrilerin formlar1 adi
verilir. (1.1) esitligindeki formuna Weierstrass formu denir.

(1.1) esitliginde (Silverman 2016) sayfa 46’da yer alan uygun bir degisken
degisimi yardimiyla eliptik egrinin kisa Weierstrass formu a, b €7 ve
A = —16(4a3 + 27b?) # 0 olmak iizere

y2=x3+ax+b
esitligiyle verilir. Bir eliptik egrinin Montgomery formu ise

BY? = X3+ AX* + X
olarak tanimlanur.

Eliptik egriler {izerinde tanimlanan ilging nokta toplami yardimiyla bir abelyen
grup olustururlar (Silverman 2016). Buna gore P ve Q noktalar1 E(F) eliptik egrisi
iizerinde iki nokta olsun. P ve Q noktalarindan gecen dogru verilen eliptik egri tigiincii
dereceden bir denklem oldugu i¢in egriyi bir iigiincii noktada keser. P + Q noktas1 egriyi
kesen ti¢iincii noktanin x-eksenine gore simetrigi olarak tanimlanir (Silverman 2016).
Bir noktayr kendisiyle toplarken ilgili dogru olarak teget dogrusu alinir. Teget
dogrusunun varligim1 4 # 0 kosulu garantiler. Asagidaki sekilde eliptik egri iizerindeki

nokta toplami geometrik olarak tanitilmistir.



Sekil 1.2. Eliptik Egri Uzerinde Nokta Toplam1

Bir E eliptik egrisi ve bu egri lizerinde bir 4 noktasini géz oniine alalim. Bu
noktay1 keyfi bir B noktasi ile toplayalim. Yani

A+ B = C olsun.

Devaminda 4 + C = D noktasi elde edilsin. Son olarak da 4 + D = E noktasina
ulasalim. Dikkat edilirse toplam 3 tane toplama islemi yapilmis olur. O halde

Kamusal anahtar: Baslangi¢c noktas1 4 ve bitis noktast £

Ozel anahtar: Yapilan toplama islemi sayisi olur.
Boylece oldukga basarili bir kapakli kap: fonksiyonu elde edilmis olur. Ozel anahtar
bilindigi takdirde A’dan E’ye ulasmak olduk¢a kolaydir. Ancak 4 noktas1 verildiginde
ka¢ adimda E noktasina ulasildigini bulabilmek imkansiza yakindir. Burada ilk akla
gelen soru B noktasinin nasil secildigidir. Genellikle B = 4 yani bir noktanin iki kati

alinir.



2. EDWARDS EGRILERI

Harol Edwards, 2007°de eliptik egrilerin bir yeni formunu tanimlamistir. Bilim
insanlar1 bu ilgi cekici egrilere Edwards egrileri ismini vermistir. Eliptik egrilerin bu
yeni formunun bu capta bir kabul gérmesinin sebebinin oldukga hizli, sik ve basit bir
nokta toplama iglemine sahip olmasi oldugu sdylenebilir.

Bu bolimde Edwards egrileri tanitilacaktir ve grup yapist incelenecektir.
Detaylar i¢in (Edwards 2007) kaynag1 incelenebilir.

Tanmm 2.1. F karakteristigi 2’den farkli bir cisim olsun. d # 0,1 olmak {izere d € F
almsin. Bu durumda x? + y? = 1 + dx?y? esitligi ile tanimlanan egriye Edwards egrisi

denir.

Sekil 2.1. Bir Edwards Egrisi Modeli Ornegi
Sekil 2.1°de x? + y? = 1 + 300x%y? Edwards egrisinin grafigi verilmistir.

MAPLE programi yardimiyla Edwards egrileri c¢izilebilir. Sekil 2.1°deki
Edwards egrisi asagidaki sekilde gibi ¢izdirilebilir.



# d= —pOO igin fonksiyonun grafigi

implicitplot (x*2+y*2+300*x"2*y*2=1, x=-1..1,y=-1..1,color=blue) ;

# d= -150 ig¢in fonksiyonun grafigi

implicitplot (x*2+y”2+150*x"2*y*2=1, x=-1..1,y=-1..1,color=blue) ;

Sekil 2.2. Cesitli Edwards Egrileri

Tamm 2.2. Ed(F) = { (x,y) € FxF1x2 + y? = 1 + dx?y?} kiimesine Edwards egrisi

tizerindeki noktalarin kiimesi ad1 verilir.

Tanim 2.3. d sayist F cismi lizerinde bir tam kare olmamak iizere (xq,y;),
(x3,y2) € EA(F) icin Edwards egrisi iizerinde toplama islemi asagidaki sekilde

tanimlanir:

(%1, Y1) T (X2,¥2)= (x3,¥3) olsun.



Bu durumda

X1Y2 +Y1X2 V1Y2— X1X3 (2 1)

ve V3 =

Xa = =
3 1-dx1%2Y1Y2

1+dx1x2Y1Y2

Teorem 2.4 (Edwards 2007). Ed(F) yukarida tanimlanan toplama islemine gore bir

grup olur.

Ispat. Ed(F)’nin elemam olan siral ikililer F cisminin elemanlar1 olmasi ve d # 0,1
olmak iizere d € F olmas1 kosulu nedeniyle verilen islemin kapalilik 6zelligini sagladig:
kolayca gortiliir. d sayis1 bir tam kare olmadik¢a nokta toplami formiiliindeki paydanin
sifir olma olasiligi yoktur. Birlesme o0zelligi dogrudan hesapla, olduk¢a karmagik
islemlerle goriilebilir. Ote yandan (0,1) noktasmin bu islemin etkisiz eleman1 oldugu

acgiktir. Gergekten de

(x,71) H0,1) = x5 = T ve y3 = olur.

(x1,y1) in bu isleme gore tersi (—xq, y;) dir. Gergekten de

X1Y1—%X1)Y1
_;’_ - = ==
(xlpyl) ( xl!yl) x3 1_dx1x1y1y1 0 ve

Viyitxixy 1+ dx1X1Y1Y1

= = =1
1+dx;xy1y1 1+ dxx 91,

V3

= (0,1) olur.
Degisme 0zelligi gormek i¢in (x4, 1), ( X2, ¥2) € EA(F) olmak iizere

X1Y2 +Y1X3 V1Y2— X1X2
1+ dx1x2y1y2 " 1— dxX1X2Y1Y>

(X1, y1) T (X2, ¥2) = ( ) = (x3,y3) olsun.

X2Y1 +Y2X1 V2Y1— X2X1
1+ dx1x2y1Y2  1— dX1X21Y>

(x2,¥2) T (x1,¥1) = ( ) = (x3,y3) oldugundan

asikar olarak (x1,y1) + ( x2,¥2) = (X3, ¥2) + (%1, y1) oldugu goriiliir. O halde degisme
ozelligi vardir.
Boylece Ed(F) yukarida tanimlanan toplama islemine gore degismeli bir grup

olur.



Uyan 2.5. Edwards egrileri iizerindeki nokta toplaminin geometrik yorumu su sekilde
aciklanabilir. Birim ¢ember iizerinde aslinda bir nokta toplami tanimlanabilir. Oyle ki
x2+y?=1vei=12icin x; = sin (;) , y; = cos (a;) oldugu kabul edilsin. Birim
¢cember tlizerinde (xq,y;) ve ( x3,Yy,) noktalarinin toplami (x3,y3) olmak iizere bu iki

noktanin toplami
x3 =sin (a; + ay) ve y; =cos (a; +ay)
Olarak tanimlayalim
x3 = sin (a; + ay)
= sin (a,).cos (ay) + cos (ay).sin (ay)
y3 = cos (ag + ay)
= cos (ay).cos (ay) —sin (ay).sin (ay)

olur. Boylece acilarin toplami etkisiz elemani (0,1) olan degismeli bir grup tanimlar.
Edwards egrisi iizerindeki toplam buradan hareketle tanimlanmistir. Birim c¢ember
iizerindeki bu toplama islemiyle noktalarin katlar1 hizlica hesaplanabilir ancak giivenlik
diizeyi oldukc¢a diisiiktiir. Ancak Edwards egrisine bu nokta toplaminin uyarlanmasi ile

oldukea popiiler bir kriptosistem elde edilmistir.

Bir grupta sonlu mertebeli noktalar biiyiikk 6nem tasir. Bu nedenle belirli
mertebeye sahip tim elemanlar1 belirlemek olduk¢a Onemlidir. Asagidaki teoremde
Edwards egrileri iizerindeki 2 ve 4. mertebeden tiim noktalar belirlenmistir.

Teorem 2.6 (Edwards 2007). Bir Edwards egrisi iizerindeki (0,—1) noktasinin
mertebesi 2, (1,0) ve (—1,0) noktalarinin mertebeleri ise 4’tir.
Ispat. Dogrudan hesaplama yardimiyla (0,—1) + (0,—1) islemi yapildiginda x; = 0

V3 =%= 1 oldugu goriiliir. Etkisiz eleman elde edildigi i¢in (0,—1) noktasinin

mertebesi 2°dir. Benzer sekilde hareket edilerek (1,0) ve (—1,0) noktalarinin
mertebeleri ise 4 oldugu goriiliir.

Asagidaki teoremde bir Edwards egrisi lizerinde alinan bir P noktasini iki katina
gotliren formiil verilmistir. Bu tarz “yalin” formiiller kriptosistemlerin hem pratikligi

hem de giivenilirligi adina kritik rol oynar.



2_ 2
Teorem 2.7 (Edwards 2007). P = (x,, y,) € Ed(F) icin 2P = (me Y1 )olur.

x12y12” 2= (x1 % +y,2)
Ispat. Nokta toplam1 formiilii dikkate alinirsa P = (x4, y;) € Ed(F) igin

(x1,y1) + (x1,y1) = (x3,y3) olup burada

2X1Y1 y1%—x,%

Xq = —mm—————— —_— —_—
3 1+dx12+y12 y3 1—dx12+y12

olarak bulunur, bu da ispat1 bitirir.

Teorem 2.8 (Edwards 2007). F karakteristigi 2’den farkli olan bir cisim ve E eliptik
egrisi F cismi iizerinde taniml1 ve en az bir tane 4. mertebeden noktaya sahip eliptik egri
olsun. Bu durumda E eliptik egrisi ya F iizerinde ya da F’ nin uygun bir cisim
genisglemesi lizerinde tanimli bir Edwards egrisine doniistiirtiilebilir.

Uyan 2.9. Edwards egrisi lizerinde nokta toplami islemine bakildiginda paydanin sifir
olma riski goze carpar. Eger d tam kare degilse paydanin sifir olamayacag1 kolayca
gosterilebilir.

Uyan 2.10. Teorem 2.8 sayesinde eliptik egrilerle Edwards egrileri arasindaki iliski

kurulmus olur. Bu ise Edwards egrilerinin teori i¢indeki dnemini gosterir.
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3. TWISTED EDWARDS EGRILERI

Bu boliimde daha genel bir Edwards egrisi olan twisted Edwards egrisine kisaca
deginilecektir. Bu egrilere ihtiyag duyulmasinin sebebi su sekilde aciklanabilir. Teorem
2.7 geregi bir eliptik egrinin daha “hizli” bir kriptosistem olan Edwards egrisine
doniistiirebilmesi i¢in 4. mertebeden bir noktaya sahip olmasi1 gerekliydi. Bu 6nemli bir
kisittir. Bu ise bir ¢ok eliptik egrinin Edwards egrisine doniistiiriilmesini engeller. Bunu
asabilmek i¢in Edwards egrilerini de kapsayan bir genellestirilmeye gidilmistir. Bu
sayede daha hizli bir nokta toplamina kavusulmus olup, ¢ok daha fazla sayida eliptik
egri kullanilabilmistir. Bazi Edwards egrilerinin twistleri alinarak daha hizh
kriptosistemler elde edilir. Twisted Edwards egrilerinin bir diger avantaji ise tiim

Montgomery egrilerinin twisted Edwards egrisi cinsinden yazilabilmesidir.

Tamm 3.1. (Bernstein vd. 2008) F karakteristigi 2’den farkli bir cisim ve a, d €F
0’dan farkli iki eleman olsun. Bu durumda a ve d katsayilarina sahip Twisted Edwards

egrisi Ed , 4 1le gosterilir ve
Ed ,q:ax? +y% =1+ dx?y?
olarak tanimlanir.
Uyarn 3.2. Dikkat edilirse a = 1 alinmasi halinde klasik Edwards egrisi elde edilir.

Ornek 3.3. 10x? + y? = 1 + 6x2y? esitligiyle tanimlanan egrisi bir twisted Edwards
egrisi olup grafigi asagidaki gibidir.
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implicitplot (10*x"2+y*2-6*x"2*y*2= 1, x=-4..5,y=-8..12);

0

Sekil 3.1. Twisted Edwards Egrisi Ornegi

Tamm 3.4 (Bernstein ve Lange 2007). Ed , 4(F) twisted Edwards egrisi tizerindeki
nokta toplami her (x4, y1), (x2,¥,) € Ed ,4q(F) i¢in

(x )+ (x ) = ( X1Y2 T Y1X2  Y1Y2 — AX1X3 )
v 22 14+ dxixy1y," 1 — dxyx,y1y,
olarak tanmimlanir.

Tamm 3.5. C; ve C,, F? iizerinde tanimli iki egri olsun. C; egrisinden C, egrisine F

iizerinde bir rasyonel doniisiim ¢ ile gosterilir ve
p:C > G 9=(f9)
olarak tanimlanir.

Burada f ve g F cismi lizerinde f ve g’nin tanimlhi oldugu her p € C; noktasi i¢in

o) = (f(p).g(p)) € C; ozelligindedir.

Ornek 3.6. C egrisi F;5 iizerinde v? = u® + 6u? + u esitligiyle tanimlansin.

1+u

f(u,v) =% ve g(u,v) = ——

1-u
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olarak tanimlansin. Bu takdirde f ve g sonlu sayida nokta hari¢ (ki bu noktalara istisnai
noktalar denir) tanimlidir. Tam olarak istisnai noktalar v = 0 veya u = 1 seklindedir.

Bu noktalar hesaplanirsa

1) Egerv=0ise u=0 veya u?+6u+1=0 olur.u?+6u+1=0 1
F 5 te kokii yoktur. Boylece buradan bir tek istisnai nokta gelir o da (0,0) noktasidir.
2) Eger u =1 ise v2 = 8 olur ki 8 F;3 te ikinci dereceden kalan degildir. Bu

yiizden buradan istisnai nokta gelmez.

olur ki

O halde g her yerde tanimudir. f i¢in dikkat edilirse % =

uz+6u+1

£(0,0) = 0 elde edilir. Yani f ¢’nin tamamina genisletilebilir.

Ornek 3.7. Omekte v? = u® + 6u® + u eliptik egrisi {izerinde

£+(1+_u)2_1+£+(1+_u)2

v2 1-u v2 1-u

ozdesligi yardimiyla f2 + g2 = 1+ 2f?%g?

oldugu goriiliir.

O halde ¢ = (f,g), C:v*> =u®+ 6u? +u eliptik egrisinden F;5 lizerinde
tanimh x2 + y? = 1 + 2x%y? Edwards egrisine bir rasyonel déniisiim olur.

@ dontsimiiniin C eliptik egrisinin etkisiz eleman1 oo'a verdigi resmi
hesaplayalim. Oncelikle C’nin projektif koordinatlardaki denklemi
C:v%z =u3 + 6u’z +uz? seklindedir. oo noktasu (0:1: 0) olur (Silverman 2006).

@ rasyonel doniisgimii u = % ve v = % dontistimleri yardimiyla

o (uiviz) = (22,102 o (22w Lz

v 'u-z v '1-z/u

z _ u?+6uz+z?

olur. —=——— e (0:1: 0)’da sifir oldugundan ¢ (o) = (0,1) olur. Yani bu
doniisiim eliptik egrinin etkisiz elemanin1 Edwards egrisinin etkisiz elemanina

resmeder.

Tamim 3.8 (Cohen ve Frey 2006). ¢ : c¢; — c, bir rasyonel donilisim olsun. Eger

oo = id., ve @oo = id., olacak sekilde bir 0: ¢, = ¢; donlisiimii bulunabiliyorsa



13

¢'ye birasyonel doniisiim denir ve bu durumda ¢; ve ¢, egrilerine birasyonel olarak

denk egriler denir.
Ornek 3.9. Ornek 3.7 ile devam edelim a = (u, v) déniisiimii
Ed: x* + y?> =1 + 2x%y? edwards egrisi iizerinde her (x,y) € F;3\{0,1} i¢in

1+ 2(1+
w1 e po 20

1-y T x(1-y)
ile tanimlansin.

0(0,1) = o0 € C(F;3) olur. O halde bu bir rasyonel doniisim olur. Dikkat

edilirse bu ¢ ile birlikte o doniistimii E ile C arasinda birasyonel denklik tanimlar.

Teorem 3.10 (Bernstein vd. 2008). Her bir Twisted Edwards egrisi Montgomery

formundaki bir eliptik egriye doniistiirebilir. Tersi de dogrudur.

Ispat. Bv? = u® + Au? + u esitligiyle verilen Montgomery egrisi a = (4 + 2)/B ve
d=(A—-2)/B olmak iizere Ed,q(F): ax?+y?=1+dx?y? twisted Edwards
egrisine birasyonel olarak denktir. Burada (u,v) = (x,y) = (%,Z—:) seklindeki

dontisiim istenilen 6zellikteki doniisiim olur.

Bu calismanin temel amaci eliptik egrilerin farkli formlarini incelemek ve
derleme niteliginde bir calisma yapmak oldugu icin Edwards ve twisted Edwards
egrileri hakkinda derinlemesine bir inceleme yapilmamistir, Edwards egrileri hakkinda

yapilmig bir ¢alisma icin (Mus 2009) kaynagina bakilabilir.
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4. ELIiPTIiK EGRILER iCIN DORT SEVIiYE BiR THETA MODELI

Bu boliimde eliptik egriler i¢in verilen dort seviyeli bir theta modeli ele
aliacaktir. Bu modelin bu sekilde adlandirilmasiin nedeni theta fonksiyonlarinin
Riemann ile iligkilerinden gelmektedir. Daha kesin olarak theta fonksiyonlarinin
Riemann iligkileri C iizerinde tanimli bir eliptik egriyi parametrize eder. (Silverman
2006)’ya gore C lizerinde taniml bir eliptik egri C/A,, toruna izomorftur. Burada A4, =
wZ + 7 kafesini gostermektedir. Bu izomorfizm ise P3 projektif uzayma bir gdmme
tanimlar. Eliptik egrilerin bu modeli 4 parametre ile tanimlandigit ve de theta
fonksiyonun Riemann iligkileri yardimiyla tanimlandigi i¢in “Dort seviye theta modeli”
olarak adlandirilmistir. Bu boliimle ilgili detayli bilgi (Diao ve Fouotsa 2015) ve
(Fouotsa ve Diao 2017)’da bulunabilir.

Tamm 4.1. p bir asal say1 ve belirli bir 7 pozitif tamsayisi olmak iizere ¢ = p” olsun ve
F, sonlu cismini ele alalim. Bu durumda 4 seviyeli theta modeli (Mumford 1966), sayfa

352’ye gore
A= cy?+4c,? olmak tizere

E _ X02+X22 = AX1X3
AT X2 4X5% = XX,

esitliklerinin kesisimi olarak tanimlanir.

Etkisiz eleman [cy, 1, 2 ¢, 1]°dir. Diger yandan ¢, ¢, € F; katsayilar1 verilen
eliptik egrinin katsayilarina bagli olarak tanimlanmistir (Mumford 1966) ve istelik
Co €3 (Co?+4c,”) =1 esitligini saglarlar. 2 (A2 —4)(A%2 4+ 1) # 0 kosulu E; dort

seviyeli theta modelinin singiiler olmadiginin kanitidir.

Asagidaki teorem dort seviye theta modeli lizerinde tanimlanmis birlesik toplam
formillerini verir. Bu formiiller hem 2 farkli noktanin toplami ve bir noktanin
kendisiyle toplami icinde kullanilabilir. Bu formiillerin bir diger ozelligi ise bu
formiillerin yalnizca karakteristigi tek say1 olan cisimler lizerinde degil ayn1 zamanda

ikili cisimler tizerinde gecerli olmasidir.
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Teorem 4.2 (Fouotsa ve Diao 2015). P, = [X,, X1, X5, X3] ve
P, =[Y,, 11, Y5, Y5 ] noktalar1 F; sonlu cisim ve tanimli Ej eliptik egri tizerinde iki
nokta olsun. Bu durumda P; + P, = P; 6zelligindeki P; noktasinin [ Zy, Z1, Z,, Z3]

koordinatlar1 agagidaki gibi yazilabilir.

Zo= X’ Yo’ + X2 1,2) —4(D) X, X3 ¥, Vs

Co
Z1= agXo X1 Vo Vi + Xo X3 Yo Y3) —20,( X X3 Yo Vi + Xp Xy Y2 V3)

Zy=(X P+ X3P —4(D) X Xy Vo 1y

Co
Z3= agXo X3 Yo Y3+ X1 X, V1 Vo) —20,(Xo Xz V1 Yo+ Xy Xp Y Y3)

Herhangi bir sonlu cisim iizerinde P = [ X, X1, X5, X3 ] noktasinin tersi —P ile

gosterilir. —P =[ X,, X3, X,, X;] olarak bulunur.

Etkisiz eleman ise 0= [ ¢y, 1, 2¢, , 1] dir.

Asagidaki teoremde eliptik egrilerin dort seviye bir theta modelinin 6nemli bir
ozelligi verilmistir.

Teorem 4.3 (Diao ve Fouotsa 2015). E; , [, sonlu cismi lizerinde taniml bir eliptik
egrinin bir dort seviye theta modeli olsun. Bu takdirde E; dort mertebeli bir rasyonel

noktaya sahiptir.

Asagidaki tablolarda nokta toplami ve bir noktanin iki katim1 almayla ilgili
algoritmalar verilmistir. Bu tablolarda M, S ve m sirasiyla bir ¢arpma, kare alma ve bir

sabit ile carpmay1 gostermektedir.
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Islemler Maliyet
A:=X,.Yy; B:=X,.Y;; C:=X,.Y,; D:=X;.Y5; E:=A?; F:= B?; AM + 28
G:=C? H:=D? Zy:=E+G + (2¢c;/cy)((B—D)? — F — H); 35+ 1m
Z,:=F+H+ (2¢c;/co)(A—C)?*—E —G); I=1/2((A+B)> — E — 25+ 1m
F);
J=1/2((C+D)* =G — H); K:= (U + V) (U +V2) =1 = J; 1M + 1S
L:=(A+C)(B+D)—1—-]; Z; :=ao(I +]) — 2¢,K; 1M + 2m
E:=©Xo+X)X3+ X))~ Uy =V, E:= Yo+ ) (Y3 + Y1) —Up = V3 2M
G:=EF —L; Z3:=coL —2¢c,G; U3 :=ZyZy; V3:=7Z,7Z3 3M +2m
Toplam maliyet: 11M + 8S + 6m
Cizelge 4.1. Algoritma ve Nokta Toplama Maliyeti
Islemler Maliyet
A:=XoX,; B:i=X.X3; C:=A%D:=B2 Z,:=A° —4c,20,)D — | 2M + 2§
2C; +1m
Zy = (A% — 4c,2A,)C — 2D; E:= U, Vy); F:= (Uy + V)2 — 2E; 1M + 15
+1m
Zii=coF —2E; U3:=ZyZ;; 1M+ 1m
Z3:=co( ((Xo + X)) (X3 + X;) —A—B)2 — 2E) — 4c,E; Vs :=Z, Z5. | 2M + 1S
+1m

Toplam maliyet: 6M + 4S5 + 3m

Cizelge 4.2. Algoritma ve iki katin1 alma maliyeti
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Islemler

Maliyet

A= XO'YO; B:= Xl'Yl; C:= XZ'YZ; D := X3.Y3; ZO = (A+ C)Z,

4M + 1S

Toplam maliyet: 7M + 2S5 + 2m

Cizelge 4.3. Ikili cisimlerde nokta toplami algoritmasi ve maliyeti

Islemler Maliyet
A:=Xy%B = X,%C = X,% D 1= X3%, Zy := (A + €)% Z,: = (B + D)% 6S

Toplam maliyet: 3M + 6S + 2m

Cizelge 4.4. Ikili cisimlerde iki katin1 alma algoritmas1 ve maliyeti
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5. ELiPTiK EGRILER iCiN YENi BiR THETA MODELI

Bu boliimde eliptik egrinin dort seviye theta modelinden herhangi bir sonlu
cisim lizerinde tanimli ve yeni bir theta modeli adini verecegimiz yeni bir model
tanimlayacagiz. Ayrica bu model ile ikili olmayan cisimler {lizerinde tanimli Edwards

modeli arasinda bir rasyonel denklik verecegiz.
5.1. Eliptik Egrilerin Yeni Modeli Icin Bir Esitlik

Bu kisimda ileride tanimlanacak eliptik egrilerin yeni modeli i¢in gerekli olan
hazirliklar yapilacaktir. Buna gore ilk olarak eliptik egriler arasinda tanimlanabilen 6zel

bir doniigiim olan “isogeni” kavrami verilecektir.

Tamm 5.1.1. (Silverman 2016). E; ve E,, K cismi {lizerinde tanimli iki eliptik egri
olsun. Eger f: E; — E; sabit olmayan bir morfizm ise yani Opg, ve O, sirasiyla
E, ve E, eliptik egrilerinin etkisiz elemanin1 gostermek iizere, eger f doniisiimii

f (OE!) = Og, olacak sekilde katsayilari K cisminden olan rasyonel fonksiyonlar

yardimiyla verilen bir morfizm ve fye E; ‘den E,’ye K iizerinde bir isogeni adi

verilir.

Eger f: E; — E, olacak sekilde bir isogeni bulunabiliyorsa E; ve E,’ye

1sogenik eliptik egriler denir.

Isogeni doniisiimiiniin bir grup homomorfizma oldugu kolayca goriilebilir.

Isogeni doniislimiiniin ¢ekirdeginin eleman sayisina isogenin derecesi denir.
Cekirdeginde iki eleman bulunan isogeniye 2-isogeni denir.

Teorem 5.1.2 (Fouotsa ve Diao 2017). F; sonlu cisim lizerinde tanimhi E; 4 seviye

26

theta modeli olsun. Bu takdirde, A(A1%2 — 4)(A%2 + 1) # 0 ve etkisiz eleman 00=<
G

, 1) olmak tizere E; 4 seviye theta modeli

g1+ x2+y%+x%y? = 1%xy
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esitligiyle verilen eliptik egriye 2-isogenidir.

Ispat. o= E; - g

X, X

[ X0, X1, X5, X311 (x,y) =(—=, —) doniisiimiinii ele alalim. Bu durumda kolayca
0 1
goriilebilir ki;
XX X, X
1+x2=21—"1F ve 1+y?=21 232
XO Xl

olur.

Yukaridaki iki esitlik ¢arpilarak (1 + x2).( 1+ y?)=A%xy elde edilir. Boylece
g : 14+ x%+y?+x%y? = 2%2xy elde edilir. Bu yiizden ¢ bir rasyonel déniisiimdiir.
Ustelik @@y = (0,0) olmasi E, tzerinde olmayan P = (0,0,0,0) noktasi olmasini

gerektirdiginden ¢ diizgiin bir doniisiimdiir. Buna ilave olarak o0¢=[ ¢y, 1, 2¢c,, 1]
c

etkisiz elemani ¢ doniisimii altinda 00=<—2, 1) noktasina resmeder ki buradan
0

¢’nin 1-isogeni oldugu acik¢a goriliir. Direkt hesaplama yardimiyla bu isogeninin

derecesi ker ¢ ={ 0y, [—Cy , 1 ,—2c;, , 1]} oldugundan 2 olarak bulunur.

O halde bu doniisiim bir 2-isogeni doniisiimii olur. Bu ise ispati bitirir.

2c
Uyari 5.1.3. —= degerine A diyecegiz.
)

Tamim 5.1.4. Bir F; sonlu cismi tizerinde tanimli eliptik egrilerin theta modeli etkisiz
eleman 00=<% ) 1) ve A =c¢,+4c, esitligi A(A%2 —4) (A2 + 1) # 0 ozelligini
0
saglamak iizere
g1+ x%+y2+x%y? = A%xy

yardimiyla tanimlanir.
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Asagidaki sekilde bir yeni theta modelinin grafik temsili yer almaktadir. Burada

egrinin reel sayilarin bir alt kiimesi olarak tanimlandig1 kabul edilmistir.

P <

v

Sekil 5.1. Bir Yeni Theta Modeli Ornegi

Uyan 5.1.5. ¢, eliptik egrisi tipki Edwards modelindeki gibi 6nemli bir simetri
ozelligine sahiptir. Oyle ki eger (x,y) noktasi &, nin bir elemaniysa (y, x) noktasinda &,

egrisinin bir elemanidir.

2c
Teorem 5.1.6 (Fouotsa ve Diao 2017). 00=<—2, 1) Ozdeslik eleman1 olmak flizere
=)

ikili olmayan cisim iizerinde tanimli €, eliptik egrisi bir rasyonel olarak
Ec:x?+y?=c?(1+x%+y?)
Edwards modeline denktir.

Ispat. @ = &; — E_ doniisiimii

(x,y)'—> (x+1 1+_y)

x-1" 1-y

( 2c, >
—,1] » (0,1)
Co
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< , £> ~ (1,0)
Co

olarak tanimlansin.

c, —2c,

¢ déniigiimii ¢ = olmak iizere &; egrisini E,: x2 + y? = ¢?(1 + x%y?)

¢, +2¢,
Edwards modeline resmeder.
2¢, . 2 4 02 4 202 e
0o=| —=,1| etkisiz elemani disinda &; : 1+ x° + y* + x°y* = Axy eliptik
C2

egrisi 3 tane 2-torsiyon rasyonel noktaya sahiptir. Ve bunlar A = ZC— olmak iizere
0

P, = (%, 1) P;=(-A4-1)ve P, = (—%, —1) noktalaridur.
Bunun yani sira g, eliptik egrisi F, iizerinde rasyonel olanQ; = (1,1), Q; =
(1'%) Qz; =(—1,-2) ve Q,=(-1, —%) gibi 4 tane 4-torsiyon noktasimna sahiptir.

2 mertebeli ve 4 mertebeli rasyonel mertebelerin etkileri
(6, y)+ Qo= (xy)
(6, y)+ P3=(=x,-y)
®N+ Q=G
N+ Qs =(=3,~%)
y)+ = (3,7)
@)+ P=(=7-7)
@M+ Q=)

N+ Q=(y—)

seklindedir.
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Uyan 5.1.7. Eger F, bir ikili cisimse bu durumda P; = oy, P, = P, Q3 = Q; ve
Qs = Q, “dir. Ustelik ¢, eliptik egrisi iizerindeki rasyonel noktalarin sayis1 4 ile

boliinebilir.
5.2. Weierstrass Modelleri ile Bir Rasyonel Denklik

Teorem 5.2.1 (Fouotsa ve Diao 2017). &, : 1+ x? +y2 +x2y%2 = A%xy eliptik
egrisi karakteristigi p = 0 olan bir F; sonlu cismi iizerinde tamiml bir eliptik egri
olsun.
1.) p # 2 ise bu durumda ¢, bir kiibik Weierstrass modele bir rasyonel olarak
denktir.
2.) p =2 ise bu durumda ¢ eliptik egrisi bir rasyonel olarak v? + uv = u3 + 1/1*
Weierstrass modeline denktir.
Karakteristigi 2 olan cisimler i¢in &; modeliyle Weierstrass modeli arasindaki bir

rasyonel doniisiim ve bunun tersi asagidaki gibi verilmistir.

Sonuc 5.2.2 (Fouotsa ve Diao 2017). &, : 1+ x? + y? + x?y? = A%2xy eliptik egrisi

ikili olmayan bir F; cismi lizerinde tanimlanmig olsun. Bu durumda ¢; j —invaryanti

. ((C04—4 C03C2+ 8 C02 C22+16C0 C23+16 C24)( C04+4 C03 C2+8 C03 C22—16CO C23+16 C24))3
J (c2 co(co—2 c2)(co+2 c2)(co?+4 c22))*

olur.

5.3. Yeni Theta Modeli Uzerinde Nokta Toplanm Formiilleri
Bu kisimda g : 1+ x%+y%2+x%2y? = A%xy eliptik egrisi iizerinde nokta
toplam1 formiillerini elde edebilmek igin seviye dort theta modeli {izerinde toplama

formiillerini kullanacagiz.

Teorem 5.3.1. (x1,v,) ve (X3, Y5) &, tzerinde iki nokta olsun. Bu durumda (x3,y;) =

(x1,¥1) + (x3,y,) olacak sekilde (x3, y3) noktasinin koordinatlari agagidaki gibi verilir.

(.X'3, }73)
_ (Co(x1 + y1%2Y2) — 2¢,(y1 + x1%2Y2)  co(x1xp + Y1Y2) — 2¢,(X1Y2 + Y1X2) >

co(y2 + x1y1%3) — 2¢,(x5 + x1Y1Y2) " co(1 + x1Y1%2Y2) — 2¢,(x1y1 + x2Y5)
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.. 1 :
(x1,y1) noktasinin tersi ise —(xq,y1) = (xl,y—) ‘dir.
1

Karakteristigi 2 olan cisimler lizerinde 2 noktanin toplami i¢in koordinatlart mod

2’deki indirgeme yardimiyla elde edilir.

X1+Y1X2Y2  X1X2tY1Y2
: ) (5.1)
V2+X1Y1X2 " 14+X1Y1X2Y2

(1, y1) + (x2,52) = (

Uyan 5.3.2. Yukarida verilen nokta toplami formiilleri herhangi bir cisim iizerinde
birlestirilebilir. Yani toplam formiilleri bir noktanin iki katin1 hesaplamak i¢in de
gecerlidir. x,, x; Uzerinde ve y,,y, ile degistirilerek verilen bir (x;,y;) noktasinn iki

kat1 asagidaki gibi bulunur.

2 (xl; yl)

_ <00x1(1 + ¥12) = 26y1(1+ x%2)  co(x:® + y1°) — ey >
coy1(1+ x12) = 2c,%,(1 + y12) "co(1 + x12 y42) — 4eyx1yy

(5.2)

ikili cisimlerde (5.1) ve (5.2) formiilleri yardimiyla (x4, y;) noktasinin iki kati

x(L+y1)? (x1+y1)° >

2(x4, = )
(1, 71) (3’2(1 +x1)% (1 + x1y1)?

olarak bulunabilir.
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6. YENi MODELDE TOPLAM FORMULLERIN HESAPLAMA
MALIYETLERI

Bu boliimde sonlu cisim iizerinde tanimli yeni model i¢in hem afin hem de
projektif koordinatlardaki toplam formiillerinin maliyetlerini bulacagiz. Burada 6nceki
boliimdeki islemlere ilaveten / ile tersinme gosterilmektedir. Afin koordinatlarda
(x1,y1) ve (x2,¥,) F, cismi iizerinde tammli & : 1 + x% + y* 4+ x%y? = A%xy eliptik

egrisi iki nokta olsun. Asagidaki formiiller (x3,y3) = (xq1,y1) + (x3,y,) Ozelligindeki

(x3, y3) noktasini hesaplamaya yarar.

A=x.y1; B =2xy,; C=x1+y:.B; D =y,+x.B;
E =y,+x,,A;F = x1 +y.4; G =A4+B,;

H = (x1+y).(x+y)— G;1 = (x; +y).(x2 +y,) — H;
J] =14+A.B;

x3 = (¢g.C — 2¢,.D )/ (¢co.E — 2¢5.F);

ys3 = (co.H — 2¢5.1)/ (co.] — 2¢5.G)

Bu formiiller ikili olmayan cisimler iizerinde 2/ + 9M + 8m maliyete sahiptir.
Ikili cisimler iizerinde ise maliyet 2] + 5m seklindedir. Bir noktanin tersini almanin bir
tersinme maliyetindedir, bu ise oldukga pahali bir igslemdir. Bununla beraber (x;,y;) ve
(x4,y2) gibi iki noktanin toplami ve farki ayni maliyete sahiptir. Gerg¢ekten de bu iki

noktanin farkini (x4, y,) ile gosterirsek (x4, y.) = (x1,v1) — (x5, y,) noktas1 asagidaki

formiil yardimryla hesaplanir.

(X4, Y4)

_ <Co(x13’2 + y1%2) — 2¢,(x1%5 + ¥1Y2) (V1 + x1%2Y,) — 2¢,(xq + Y1x2yZ)>
Co(1 + x1Y1%2Y2) — 2¢,(x1y1+%2Y3) ’ Co(Y2 + x1Y1%2) — 2c,(x + X1Y1Y2)

Nokta toplamini hesaplamada kullanilan 8 polinomu tekrar ele alalim.
Fi =%+ y1%)2 . F =y1+x1%y2 . F3 =Y, + X1y1%2,
Fy =% +x101Y2 » Fs =X1x2 +¥1y2 , Fs = x1y2 + 1%,

F, =1+ x191%¥, , Fg =x1y1+x),
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o halde yukarida verilen formiiller agsagidaki gibi tekrar yazilabilir:

COFI - 2C2F2 COF5 - 2C2F6>

(xl'yl) + (xz'yz) - <C0F3 - 202F4 ’C0F7 - 2C2F8

( )= ( ) = (C0F6 — 2¢c,F; ¢oF, — 2C2F1)
xl’yl xZ’yZ B COF7 - 2C2F8 ’ COF3 - 2C2F4_ '
6.1. Projektif Koordinatlarda Hesaplamalar

t = xy gibi yeni bir koordinat tanimlayarak ¢ eliptik egrisi IP? projektif uzayina
gomeriz. Daha etkili hesaplama yapabilmek i¢in bir noktanin iki katin1 alma ve iki
noktanin toplamimi hesaplamada Hisil ve arkadaslarinin (2009) yaklasimini
kullanacagiz. Oyle ki burada z# 0 ve x =X/Z , y=Y/Z, t=T/Z, T=X.Y/Z
olmak iizere [X,Y,Z,T] € P3 genisletilmis projektif koordinatlarin1 bulalim. P3’teki

taniml1 bir egrinin projektif kapanimi
7P+ X2+ Y24+ T2 =24T.Z
olur.
6.1.1. Nokta Toplamm
[X5,Y5,T5,Z3] = [X4,Y4, Ty, Z1] + [X3, Yo, Ty, Z,] noktasimin koordinatlari
Xs=X12Z,+Y1.Ty).(Z1.Z, + T1.T,)
Vo =X. X, +11.Y5).(Z,.Y, + X,.T))
Zy =(Z1.2,+T1.Ty).(Z1.Y, + X,.T})
T; = (X5.Z, + Y1.T,). (X1. X, + Y1.Y5)

X3’ hesaplamanin maliyeti 5M°dir. Gergekten de X, Z,,Y,.T,,Z1.Z,,T;.T, ve ara
carpimdir. Benzer gerekce Y; noktasi icinde gecerlidir. Z;’ii ve T3’li hesaplamanin
maliyeti 1M olup X3 ve Y3 hesaplanirken bu carpimlar zaten hesaplandigindan toplam

maliyet 12M cikar.
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6.1.2. Bir Noktanin Iki Katim Alma
[X5,Y5,T5,Z3] = 2.[X4,Y:,Tq, Z1] noktasinin koordinatlar:
X3 = (X1.Z1 + V1. T). (Zy + T1)?
Ys=.Z; + X,.Ty). (X, + ¥;)?
Z3 = (V1. Zy + X1.Ty). (Z,+T,)?
Ty = (X1.Z; + V1. T)). (X1 + 17)?
olarak elde edilir.

X3 Un hesaplanmasinin maliyeti 3M + 15°dir. Gergekten de
X1.Zy,T,.Y,, (X, +Y))? “dir. Benzer islemler Y; icin de gecerlidir. Z3ve T3’iin
hesaplanmasinin her biri 1M maliyetine sahiptir ve bu carpimlar X3 ve Y3’ilin
hesaplanmasinda zaten kullanilmistir. O halde bir noktanin iki katinin almanin toplam

maliyeti 8M + 25’dir.
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7. MALIYET KARSILASTIRMALARI iLE SONUC VE TARTISMA

Bu boliimde ikili cisimler iizerinde toplam formiillerini karsilagtiracagiz.

Asagidaki cizelge (Fouotsa ve Diao 2017)’de yer almaktadir.

Modeller ki Katim Alma Toplama
Weierstrass ™ + 3S 14M + 1S
Yeni theta modeli 8M + 28 12M
4 seviyeli theta modeli 3M+6S +2m TM + 2S +2m
Ikili Edwards 2M + 58 +2m 16M + 1S +4m

Cizelge 7.1. Cesitli modellerin maliyet karsilastirmalari

Yeni kriptosistemlerin olusturulmasi i¢in gerekli motivasyon daha hizli ve daha
giivenli sifreleme istenmesinden saglanmaktadir. Bu nedenle literatiirde stirekli yeni
caligmalar eklenmekte olup Ornegin ikili cisimler iizerindeki en giincel caligmalar

(Kohel 2012) ve (Kohel 2017) olmustur.

Cizelge 7.1 ikili say1 cisimleri lizerindeki sistemleri karsilastirmaktadir. Cesitli
modellerle ilgili karsilagtirmalar i¢in (Hisil 2010), (Fouotsa ve Diao 2017), (Diao ve
Fouotsa 2015) ve (Cohen ve Frey 2006) kaynaklari incelenebilir. Modeller arasinda
karsilastirma yaparken dogal olarak tek kriter maliyet hesaplart degildir, bagka faktorler
de g6z oniinde bulundurulmalidir. (Foutosa ve Diao 2017) ¢aligmasindaki temel amag
theta fonksiyonlari ile eliptik egriler arasindaki iliskiyi grup yapisini koruyarak vermek
oldugu i¢in maliyet hesaplar ikinci planda kalmistir, bu nedenle yeni theta modelinin
toplamada 4 seviyeli theta modelinden biraz daha yavas olmasi bu nedene baglanabilir.
Cizelge 7.1 kare alma islemi olan S’nin ¢arpma islemi olan M’ye gore ¢ok daha az

maliyetli bir islem oldugu dikkate alinarak incelenmelidir.

Sadece ikili cisimler degil, karakteristigi tek say1 olan cisimler iizerinde tanimli

eliptik egriler, grup yapisi ve etkili hesaplamayla ilgili olarak genis kapsamli bir ¢caligma
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(Hisil 2010) doktora tezi olup ilgili tezin 112. sayfada eliptik egrilerin farkli

modellerinin maliyet karsilastirilmalar1 yapilmistir.
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