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OZET

Bu calismada fibonacci sayilari, altin oran, altin dikdortgen ve onun fraktali, bu
fraktalin boyutu ve fraktal boyut hesabinda kullanilan Moran Denklemi ve

uygulamalarina yer verilmistir.

Oncelikle fibonacci sayilar1 ve altin oran ile ilgili bilgi verilmistir. Fibonacci
sayilari, Avrupa’y1 Hint-Arap say1 sistemi ile tanistiran devrinin en biiyiik matematikg¢isi
Leonardo Fibonacci tarafindan bulunmustur. Bu sayilar dogadaki giizellikleri sayilarla
ifade etme agisindan Onem kazanmistir. Cam kozalagi, papatya ve ay ciceginde
tohumlarin sarmallarinin ve yapraklarin diizeni gibi bir¢ok dogal giizellikte fibonocci
sayilarina ait ardigtk numaralar goriilir. Bu ardisik sayilarin orani Altin Orani
vermektedir. Altin Oran, irrasyonel bir sayidir, ondalik sistemde yazilisi;
1,618033988749894. .. tiir ve Fi yani @ veya ¢ sembolii ile gosterilir. Altin Oran, uyum
ve giizellik dl¢iitii olarak sanat ve estetigin dnemli bir siniflandirmasini yapmakta 6nemli
bir yer alir.

Sonrasinda altin dikdortgen tanimlanarak, boyutu hesaplanmistir. Kisa kenar1 1
birim ve uzun kenar1 @ olan dikdortgene altin dikdortgen denir. Altin dikdortgenler,
kendilerine oransal olarak benzeyen baska dikddrtgenler iiretmeleri nedeniyle fraktal
olarak incelemeye uygundur. Altin dikdortgenden fraktal elde etmek icin kenarlar1 1 ve
@ olan bir altin dikdortgenin iki ucundan 1 x (@ — 1)’lik dikdortgenler ¢ikarilir. Elde
edilen iki altin dikdoértgene yine ayni islem uygulanir. Bu islemin defalarca tekrarlanmasi
sonucu elde edilen sekil altin dikdortgen fraktalini olusturur. Olusturulan bu fraktalin
boyutu hesaplanabilir.

Son olarak fraktal boyut hesabinda kullanilan Moran Denklemi ve uygulamalarina
yer verilmistir. Moran Denklemi, fraktali olusturan parcalarin hepsi ayn1 6lgekli degil ise
bu fraktalin boyutunu hesaplamak i¢in 6nemli bir denklemdir. Degisik fraktallarin

boyutlar1 bu denklem yardimiyla hesaplanabilir.

Anahtar Kelimeler
Fibonacci Sayilari; Altin Oran; Altin Dikdortgen Fraktali; Fraktal Boyut; Moran
Denklemi



ABSTRACT

Fibonacci numbers, the golden ratio, golden rectangle and its fractal, the
dimension of the fractal and Moran Equations and the applications used in the fractal
dimension measurements are included in this study.

First, some information is given about the Fibonacci numbers and the golden ratio.
Fibonacci numbers were found by the great mathematician Leonardo Fibonacci who
introduced the Indo-Arabic number system to Europe. These numbers are important in
terms of expressing beauty in nature by numbers. Successive numbers of Fibonacci
numbers are seen in the flower seeds and organization of the leaves of pinecone, daisies
and sunflower. The ratio of these numbers gives Golden Ratio. Golden Ratio is an
irrational number, it is written in the decimal system as; 1.618033988749894... and
represented by Fi, that @ or ¢ symbol. Golden Ratio is important in the classification of
art and aesthetics as a criterion of harmony and beauty.

Then, golden rectangle was defined and its dimension was calculated. A rectangle
with a 1 unit short side and long side @ is called as a golden rectangle. Golden rectangles
are suitable for the fractal examination since they give different rectangles which
resemble them proportionally. To obtain a fractal from the golden rectangle, rectangles
with 1x(@-1) are removed from the two sides of a golden rectangle with 1 and @ sides.
The same process is applied to the two obtained rectangles. When this operation is
repeated many times the obtained figure produces the rectangle fractal. The dimension
of this fractal can be calculated.

Finally, Moran equations and applications used in fractal dimension measurement
were mentioned. Moran Equation is a very important equation used when all the pieces
of a fractal are not in the same scale. The dimensions of the different fractals may be

calculated by this equation.

Key Words
Fibonacci Numbers; Golden Ratio; Golden Rectangle Fractal; Fractal Dimension; Moran

Equation
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Cizelge 1.1 Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin oranlar1
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1.GIRIS
1.1 Say1, Oran, Uyum ve Giizellik
Pisagor (MO 549 — 475) : Evrenin hakimi sayilardir. Sayilar evreni yonetiyor.
Proclos (411 - ?) : Bir yerde say1 varsa orada giizellik de vardir.
Bertrand Russel (1872 — 1970) : Matematik, aym seyi degisik sozciiklerle sdoyleme
sanatidir. Matematigin gilizelligi: En yiiksek sanatin gosterebilecegi kesin kusursuzluga
uzanan yiice bir giizelliktir.
Leopold Kronecker (1823 - 1891) : Allah dogal sayilar1 yaratmis, geriye kalan tiimii
insanlarin isleridir.

Giizellik, insanlara miikemmelligi cagristirdigindan 6nemsenen bir olgudur.
Giizellik baskalarinin géziinde dikkat cekmek, saygi1 ve hayranlik uyandirmak i¢in 6nemli
giice sahiptir.

Doga, i¢inde bir geometri oldugu i¢in mi giizeldir, yoksa geometri, doganin her
tarafinda yer aldig1 i¢in mi gilizeldir?

Giizellikleri sayilarla, hatta sayilarin oranlari ile ifade etmek i¢in Fibonacci (11707
— 1250) sayilarini ele almak gerekir. O zaman kar taneciklerini incelemek, mineral
kristallerine bakmak, tavus kusunun kuyrugundaki sarmallara bakmak, yaban keg¢isinin
boynuzlarindaki sarmallari seyretmek, papatyanin ve aygigeginin ortalarindaki iki yonlii
sarmallarin, cam kozalagindaki tohumlarin dizilislerine, agaclarin dallarinin gelisimine,
dallarin uzaya dagilimina bir sayi ile deger vermek miimkiin olur. Arilarin peteklerinin
yapisini ve mitkemmelligini de dlgmek gene sayilarla veya sayilarin oranlari ile ifade
etmek miimkiin olur. S6z konusu olan oran dogadaki giizellik 6l¢iisii olan 1,618... altin
orandir. Altin oran bir matematiksel kavramdir. Matematiksel bakis agisi ile analiz
edilmesi oncelikli bir problem olmustur. Fakat uyum ve giizellik 6l¢iitii olarak sanat ve
estetigin dnemli bir siniflandirmasini yapmakta 6nemli bir yer alir.

Altin oran, kisitlayici degil, tam tersine cesitliligi arttiran ve sonra da bu cesitler

arasinda yakinlastiric bir birligi arayan 6nemli bir dl¢iittiir (Akdeniz, 2007).

1.2 Fibonacci Sayilarn
Guilielmo Bonacci’nin oglu olan Leonardo Fibonacci (1170?-1250), Avrupa’yi
Hint-Arap sayi sistemi ile tanistiran devrinin en biiyiik matematik¢isi olmustur. Tavsan

popiilasyonlarinin ¢izelgesini hazirlarken 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,



610, ... dizisini bulmustur. Bu diziye Fibonacci dizisi adi verilmistir. Dizinin 6nemi,
dizideki her bir say1, kendisinden dnce gelen son iki sayinin toplamidir.

Fibonacci dizisindeki ardisik iki terimden biiyiigiiniin kiigiigiine oranina ALTIN
ORAN adi verilmistir. Dizide bu oranlarin 6zel bir kesire gittigi, yaklastig1 iyi bilinir.
Buoran @ = 1,618034 ...dir.

Cizelge 1.1 (Fibonacci dizisinin ardisik terimlerinin oranlari)
1/1 2/1 3/2 5/3 8/5 13/8 21/13 34/21 55/34
1.0 2.0 15 | 1.666 | 1.600 | 1.625 |1.615385 | 1.619048 | 1.617647

Cam kozalagi, papatya ve ay cigceginde tohumlarin sarmallarinin ve yapraklarin
diizeninde fibonocci sayilari ile ardisik numaralar gortliir.

Sekil 1.1°deki ay¢icegi basinda bulunan ve her iki yone donen sarmallarin sayilar
ardigik Fibonacci sayilaridir. Bu sarmallar saat yoniinde 34 ve ters yonde 55 olan ardisik
iki Fibonacci sayisidir. Bazi aygigegi baslarinda bu sayilar 55-89 veya 89-144 gibi ardisik

Fibonacci sayilaridir.

-

.......

» » € <

.~ -
'''''

Sekil 1.1 Aygicegi.
Sekil 1.2°deki ¢am kozalaklarinda goriildiigii gibi saat ibresi yoniinde 8 sarmal ve
ters yonde 13 sarmal vardir. Kozalaklarin biiytikliigline gére 5 ve 8 sarmal da yer alabilir.

5-8 ve 8-13 de ardisik Fibonacci sayilaridir.



Sekil 1.2 Cam kozalag: ve sarmallart.

Circiumda da Sekil 1.3’te goriildiigii gibi 13 ve 21 sayida sarmal yer almaktadir.
13 ile 21 de ardisik iki Fibonacci sayisidir.

Sekil 1.3 Circium.

Hurma agacinda, kok kismindaki kabuklu gévdede sarmallarin sayilarinin 8 ve 13 oldugu

Sekil 1.4’te goriilmektedir (Akdeniz,2007).

Sekil 1.4 Hurma agaci.



Sebze ve meyvelerde, meyve kesitlerinde de Fibonacci sayilarinin yer aldiklari
goriilmektedir. Bir elmay1 tam ortasindan kesersek, ¢ekirdeklerin 5 adet oldugunu
goririz.  Aynmi sekilde bir muzu da uzunlamasina degil de tam ortadan ikiye
boldiigiimiizde 120°lik acilarla 3 esit pargaya ayrildigini goriiriiz. Kirmizi biberin i¢inde
3 bosluk, dolma biberin ve yesil biberin i¢inde de 2 bosluk vardir. Limonu enine

kestigimizde 8 daire kesmesi oldugunu goriiriiriiz.

1.3 Altin Oran

Altin Oran, pi () gibi irrasyonel bir sayidir ve ondalik sistemde yazilisi;

1,618033988749894...tiir. Bu oranin kisaca gosterimi: %golur. Altin Oranin ifade

edilmesi  i¢in  kullanilan ~ sembol, Fi  yani ¢ veya @ dir
(http://tr.wikipedia.org/wiki/Altin_oran, 17.04.2015).

a + b uzunlugundaki bir dogru parcasimi Sekil 1.5’te goriildiigii gibi biri a ve
digeri b olmak iizere iki pargaya bdlelim. a + b toplam uzunlugunun a uzunluguna orant,
a’nin b’ye oranina esitse, yani
_a+b

a
a b

0)

ise @’ye altin oran denir.

Sekil 1.5 Altin oran.

O halde

a+b b

=T - 1+ 2

veya

1+1:®

)
veya
P —p—-1=0
dir. Bu ikinci derece denklemin ¢oziimleri
1++5

2


http://tr.wikipedia.org/wiki/Altın_oran

olur. O halde

14++/5
0=

> = 1,618033989

bulunur.

@? — @ — 1 = 0 denkleminden @ = /1 + @ bulunur. Bu deger V1 + @ deki @ yerine

yazilirsa @ altin orani igin
¢=/1+J1+®
6= |1+ \/ 1+ /1 +V1+

Altin oran, antik c¢agdan beri matematik¢ilerin, fizikgilerin, filozoflarin,

veya

bulunur (Akdeniz, 2007).

sanatg¢ilarin ve hatta miizisyenlerin ilgilendigi bir konu olmustur (Dunlap, 2011).

Altin oran, bitkilerin dallanmasinda, kelebeklerin kanatlarindaki goriinim ve
uyum, baliklarda ve karincalarda ve hatta bal arilarinin peteklerinde de gozlenebilir.
Penguenin, gozleri, gagasi, kanat ve ana gdvdesi onun boyunun altin oranlarinm
vermektedir. Kaplanin yiiziiniin uzunlugunu ve genisligini tanimlayan c¢izgilerin altin
oran 6zelikleri verdigi goriilmektedir.

Kol, el ve parmaklarimizda altin oram1 gorebiliriz. Insan viicudunun orantilari
altin oranin varligin1 kanitlamistir. Parmak kemiklerinin uzunluklari i¢in verilen ardisik
Fibonacci sayilarini kullanarak ve dirsek-bilek uzunlugu ile el uzunlugunun oranindan @
degerleri elde edilebilmektedir. Sekil 1.6’daki en ugtaki en kisa kemik 1 birim alinirsa
1: @: @2 dizisi bulunur. Avug igindeki kemigin de eklenmesiyle parmak kemikleri igin

1: @: 9*: @3oranlar yazilir.



Sekil 1.6 Parmaklardaki oranlar.

Insan anatomisinin geometrisi @ altin orani ile diizenlenmistir. Oyle ki insan
viicudu @ altin oran1 ve 5 sayisina dayanir. Burada 5 sayisi bas, bacaklar ve kollarin
toplam1 ve el parmaklar (5 adet), ayak parmaklar1 (5 adet) ve yiiz lizerindeki gozler (2
adet) + burun delikleri (2 adet) + agi1z (1 adet) =5 dir.

Yiiz giizelligi altin oran ile Olgiilir. Agzin kenarlart ve gozbebekleri bir
mitkemmel karedir. Burun, burun deliklerinin i¢i, {ist dudagin iki baslangi¢ noktas,
kulagin i¢ kismindaki noktalar Sekil 1.7 de gosterildigi gibi mavi ¢izgilerle birlikte altin
oran tamimlar. Burun genisligi, gozler ve goz bebekleri arasindaki wuzaklik,
gozbebeklerinden burun ucuna olan uzaklik sar1 ¢izgilerle gosterilmistir. Bu uzaklik mavi
¢izginin altin oranini tanimlar. G6z genisligi, burun delikleri arasindaki uzaklik, kirpikten
kasa olan uzaklik olan yesil ¢izgiler, sar1 ¢izginin altin oranini tanimlar. Mor ¢izgi ile
gosterilen iist dudaktan burun altina kadar olan uzaklik ve goziin ¢esitli boyutlar1 yesil

¢izgi ile altin oran1 tanimlar.



Sekil 1.7 Yiiz giizelligi ve altin oran.

Sekil 1.8’de insan viicudundaki altin oran 6lgiileri ile ilgili olarak, mavi ¢izginin
beyaz ¢izgiye (tlim boy) orani altin orandir. Sar1 ¢izginin mavi ¢izgiye orani altin orandir.
Yesil cizginin sar1 ¢izgiye orani altin orandir. Kollarin en st kisminda igten olan
uzakligin, bastan gogiis bosluguna kadar olan uzakliga orani, omuzlarin genisligi, kolun

dirsekle bilek arasindaki uzunluga orani da altin orani tanimlar. Mor ¢izginin yesil

¢izgiye orani altin orandir (Akdeniz, 2007).

Sekil 1.8 insan viicudunda altin oran.



2. ALTIN DIKDORTGEN FRAKTALI

Fraktallar, farkli yakinsamada kendilerini tekrar eden sekillerdir. Altin
dikdortgenler, kendilerine oransal olarak benzeyen baska dikddrtgenler iiretmeleri

nedeniyle fraktal olarak incelemeye son derece uygundur.

2.1 Altin Dikdortgenler
Kisa kenar1 1 birim ve uzun kenar1 @ olan dikdortgene ALTIN DIKDORTGEN
denir. Sekil 2.1°de iki dikdortgen vardir. Birisi 1 X @ ve digeri 1 X (@ — 1) ebadindadir.

Ikisi de aym1 orana sahiptir. Yani

1) 1
T p-1 "
dir. Ayrica
@ 1 0o—-1 2-¢ 20-3
10-1 2-06 20-3 5-38_ ~°
olur (Akdeniz, 2007).
1

™
i

¢
Sekil 2.1 Altin dikdortgen.

Altin dikdortgene uygun etrafimizda kullandigimiz ¢ok cisimlerimiz vardir: Kredi
kartlar1, bayraklar, meshur binalarin 6nylizleri, pullar... Antik Cag’da Yunanhlar bu
sekilde cizilen bir dikdortgenin diger tiim dikdortgenlerden daha estetik bir goriiniime

sahip olduguna inanir ve bu dikdortgeni bircok mimari tasarimlarinda kullanirlard:

(Dunlap, 2011).



2.2 Altin Dikdortgen Teoremleri

Teorem 2.2.1. Uzun kenarmin kisa kenarina orani k > 1 olan dikdortgen verilsin.
Bu dikdortgenden kisa kenarina esit uzunlukta kare cikarilabilir. Kalan dikdortgenle
orijinal dikdértgenin benzer olmast igin ancak ve ancak k = (1 + v/5)/2
olmalidir.

Ispat: Sekil 2.2°deki ABCD dikdértgeninden PCDR karesi ¢ikarilsin ve kalan
dikdortgen BPRA olsun.

C p B
W W
D W R I-w A

| 1 )
i -

Sekil 2.2 Altin dikdortgen 1.

Eger ABCD dikdortgeni ve BPRA dikdortgeni ayni uzun kenar/kisa kenar oranina
sahipse, o halde
w l
k = —= —
l—w w

dir. I¢ler diglar carpimi yapilir ve her iki taraf w? # 0 ile béliiniirse,

Ikinci derece denklemi elde edilir. Bu denklemin pozitif kokii

1++/5
2
olur. Eger
[l 1445
—_—= :@
w 2

ise
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olur. Boylece iki dikdortgen benzerdir.

Teorem 2.2.2. Uzun kenarmin kisa kenarina orani k > 1 olan dikdortgen verilsin.

Bu dikdortgenden kendisine benzer bir dikdortgen c¢ikarilabilir. Kalan dikdortgenle

orijinal dikddrtgenin alanlarmin orami ancak ve ancak k = (1 + v/5)/2 olursa kalan

dikdortgen karedir.
Ispat: Sekil 2.3’teki ABCD dikdértgeninden sekildeki gibi BPRA dikdortgeni
cikarilsin.
C P B
W w
D I-x R X A
| 1 =
o= =1
Sekil 2.3. Altin dikdortgen 2.
O halde,

alanABCD  lw
alanPCDR ~ w(l — x)

dir, fakat, ancak ve ancak

olursa
W
w(l—w) w

olur,veyaw = | — w veya PCDR karedir. Boylece, ikinci teorem, ilk teoremin sonucudur

(Bicknell, vd., 1969).
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2.3 Tanr’min Gozii (Eye of God)

Altin dikdortgeni, daha kiigiik dikdortgenler elde etmek icin tekrar tekrar
kullanirsak, sonsuz kere boliinmiis bir sekil elde ederiz. Bu sekil, Sekil 2.4 teki gibidir.
Sonsuza giden bu spirale, Tanri’nin G6zii ya da Altin Spiral ad1 verilir. Bu seklin fraktal

Ozelikleri olabilecegini gorebilmekteyiz.

1D

.

Sekil 2.4 Tanr1’nin gozii.

Fraktallar, birden fazla farkli tanima sahip olsa da, genel olarak su sekilde
tanimlanabilir: “Pargalar1 biitiiniine belli bir bicimde benzerlik gosteren sekil.” Bu
tanimin Tanri’nin Gozi sekline uydugunu aninda fark edebiliriz. Her kiiclik dikdortgen,
onciil dikdortgene @ carpan farki ile benzerdir.

Sekil 2.4’teki kiigiik dikdortgen, @ oraninda biiyiitiiliirse, altin dikdortgenin tanimi
geregi biiylik dikdortgene 6zdes bir cisim elde ederiz. Ancak Tanri’nin Gozi fraktallara
0zgii bu 6zelige sahip olsa da, fraktallarin baska 6zeliklerini saglamamaktadir.

Fraktallar ¢cogunlukla sonsuz uzunluga ya da c¢evreye sahipken, Tanri’nin Gozi
ise sabit bir uzunluga yakinsar.

Buna ek olarak, fraktallarin alan1 6zgiin iken Tanr1’nin G6zii’niin alani ise eklenen
yeni dikddrtgenlerle degismez. Alami @2 olarak kalirken boyutu da 2 olarak kalir. Sonug
olarak, Tanr’'nin Gozii her ne kadar bir fraktal da olsa fraktallar ilgin¢ kilan 6nemli

sayida 6zelikten yoksundur (Seppala-Holtzman ve Rangel, 2009).

2.4 Haussdorff-Besicovitch Boyutu
Fraktallarin en ilging 6zeliklerinden biri boyutlaridir. Oklit anlamindaki sekiller
tamsayilar olan boyutlara sahipken (dogru i¢in d = 1, kare i¢in d = 2, kiip i¢cin d = 3
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gibi) fraktallar tamsayr olmayan boyutlara sahip olabilir. Bu durum su esitlikten
goriilebilir:
ft=n

Burada, n kendini tekrar eden sekil sayisini, f tekrar eden seklin onciil sekle
dontlismesi i¢in gereken yakinsama katsayisini, d ise seklin boyutunu gosterir. Bu esitlik,
herhangi bir cismin Haussdorff-Besicovitch boyutunu bulmak i¢in kullanilabilir. Bu
esitlik Tanri’nin Gozii i¢in kullanildiginda

Tum Alan Ox1

"= Kismi Alan 1 x @-1) = 2,618
olur.
fi=n
esitliginde f = @ alinirsa
1)
94 = m
1)
d X In(0) =ln®_1
lnL
__0-1
In@
d=2

bulunur (Fractal Geometry, 20.04.2015).

2.5 Altin Dikdortgen Fraktah

Altin dikdortgenden ilging bir fraktal elde etmek i¢in bu fraktalin yukarida
belirtilen dort 6zeligi saglamasi gerekmektedir. Bu fraktal, temel olarak Tanri’nin Gozii
yapisinda olacak , ama bir kare ve bir altin dikdortgene boliinmek yerine iki ucundan iki
altin dikdortgene, ve arada kalan bosluga boliinecektir. Bu yontem sonsuz sayida spiral
uretir.

Yine kenarlar1 1 ve @ olan Sekil 2.5’teki gibi bir altin dikdortgen ile baslarsak:


http://classes.yale.edu/fractals/
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1

Sekil 2.5 Altin dikdortgen fraktali olusturma 1. adim.
Sonraki adimda dikdoértgennin iki ucundan 1 X (@ — 1)’lik dikdortgenler
cikaritlir.  Bu, altin dikdortgenin yukarida belirtilen tanimina uygun oldugu igin
yapilabilir. Sonraki adimda ise arada kalan dikdortgen boyanir yada atilir: Bu alan ise

Sekil 2.6”da gosterildigi gibi (2 — @) X 1’lik bir alana sahiptir:

Sekil 2.6 Altin dikdortgen fraktali olusturma 2. adim.
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Simdi ise elde edilen 2 tane altin dikdortgene ayn1 islem uygulanir:
1 0—-1
-1 1-(8-1)
Bu islem sonucunda ise 4 tane (@ — 1)X(2 — @) boyutunda fraktal elde edilir.Altin

dikdortgenler aras1 alanin boyanmasi sonucunda ise Sekil 2.7 elde edilir.

Sekil 2.7 Altin dikdortgen fraktali olusturma 3. adim.

Ayni islemin sonsuz kere tekrarlanmasi sonucunda ise Sekil 2.8 elde edilir. Bu
sekil adimlardaki yapilan tiim ¢izimleri gostermemektedir. Ancak seklin tamamin1 hayal

etmek mumkiindiir.
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Sekil 2.8 Altin dikdortgen fraktali olusturma 4. adim.

2.5.1 Kendine-benzerlik

Altin fraktal ilging 6zeliklere sahiptir. Oncelikle, fraktalin kendine-benzerlik
gosterdigini fark etmek miimkiin olacaktir; ¢linkii sekildeki her bdliinmiis parga, 6nciiliine
benzerdir. Ek olarak, her adimda eklenen dikdortgen sayist 2°nin katlar1 olarak
biiytimektedir. Dolayisiyla, x. adimla 2* tane dikdortgen elde edilir.
2.5.2 Cevre

Ikinci olarak dikdértgenlerin ¢evresinin bilyiimesi incelenebilir. Standart bir altin
dikdortgenin ¢evresi olan 2@ + 2 ile baglanir. Sekle 1 birim uzunlugunda, 2 dogru
parcas1 eklenmesi, bu seklin ¢evresini 20 + 2 + 2’ye getirir. Sonraki adimda ise @ — 1
uzunlugunda, 4 tane dogru pargasi eklenmesi sonucunda seklin ¢evresi 20 + 2 + 2 +
4(@ — 1) olur. Elde edilen dikddrtgenlerin bdliinmesi sonucunda ise 8 tane(1 — (@ — 1))
lik dogru pargasi eklenir. Sonug olarak yeni ¢evre degeri 20 +2+2+4(0—1) +
8(1—(®—1)) olur. Bu sekilde devam edilirse g¢evre 20 +2+2+4(0—1)+

8(1-(@-1)+16(@-1D-(1-@-1D))+32((1-©@-D)-(©-D-
(1-(p- 1)))) ..olur.
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Dikkat edilirse eklenen terimlerin bas katsayilar1 ve @ iceren genel ifadelerinde
belli bir diizen fark edilebilir. Bas katsayilar,eklenen dikdortgen sayisina baglidir, daha
once gosterildigi gibi x. adiminda 2* tanedir. Bas katsayidan sonraki n’inci ¢arpan ise
(n—1)’nci ve (n—2)’nci carpanlarin farki olarak elde edilir.  Tiretilen altin
dikdortgenler onciil dikdortgenlerin boyunu eninden ¢ikarmayi igeren bir siirecle elde
edildigi i¢in ¢arpanlarin birbirine bu seklide baglanmasi mantiklidir.

Ote yandan, bu analizi daha ilging kilmak i¢in eklenen biitiin terimlerdeki @’leri
sadelestirmek miimkiindiir; 2(0) +2(1) +2(1)+4(@0—-1)+8(2 —0) + 16(20 —
3) +32(5—-30) + 64(50 — 8) + 128(13 — 8Q) + -

Burada bir Fibonacci serisinin etkisini gormek miimkiindiir. Her carpanin
terimindeki tamsayi, bir 6nceki fark teriminde elde edilen tamsay1 katsayist ile @ ¢arpan
katsayisinin bir toplami olarak yazilabilir. @ c¢arpanlar ise, bir 6nceki terimin fark
terimindeki tamsay1 olarak ifade edilebilir.

Sonu¢ olarak, fraktalin g¢evresi, her adimda daha hizli artis gostermekte ve
rraksamaktadir. Bunu serinin yaklasik degerlerinden de gérmek miimkiindiir:

2@)+2(1)+2(1)+4@—-1)+8(2—-0)+16(20—3) +32(5—30)
+ 64(50 — 8) + 128(13 — 80) + -+
3,236 +2+ 2+ 2,472+ 3,056 + 3,777 + -+
2.5.3 Alan

Altin dikdodrtgen fraktalinin ilerleyen adimlarinda alanin 0’a gittigi sdylenebilir,

clinkii biitiin alan boliinmekte ve tekrar boliinemeyen bir noktaya yakinsamaktadir

(Golden Rectangle, 20.04.2015).

2.6 Altin Dikdortgen Fraktalimin Boyutu

Altin dikdortgen fraktalinin boyutu, Tanri’nin Go6zii seklinin fraktal boyutu ile
ayni sekilde,

ft=n

esitligi kullanilarak hesaplanabilir. Altin dikdortgen fraktalinin ilk adiminda elde edilen
resim Sekil 2.5’te gdsterilmisti.

Biiyiik altin dikdortgenin alani, boyali alanin sekil disina ¢ikarildigina dikkat
ederek, elde edilen iki kii¢iik altin dikdortgenin alanina paylastirilmistir; yani n = 2 dir.

Yakinsama faktorii ise hala @’ye esittir, yani f = @’dir. O halde
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g4 =2
_In(2)
~ In(0)
d= 0,30103
0,20898
d = 1,4404

bulunur.
Sonug olarak bu seklin fraktal boyutunun Oklit boyutu olmadig1 1,4404 oldugu

goruliir.
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3. MORAN DENKLEMI VE BENZERLIiK BOYUTU

3.1 Moran Denklemi

Benzerlik boyutunu veren
_ log(N)

" os ()

formiiliinde parcalama orani r ve parca sayist N’dir. Fakat elimizde farkli parcalar1 ve

farkli 6lcegi olan kendine benzer bir fraktal oldugu zaman fraktalin boyutunu nasil
hesaplariz?
Diyelim ki fraktalimiz farkli N parcadan olussun. Pargalarimizin 6lgekleri de
71,73, ..., Ty Olsun. Her parga i¢in
_log(N)
05 ()

ifadesinin i-mesafeli parga N; igin 6lgegimiz r; olsun. Her bir parg¢a i¢in boyutumuz ayni

d

ve d, = d olsun (Barnsley,1988). O halde denklemimiz

dlog (%) = log(N)

veya buradan da

veya

yazabiliriz. Bu son ifade ise

1=71%4.+7r¢
N
demektir. Bu son denkleme MORAN DENKLEMI denir (Lanius, 2006; Lauwerier, 1991;
Feoler, 1988). Bu ifadeyi i =/,2,...,N numarali pargalar i¢in yazarsak MORAN
DENKLEMI
1=r%+nrn%+ - +nr

olur (Cilingir, 2001).
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Simdi degisik fraktallarin benzerlik boyutlarini bulalim.
Sekil 3.1°deki fraktal sagda goriildiigi gibi 7y =75 =15 =§ ve 7, =§ olan
parcalara ayrilabilir. Boylece bu fraktal i¢in Moran Denklemi
3(0.5)4 + (0.25)4 =1
dir. Céziim i¢in (0,5)¢ = x, (0,25)% = [(0,5)?]¢ = (0,5)%¢ = [(0,5)%]?> = x2olur.O
zaman denklemimiz
x*4+3x—1=0

olur. Bu denklemden pozitif kok olan

-3++13
X= ———o0
2
degerini aliriz. O halde
<1>d _ —3+413
2/ 2
ve buradan da
-3 ++13
log(—5)
N 1
log(3)
ve fraktalimizin boyutu
d =1.72368

bulunur.

Sekil 3.1 Fraktal 6rnegi 1.

Sekil 3.2°deki fraktali da kirmizi ile gosterildigi gibi ry =1, =13 = % ver, = i

olarak o6lcekleyebiliriz. O zaman Moran Denkleminden

3(0.5)4 + (0.25)% =1
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dir. Denklemin c¢oziimiinden d = 1.72368 olur. Yani bu fraktaktalin boyutu da
d = 1.72368 olarak bulunur.

Sekil 3.2 Fraktal 6rnegi 2.

Sekil 3.3’te gosterilen fraktali ele alalim. Kirmizi sekilden goriildigii gibi ry =
T, =713 = %ve Ty = % almabilir. O zaman Moran Denklemi

3(0.5)4 + (0.25)% =1
olacaktir. Ayniislemlerle d = 1.72368 oldugu sonucuna varilir (Hacisalihoglu, 2012).

."I..". aNas ."I.". anas

Sekil 3.3 Fraktal 6rnegi 3.

3.2 Moran Denklemi ve Benzerlik Boyutu Uygulamalar:
Bu boliimde Moran Denklemi ile boyut hesabinin degisik uygulamalarina yer
verilmistir.

3.2.1. Geometrik seri olusturan fraktal yap:

Sekil 3.4°teki fraktalda gosterildigi gibi dlgeklerimizry = 2,7, = 2,75 ==, 7, =
1 1 1 1 1 Kl; -
55T 1= =55 o §€ inde alabilir. O zaman Moran

Denklemi



21

1 d 1 d 1 d 1 d
() o) o) o) e

olur. Bu denklemde d aranilan fraktal boyutudur. Bu denklemi diizenlersek

1 1 1
22—d(1+2—d+"'+W+"'>=1
veya
1 1
Y
1+2_d+...+W+..._2 1

ohu.Bueﬁﬂ@msdtMMimﬁmgmpmné%ve”kmﬁmi10hnb"gmmwﬂksmﬂ”.Bu

serinin S,, kismi1 toplamlar dizisi

1 n
v I B
n 1 _id (zd)n—l
2
dir. Buradan limite gegilerek
lim S, = 2
n—-oo

olur. Demekki verilen geometrik seri yakinsaktir ve degeri 2 dir. O halde
2 =241
veya
d—1=1
veya
d=2
oldugu goriiliir. O halde fraktalimizin boyutu d = 2 olur.

Sekil 3.4 Fraktal 6rnegi 4.
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3.2.2. Farkh ayrisimlara sahip fraktal yapilar

Sekil 3.5’teki fraktallariry =, =13 =1, = ive Ty = % olan pargalara ayiralim.

Ayrisimlar sekil 3.6’da goriilmektedir.

Sekil 3.6 Fraktal orneklerinin farkli ayrisimlar 1.

Moran denkleminden

veya

N 1
4[(5) l +(z) =1
olur. x = (%)d dersek, Moran denklemi
4x* +x—1=0
dir. Bu denklemin ¢6ziimiinden pozitif kok

_ —1++v17

x 8
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olur. O halde
(1)d -1+ V17
2] 8
veya
—1+4++/17
_ log—=5—)
- 1
log(5
veya
d =1,35702

bulunur. Bu deger fraktalimizin boyutudur.
Sekil 3.5°teki fraktallarin ry =1, =13 =71, =% Ve 15 =Tg =17 =Tg =T9g = i

olan ayrisimlarn sekil 3.7°de oldugu gibidir.

Sekil 3.7 Fraktal orneklerinin farkli ayrisimlar: 2.

Moran denklemini yazarsak

olur. x = (%)d secersek
4x3 +5x2 =1
olur. Bu denklemin pozitif kokii yine

_ —1++v17
=—3

bulunur. Ayni islemlerle fraktalimizin boyutu d = 1,35702 dir.

X

Sekil 3.8°deki fraktalin iki farkli ayrigimi Sekil 3.9°da verilmistir.
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Sekil 3.9 Fraktal 6rnegi 5’in farkli ayrigimlari.

Fraktal vy =, =13 = i ver, = % olan pargalara ayrilabilir. Boylece bu fraktal

icin Moran Denklemi
(0.5)% +3(0.25)% =1
dir. Coziim icin (0,5)% = x, (0,25)¢ = [(0,5)%]% = (0,5)%¢ = [(0,5)%]? = x? olur.
O zaman denklemimiz
3x2+x—-1=0
olur. Bu denklemden pozitif kok olan
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—1++13
X= ——
6
degerini aliriz. O halde
(1)d _—1++413
2/ 6
ve buradan da
—1++13
_ log—F%)
- 1
log(3)
Fraktalimizin boyutu
d = 1.20337
bulunur.

Fraktalin bir diger ayrisimdaki parcalarir; =1, =13 = %ve Ty =15 =Ty =T7; =

1 , .
" olur. Buna gére Moran denklemi

olur. x = (%)d secersek
3x3+4x2—-1=0
olur. Bu denklemin pozitif kokii yine
x = 0,43426
olur. Ayni islemlerle fraktalimizin boyutu d = 1,20337 dir.
Orneklerimizden de goriildiigii gibi Moran denklemi ile benzerlik boyutu
hesabinda farkli ayrisimlar fraktal boyutunu degistirmemistir.

3.2.3 Farkh ol¢eklerdeki fraktal yapilar
Sekil 3.10°daki fraktali ele alalim. Renklendirilmis sekilden goriildiigi gibi r; =

1 J
T, =Ty == almabilir.
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Sekil 3.10 Fraktal 6rnegi 6.

O zaman Moran Denklemi

veya
¢ 1
G) =3
veya
4o log (%)
log ()
veya

d =1,26186

bulunur. Bu deger fraktalimizin boyutudur.

Sekil 3.11°deki fraktalda 6l¢eklerimiz renklendirilmis sekillerdeki gibi ry =1, =

1 .
T3 =3 alabilir.

Sekil 3.11 Fraktal 6rnegi 7.
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Bu fraktal i¢in Moran Denklemi

veya
¢ 1
() =3
veya
4o log (%)
log (2)
veya

d = 1,58496
bulunur. Bdylece fraktallarimizin boyutu 1,58496°dur.

Sekil 3.12°deki Fraktal 6rnegi 8’deki fraktaliry =, =3 =1, =15 = %Ve Te =

% olan pargalara ayiralim. Moran denkleminden

d

TR

d = 1,48093

olur. Denklemin ¢oziimiinden

bulunur. Bu deger fraktalimizin boyutudur.

L. E, N = w
S = w i B ;{‘
E AT A . L
oo T
-
o " EE T
:-JH.F :‘:.&“\ i -‘:gé‘
e - : - :*J- - B
* x B
o }:_-}\- EQ‘. }:_-}\- -

Sekil 3.12 Fraktal 6rnegi 8.



3.2.4 Dogadan fraktal ornegi
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Sekil 3.13’teki agacin tamaminin, kendisinin dlgekli kopyast olan dort temel

dalindan olustugu goriilebilir. Fraktalimizi renklendirilmis sekildeki gibir, =1, =1y

T, = % Olcekli parcalara ayirabiliriz.

Sekil 3.13 Dogadan fraktal 6rnegi

Buna gore Moran denklemini yazarsak

veya
1n¢ 1
z) =3
veya
()
log (3)
veya

bulunur. Bdylece aga¢ fraktalimizin boyutu 2’dir.
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