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OZET

Alt1  boliimden olusan bu c¢alismada Sayilar Teorisi’nin yiizyillardir
popiilerligini kaybetmemis konusu olan Diophantine denklemleri calisilmustir. Ilk
boliimde ilerleyen bdliimlerde kullanilacak temel kavramlar tanimlanmis ve bu
kavramlarla ilgili bazi 6zellikler ele almmustir. Ikinci boliimde C bir tamsay1 olmak
lizere x2 + C = y™ Diophantine denkleminin tamsay1 ¢dziimleri i¢in genel bir metot
incelenmistir. Ugiincii boliimde x? + 2¥ = y™ Diophantine denkleminde k’nin tek
olmasit durumu, dérdiincii béliimde x? + 3% = y™ Diophantine denklemi, besinci
bolimde x2? + 5% = y™ Diophantine denklemi ve son olarak altinci béliimde
Ramanujan-Nagell denklemi olarak da adlandirilan x2? + 7 = 2™ Diophantine

denkleminin tamsay1 ¢éziimleri aranmistir. Calisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler

Diophantine Denklemleri; Lebesgue-Nagell Denklemi; Ramanujan-Nagell Denklemi
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ABSTRACT

In this work consisting of six chapters, we study one of the subjects of the
Number Theory, Diophantine equations that has been popular for centuries. In the first
section, the basic concepts, used later in the next chapters, are defined and some of the
features related to these concepts are discussed. In the second part, general method for
finding integer solutions of Diophantine equation x2 + C = y™ where C is an integer is
examined. In the third chapter x? + 2¥ = y™ Diophantine equation where k is odd, in
the fourth chapter x? + 3% = y™ Diophantine equation, fifth chapter x? + 5% = y™
Diophantine equations, and finally in the sixth chapter Ramanujan-Nagell equation, also
called x? + 7% = 2™ Diophantine integer solutions of the equation are sought. The work

is a compilation.
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SIMGELER VE KISALTMALAR
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: a, b yi boler
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: p%|q fakat p**1 { q

: a nin, b ye gore kombinasyonu
: Legendre Sembolii

: a ile b nin en biiyiik ortak bdleni

: a, m modiiliine gore b ye denktir

a = b (mod m) veya a = ¢ (mod m)

: a, m modiiliine gore b ye denk degildir
: m modiiliine gore kalan siiflarinin kiimesi

: Carpimsal norm

: K cisminin sinif sayis1 (class number)

: g’nin modiilo p mertebesi
: Tamlik halkas1
: Temel ideal Bolgesi

: Tektiirlii Carpanlarina Ayirma Bolgesi
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bdliimde ¢alismanin ilerleyen bdliimlerinde kullanilacak olan bazi temel
kavramlar tanitilacaktir. Kavramlarla ilgili ayrintilar tanimlarin alindigi (Callialp, 2009),
(Calhalp, 2013), (Ireland ve Rosen, 1990) ve (Asar, vd., 2012) kaynaklarinda

bulunabilir.

1.1. Tanmmlar, Temel Kavramlar ve Bazi Onemli Teoremler

Tamm 1.1.1. m > 0 bir tamsay1 olsun. a, b € Z i¢in;

a=b(modm) e mla—>b

ile tanimlanir. Bu durumda a ve b, mod m kongriient (denk) denir. Boyle bir ifadeye de

kongriians denir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.2. Yukarida tammlanan “=” bagmtis1 Z iizerinde bir denklik bagmtisidir

(Callialp, 2013).

Tamm 1.1.3. Z’deki “=" denklik bagintisinin belirttigi denklik siniflarina, m modiiliine
gore (mod m) kalan siniflari denir ve tim kalan siniflar1 kiimesi Z,, ile gosterilir.

a € Z nin denklik smifi, @ = {x € Z: m|a — x} dir (Callialp, 2013).

Tanim 1.1.4. Z,,,’de her siniftan bir ve yalniz bir eleman alarak elde edilen sisteme tam

temsilciler sistemi denir (Callialp, 2009).

Tamm 1.1.5. Z,,, de kendileri 0 dan farkl1 oldugu halde ¢arpimlar1 0 olan smiflara sifir
bélen siniflart denir. Ornegin Zg nim sifir bolenleri; 2,3, 4 olup, Z;, un sifir bolenleri;

2,4,5, 6,8 olur (Callalp, 2013).

Tanim 1.1.6. a € Z,, smifi i¢in, (a, m) = 1 ise a smifina bir asal kalan sinifi denir. Z,,
nin tiim asal kalan simiflart Z,, ile gosterilir ve bir tam temsilciler sistemine de

indirgenmis tam temsilciler sistemi denir (Callialp, 2009).



Tanmm 1.1.7. Pozitif n tamsayisi i¢in 1 < a <n ve (a,n) = 1 olan a tam sayilarinin

sayis1 @ (n) ile gosterilir ve Euler ®-Fonksiyonu denir (Asar, vd., 2012).

Dikkat edilirse Z;,,’in eleman sayis1 @ (m) Euler fonksiyonu yardimiyla verilir.

Teorem 1.1.8. (Euler Teoremi)m € Z olsun. (a,m) =1 olan her a € Z igin

a®™ =1 (mod m) veya @a®™ = 1 dir (Callialp, 2013).

Teorem 1.1.9. (Fermat’in Kiiciik Teoremi) Ozel olarak m = p asal sayis1 i¢in her
a€Z ve pta igin, aP~t =1 (mod p) veya her a € Z igin, aP = a (mod p) dir
(Callalp, 2009).

Tammm 1.1.10. p bir asal say1 olmak iizere; g° =1, g, ... ,gP~? indirgenmis (sifirdan
farkll) tam temsilciler sistemi olacak sekilde bir g € Z varsa g’ye modulo p bir primitif

(ilkel) kok denir. g nin modulo p bir primitif kok olmasi i¢in gerek ve yeter sart

g% =1 (mod p)

olacak gekilde en kii¢iik k sayisinin p —1 olmasidir. Bagka degisle Z, carpimsal

grubunu alirsak, g nin mertebesinin p — 1 olmasidir (Callialp, 2009).

Tanim 1.1.11. g # 0 (mod p), (g # 0) olmak iizere; g¥ = 1 (mod p) saglayan en
kiigiik k > 0 tamsayisina g’nin modiilo p mertebesi denir ve ord,g ile gosterilir.

ord,g nin g € Z, nin ¢arpimsal mertebesi oldugu agiktir (Callialp, 2009).

Tamm 1.1.12. n,m € Z* olmak iizere, x™ = a (mod m) kongriiansinin bir ¢6ziimii
varsa a’ya n-inci kuvvet rezidiisii (kalinti) denir. Ozel olarak n = 2 ise kuadratik rezidii

denir (Calhalp, 2009).

Onerme 1.1.13. p asal say1 ve p}a olsun. g, modillo p bir primitif kok ve
a = g? (mod p) ise x™ = a (mod p) kongriiansinin ¢dziimii olmast igin gerek ve yeter

sart (n,p — 1)|b olmasidir (Callialp, 2009).



n —

Teorem 1.1.14. (Euler Kriteri) p asal tam say1 ve p } a, n > 0 olsun. x a (mod p)

p-1
nin bir ¢6ziimii olmasi igin gerek ve yeter sart (n,p —1) =s isc a s =1 (mod p)

olmasidir. Ozel olarak p # 2 asal ve p } a olsun. x2 = a (mod p) nin bir ¢dziimii

p-1
olmasi i¢in gerek ve yeter sart a 2 = 1 (mod p) olmasidir (Callialp, 2009).
Tanmm 1.1.15. p # 2 asal tam say1 olsun.

a 1,eger p } a ve a kuadratik rezidii ise,
(—) =<{—1,eger p } a ve a kuadratik rezidii degil ise,
0, eger p|a.

ile tanimlanir ve ( ) ye Legendre Sembolii denir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.16. Callialp’a (2009) gére Legendre Sembolii icin asagidaki nermeler
dogrudur:

i. ()_az (mod p),

i (5G) =)
iii. o= b (modp)ise (2) = (2),

P
iv. pilcise (anz) = (%) dir.

AR

AR

Ornek 1.1.17. p # 2 asal tamsay1 olsun. Euler Kriteri yardimiyla

(-1) -1 {—I—l, eger p = 1 (mod 4) ise
p

= (= 1) —1,eger p = 3 (mod 4) ise
oldugu kolayca goriiliir (Callialp, 2009).

Uyan 1.1.18. Calhalp’a (2009) gore, p # q farkl asal tek sayilar oldugunda,
= p (mod q) ile x? = q (mod p)



kongriianslariin ¢oziilebilirlikleri arasinda bir iliski vardir ve bu iliski “Kuadratik

Karsiliklilik (Quadratic Reciprocity)” olarak bilinir.

Uyari 1.1.19. (Kuadratik Karsihklihk Kurah) p # q farkl asal tek sayilar ise,
p—1q-1
(B> (ﬂ) =(-1)z 2z
q/ \p

dir (Callialp, 2009).

Tammm 1.1.20. R birimli bir halka (0; # 1) ve 0z # a € R olsun. Eger ab = 1;
olacak bicimde b € R varsa b’ye a nin sag tersi ve ca = 1 olacak sekilde ¢ € R varsa
¢ ye a nin sol tersi denir. Eger d € R olmak {izere ad = da = 1; ise d’ye a nin tersi ve

a’ya tersinir (birimsel) eleman denir (Asar, vd., 2012).

Tanim 1.1.21. R birimli degismeli bir halka ve Og # 13 olsun. Eger R sifir bolensiz ise
R ye bir tamlik bolgesi denir (Asar, vd., 2012).

Tanim 1.1.22. R birimli degismeli bir halka ve 0y # 1z olsun. Eger R nin sifirdan
farkli her elemani tersinir ise R’ye bir bolme halkast denir. Degismeli bir bolme

halkasina cisim denir (Asar, vd., 2012).

Ornek 1.1.23. (Z, +,) tamhk bélgesidir. Ciinkii Z birimli ve degismelidir ve m,n € Z
icin mn =0 ikenm =0 ya da n =0 dir. Ancak Z cisim degildir; ¢linkii Z i¢inde,
ornegin 2’nin ¢arpmaya gore tersi yoktur. Buna karsin (Q,+,), (R,+,") ve (C,+,)
halkalar1 cisimdir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.24. Her sonlu tamlik bolgesi bir cisimdir (Asar, vd., 2012).
Tamm 1.1.25. R bir halka ve I, R nin bir toplamsal altgrubu olsun. Eger her a € I ve

r € Ricinra € [ ise I ya R nin bir sol ideali, ar € I ise I ya R nin bir sag ideali denir.

Eger I hem sol ideal hem de sag ideal ise I ya R nin bir ideali denir (Asar, vd., 2012).



Teorem 1.1.26. R bir halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. S nin bir ideal
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her a,b € S i¢in a + b, —a, ar,ra € S olmasidir (Asar,

vd., 2012).

Tanmm 1.1.27. R bir halka ve X € R olsun. R nin X 1 iceren biitiin ideallerinin
kesisimine X tarafindan iiretilen ideal denir ve bir karisiklik olmadigi siirece, (X) ile
gosterilecektir. Eger X={xq,X5, ...,x,} ise {({xq, Xy, .., Xn}) = (X1, X5, ..., X)) ile
gosterilir ve buna x4, x5, ..., x,, tarafindan iretilen ideal denir. n = 1 igin (x,) idealine
x, tarafindan iiretilen temel ideal denir. Her ideali temel ideal olan bir tamlik bdlgesine

temel ideal bolgesi denir ve kisaca TIB ile gosterilir (Asar, vd., 2012).

Tamm 1.1.28. f(x) = X", a;x' polinomunda a,, # Og olsun. a,, ye baskatsay: ve

A, = 1g ise f(x)’e monik polinom denir (Asar, vd., 2012).

Tanim 1.1.29. D bir tamlik bolgesi ve a,b € D olsun. Eger b = au olacak bi¢imde bir

u birimsel elemani varsa b, a ile bagdasiktir denir (Asar, vd., 2012).

Tanim 1.1.30. D bir tamlik bolgesi ve ¢ € D olsun. Eger
i. ¢ # 0p ise ve ¢ birimsel degilse ve
ii. a,b € D olmak iizere ¢ = ab iken a ya da b birimsel ise,

0 zaman c’ye indirgenmez eleman denir (Asar, vd., 2012).

Tamm 1.1.31. D bir tamlik bolgesi ve p € D olsun. Eger
i. p # 0p ve p birimsel degilse ve
ii. a,b € D olmak iizere p|ab iken p|a ya da p|b ise,

0 zaman p’ye bir asal eleman denir (Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.32. D bir tamlik bolgesi ve 0p # p € D olsun. p’nin asal olmasi igin gerek

ve yeter sart pD idealinin asal olmasidir (Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.33. D bir tamlik bolgesi olsun. D‘nin her asal elemam indirgenmezdir

(Asar, vd., 2012).



Lemma 1.1.34. D bir TiB ve 0 # ¢ € D olsun. ¢’nin indirgenmez olmas! i¢in gerek ve

yeter sart cD idealinin maksimal olmasidir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.35. D bir TiB olsun. D’nin indirgenmez her elemani asaldir (Asar, vd.,

2012).

Tanim 1.1.36. D bir tamlik bolgesi olsun. Eger;
i. D nin birimsel olmayan her elemani sonlu sayida indirgenmezin ¢arpimi ise ve

ii. ¢4, ¢, ... ,C;p,dq,d5, ... ,d,, D’nin indirgenmez elemanlar1 olmak {izere

C1Cy wo Cpp = dqd, ... dy

iken m = n ve dq,d,, ... ,d;;, nin uygun indekslenmesinden sonra her 1 < i < m igin
c; ile d; bagdasik ise, o zaman D ye bir Tek Tiirlii Carpanlara Ayirma Bélgesi denir ve

kisaca TCAB ile gosterilir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.37. D bir TIB olsun. D nin sifirdan farkli ve birimsel olmayan her elemani

sonlu sayida indirgenmezin ¢arpimidir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.38. Her TIB bir TCAB dir (Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.39. D bir TCAB olsun. D nin bir elemaninin asal olmasi i¢in gerek ve yeter

sart indirgenmez olmasidir (Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.40. D bir TCAB olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
i.a,b € D ve a # 0p olsun. O zaman a ile b nin bir en biiyiik ortak bdleni vardir.
Daha genel olarak a4, a,, ... ,a, € D en az biri sifirdan farkli olan n eleman
olsun. O zaman a4, a, ... , @, nin bir en bilyiik ortak bdleni vardir.

ii. a, b, c € D olsun. Eger a|bc ve a ile b aralarinda asal ise a|c dir (Asar, vd., 2012).

Tamm 1.1.41. D bir tamlik bolgesi ve §: D\{0p} = N fonksiyonu verilsin. Eger;



i.hera,beDvea+0pi¢inb=aq+rveyar =0, yadad(r)<d(a) olacak
bicimde q,r € D varsa,
ii. her a, b € D\{0p} i¢in §(a) < 6(ab) ise,
o zaman D ye bir Oklid bélgesi denir ve kisaca OB ile gosterilir. Ote yandan & ya bir
Oklid fonksiyonu denir (Asar, vd., 2012).

Ornek 1.1.42. 8, Z iizerinde mutlak deger fonksiyonu olsun. Her z € Z i¢in |z| € N dir.
a,b €Z ve a # 0 olsun. Bolim algoritmasindan dolayt b =qa +1r ve 0 <r < |q|
olacak bi¢cimde q,r € Z vardir. Ayrica b # 0 iken |b| = 1 oldugundan |a| < |a||b| =
lab| dir. Dolayisiyla Z bir OB dir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.43. F bir cisim olsun. O zaman F[x] bir OB’dir (Asar, vd., 2012).
Teorem 1.1.44. Z[i] = {a + ib: a, b € Z} bir Oklid bdlgesidir (Asar, vd., 2012).
Teorem 1.1.45. Her Oklid bolgesi bir TiB ve boylece bir TCAB dir (Asar, vd., 2012).

Tanim 1.1.46. D bir tamlik bolgesi olsun ve bir N: D — N fonksiyonu verilsin. Eger
i.hera,b € D i¢in N(ab) = N(a)N(b) ve
ii. her a € D igin a = 0p olmast N(a) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart ise

o zaman N’ye D {lizerinde bir ¢arpimsal norm denir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.47. D bir tamlik bolgesi ve N, D ilizerinde ¢arpimsal norm olsun. Bu
durumda agagidakiler saglanir.

i. N(1p) = 1 dir. u € D olsun. Eger u birimsel ise N(u) = 1 dir.

ii. Her u € D i¢in eger N(u) = 1 ise u birimsel olsun. Eger a € D ve p bir asal say1

olmak tizere N(a) = p ise o0 zaman a indirgenmezdir.

Sonuc¢ 1.1.48. n hicbir asal saymin karesiyle boliinmeyen pozitif bir tamsay1 olsun.
Z[\/—n] = {a + bv—n:a,b € Z} tamlik bolgesi lizerinde bir N fonksiyonu her
a+bvV-n igin N(a+bv—n)=a?+nb? olarak tamimlansin. Bu durumda

asagidakiler saglanir.



i. N carpimsal bir normdur.

iil. u€ Z[\/—_n] nin birimsel olmasi i¢in gerek ve yeter sart N(u) = 1 olmasidur.
Z[i] nin birimselleri +1, +i ve n > 1 igin Z[\/—_n] nin birimselleri +1 dir.

iii. Z[\/—_n] nin sifirdan farkli ve birimsel olmayan her elemani sonlu sayida

indirgenmezin ¢arpimidir.
Ornek 1.1.49. Z[v—5] bir TCAB degildir (Asar, vd., 2012).

Tanmmm 1.1.50. D bir TCAB ve 0p # f(x) € D[x] olsun. O zaman f(x)’in
katsayilarinin en biiylik ortak bolenine f(x)’in bir icerigi (kapsami) denir ve C(f(x))
ile gosterilir. C(f (x)) birimsel ise f(x)’e bir ilkel polinom denir. Ozel olarak her monik
polinom ilkeldir (Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.51. D bir TCAB ve f(x) = ag + a1x + ... + a,x™ € D[x] sabit olmayan
bir polinom olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir.
i. f(x)=C(f(x))g(x) olacak bigimde D[x] in bir g(x) ilkel polinomu vardir.
ii. 0p # a € D olsun. O zaman C (af (x)) ile aC (f (x)), D iginde bagdasiktir
(Asar, vd., 2012).

Lemma 1.1.52. D bir TCAB ve f(x), g(x) € D[x] sifirdan farkli polinomlar olsun. O
zaman C (f (x) g(x)) ile C (f (x))C (g(x)), D iginde bagdasiktir. Ozel olarak iki ilkel
polinomun ¢arpimi ilkeldir (Asar, vd., 2012).

Teorem 1.1.53. D bir TCAB olsun. O zaman D[x] bir TCAB dir (Asar, vd., 2012).

Tamm 1.1.54. Kendinden baska hic¢bir alt cismi olmayan bir cisme asal cisim denir

(Callialp, 2013).

Ornek 1.1.55. Q rasyonel sayilar cismi bir asal cisimdir. Gergekten S, Q nun bir alt

cismi olsa, 1 €S olacagindan, Z c S ve sifirdan farkli her tam saymnin tersini de



kapsayacagindan, ¢arpma isleminin kapaliligindan dolay1 her rasyonel sayiy1 da kapsar

(Callialp, 2013).

Tamim 1.1.56. F cismi bir E cisminin alt cismi ise E‘ye, F nin bir genislemesi denir

(Calhalp, 2013).

Lemma 1.1.57. F bir cisim ve E, F’nin bir cisim genislemesi olsun. Bu durumda E, F

tizerinde bir vektor uzayidir (Callalp, 2013).

Tanim 1.1.58. E, F nin bir genislemesi ise bu durumda E’nin F-uzayi olarak boyutuna

E’nin F lizerindeki derecesi denir ve [E: F] ile gosterilir (Callialp, 2013).

Tanmm 1.1.59. E, F nin bir genislemesi ve [E: F] sonlu ise genislemeye sonlu genisleme

denir (Callialp, 2013).

Tanmim 1.1.60. E, F nin bir genislemesi olsun. Bir @ € E igin, f(a) = 0 olacak sekilde,

stfir polinomdan farkli bir

f(x)=ay+a;x+ ... +a,x™ € F[x]

polinomu varsa a’ya, F iizerinde bir cebirsel eleman denir (Callialp, 2013).

Tamm 1.1.61. E, F nin bir genislemesi ve her a € E, F iizerinde cebirsel ise E’ye

F’nin bir cebirsel geniglemesi denir (Callialp, 2013).
Onerme 1.1.62. Her sonlu genisleme bir cebirsel genislemedir (Callialp, 2013).
Tamm 1.1.63. Q rasyonel sayilar cisminin bir sonlu genislemesine say: cismi denir.

Ozel olarak ikinci dereceden bir say1 cismine de kuadratik sayr cismi denir (Callialp,

2009).
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Uyan 1.1.64. [K: Q] = 2 ise d, kare ¢arpansiz bir tamsay1 olmak iizere, K = @(\/E)
olarak alinabilir. Bu durumda {1,\/&} de K’nin Q tlizerinde bir tabanmi olur. Yani her
a € Q(\/a) elemani a,b € Q olmak iizere a = a + b\/d seklinde yazilabilir ve bu

yazilis tek tiirliiddir. Eger; d > 0 ise @(\/E) ye, reel kuadratik sayr cismi,d < 0 ise
sanal kuadratik sayt cismi denir (Callialp, 2009).

Tanmm 1.1.65. a =a+bVd € Q(\/H) olsun. @ =a+bvd ye a=a+bVd nin
eslenigi denir. N(a) = a@ = a? — db? ve iz(@) = a + @ = 2a ile tammh Q(Vd) -

Q ye fonksiyonlarina sirastyla norm ve iz denir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.66. Norm ve Iz fonksiyonlarinin asagidaki ozellikleri vardir. Her @, 8 €
Q(\/H) igin,

i. Iz(a+p) =lz(a) +1z(B),

ii. N(aB)=N(a)N(pB),

iii. N(a) =0 a=0

iv. a, X? —Iz(a)X + N(a) € Q[X] polinomunun bir kékiidiir (Callialp, 2009).

Tamm 1.1.67. Bir kompleks say1 Q lizerinde cebirsel ise bu sayiya bir cebirsel say1

denir (Calhalp, 2013).

Tamim 1.1.68. a bir cebirsel say1 olsun. f(a) = 0 olacak sekilde bir,
fxX)=x"+ax" 1+ ... +a, € Z[x]

polinomu varsa a’ya cebirsel tamsay: denir (Callialp, 2013).

Onerme 1.1.69. Bir rasyonel sayinin, cebirsel tamsay1 olmasi icin gerek ve yeter kosul

tamsay1 olmasidir (Callialp, 2013).

Teorem 1.1.70. d kare carpansiz bir tam say1 ve K = @(\/E) nin cebirsel tam sayilar

kiimesi Ok olsun. Bu durumda,
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Vd; eger d = 2,3 (mod 4) ise,
Wg =41++d

; egerd =1 (mod 4) ise

olmak {izere Oy nin her elemani, x,y € Z i¢in x + yw, seklinde yazilabilir (Callialp,

2009).

Sonug¢ 1.1.71. Oy cebirsel tamsayilar kiimesi, Q(\/H) nin bir alt halkasin1 ve su halde
bir alt tamlik bolgesini olusturur (Callialp, 2009).

Tanmim 1.1.72. Ox’ya K = Q(\/H) nin tamlik halkasi ve {1,w,} ye de bir tamlik tabant
denir (Callalp, 2009).

Tammm 1.1.73. u € O ve ul|l ise u ya, Q(\/a) cisminin veya O; halkasinin bir

aritmetik birimi veya birimsel elemani denir. Birimsel elemanlar kiimesi Oy ile

gosterilir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.74. Oy halkasinin birimsel elemanlar kiimesi Oy, ¢arpimsal bir gruptur. Bu

gruba K nin birim grubu denir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.75. u € Oy ise +u, +ii € Oy dir. @ € Oxnin birimsel olmasi igin gerek ve

yeter sart N(a) = +1 olmasidir (Callialp, 2009).

Onerme 1.1.76. d < 0, d # 1, d # 3 ise Q(\/E) sanal kuadratik say1 cisminin birimsel

elemanlar1 yalmz +1 dir. Q(\/—l) cisminin birimsel elemanlar1 4 tane {+1, i} ve

+1+iv-3
2

Q(\/ —3) cisminin birimsel elemanlar1 6 tane olup {i 1, } dir (Callialp, 2009).
Tanmim 1.1.77. A,B c Ok iki ideal olmak tizere (a)A = (B)B olacak sekilde sifirdan
farkli a, f € Ok elemanlar1 bulunabiliyorsa A ve B ideallerine denk idealler denir ve

A~B ile gosterilir. Bu bir denklik bagintisidir. Burada tanimlanan denklik smiflari,
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ideal simiflart olarak adlandirilir. Ideal siiflarmin sayisina K cisminin sinif sayist denir

ve hg ile gosterilir (Ireland ve Rosen, 1990)

Teorem 1.1.78. K bir say1 cismi ve Ok, K cisminin tamlik halkasi olsun. Bu durumda;
Oy tamlik halkasmin bir TIB olmasi i¢in gerek ve yeter sart hy = 1 olmasidir (Ireland

ve Rosen, 1990)

Teorem 1.1.79. K bir say1 cismi ve hg bu say1 cisminin sinif sayist olsun. hx sonlu bir

tam sayidir (Ireland ve Rosen, 1990).

Teorem 1.1.80. K bir say1 cismi ve hg bu say1 cisminin sinif sayisi olsun. Her idealin

hg-inci kuvveti bir temel idealdir (Kiligli, 2014).

Tamm 1.1.81. m > 1 kare-carpansiz olsun ve Q(v/m) kuadratik say1 cismi ve 0, bu
say1 cisminin tamsay1 halkasi olsun. € € O,,’nin bir birimi olmak iizere N(¢) = +1
esitligi saglansin. Bu durumda eger € > 1 ise €’a temel birim denir ve bunun disindaki

her birim n € Z i¢in +€™ bi¢imindedir (Finch, 2005).
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2. x? + € = y" DIOPHANTINE DENKLEMI

Bu béliimde C bir tamsay1 olmak iizere x? + C = y™ denkleminin ¢dziimii i¢in
genel teorik metot verilecektir. Burada Cohn (1993a), makalesinden faydalanilmistir.
Daha genel olarak, giizel bir literatiir taramas1 Virgolici (2013) ¢aligmasinda bulunabilir.
Ote yandan bu bélimde verilen sonuglar teorik oldugu igin bu tezde yer alan
Diophantine denklemlerinden farkli denklemlerin calisildig: Kiligh (2014) yiiksek lisans

teziyle benzerlik tagimaktadir.

Bu denklemde #’nin ¢ift say1 yani k € Z olmak lizere n = 2k olmas1 durumunda

C sayist,
x24+C=y* =5y _x2=C = (yk-x)y*+x)=C
olarak yazilabildiginden problem oldukca kolaylasir.

n’nin tek sayr olmasi durumunda gerektigi yerde uygun degisken degisimi
yapilarak genellik bozulmadan p tek asal olmak iizere n = p durumu goz Oniine

alinabilir.

p = 3 durumunda denklem x2 + C = y3 halini alir ki bu denklem bir eliptik egri
belirtir detaylar i¢in Silverman (1986), kitabina bakilabilir. Mordell (1969) bu

denklemin tamsay1 ¢oziimlerini bir araya getirmistir.

p =5 icin Blass (1976) ve Wren (1973), p = 7 igin Blass ve Steiner (1978)
caligmalarinda bazi sonuglar bilinmektedir. Burada Hipereliptik Egriler Teorisi de

kullanilabilir. Temel referans olarak Bugeaud, vd. (2008) g6z oniine alinabilir.

C =1,2 ve4 i¢in metot iki asamadan olusmaktadir. ilk olarak Q[v—l] ve

Q[V-2] cisimleri birer TIB ve bdylece Teorem 1.45. geregi TCAB oldugundan bu
ozellik kullanilarak, belli a degerleri igin y = a? + C oldugu gésterilir. O halde ikinci
adimda Q[\/ a’?+C ] cismindeki temel birim, a cinsinden basitce ifade edilir.
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C’nin diger degerleri i¢in ilk asama gecilse bile ikincisi saglanamaz bu yiizden
ispat1 tamamlamak icin farkli bir metot gereklidir. Nagell (1954a), C = 8 igin boyle bir

metot buldu ve bu durumda denklemin bir ¢6zlimiiniin olmadigini ispatladi.

Literatiirde genel p degerleri icin olduk¢a az sonu¢ bulunabilmektedir. ilgili
yillarda dergilere ulasim sinirli oldugundan sonuglarin tekrarlandigi ¢ok fazla durum
vardir. Oregin C = 2 icin ilk kez Ljunggren (1943a) ¢alismasinda verilen ispat, Nagell
(1954b) calismasinda tekrarlanmistir. € = 3 igin ilk defa Nagell (1923) tarafindan
ispatlanan sonucu, Brown (1975) ve ardindan da Cohn (1993a) tekrarlamistir. ilk
calismalarda c¢ogunlukla C’nin incelenen degerleri i¢in deneme-yanilma metotu

kullanilmustir.

2.1. Metod ve Teknik
Dogal olarak oncelik denklemin sol tarafini v—C sayisinin elemani oldugu
imajiner kuadratik say1 cisminde (x + v—-C )(x - Vv=C ) = yP seklinde c¢arpanlara

ayirmak olacaktir ki, bu durumda belli a ve b tamsayilari i¢in eger;
+x++vV—-C=(a+bVv-C)? (2.1)

ise, gercekten de x, y = a? + b2(C ile bir ¢oziim belirtir. Asagidaki kosullarla birlikte
(2.1) ¢oziim i¢in yeterli kosul olur. Eger;

(1) C # 3 (mod 4) ise,

(2) Birim eleman sorunu ¢ikmazsa,

(3) Cisim tek tiirlii carpanlarina ayrilabilirse,

(4) C kare ¢arpansiz ise,

(5) + x + V—C carpanlari aralarinda asal ise,
fakat her durumda (2.1) kosulunun ¢6ziim icin yeter sart oldugu dogrudur. Bu olasilik
her C i¢in dikkate alinmasi gerektiginden bununla ilgili bazi sonuclar1 bir sonraki

boliimde ¢ozecegiz. Buna gegmeden 6nce yukaridaki maddeleri inceleyelim.



15

Ik olarak, C = 3 (/mod 4) ise (2.1)’e ek olarak gerekli sart, y = i(A2 + B2()
olmak iizere,

tx+vV=C=((A+BV=C))’,A=B =1 (mod 2) (2.2)

elde edilir. Bu yalnizca p = 3 ise olabilir. (2.2)’de imajiner kisimlar esitlersek,

2P = BZE( P )AP~2r-1(—B2C)T (2.3)

2r+1

esitligini elde ederiz. Bundan dolay1 B tek oldugundan, B = +1 dir. Boylece
+2 =427 = (=C) 2 = (—) = 0,+1 (mod p) (2.4)

olur ki bu da p =3 oldugunu gosterir ve bu degerler (2.3)’te yerine yazilarak
+8 = 34% — C elde edilir. Daha ayrintih agiklamak gerekirse, (2.4)’te, ilk denklik
Fermat’in Kiigiik Teoremi (Teorem 1.1.9.), ikinci denklik Esitlik (2.3)’iin mod p’ye
gbre hesaplanmasi, iiclincli ve dordiincii denklik Legendre semboliiniin 6zellikleri

yardimiyla elde edilmistir. Boylece asagidaki lemma ispatlanmais olur.
Lemma 2.1.1. (2.2)’deki durum ancak ve ancak C = 34% 4+ 8 iken gergeklesir ve
sadece p = 3, durumunda ¢dziim vardir ve bu ¢dziim x = A3 + 34 seklindedir (Cohn,

1993a).

Dikkat edilirse C = 3d? ise alt1 birim vardir. +1, +w ve +w? dir. (2.1) veya

(2.2)’den bagska, yeni bir durum daha s6z konusudur, bu da

+x +dV-3=w (; (A+ Bd\/—_?»))g, A = B (mod 2) (2.5)

olmasidir.
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Lemma 2.1.2. (2.5)’teki durum ancak ve ancak C = 48D°, x = 4D3 p = 3 oldugunda
gecerlidir (Cohn, 1993a).

Uyant 2.1.3. Eger C < 0 durumu hesaba katilsaydi bu durumda birimleri bulma
problemi oldukca karmasik bir hal alacakti. Bu ise € > 0 kisitlamasinin 6nemini
gosterir. Teorem 1.1.78. geregi bir kuadratik say1 cisminin tamlik halkasinin TCAB
olmasi i¢in gerekli kosul sinif sayisinin 1 olmasidir. Buna gore Sanal kuadratik sayi

cisimleri i¢in smif sayisinin 1 oldugu durumlar, bu cisimlerin sonlu sayida ve
C=1,23,711,19,43,67,163 degerlerine karsilik gelen Q[\/—_C ] cisimleri oldugu
bilinmektedir Sadece 9 durumun ortaya ¢ikmasi problemin kapsaminin daralmasi gibi
gdziikse de durum boyle degildir. Oregin, C = 6 igin Q[\/—_6] cisminin sinif sayisi

h = 2 dir.

Denklemin herhangi bir olasi ¢oziimii igin, (x,6) = 1 ve p tektir. Bu durumda
x + v —6 tarafindan olusturulan temel ideal m eslenigi n’, [y]? ile aralarinda asaldir.
Boylece bazi ¢ idealleri i¢in w=¢&P dir. Fakat istedigimiz sonug,
xX+V—6= (a + b\/—6)p, &nin bir temel ideal olup olmadigr bilinmedigi icin
dogrudan dogruya istenilen sonug elde edilmez. Ancak h = 2 oldugundan, £2’nin temel
. 2 .. .
ideal oldugu sonucu ¢ikar ve dolayisiyla (x + —6) sayis1 bu cisimde bir elemanin p-

inci kuvvetine esit olmalidir. p tek oldugundan, o zaman bu elde edilir ki x ++vV—6
kendisi de bu 6zellikte bir kuvvettir. Bu durumda asagida Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3

den, eger C = 6 ise denklemin hi¢gbir durumda ¢6ziimiiniin olmadig: elde edilecektir.



17

Ayni argiimanlar diger durumlar i¢in de kullanilabilir. Burada h = 1 olmasi
onemli degil fakat 6nemli olan p } h olmasidir. h, ancak 2’nin bir kuvveti olursa bu her
tek asal say1 icin gegerli olacaktir. h’nin diger degerleri i¢in yine bu durum gegerli
oldugundan sadece simif sayisini bolmeyen sonlu sayida asal degerler i¢in bu metod
kullanabilirdir. Diger istisnai durumlar ise farkli metodlarla ¢oziilmelidir. Boylece
ornegin C = 26 igin, h = 6 olur ve bu nedenle p = 3 olmadik¢a yukaridaki metod

uygulanabilirdir ve p = 3 durumu ayr1 olarak ele alinmalidir (Cohn, 1993a).

Eger C kare-garpansiz degilse C = cd? yazilabilir, burada ¢ kare-¢arpansizdur.

Bu durumda (2.1) kosuluna ek olarak;

+x + dv=c = (a + bv=c)’ (2.6)

elde edilir ve ayrica ¢ = 3 (mod 4) ise

+x +dvV—c= (% (A+ B\/—_c))p, A=B=1(mod?2) (2.7)

dir (Cohn, 1993a).
Bu denklem iizerinde gerekli analiz yapilarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.4. C > 0, C = cd?, ¢ kare-garpansiz, p Z 7 (mod 8) olsun. Eger p asal tek
sayl ve x? + C = yP ise bu durumda aralarinda asal x ve y pozitif tamsayilar1 igin
asagidaki onermelerden en az birisi dogrudur.
(a) Oyle a ve b tamsayilari vardir ki b|d olmak iizere y = a? + b%c ve
+x + dv—=c = (a + bv—=c)" dir.

(b) c =3 (mod 8), p =3 ve B|d olmak tizere Ave B tek tamsayilar1 vardir,

3
y = %(Az + B2¢), +x + dvV—c = %(A + BV=c) fiir.
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(c) plh, Q[V—c] cisminin sinif sayisidir.

(d)C=342+8,p=3,x=A4%+3Adr.
() C = 48D°, p = 3, x = 4D3 tiir (Cohn, 1993a).

2.2. + x + V—C = (a + bY—C)P Denkleminin incelenmesi

Verilen denklemde imajiner kisimlar esitlenirse,

p-1

2

— p p—2r-1 (__ 2\T

1—b2(2r+1)a (=Cb?)
r=

ve dolayisiyla b = +1 oldugu elde edilir. Boylece

"3
N
-

=+
[N
I

(.5 e i=or (2.8)
0

<
1l

olur ve bundan geri kalan sonuglar izleyecektir. (2.8) den agik olarak a ve C nin biri ¢ift
iken digeri tek biri tek iken digeri ¢ift oldugu anlasilir. Eger a ve C her ikisi de ¢ift
olsaydi (2.8) denkleminin sag tarafi da ¢ift olacakti. Dolayisiyla eger her ikisi de tek

olsaydi bu durumda

ki
Jay

<2rI:- 1) = 2P71 =0 (mod 2)

=+

[y

1]
1+

0

<
Il

denkligi elde edilmeliydi. (2.8) denklemiyle ilgili Cohn (1993a) calismasinda verilen

ayrintili sonuglar asagida siralanmastir.

Lemma 2.2.1. g, (2.8) denklemini saglayan a nin herhangi bir asal tek boéleni olsun. Bu
durumda C97'=1(modq?); p=q=3 olmadikca, g%|la ise bu durumda
q**||(€a~1) dir (Cohn, 1993a).
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Lemma 2.2.2. (2.8) denkleminde negatif isaret durumu sadece p = 3 (mod 4) ise
gerceklesebilir ve agagidaki sartlarin her ikisi de (2.8) denklemini karsilar;
1. Ya,
(a) C = 1veya 13 (mod 16), veya
(b) C =0 (mod 8) ve p = 7 (mod 8) veya
(¢) C =4 (mod 8) vep = 3 (mod 8)
dir.
2. Yada,
(a) C =1 (mod 9) veya
(b) C =0 (mod 3) ve p = 2 (mod 8) veya
(¢) C =4veya7 (mod9) vep = 3 (mod 8)
dir (Cohn, 1993a).

Lemma 2.2.3. (2.8) denkleminde pozitif isaret durumu sadece asagidaki durumlarin her
ikisi de saglandiginda gerceklesebilir.
1. Ya,
(a) C =3 (mod 4), veya
(b) C =1 (mod 4), 2?||(C — 1) ve p = 1 (mod 4), veya
(¢) C =2 (mod 8) ve p = 3 (mod 8), veya
(d) C =6 (mod 8) vep =7 (mod 8)
dir .
2. Yada,
(a) C = 2 (mod 3), veya
(b) C = 4 veya 7 (mod 9) ve p = 1 veya 7 (mod 8), veya
(¢) C =1 (mod9) vep £ 3 (mod 8), veya
(d) C =21 (mod 27) vep = 1 (mod 3)
tiir (Cohn, 1993a).

Lemma 2.2.4. P, C sayisin1 bolen bir asal tek say1 olsun. Bu durumda (2.8) denkleminin

pozitif esitligi mevcut iken paP ! =1 (mod P), (%) =1 dir ve P#3 ise
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p # 1 (mod P) bulunur. Buna karsilik (2.8) denkleminin negatif esitligi mevcut iken

pa?~! = —1 (mod P), () = 1 ve p % 1 (mod P) dir (Cohn, 1993a).

Lemma 2.2.5. (2.8) esitliginde p = 3 olmasi i¢in gerek ve yeter sart C = 3a? + 1 ve
x = 8a3 + 3a olmasidir. p = 5 olmasi i¢in gerek ve yeter sart C = 19, x = 22434 ya
da C = 341, x = 2759646 olmasidir. p = 7 iken denklemin bir ¢dziimii yoktur (Cohn,
1993a).

Bazi durumlarda 6rnegin; C = 6 oldugunda ¢6zliimiin olmadigini sdyleyebilmek
icin (2.8) denkleminin her iki isaret i¢inde miimkiin olmadigini géstermek yeterlidir. Bu
esitligin her iki isaret icin de imkansiz oldugu gosterilemedigi durumlarda nasil hareket
edilecektir? Simdi verilecek metot kullanilirken bir ¢ok hesaplamanin bir arada
kullanilmas1 gerekebilir. Bununla birlikte bu metot yardimiyla ¢ogunlukla bir ¢éziim

elde edilmesine ragmen, her durumda bir ¢éziime ulasilabileceginin garantisi yoktur.

a ve m = 0 tam sayilar1 i¢in bir tam say1 fonksiyonu;

(a+v=C)"=(a—v=0)"
2V/—-C

fm(a) = (2.9)

seklinde tamimlansin. Dolayistyla (2.8) denklemi f,(a) = +1 formunda yazilabilir. Bu
durumda C yi bélmeyen q asal tek sayilar1 tek tek denklemde yerine konulabilir ya da
(2.9) denkleminin daha onceki lemmalar tarafindan disarida birakilmamis p degerleri

icin mod q ya gore imkansiz oldugu gosterilerek bir ¢6ziim olmadig1 ispatlanabilir.

Oncelikle m nin bir fonksiyonu olarak {f;,(a)} dizisi mod q ya gore periyodik

olur. Gergekten de bu periyot (_FC) = +1 Legendre semboliiniin isaretine gore degisen

ve strastyla - C bir kuadratik rezidii iken Q = g — 1, degil iken Q = g2 — 1 seklinde

alan Q sayisiin bir katidir. Burada;
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—C
(a+ \/—C)q =al+ (-0) @ V/2/-C=a+ <7>\/—C (mod q)
olup benzer sekilde eslenigi i¢in de (_FC) = —1 ise ayn1 islem siirdiiriilerek

(a+ \/—_C)q2 = (a— \/—_C)q = (a +vV—C) (mod q)

elde edilir. Boylece her iki durumda da f;,49(a) = f,(a) (mod q) bulunur. Dolayisiyla
bu fonksiyon mod q ya gore periyodik bir fonksiyondur. Ayrica (2.9)’ye gore bu

fonksiyonun tanimindan f,(a) = 0 ve f;(a) = 1 seklindedir ve m > 0 sayisi igin;

fin+2(@) = 2afmia(@) — (@® + O) fin(a) (2.10)

esitligi mevcuttur. Bunun yani sira a nin fonksiyonu olarak f;,,(a) bir polinomdur ve m
tek sayr iken bu polinom a’nin yalnizca ¢ift kuvvetlerini icerir. Bu nedenle
fp(a) = £1 (mod q) kongriiansin1 ¢dzebilmek igin 1<m< Q-1 ve 0<a< %
araligindaki degerler i¢in yalnizca p = m (mod Q) kongriiansini ele almak yeterlidir.
Lemma 2.2.3 kullanilarak g% { (C97* —1) oldugu kontrol edilmek sartiyla a =0
degeri degerlendirme dis1 tutulabilir. Kullanilacak olan g asal sayilarindan bu kosulu

saglamayanlari eleyebiliriz.

Metodun uygulanma siireci su sekilde isleyecektir. ilk olarak verilen bir C sayis1

i¢in, C yi bélmeyen q asal sayilarindan Lemma 2.2.3’ten a sayisin1 bolmeyenler segilir.
Bu asal sayilardan her biri i¢in, (2.10) esitligi kullanilarak 1 < a < q/ o araligindaki her

a sayist ve 1 <m < Q—1 araligindaki her m tek sayist i¢in f,,(a) degerlerinin
mod q’ya gore kalanlar1 hesaplanir. Bu metot yardimiyla her a sayisi i¢in kongriiansin
saglandigi araliktaki m degerleri listelenir. Boylelikle p, mod Q’nun kalan siniflarindan
birinin eleman1 olmak durumunda kalir. Ayrica bu listeden p’nin asal olmadig: kalanlar
cikartilabilir. Ornegin; Q = 66 sayis1 i¢in 15 degeri listeden cikartilabilir. Islemler bu

sekilde devam ettirilerek istenilen sekilde, yeterli sayida kongriians kosullar1 bulunur ve
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bu kongriianslar Lemma 2.2.4 ve Lemma 2.2.5 ile birlikte diisiiniilerek bir ¢6ziim elde

edilmeye ¢aligilir.

(2.8) denkleminde pozitif isaretin oldugu durumda iistteki metodun kullanish
olup olmayacagi konusunda endise duyulabilir, ¢inkii f;(a) =1 oldugundan
p =1 (mod Q) durumu Onceki tartismalardan dolayr hari¢ birakilmaz. Bu nedenle,
p = 1 (mod 4) durumu Lemma 2.2.5 tarafindan ¢ikarilmadikca, ne kadar ¢ok sayida g
asali i¢in metot tekrar edilirse (p —1) in o kadar sayida farkli ¢arpaninin olmasi
gerektigi goriilir. Bununla birlikte, eger C sayist 5 yada 5’ten biiyiikk bir P asal
carpanina sahipse Q sayisini bolen P asal sayilarina karsilik uygun q asallart segilerek
p = 1 (mod P) oldugunu ispatlamak gerekir. Ancak bu Lemma 2.2.5’e gore miimkiin
degildir. Bu iglem direkt olarak yapilabildigi gibi, bazen de 6rnegin; C = 21 i¢in pozitif
esitlik miimkiin olmadiginda C sayisin1 bdlen 3’ten biiyilkk P asal sayilari igin
(P—1)|(p—1) oldugu ispatlanarak yapilabilir. Bununla birlikte, bazi durumlarda
ornegin; C = 17 i¢in bu iki yontemin aym1 anda kullanilmasi gerekebilir. Ayrica
Lemma 2.2.5’ten dolay1 (2.8) denkleminin negatif esitligi C’nin yalnizca 2 ve 3
carpanlarini icerdigi durumlarda ger¢eklenmeyecektir (Cohn, 1993a).
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3. x% + 2¥ = y" DIOPHANTINE DENKLEMI

Bu boliimde £ saymnin tek sayr olmasi durumu incelenerek bu Diophantine

denkleminin en genel tamsay1 ¢6ziimleri verilecektir.

Teorem 3.1 k tek say1 olsun. Bu durumda x? + 2% = y™ denkleminin tiim tamsay1
cozlimleri x, y pozitif sayilar, n > 3 ve @ = 0 olmak lizere asagidaki gibidir (Cohn,
1992).

k X y n
6a + 1 5.23¢ 3.22¢ 3
4a + 5 7.2%¢ 3.2¢ 4
10a + 5 11.25¢+3 3.22a+1 5

Uyan 3.2. Yukarida verilen ¢oziimlere dikkat edilirse, a’nin her bir degeri i¢in farkli
bir ¢ozlim elde edilir. Bu ise ¢6ziim kiimesinin ii¢ sonsuz aileden olustugunu gosterir.

Bu ailelerin birbirinden farkli oldugu agiktir.

Bu denklemin ¢oziimii 2. boliimde verilen metotlar yardimiyla elde edilecektir. &
tek say1 yani K € Z olmak tizere k = 2K + 1 olsun. £ = 3 durumu i¢in Nagell (1955)
tarafindan bir metot verilmistir. Cohn (1992) asagidaki lemmayla birlikte Nagell’in

sonucunu genellestirmistir.

Lemma 3.3. x, y pozitif tamsayilar ve n > 3 olmak iizere 2x? + 1 = y™ denkleminin

x =11,y = 3, n = 5 disinda bir ¢éziimii yoktur (Cohn, 1992).

Teorem 3.1%in Ispati. Lemma 3.3 geregi k = 1 i¢in, K > 0 oldugu kabul edilecektir.
[k olarak x ve n tek say1 olsun. O halde y = 1 (mod 8) dir. Bundan dolayr Q[v—2]

cisminde tek tiirlii asal carpanlara ayirma yardimiyla

(x + 2KV=2)(x — 2Kv=2) = y™ (3.1)
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yazilabilir ve burada sol taraftaki carpanlarin ortak boleni yoktur. Boylece bazi a ve b

tamsayilari igin
(x + 25V=2) = (a + bV=2)" (3.2)

ve y = a?+2b? = 1 (mod 8) olarak elde edilir. Bdylece a tek ve b cift sayr olur.

(3.2)’de imajiner kisimlar esitlenerek

‘3
N
-

2K =b (" )@ =2ny (3.3)
0

r

ve bundan dolay: sag taraftaki ikinci carpan tek oldugundan b = +2K dir. Boylece

y = a?+22%*1 dir. Burada a tek ve

‘3
N
=

=+
[N
Il

n
(zr . 1) qn-2r-1(_2K+1yr (3.4)

r=0

olur. Simdi ya 3|a’dir ve bu durumda (3.4) nin sag tarafi mod 3 te 1’e denktir ya da

a? = 1 (mod 3)’tiir ve bu durumda

n-1
2
Z) (er-ll- ) =2 =1 (nod 3) (3.5)

olur. Boylece (3.4)’te negatif isaret alinmaz ve n = 1 (mod 8) sonucunu elde edilir.
O halde o = 3 ve t tek say1 olmak lizere n — 1 = 2°.t olsun. Bu durumda {u,,} ve
(v} dizileri u,, + 2Kv,,V=2 = (a + 25v/=2)2" ile tanimlanir. Buradan goriilir ki
u; = a? — 2281 = 1 (mod 8), v, = 2a = 2 (mod 4) ve bu durumda v, 1 = 2Uy, VU,

_ 92K+1

Ve  Upyq = UL vZ  oldugundan tiimevarimla kolayca goriilebilir ki

up, = 1 (mod 2°*?), v, = 22 (mod 22*1) olur. Boylece,
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(a+25V=2)""1 = (u, + 1,25V=-2)*
=U+V2KV=-2

olur. Burada U = u} (mod 2***'v¢)’dir ve bundan dolay1 U =1 (mod 2°*%) ve
benzer  sekilde V = 22 (mod 22*1) elde  edilir.  Boylece  (3.2)’den
x + 2K/=2 = (U + V2Xv/=2)(a + 2Xv/=2) olur ve dolayisiyla 1=U+aV =1+
29 (mod 2°*1) olur ki bu bir geliskidir.

Simdi x tek olmak iizere, n sayisinin ¢ift oldugu durum goz oniine alinsin. Bu

durumda n = 4 i¢in incelemek yeterli olacaktir. O halde

? +20)(y? —x) = 22K+ (3.6)
esitligini bulmaliydik. Dolayisiyla A > k olmak iizere y? + x = 24, y? — x = 22K+1-1
olur. Boylece y? = 24714+ 22K-2 ve y tek oldugundan A = 2K dir. Dolayisiyla
(y — D(y + 1) = 22%71 dir. Boylece y + 1, 2’nin bir kuvvetidir ve bundan dolay

y = 3 ve boylece elde edilen tek ¢oziim x = 7, n = 4, k = 5 olur.

Son olarak x sayisinin ¢ift oldugu kabul edilsin. O halde y kesinlikle ¢ift
olacaktir. Bu durumda x = 29X ve y = 2PY oldugu kabul edilsin. Buradaa > 0, b > 0

ve X ve Y tek sayidir. Bunlar denklemde yazilirsa
22ax2 + 22K+1 — 2nan (37)

olur ve bundan dolayt nb = min (2a, 2K + 1) olur. Simdi 2a ve 2K + 1 den hangisinin
daha biiyiik olduguna bagli olarak iki durum ortaya ¢ikar.

1. Durum. a < K ise o halde nb = 2a dir. Buna gore her iki tarafi 22¢ ile boliiniirse
X2 4 22K+1-2a — yn o]yr, Boylece iki durum sz konusu olur.

1.K =aisea > 1liginx = 5.23% y =3.22¢ n =3,k = 6a + 1 olur.

2.K = a+ 2oldugundaise @ > 1icin x = 7.22%,y = 3.2%, k = 4a + 5 elde edilir.
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Yukaridaki her iki durumda da @ = 0 igin bilinen sonuglara karsilik gelir.

2. Durum. a > K + 1 ise o halde nb = 2K + 1 dir. Bu durumda bunlar1 denklemde
yerine yazip diizenlersek denklem 2Z? + 1 = Y™ haline gelir. Burada Z = 2¢7K-1 x
tir. Lemma 3.1.3 geregi bu denklemin tek ¢ozimi Z =11, Y =3, n = 5’tir.
Dolayisiyla 5b = 2K + 1 ve bundan dolayr K =5a + 2, k = 10a + 5, b = 2a + 1,
a = 5a + 3 ve bdylece son olarak x = 11.2%¢*%3 y =3.2%*1 k =10a+5, n=5,

a = 0 olur. Bu da ispati tamamlar (Cohn, 1992).
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4. x* + 3™ = y® DIOPHANTINE DENKLEMI

Bu boliimde x2 + 3™ = y™ Diophantine denkleminin ¢6ziimleri arastirilacaktir.
Tipki bir 6nceki denklemde oldugu gibi burada da m sayisinin tek veya c¢ift olmasi

durumuna gore farkli sonuglar s6z konusudur.

4.1. m’nin Tek Say1 Olma Durumu
Bu kisimda Arif ve Abu Muriefah (1998) calismasinda yer alan sonuglar

verilecektir. Buna gore bu kismin ana teoremi asagidaki gibidir.

Teorem 4.1.1. m tek say1, n > 3 olmak iizere x% + 3™ = y™ denkleminin pozitif tam
sayilarda bir tek ¢dziimii vardir ve bu ¢ézim m =5 + 5M, x = 10.33M, y = 7.32M ve
n = 3 seklindedir (Arif ve Abu Muriefah, 1998). Teoremin ispati i¢in asagidaki lemma

gerekli olacaktir.

Lemma 4.1.2. n > 3 ve n tek say1 olmak iizere 3x* + 1 = y" denkleminin y tek say

ve y = 1 i¢in tamsayilarda ¢oziimii yoktur (Nagell, 1955).

Teorem 4.1.1’in Ispati. Nagell (1923) calismasma gére m =1 igin denklemin
¢ozlimiinliin olmadigni biliniyor. O halde m =2k +1 olsun. x in tek oldugu
varsayilirsa bu durumda y ¢ift olmalidir. x2 + 3™ = y™ denklemini mod 8’de incelersek
x% + 3™ = 4 (mod 8) ve y™ = 0 (mod 8) olmaldir. Bu ise ¢eliskidir. O halde x ¢ift

ve y tek say1 olmalidir.

Teoremin ispatin1 (3,x) =1 ve 3|x olmak {izere iki durumda incelemek

kolaylik saglayacaktir.
1.Durum. (3,x) = 1 olsun. Ilk olarak n’nin tek say1 oldugu kabul edilsin. p bir tek

asal say1 olmak iizere genellik bozulmadann =p oldugu diisiiniilebilir. O halde

Teorem 2.1.4’ten iki olasilik s6z konusu olur. a ve b tam say1 olmak iizere

x + 3%/=3 = (a + bV/=-3)? 4.1)
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olur ve burada y = a? + 3b? dir. Yada

v 34y = () @2)

2

olurkiburadaa =b =1 (mod 2) vey = 3% i, (4.1) ifadesinde y = a? + 3b?

ve y tek sayidir. Bundan dolayr a ve b den biri tek ve digeri cifttir. Burada sanal

kisimlari esitlenirse,

p-1
2

p—2r—1(_apR2\r
Z 1) T3

esitligi elde edilir. Bundan dolay1 b tek sayidir. )’ toplam sembolii icerisindeki terim

3’e boliinmediginden dolayr b = +3 elde edilir. Dolayisiyla

A
[ay

p p—2r—1,__22k+1\T
(2r+ 1)a (=377

I+
—_
I
Ngl

<
Il

olur. Lemma 2.2.2 ve Lemma 2.2.3 gosterir ki burada her iki isaret de imkansizdir.

Dolayisiyla (4.1) denkleminin hi¢bir ¢6ziimii yoktur.

Simdi (4.2) denklemi g6z Oniine alinsin. Ayn1 sekilde burada da sanal kisimlar

esitlenirse

8.3k = p(3a% — 3b?) (4.3)

esitligi elde edilir. Eger b = +1 ise (4.3)’te yerine yazilirsa

+8.3k =3a? -3
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olur. k=1 oldugu durum kolayca elenebilir. Bu nedenle k > 1 oldugunu kabul
edilsin. O halde a = £5, k = 2 ¢6ziimii vardir. Bundan dolay1r y = 7 dir. Dolayisiyla
(4.2)den x = 10 dur.

Eger b = +3%, 0 <A< k ise o halde (4.3) denklemi +8.3%¥ "1 = g2 — 324
haline gelir ve bu esitlik mod 3’te incelenirse, k — A — 1 > 0 oldugu durumda esitligin
¢Oziimii yoktur. Bu nedenle k—A—1=0 ve k—1=A olmahdir. Bodylece
+8 = q? — 32k~ olyr. Burada +8 = a? — 32~ esitligi mod 3’te incelenirse bu
esitligin dogru olmayacag agik¢a goriiliir. Bundan dolayr —8 = a? — 32~V olur. Bu
denklemin sadece k = 2 i¢in a = *+1 ¢0zlimii vardir. Bdylece b = £3 olur ve buradan

x = 10 ve y = 7 ¢oziimii elde edilir.

Son olarak eger b = +3* ise o halde (4.3) denklemi +8 = 3a? — 3%¥*1 halini

alir fakat bu esitlik mod 3’e gore dogru degildir.

Simdi eger n eger ¢ift ise bu durumda x? + 3™ = y™ denklemini n = 4 i¢in
incelemek yeterli olacaktir. Dolayisiyla denklem (y? — x)(y? + x) = 32k*1 geklinde
carpanlarina ayrilirsa (3,x) = 1 oldugundan

y2—x=1 ve y? 4 x = 3%k+1
olmalidir. Bu iki denklem taraf tarafa toplanarak
2y2 — 32k+1 +1
esitligi elde edilir ki bu da mod 3’e gore dogru degildir.
2.Durum. 3|x olsun. O halde kesinlikle 3|y olmalidir. x = 3*X ve y = 3"Y oldugu
kabul edilsin. Burada u > 0,v >0 ve (3,X) = (3,Y) =1 dir. O halde bu esitlikler

x? + 32k*1 = y" denkleminde yerine yazilirsa denklem

32uX2 + 32k+1 = 3nvyn
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haline gelir. Burada 2u, 2k + 1 ve nv’den hangisinin daha kii¢ciik olduguna bagl olarak

tic durum karsimiza gikar.

Ik olarak 2u = min(2u,2k + 1,nv) olsun. Bu durumda en son elde edilen

32u

denklemin her iki tarafim ile bolliniirse

XZ + 32(k—u)+1 — 3nv—2uyn

esitligi elde edilir. Bu denklem mod 3’e gore incelenirse nv — 2u = 0 sonucuna

varilir. Bu durumda (3,X) = 1 oldugundan

X2 + 32(k—u)+1 =yn
esitligi elde edilir. Eger k — u = 0 ise bu denklemin bir ¢6ziimii yoktu. Eger k —u > 0
ise bundan dolay1 yukaridaki ¢6ziime gore bu denklemin yalnizca k —u =2 ven =3
ise yalnmzca bir ¢oziimii vardir. Bundan dolayr nv = 3v = 2u ve 3|u dur. u = 3M
oldugu kabul edilsin. Bu durumda k = 2 + 3M ve m = 5 + 6M’dir. Bundan dolay1 bu
denklemin sadece m = 5 + 6M oldugunda bir ¢6zliimii vardir ve bu ¢oziim X = 10 ve

y = 7 dir. Dolayisiyla denklemin genel ¢dziimii x = 10.3% = 10.33™ ve y = 7.3V =

7.32M olur.

Ikinci olarak 2k + 1 = min(2u, 2k + 1,nv) ise bu durumda denklem

32u—2k—lx2 +1= 3nv—2k—1Yn

olur. Bu denklemi mod 3’te incelenirse nv — 2k — 1 = 0 olmalidir. Bu nedenle n tek

say1 ve

3(3u—k—1)2x2 +1= yn

olur ki Lemma 4.1.2°den dolay1 bu denklemin ¢6ziimii yoktur.
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Son olarak, nv = min(2u, 2k + 1, nv) ise budurumda denklem

32u—an2 + 32k+1—nv — Yn

halini alir ve bu mod 3’e gore sadece 2u — nv = 0 veya 2k + 1 — nv = 0 oldugunda
miimkiindiir. Zaten bu durumlarin her ikiside yukarida ele alindi ve bdylece ispat

tamamlanmaistir.
4.2. m’nin Cift Say1 Olma Durumu.

Bu kisimda x? 4+ 3™ = y™ Diophantine denkleminde m’nin ¢ift sayr olmasi
durumunda Luca (2000) ¢alismasinda elde edilen sonuglar verilecektir. Buna gore
verilen denklemin asagidaki sekilde tamsay1 ¢éziimleri vardir.

Teorem 4.2.2. m ¢ift sayr, n = 3 ve x > 0 olmak {izere

x% +3Mm=yn (4.4)

denkleminin tiim pozitif tamsayr c¢ozimleri t € Z olmak iizere m = 4 + 6t,

x = 46.33t, y = 13.32¢ yve n = 3 seklindedir (Luca, 2000).
Ispat. (3,x) =1 durumu igin denklemi incelenmesi yeterli olacaktir. Gergekten de
a=>1ve (3,x,) =1 i¢in x = 3% olsun. Bu durumda b >0 ve (3,y;) =1 igin
y = 3Py, yazilabilir. Bu ifadeler (4.4) denkleminde yerine yazilirsa

32ax,2 4 3™ = 3Py " (4.5)

halini alir. Bu durumda (4.5) denklemi ii¢ durumda incelenir.

1. Durum. 2a > m ise bu durumda (4.5) denkleminin her iki yanin1 3™ ile bdliiniirse

denklem
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m 2
(3%72x;) +1=3m-myn (4.6)

haline gelir. (4.6) denklemi mod 3’e gore incelenirse esitlik sadece nb — m = 0 i¢in

dogru olacaktir. Bu denklemde X = 3‘1_%x1 ve Y = y, yazilirsa
X2+1=Y" (4.7)
olarak bulunur ki bu denklemin ¢6ziimiiniin olmadig1 bilinmektedir.
2. Durum. 2a = mise (4.5) denkleminin her iki tarafin1 3™ ile boliiniirse denklem
x,2 +1=3m0"myn (4.8)

halini alir. (4.8) esitligi mod 3’te incelenirse x;2 + 1 = 0 (mod 3) olur. —1 mod 3’te

bir kuadratik rezidii olmadigindan nb = m olmalidir. Dolayisiyla (4.8) denklemi
X2+ 1=y"
haline gelir ki tekrar Lebesgue denklemi olur ve bu denklemin tamsay1 ¢6ziimii yoktur.
3. Durum: 2a < m ise (4.5) denkleminin her iki tarafi 32¢ ile boliiniirse denklem
x,? + 3m2@ = 3nb-2ay, n (4.9)
halini alir. (4.9) denklemi mod 3’te incelenirse (3,x;) =1 oldugundan dolay
nb — 2a = 0 olmalidir. Burada m — 2a = m, yazilabilir. Bu durumda m, ¢ift olmak

tizere (4.9) denklemi

xlz + 3m1 == yln (4.10)
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halini alir. m; cift say1 ve (3,x;) = 1 olmak lizere (4.10) denklemi tam olarak (4.4)

denklemidir.

Bundan sonra (3, x) = 1 olmak iizere (x,y, m,n), (4.4) denkleminin bir ¢oziimii
oldugu kabul edilsin. Burada dikkat edilirse x ¢ift ve y tek sayidir. Gergekten de eger
x tek say1 ise (4.4) denklemi mod 8’de incelenirse x2 + 3™ = 2 (mod 8) ve
y™ = 0 (mod 8) olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Bu durumda y™ ne bir ¢ift sayinin ne de bir
tek saymin kuvveti olamaz. Burada iki durum olusur.

4.2.1. 4|n durumu

Bu durumda genellik bozulmadan n = 4 oldugu kabul edilebilir. (4.4) denklemi

tekrardan yazip ¢arpanlarina ayrilirsa
(y? —x)(y*+x) =3™" (4.11)
denklemini elde edilir. Burada (y? — x) ve (y? + x) aralarinda asal oldugundan
y24+x=3m ve y2—x=1

esitlikleri elde edilir. Bu iki denklemi taraf tarafa toplanirsa 2y? = 3™ + 1 olur veya

(3?)2 —2y?=-1 4.12)

seklinde yazilabilir. (4.12)’da X = 3% ve Y = y yazilirsa
X?2-2y2=-1
denklemi bir Pell denklemi haline gelir. Bu denklemin ¢6ziimleri

X, =1Y,=1,X,=7Y,=5X,=6Xp 1 —Xn0, Yy =6Y 1 =Yy,  (4.13)
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seklindedir. Bundan dolay1 (3,X,) = 1 olur ki bu X = 3™/2 olmasiyla celisir.
Boylece (4.4) denkleminin 4|n i¢in hi¢ bir ¢6ziimii yoktur.

4.2.2. 4 { n durumu
n =3 ve 41 n oldugunda p gibi bir tek asal say1 vardir ki p|n olur. n =p

oldugu varsayilsin. Bu durumda (4.4) denklemi
x% 4 3M = yP (4.14)

halini alir. x?=y%2=1(mod3) oldugundan y =1 (mod3) elde edilir.
(4.14) denklemi diizenlenip kompleks ¢arpanlarina ayrilarak

(x +i3™/2)(x — i3™/2) = yP

olur. Z[i]’nin sif sayist 1 ve (x + i3™/2,x — i3™/2) = 1 oldugundan a ve b gibi dyle

iki tamsay1 vardir ki y = a? + b? dir ve

. m/2= . p
{X+L3 (a+ib) (4.15)

x — i3™? = (a — ib)?
olur. Burada a.b # 0 olduguna dikkat edilmelidir. (4.15) ¢6ziim sisteminden

x = (a+ib)P+(a—ib)P

z (4.16)

(a+ib)P—(a—ib)P
2i

3m/2 —

esitlikleri elde edilir. p tek say1 oldugundan (4.16)’dan a|x sonucu ¢ikar. Ozellikle 3 { a
dir. (4.16)’nim ikinci denkleminden b|3™/2 elde edilir.

Ik olarak p = 3 durumu g6z 6niine alinsin. Bu durumda (4.16)’nin ikinci kismi



35
3M/2 = p(3a? — b?) (4.17)

haline gelir. (4.17) denklemi mod 3’te incelenirse 3|b oldugu elde edilir. Ozellikle
9|b(3a* — b?) dir ki buradan ™/, > 2 olur. Eger ™/, = 2 ise o halde

9 = b(3a? — b?)

ve b = £3 olur. Buda a = 2 ve b = 3 olmasina neden olur. Bdylece bulunan a ve b

degerlerini (4.15)’te yerine yazarsak (x,y, m,n) = (46,13,4,3) ¢oziimii elde edilir.

(4.17) denkleminin m > 4 i¢in hi¢bir ¢6ziimii yoktur. Ger¢ekten de u tamsayi
veld<u< m/z olmak tizere b = +3“ olsun. (4.17) denklemi

3a2 — 3% = iS%_”
ve ya
a? = 32u-1 4 337u-1 (4.18)
haline gelir. 3 { a oldugundan, u = % — 1 elde edilir ve
a?=3m3+4+1 (4.19)
dir. Denklemde —1 durumu g6z oniine alindiginda m = 6 icin
a’?+1=3m3 (4.20)

olur ki 6nceki argiimanlar geregi bu denklemin ¢6ziimii yoktur. Denklem +1 ile birlikte

m = 6 i¢in

a? =3m3 41 4.21)
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esitligine doniistir. Cho Ko (1965) calismasi geregi
X2=Y"+1

denkleminin belli n > 3 i¢in en az bir tane sifirdan farkli ¢6ziimii vardir ve bu ¢oziim

X =3, Y = 2 ile verilir. Dolayisiyla (4.21) denkleminin ¢6ziimii yoktur.

Bundan sonra p > 3 oldugu kabul edilsin. Ilk olarak b = +3™/2 olsun. Bu
durumda dikkat edilirse b # +1 degildir. Gergekten de, eger b = +1 ise o halde
y=a’+b*=a?’+1 olur. y=1(mod3) oldugundan buradan a = 0 (mod 3)
sonucu ¢ikar ki bu da ¢eliskidir. Dolayisiyla belli u tamsayilari i¢in 0 < u < m/z olsun
bu durumda u < m/z icin b = 3% oldugunu kabul edelim. (4.16)’da ikinci denklem b
ile sadelestirilip mod 3’e indirgenirse, paP~! = 0 (mod 3) denkligi elde edilir. p asal
say1 ve p > 3 olmak tiizere 3 } a i¢in bu denklik dogru olmaz. Dolayisiyla b = +3"/2

dir. ikinci bolimdeki Lemma 222 ve Lemma 223’ten b=—3"7 2,
C =3™ =1 (mod 16), p = —1 (mod 12), sonucu elde edilir. Ozel olarak 4|m’dir.
Lemma 2.2.1°den ayrica biliniyor ki a ¢ift say1 ve eger q, a nin herhangi bir tek asal

boleni ise o halde
3m@-1 = 1 (mod q?) (4.22)
dir ve q%||a ise bu durumda ¢2%||(3™@~V — 1) dir.

Simdi (4.16)’nin ikinci denklemi g6z oniine alinsin, e = a +ib ve € =a —ib

olsun. b = —3""/2 oldugundan

gp_gp _

=-1 (4.23)

E—E

esitligi elde edilir. Dikkat edilirse, her k > 0 igin
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(4.24)

dizisi bir Lucas dizisidir. Bilu, vd. (2001) ¢alismasindan her k > 13 asal degerleri igin
u, nin bir ilkel béleninin var oldugu biliniyor. Ustelik, k € {5,7,11,13} i¢in kesinlikle
uy, nin ilkel boleninin olmadig1 10 Lucas dizisi vardir. Bu dizilerin Z[i]’de karakteristik

denkleminin kdkiiniin olmadig1 kolayca goriilebilir.

Dolayisiyla, |up| > 1 olurki bu da (4.23) ile ¢elisir. Buradan da p > 3 i¢in hig

bir ¢6ziimiin olmadig1 sonucuna varilir.

Boylece (4.4) denkleminin genel c¢oziimleri x = 46.33f, m =4 + 6¢,

y = 13.3%¢ ve n = 3 olarak elde edilmis olur.
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5. x% + 5™ = y" DIOPHANTINE DENKLEMI

Bu boliimde Tao (2009) ¢alismasinda yer alan sonuglar 1s18inday > 2 vem > 0
olmak iizere x%+ 5™ = y™ Diophantine denklemi incelenmistir. Burada 2 {m
oldugunda ve de 2|m oldugunda, (x,y) = 1 kosulu altinda denklemin pozitif tamsayi
¢oziimii olmadif1 goriilecektir. Ispatta Bilu, vd. (2001) ¢alismasinda yer alan énemli

sonuclar kullanilmistir.
Bu boéliimiin ana teoremi asagidaki gibidir:

Teorem 5.1. n > 2 ve m > 0 tamsayilar olmak iizere x? + 5™ = y™ denkleminin ne
21+ m oldugunda ne de (x,y) =1 kosulu altinda, 2|m oldugu durum i¢in pozitif
tamsay1 ¢oziimii yoktur (Tao, 2009).

Teorem 5.1°1n ispatinda asagidaki yardimce1 teoremlere ihtiya¢ duyulacaktir.

Lemma 5.2. F, siif sayis1 hp olan bir say1 cismi ve O de F’nin bir tamsayilar halkasi

olsun. Og’nin bir A ideali i¢in, eger A™ bir temel ideal ve (hp,n) = 1 ise bu durumda A
da bir temel idealdir. Ozellikle @(\/—5) kuadratik say1 cisminin sinif sayisi 2 oldugu

gibi herhangi n tek sayisi igin eger A™ temel ideal ise o halde A da temel idealdir (Tao,

2009).

Lemma 53. d=3(mod4) ve kare c¢arpansiz bir tamsayr olmak iizere
a=a+hbVd €Z[Vd], K =Q(/d) kuadratik cisminin bir cebirsel sayis1 ve
(a,bd) =1 ve 2|ab olsun. Bu durumda Z[vVd] halkasinmn iki ideali (@) ve (&)

aralarinda asaldir. Burada @ = a — bvd, a’nin cebirsel eslenigidir (Tao, 2009).
Uyar1 5.4. d = 3 (mod 4) i¢cin Lemma 5.3’¢ benzer bir sonug kolayca elde edebilir.

Simdi Teorem 5.1’in ispatinda kullanilacak bazi kavramlar asagida tanitilacaktir.
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Tanim 5.5. a ve 5, a + f ve af sifirdan farkli aralarinda asal say1 olacak ve % birimin

kokii olmayacak sekilde iki cebirsel say1 olsun. O halde (a,f) ikilisi bir Lucas ¢ifti

olarak adlandirilir ve Lucas sayi dizisi

n_'Bn

a
U, = un(a,[?) = W ) n = 0,1,2

olarak tanimlanir.

Tanmm 5.6. (@, ) bir Lucas ¢ifti olsun. p bir asal say1 olmak {izere eger p, u,’yi
boliiyor ancak (a — £)%u u;, ... u,_,’1i bdlmiiyorsa p’ye u, (@, £)-nin bir ilkel béleni adi

verilir.

Tamim 5.7. Bir Lucas ikilisi olan u,(a, 8) nin ilkel béleni olmayacak sekildeki (a, )
ciftine bir n-kusurlu Lucas ¢ifti denir. Eger n-kusurlu Lucas ikilisi yoksa o halde n

tamamen kusursuz olarak adlandirilir.

Lemma 5.8. n > 30 olmak iizere her n tamsayisi tamamen kusursuzdur (Bilu, vd.

2001).

Tao (2009) calismasinda, x?2+5™=y" n>2, m>0, x,yymneN
denklemi iizerinde gerekli analiz yapilarak denklemin tamsayi ¢oziimlerini ararken
asagidaki gibi 4 durumun s6z konusu olacagi gosterilmistir.

i. 5x2 + 1 = y™, n tek say1 olmas1 durumu

ii. x2 + 52 *1 = y" (x,y) = 1 olmast durumu

iii. x>+ 1 =5"y" 1 <r <n durumu.

iv. x2 452 =y (x,y) =1 durumu.

Dikkat edilirse, boylece (x,y) # 1 durumu (x,y) = 1 durumuna indirgenir. Tao
(2009) calismasinda iii. durumu hari¢ tiim durumlar i¢in ispat verilmistir. Bahsedilen

durumda ise ispat oldukga teknik oldugu i¢in atlanmistir.
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5.1. 5x% + 1 = y™ Denklemi

Burada n’nin tek oldugu durumu incelemek yeterlidir.

Teorem 5.1.1. n > 2 olmak iizere 5x? 4+ 1 =y™ denkleminin sadece bir pozitif

tamsay1 ¢oziimii vardir ve bu ¢oztim (x,y,n) = (4,3,4) tiir (Tao, 2009).

Ispat. (x,y,n) verilen denklemin bir tamsay1 ¢oziimii olsun. ilk olarak 2|x ve 2}y
oldugu kolayca goriiliir. x ve y nin her ikisi de ayni anda tek veya ¢ift olamaz. Bunun
yaninda y™ = 2 (mod 4) olmasi imkansiz oldugundan x tek olamaz. Teoremi elde

etmek icin agagidaki iki teoremi ispatlamak yeterlidir.

Teorem 5.1.2. 5x? + 1 = y* denkleminin sadece bir pozitif tamsay1 ¢dziimii vardir ve

bu ¢6ziim (x,y) = (4,3) tiir (Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda Cohn’un bir sonucu kullanilmaktadir.

Teorem 5.1.3. p bir asal tek say1 olmak iizere 5x% + 1 = yP denkleminin pozitif

tamsay1 ¢oziimii yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda Lemma 5.2 ve Lemma 5.3 kullanilmakta olup bazi teknik

detaylar barindirmaktadir.

Uyan 5.1.4. Teorem 5.1.1°den 5x? +1 =y™, n > 2, denkleminin sadece n = 4
oldugunda bir pozitif tamsayr ¢dziimii oldugu goriilmektedir. Ilk durumda n tek

oldugundan, bu durumda denklemin pozitif tamsay1 ¢oziimii olmadigr goriliir.

5.2. x2 + 52™*1 = y" Denklemi

Bu bolimde ii. durum ele alinacaktir.

Teorem 5.2.1. x? +52™*1 =y" (x,y) =1, n>2, m >0 denkleminin tamsayi

¢Oziimii yoktur (Tao, 2009).
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Ispat. (x,y, m,n) verilen denklemin bir tamsay1 ¢oziimii olsun. Bu durumda 2|x ve
2} y dir. x,y her ikisi ayn1 anda ¢ift veya tek olamaz. Eger 2 } x ve 2|y ise, o halde
x% + 52™*1 = 6 (mod 8) iken y™ = 0 (mod 8) olur. Nagell’e (1923) gore verilen
denklemi m > 1 i¢in incelemek yeterlidir. Bunun i¢in de Tao (2009) calismasinda

asagidaki li¢ teorem ispatlanmistir.

Teorem 5.2.3. x? + 5™t =94 (x,y) =1, m > 1 denkleminin tamsayr ¢oziimii

yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda carpanlara ayirma metotu kullanilmis ve olmayana ergi

metotuyla sonuca ulagilmistir.

Teorem 5.2.4. p # 5 bir tek asal sayr olmak iizere x? + 52™*1 = yP (x,y) =1,

m = 0 denkleminin ¢6ziimii yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda Lemma 5.3 ve Teorem 5.1.3 kullanilmis olup 2. Bolim’de

yer alan teknikler kullanilarak bazi hesaplamalarla sonuca gidilmistir.

Teorem 5.2.5. x% 4+ 52™*1 =5 (x,y) =1, m >0 denkleminin tamsay1 ¢dziimii

yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda bazi basit hesaplamalarla sonuca gidilmistir.

5.3. x? + 5™ = y™ Denklemi
Asagidaki teorem iv. durumu kapsayacak sekilde verilmistir. Boylece Teorem

5.1’in ispat1 tamamlanmis olacaktir.

Teorem 5.3.1. m herhangi bir tamsay1 olmak ilizere m > 0 i¢in x? + 52" =y, n > 2,
(x,y) =1 denkleminin tamsayi ¢6ziimi yoktur. Sadece (x,m) = (0,0) bir tamsay1

¢Ozlimii olur (Tao, 2009).
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Ispat. x’in ¢ift oldugu aciktir. Gergekten de, aksi halde x tek olursa, bu durumda
y™ = x? 4+ 52™ = 2 (mod 8) olur ki n > 2 i¢in bu durum miimkiin degildir. Verilen
denklemi sadece m > 0 i¢in incelemek yeterlidir. Bu ise Tao (2009) calismasinda
asagidaki bes teorem yardimiyla yapilmig ve bdylece Teorem 5.2.5’in ispatina

ulasilmstir.

Teorem 5.3.2. x? + 52™ = y* m > 0, (x,y) = 1 denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur

(Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda Lemma 5.2 kullanilmis olup, 2. Boliim’de verilen teknikle

sonuca gidilmistir.

Teorem 5.3.3. x2 + 5™ = y> m > 0, (x,y) = 1 denkleminin tamsay1 ¢dziimii yoktur

(Tao, 2009).

Bu teoremin ispatinda Fermat’in Kiigiik Teoremi’ni (Teorem 1.1.9) icine alan

bazi hesaplamalarla sonuca gidilmistir.

Teorem 5.34. x?2+5™ =y? m>0, (x,y) =1, p =1 (mod 20) denkleminin
tamsay1 ¢oziimii yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispat1 Teorem 5.3.2’nin ispatina benzerdir.

Teorem 5.3.5. x> +5°™ =yP, m >0, (x,y) =1, p = 11 (mod 20) denkleminin
tamsay1 ¢0zimii yoktur (Tao, 2009).

Bu teoremin ispat1 da Teorem 5.3.2’°nin ispatina benzerdir.

Teorem 5.3.6. x2+5™ =yP m >0, (x,y) =1, p =19 (mod 20) denkleminin
tamsay1 ¢oziimii yoktur (Tao, 2009).
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Bu teoremin ispatinda yukarida tamitilan Lucas ¢iftlerinin 6zellikleri

kullanilmistir.
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6. x2 + 7 = 2" RAMANUJAN-NAGELL DENKLEMIi

Calismanin altinct ve son boliimiinde 6zel bir Diophantine denklemi olan ve
Ramanujan-Nagell denklemi olarak adlandirilan x? + 7 = 2™ Diophantine denkleminin
tamsay1 ¢Oziimleri arastirtlacaktir. Bu boliimde verilen sonu¢ uzun zamandir
bilinmesine ragmen ispati oldukca anlasilir sekilde verilen De Chenne (2016)
kaynagindan faydalanilmistir. Ispatta cisim genislemelerinden ve tek tiirlii ¢arpanlara

ayirma Ozelliklerinden faydalanilacaktir.
Bu kismin ana sonucu asagidaki gibidir.

Teorem 6.1. (Ramanujan-Nagell), x,n € Z olmak iizere x> + 7 = 2™ denkleminin
¢oziimleri sadece (x,n) = (+1,3),(£3,4),(£5,5),(+11,7),(£81,15) dir (Spencer,
2016).

Ispat: Burada onceki boliimlerde verilen metotlarn kullanilabilmesi adina Q(\/—7)

cismi lizerinde calisilacaktir. Q(v—7) cisminin tamsayilar halkast TCAB’dir. Asikar
olarak, x tek say1 olmahdir ve (x,n) denklemin bir ¢6ziimii ise (—x,n) de denklemin

¢Oziimiidiir. Bu nedenle x’in pozitif oldugu kabul edilsin.

Ik olarak n ¢ift olsun. O halde verilen denklem
7 = 2"—x?
= (22 —x)(2V?% + x)
seklinde carpanlarina ayrilabilir. Asikar olarak hem 22 — x hem de 22 + x ifadesi
tamsay1 olmalidir. Ciinkii kabul geregi x pozitif ve n > 0 dir, o halde 2™/ + x >

2™/2 — x olur ve buradan,

7=2"24x
1=2"2—x

esitlikleri bulunur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
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8 = 21+(n/2)

elde edilir ve buradan n = 4 ve x = 3 olarak bulunur.

Simdi n tek say1 ve n > 3 olsun. Q(\/—7) cisminde 2 sayisi,

() =)

seklinde yazilirsa bunun Q(\/-7) iizerinde bir g¢arpanlara ayirma yontemi oldugu
goriilebilir. x tek say1 oldugundan x = 2k + 1 alarak denklemde yazarsak x2 + 7 =
4k? + 4k + 8 olur ve sag taraf 4 ile tam béliinebilirdir. Burada m =n — 2 alip

denklem yeniden yazilirsa

x2+7_

2m
4

olur. Bundan dolay1 bu son esitlik,

=R

seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. Burada sag taraf asal ¢arpanlarina ayrilmistir. Ne —1+\2/__7

1-v-7
2

carpani ne de carpani sol tarafin bir ortak boleni degildir, ¢iinkii boyle bir ¢carpan
sol tarafin carpanlarinin farki olan v—7’yi bélecektir ki bu durum s6z konusu olamaz.

Q(\/ —7)’nin carpimsal terslert 1 oldugundan, carpanlari karsilastirarak,

xi\/—_7_+<1+\/—_7>m
2 - 2

oldugu bulunur. Buradan,



46

Xx+V=7 (1+V=7\"
2 _< 2 )
x=V=7 (1+V=7\"
2 _< 2 )
x+\/—_7_ 1—\/—_7m
2 _< 2 )
x=V=7 (1-v=7\"
2 _< 2 )

oldugu goriiliir. Bu denklemlerin farklari alinarak

m

VT = (ﬂ)m ) (1——\/—_7)

2 2

elde edilir. iddia ediliyor ki

m m
14++vV-=7 1—-+v-=7
VT FEF|——) —|——
2 2
dir. Burada daha kisa olmasi i¢in a = L7 ve b= V=7 alimsin. Bu durumda

a — b = v—7 olur. Boylece,

a—b=am"-b"

elde edilir. O halde ab = 2 oldugundan

a’? = (1 —b)? = 0 (mod b?)

olur ve bundan dolay1

a™ = a(a®)™V/2 = q (mod b?)
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dir. Dolayisiyla
a =a— b (mod b?)

olur ki bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla isaret negatif olmalidir. Bu géz 6niinde tutulup ilk
ifade tekrardan,

27 = (1+V=7)" = (1 =v=7)"

m

=-> (=) Z ) (—V=7)

i=0

olarak yazilabilir. i tek say1 olsun. O halde esitligin sag tarafi

(Y= - () (=)' = (7) (77 +3=7)
-2(P”

halini alir. i ¢ift say1 olsun. Bu durumda denklemin sag tarafi,

(=) - (1) =) = () =7 -v=7)

=0

olur. Boylece,

2t (0)- ()74 ()= (7

oldugu elde edilir ve
—2Mm~1 =m (mod 7)

olur. Simdi, 2% =1 (mod7) dir ve buradan hareketle sadece m =3,5 veya

13 (mod 42) sonuglar elde edilir.
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Burada, sadece m = 3,5 ve 13 i¢in olabilecegi gosterilip, ¢ozlimiin tekligi i¢in
mod 42°de Ramanujan-Nagell denkleminin iki ¢oziimiiniin birbirine denk oldugunu
gostermek yeterlidir. Bu nedenle kabul edilsin ki m ve m, farkli iki ¢6ziim olsun ve 7,

m — my’1 bélen 7’nin en biiyiik kuvveti olsun. O halde

1\ ™™ mi—m
a™ =aqma™ ™™ = g™ (E) (1+v=7)
dir. Simdi
6 mqi—m
1 mi—-m 1 6
G - l(z) ] =1(mod 7%
ve

(1+ \/—7)m1_m =1+ (my — m)V—=7 (mod 7"+1)
olur, o halde 7|(m; — m) dir.

1+mv-7
- om

m

a (mod 7)

oldugundan yukarida yerine yazilarak

m; —m
! V=7 (mod 7'*1)

a™ =a™ +
2

Ve

e m\/—7 (mod 7'*1)

m; — jm
p™ =pm + >
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olur. Fakat a™ — b™ = a™ — b™ oldugundan (m; — m)vV—=7 = 0 (mod 7'*1) dir.

Fakat m; ve m tamsayilar oldugundan

m; = m (mod 7*1)

dir ve bu da [-nin tanimiyla ¢elisir. Boylece m = 3,5 veya 13 dir ki bu n = 5,7 veya

15 oldugunu ifade eder ve bu da ispat1 bitirir.
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