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OZEL MATRIS AILELERININ KARARLILIK PROBLEMLERI

OZET

Bu tez calismasinda sistemlerin kararliliklar1 ele alinmistir.  Sistemlerin
kararliklariyla matrislerin 6zdegerleri arasindaki iligkiler géz o6niinde bulundurulmustur.
Bu sebepten dolayr bazi 6zel matris ve matris aileleri ele alinip kararliliklar ile ilgili
tanim ve kriterler verilmis ve bunlarla ilgili gesitli 6rnekler verilip agiklanmistir.
Ozellikle bu 6zel matrislerin Hurwitz, Schur ve diyagonal kararliliklar1 {izerinde
durulmustur.

Ozel olarak aralik Metzler ailesinin Hurwitz kararlihg ile ilgili bir gerek ve

yeter kosul elde edilmistir. Elde edilen sonug verilen ¢esitli 6rneklerle agiklanmistir.

Anahtar Kelimeler: Metzler Matrisleri; Ozel Matrisler; Diyagonal Kararlilik; Hurwitz
Kararlilik; Schur Kararlilik



STABILITY PROBLEMS OF SPECIAL MATRIX FAMILIES
ABSTRACT

In this thesis, the stability of the systems is investigated. The relationships
between the stability of the systems and the eigenvalues of the matrices are considered.
For this reason, some stability definitions and criteria of special matrix and matrix
families are given. Also various examples are given and explained. Especially, Hurwitz,
Schur and diagonal stabilities of these special matrices are focused on.

In particular, for Hurwitz stability of interval Metzlerian matrix families one
necessary and sufficient condition is obtained. The obtained result is illustrated by

number of examples.

Keywords: Metzlerian Matrices; Special Matrices; Diagonal Stability; Hurwitz
Stability; Schur Stability
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi
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det A :A matrisinin determinanti

Rez :z kompleks sayisinin gercel kismi
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o (4) :A matrisinin spektral yarigap1



1. GIRIS ve ON BILGILER

Kararlilik problemi sistemlerin modellenmesinde ve incelenmesinde 6nemli bir
problemdir.

Bir sistemin diizgiin ¢alisabilmesi i¢in kararli olmasi énemlidir, eger bir sistem
kararsiz ise kullanilamaz olarak kabul edilir. Siirekli-zaman sistemleri, ayrik-zaman
sistemleri, lineer sistemler, lineer olmayan sistemler, zamandan bagimsiz sistemler,
zamana bagimli sistemler ve kontrol edilebilir sistemler gibi ¢esitli sistemler g6z
ontinde bulunduruldugunda farkli kararlilik tamimlariyla karsilasilir. Sistemlerin
kararlilig1 incelenmek istendiginde o sisteme iliskin katsayilar matrisinin 6zdegerlerinin
yerini belirlemek gerekmektedir.

Katsayilar matrisinin 6zdegerlerinin yerini belirleme problemi matrisin
boyutunun yiiksek olmasi nedeni ile zor bir problemdir. Sistemin kararliligini
belirlemek icin ise 6zdegerlerin tam olarak belirlenmesine gerek yoktur. Ozdegerlerin
tamaminin nerede oldugunu belirlemek yeterli olacaktir. Ornegin; uygulamada yer alan
iki temel sistemin kararliliklarin1 belirlemek igin sistemlere ait katsayilar matrisinin

0zdegerlerinin konumu asagidaki gibidir.
I. Siirekli zamanl sistem; yani A € R™*™ olmak Uzere
X=Ax (1.1)

sistemi icin A katsayilar matrisinin 6zdegerlerinin sol yari1 diizlemde olmasidir. (Bknz.

Sekil 1.1)

ii. Ayrik zamanli sistem; yani

Xp+1= A X (1.2)
icin ise A katsayilar matrisinin 6zdegerlerinin birim yuvar i¢inde olmasidir. (Sekil 1.2)

Sistemler ve matrisler arasindaki bu iligkiden dolayr matrislerin kararliligini

incelemek dnemlidir.
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Sekil 1.1: Sirekli zamanli sistemlerin kararliligi igin s6z konusu Kkatsayilar

matrisinin 6zdegerlerinin konumu

Sekil 1.2: Ayrik zamanli sistemlerin kararliligi i¢in s6z konusu katsayilar matrisinin

0zdegerlerinin konumu

R gergel sayilar kiimesi olmak iizere R" ile n boyutlu gergel vektor uzayi,
benzer bigimde C kompleks sayilar kiimesi olmak iizere C" ile n boyutlu kompleks
vektor uzayr gosterilsin.

n X n boyutlu gercel matrisler kiimesi R™" ile gosterilsin. Benzer sekilde
n X n boyutlu kompleks matrisler kiimesi de C™ " ile gosterilsin. Bir A € C™"
matrisinin eslenik transpozu kendisine esit ise, yani A*=A ise A matrisine Hermityen
matris ad1 verilir. Gergel matrisin eslenik transpozu bu matrisin transpozuna esit oldugu

icin yani A*= AT oldugu igin gercel bir Hermityen matris simetrik bir matristir.



Tamim 1.1. (Pozitif Belirlilik)
1) A bir Hermityen matris olsun. v z € C" (z # 0) kompleks vektor icin

z*Az>0

esitsizligini saglayan A matrisine pozitif belirli matris denir ve A > 0 seklinde gosterilir.
Benzer sekilde negatif belirli matris de -4 > 0 6zelligini saglayan matristir ve
A < 0 seklinde gosterilir.

ii) A € R™" olsun. A simetrik ve R™ deki sifirdan farkl her x vektdri icin
xTAx >0

kosulu saglaniyorsa A ya pozitif belirli (gercel) matris denir.

Bir bagka ifade ile gercel bir matrisin pozitif belirli olmas1 demek simetrik ve

tum Ozdegerlerinin pozitif olmas1 demektir.
Gergel bir matrisin pozitif belirliligi i¢in bir Kriter asagidaki gibi verilmistir.

Teorem 1.2. (Sylvester Kriteri)
A € R™"™ simetrik bir matris olsun. A matrisinin pozitif belirli olmasi igin gerek
ve yeter kosul A matrisinin esas asli minorlerinin (leading principal minor) pozitif

olmasidir.

Tamm 1.3. Bir matriste kendisiyle beraber ardisik olarak son satir ve son siitunlarin

cikarilmasiyla olusan karesel matrislerin determinant1 o matrisin esas asli minorlerini

olusturur.

) 5 6 -2

Ornek1l4. A=18 3 9
-7 2 1

Esas asli mindrleri 5, |553 g| ve detA olup sirasiyla 5, -33, -575 dir.

) 4 3 0
Ornek 1.5. B=13 5 -1
0o -1 2

matrisinin esas asli minérleri,



4 3
4, 3 ve detB

dir. Reel ve simetrik B matrisinin esas asli minorlerine bakip gercekten pozitif belirli bir

matris olup olmadig: belirlenebilir:

14| = 4

4 3|

3 5|_11

4 3 0

3 5 —1|=18
0 -1 2

olup determinantlar pozitif oldugundan Sylvester kriterine gére B matrisi pozitif
belirlidir.

a;j (i =1,..,n;j =1,..,n) ler gercel (veya kompleks) sayilar olmak iizere

a1 Q2 - Qap
a1 Az -+ Qpp
p1 Apz - Qpp

matrisi verilsin. Eger (1.1) matrisinin tim o6zdegerleri kompleks duzlemin basit
baglantili agik bir D kiimesinde ise bu matrise D-kararli matris denir.

e Eger D bolgesi, sol agik yar1 diizlem ise D-kararliliga Hurwitz kararlilik
denir. Yani s6zi edilen matris Hurwitz kararli matris adini alir.

e Eger D bolgesi, kompleks diizlemde agik birim yuvar ise bu matrise Schur

kararli matris denir.

Bir gercel (veya kompleks) A matrisinin Hurwitz kararliligi Lyapunov Teoremi
ad1 verilen teorem ile belirlenebilir, Schur kararlilig1 ise Stein Teoremi ile belirlenebilir.

Bu teoremler sirasiyla asagidaki gibidir (Gantmacher, 1959 ; Stein, 1952) :



Teorem 1.6. (Lyapunov Teoremi)

) A € €™ kompleks matrisinin Hurwitz kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul

AP +PA< 0 (1.2)

esitsizligini saglayan P pozitif belirli matrisinin bulunmasidir.

i) A € R™" ger¢el matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
ATP+PA< 0 (1.3)

esitsizligini saglayan P gercel pozitif belirli matrisinin bulunmasidir.

Teorem (1.6) da yer alan (1.2) ve (1.3) esitsizlikleri Lyapunov esitsizlikleri
olarak bilinir.

Q > 0 olmak irere,

A'P + PA =—QveA"P + PA = —Q (1.4)
denklemlerine Lyapunov denklemleri denir.

(1.4) teki Lyapunov esitligi, yani

ATP + PA = —Q

esitligi goz onunde bulundurulsun. Buradaki A matrisinin Hurwitz kararli olmasi

durumunda (1.4) denkleminin pozitif belirli tek bir P ¢6ziimii vardir ve
P=["eNtQede (1.5)
seklindedir. Buradaki et gibi eksponansiyel matris fonksiyonu
L7Y(sI — A)~1} (1.6)

biciminde tanimlidir. Burada (sI —A)~!ters matrisi, £71 ise ters Laplace
doniisiimiinii ifade etmektedir.

Gergekten, P matrisi (1.4) denkleminin tek ¢6zumudur. Bunu gérmek igin P

nin pozitif belirli oldugu ve (1.4) denklemini sagladig1 gorilmelidir. (Chen, 1984)



Keyfi Q > 0 alinsin.
A"P + PA = —Q (1.7)

denkleminin ¢ozumadnin (1.5) teki gibi tanimli P matrisi oldugu gosterilmek
isteniyor, yani (1.5) matrisinin pozitif belirli oldugu ve (1.7) denklemini sagladigi

gorulmelidir.

oo oo T T
pT =f0 (eATt QeAt)Tdt =f0 e(At) Qe(ATt) dt
= fooo et QeAt dt =P

oldugundan P simetriktir.
P nin pozitif belirligini gdstermek igin “V x # 0i¢in x”Px > 0” oldugu
gorulmelidir.

Gergekten;

xTPx = xT( fooo et QeAt dt )x

= [ x" e?'t Qet x dt
= fooo [Q% eAtx]T [Q% eAtx] dt
= fooo ”Q% eAtx” dt>0

dir. Dolayisiyla P pozitif belirlidir.
Ayrica

PA+ A"P

= (fooo eAt Qedtdt) A+ AT (fooo eAt Qe4t dt)
= fooo(eATt Qeft A)dt + fooo(AT eA’t QeAt) dt
= fooo(eATt Qeft A + AT e”'t QeAt) dt

_(® 4d . AT _ AT _
=fy ="t Qett)dt= et Qett| 2, =—Q



Simdi de ¢oziimiin tekligi gosterilsin.

P # P denklemin iki farkli ¢6zimii olsun.
PA+ AP =—-Q
PA+ A"P =—Q
oldugundan
PA+ AP =pPA+ A'P

olur ve buradan
(P-P)A+A"(P-P)=0

= At [(P—P)A+ AT (P — P)ledt =0

d  4re s Aty —
= dt(e (P—P)e?) =0

olup son esitligin her iki tarafinin integrali alindiginda
eAT't(I3 — P)e4t = ¢ (sabit)
elde edilir. V t i¢in son elde edilen esitlik saglandigindan
t=0icin=(P—-P)=c

dir. O halde
P—P= eAT't(I3 — P)e4t

dir. t — oo iken limite gecilirse
P-P=0

elde edilir.
P=P

olur ki bu da ¢6zlimiin tek oldugunu verir.



Teorem 1.7. (Stein Teoremi)

i) A € C™™ kompleks matrisinin Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul
A'PA-P <0 (1.8)

esitsizligini saglayan P pozitif belirli matrisinin bulunmasidir.

i) A € R™" gergel matrisinin Schur kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul

ATPA-P< 0 (1.9)
esitsizligini saglayan P gercel pozitif belirli matrisinin bulunmasidir.

Teorem (1.7) deki (1.8) ve (1.9) esitsizlikleri Lyapunov esitsizlikleri olarak
bilinir.

Q > 0 olmak izere,

A'PA-P = —Q ve ATPA — P = —Q (1.10)
esitlikleri ise Stein denklemleri olarak bilinir.

Bir matrisin karakteristik denklemi matrisin karakteri hakkinda bilgi verdigi igin
ve Kkarakteristik denklem de bir polinom oldugu i¢in matrislerin kararliliklari
polinomlarin kararliliklar1 yardimiyla belirlenebilir.

Matrislerin kararliligini 6zdegeri belirlerken, polinomlarin kararlilik tipini ise
polinomun kokleri belirler.

a;, (i = 1,2,..,n) gercel (veya kompleks) sayilar olmak tizere ,

p(t) = a,t™ + ap_t" 1+ + a;t + a9, (a, #0) (1.11)

polinomu verilsin.

(1.11) polinomunun Hurwitz kararlilig1 i¢in Hurwitz kriteri ad1 verilen bir kriter

asagida verilmistir.

Tanmim 1.8. (Hurwitz Matrisi)

p(t) = apt™ + ap_1t" ' +--+ ait + ay, (a, > 0) (1.12)

icin



[An-1  An-3 An-s5 01
n An-2 An—4 0
0 An-1 An-3 0
Hp)=| 0 n An—2 0 (1.13)
0 0 a,, 0
0 0 a, 0
0 0 0 o

ile tanimli matrise Hurwitz matrisi denir.

Ornek 1.9. p(t) =t* + 2t +7t>+ 3t + 5

polinomu i¢in Hurwitz matrisi asagidaki gibidir.

2 3 0 0
17 5 0
HP) =1y 2 3 ¢
01 7 5

Teorem 1.10. (Hurwitz Kriteri) (Barmish, 1994)
(1.12) polinomunun Hurwitz kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul buna

karsilik gelen (1.13) Hurwitz matrisinin esas asli minorlerinin pozitif olmasidir.

Ai=a,_1>0

ap-3

_ an-1
A, —det[ a, a,,

|>o0

A, = det H(p)> 0

i)n=1durumu :

1. dereceden polinomun kararliligi i¢cin gerek ve yeter kosul polinomun
katsayilarinin ayni isaretli olmasidir.

Gergekten,

p(t) = ast+ao,  (a; >0)



10

polinomu i¢in Hurwitz matrisi a, olup pozitif olmalidir. a; > 0 oldugundan a, ile a;
ayni igaretli olmalidir. Bu durum kararlilik tanimindan da goriilebilir. Kararlilik tanim

geregi

_ao

<0
ay

olmalidir. O halde a ile a; ayni isaretli olmali.

ii)n=2durumu :
2. dereceden polinomun kararliligr i¢in gerek ve yeter kosul polinomun
Katsayilarinin ayni isaretli olmasidir.

Gercekten,

p(t) = a,t? +a;t +a,

icin Hurwitz matrisi a, > 0 olmak lzere
_|01 0
H(p)_[az Qo ]

dir. Hurwitz kriteri geregi

p(t) kararhdir& a; > 0, aga; >0

dir. Hurwitz matrisini de g6z 6niinde bulundurarak p(t) nin kararli olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul

a,>0,a,>0 ay>0
olmasidir.
i) n=3durumu :

3. dereceden polinomun da kararlilig: i¢in gerek ve yeter kosul n=1 ve n=2

durumlarindakine benzer olarak polinomun katsayilarinin ayni isaretli olmasidr.

Gercekten,

p(t)=ast3 +a,t? +a t +a,; az>0
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polinomu igin Hurwitz matrisi

a, ay O
H(p)=las a; 0 ]
0 a, ag

dir.

p(t) kararh © 1) a, >0

a, a
2) |az afl)| = alaz - a3a0 >O
_ a, Qo
3) det H(p)= 0+ 0 + a, |a3 a1|

= aO (az al-a3a0)>0
(a, a;-azay)>0 saglaniyorsa a, > 0 oldugundan det H(p)> 0 da saglanir.

Matrislerde Hurwitz kararlililk  Schur kararliliga bir doéniisiim yardimiyla
dontistiiriilebilir. Tersi durum da gegerlidir. Yani Schur kararlilik da Hurwitz kararliliga
dontistiiriilebilir. Matrisler arasindaki bu doniisiime Cayley Dontigiimii adi verilir.

A € C™* matrisi verilsin ve I, birim matris olsun. (Taussky, 1964)’ de
gosterildigi gibi,

i) A matrisi Hurwitz kararl ise (I,, - A)~1(I,, +A) matrisi Schur kararlidir.

ii) A matrisi Schur kararl ise (4 + I,)"1(A - I,, ) matrisi Hurwitz kararhdur.

(1.4) Lyapunov ve (1.10) Stein esitliklerinde pozitif belirli olarak alinan pozitif

P matrisi kosegen (diyagonal) matris ise bu kararlilia 6zel bir isim verilir.
Eger S > 0 olmak Uzere
ATD+DA=-5S (1.14)

olacak sekilde pozitif D kdsegen matrisi varsa A ya Hurwitz diyagonal kararli matris

denir. Benzer sekilde Schur diyagonal kararlilik tanimlanabilir. Yani

Eger S > 0 olmak Ulzere

ATDA-D=-S (1.15)
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olacak sekilde pozitif D kosegen matrisi varsa A ya Schur diyagonal kararli matris
denir.

(1.1) matrisi g6z 6niinde bulunduruldugunda matrisin elemanlarinin sabit oldugu
gortlmektedir. Birgok problemde bu elemanlarin degerleri kesin olarak bilinmediginden

(1.1) matrisi yerine her elemani bir parametreye bagli olarak degisen

a;1(q@) a2(@) - a(q)
A(Q) = az1g(‘l) azzﬂ(ICI) amg(‘l) (1.16)
an1 (q) an2 (q) o ann(q)

matrisler ailesi ele alinir. Burada g belirsizlik parametresidir ve kompakt bir Q kiimesi

lizerinde degismektedir. Q genellikle R uzayinda bir kutu olarak ele alinmaktadir.

Yani;

Q={a=(q1.92,q¢ JER’ : q7 < q;<q] ,(i=12,...,0)} (1.17)
bu durumda aile aralik matrisler ailesi olarak adlandirilir.

g:Q c R* - R fonksiyonu her i=1,2,..,¢ icin g € Q nun gq; bileseni
disindaki diger bilesenler sabit olmak iizere q; ye goére afin ise g ye multilineer
fonksiyon denir.

Q kumesi bir kutu olarak ele alindiginda (Barmish,1994) te yer alan
multilineer fonksiyonun maksimum ve minimum degerini veren 6nemli bir teorem

asagidaki gibidir.

Teorem 1.11. (Barmish,1994)

(1.17) deki gibi bir Q kutusu ele alinsin. Bu durumda g: Q — R multilineer bir

fonksiyon ise g maksimum ve minimum degerlerini Q nun kdse noktalarinda alir.
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Bu tez c¢alismasi ii¢ bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde sistemlerin kararliligi i¢in matrislerin 6zdegerlerinin
konumlandirilmasindan bahsedilmistir ve matrislerin kararliligiyla ilgili tanim ve
teoremlere yer verilmistir.

Ikinci béliimde ise baz1 6zel matrislerin &zellikleri hakkinda bilgi verilip, bu
matrislerin ¢esitli kararlilik problemleri incelenmistir.

Uclincii bolimde ise aralik Metzler matris ailelerinin dzellikleri ve Metzler
ailesinin kararlilik problemlerinden bahsedilmistir. Metzler aralik sistemleri igin
Lyapunov matris esitsizliginin ortak diyagonal ¢Oziimlerinin varligi problemine
bakilmistir.

Tezde elde edilen sonuglar pek ¢ok drnekle pekistirilmistir.
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2 BAZI OZEL MATRISLERIN CESITLI KARARLILIK PROBLEMLERI

Bu béliimde bazi 6zel matrislerin ¢esitli kararlilik problemleri incelenmistir.
Ayrica bu inceleme igin gerekli olan bazi1 6zel matrislerin tanim ve teoremlerine yer

verilip, gesitli 6rneklerle ele alinan konu desteklenmistir.

2.1 Quasidominant Matrislerin Diyagonal Kararhhg:
Tamm 2.1. A = (a;; ) n X n tipinde bir matris olsun . p = diag(p; ,..., P2) >0
olacak sekilde pozitif diyagonal matrisi

a;;.p; = Z;‘l;ti |al-j I p] ) Vi= 1, W, n (21)
ya da

ajj-pj = Z;‘lqti la;; | pi vi=1,..,n (2.2)

esitsizliklerinden herhangi birini saglayacak sekilde varsa A matrisine quasidominant

matris denir.
Ornek 2.2
6 2 -3
A= |14 11 6
-7 8 16
pp 0 O
P= [0 p, O
0 0 ps

seklinde tanimli P > 0 ve A matrisleri ele alinsin:

i = 1icin (2.1) esitsizliginden
a11P1 2 lasz|p+lasslp,
oldugundan A ve P matrisleri goz 6niinde bulunduruldugunda
6p, = 2p,+3p,
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde i = 2 i¢in (2.1) esitsizliginden

A22P2 2 |az1|p,+|azs|p,
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oldugundan A ve P matrisleri goz 6niinde bulunduruldugunda
11p, =4 p,+6p,

esitsizligi ve i = 3 i¢in (2.1) esitsizliginden
az3pPs = |az1|p;+|asz|p;

oldugundan A ve P matrisleri igin
16p; = 7p;+8p;

dir. Dolayisiyla quasidominant matris tanimi geregi A matrisinin quasidominant bir

matris oldugu goriiliir.

Teorem 2.3 (Moy, 1977)

Bir A kare matrisinin quasidominant bir matris olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her K isaret matrisi igin KAKx > 0 olacak sekilde pozitif bir x vektdriiniin olmasidir.

Ispat Teoremde yer alan
KAKx >0
kosulu asagidaki gibi yazilabilir
Qi X > — Yjei kiikjj aijx; . (2.3)
(2.3) esitsizligindeki her segim igin k;;k;; ={—1, +1} olmak zorundadir, buradan da
QX > Yjxilag | xj.
olup (2.3) esitsizliginin quasidominant matris kosuluna esdeger oldugu goriiliir.

Lemma 2.4 (Tau, 1949)
Bir quasidominant matrisin tiim mindérleri pozitiftir. Ozel olarak her simetrik

quasidominant matris pozitif belirlidir.
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Teorem 2.5 (Moy,1977)

Eger A matrisi quasidominant matris ise,
PA+ATP >0

olacak sekilde pozitif belirli P diyagonal matrisi vardir.

Ispat : A quasidominant oldugunda AT de quasidominant matris oldugundan Teorem
(2.3) den her K isaret matrisi i¢in x > 0 ve y > 0 vektorleri sirastyla KAKx > 0 ve
KATKy > 0 olacak sekilde vardur.

P matrisi p; = % (Vi=1,..,n) olacak sekilde pozitif kosegen elemanlarina

sahip diyagonal matris olarak alinsin.

Bu durumda

K (PA+ ATP)Kx = PKAKx + KATKPx
= PKAKx +KATKy > 0

dir, ki bu esitsizlik Teorem (2.3) den dolayr PA + ATP nin quasidominant olmasi
demektir. Ayn1 zamanda PA+ ATP simetrik matris oldugundan Lemma (2.4)
den PA + AT P matrisi pozitif belirlidir.

Sonug 2.6. A matrisi quasidominant matris ise —A matrisi diyagonal kararhdir.

Ispat :Diyagonal kararlilik tanimindan ve Teorem (2.5)den agik olarak goriiliir.

Ornek 2.7.
Ornek (2.2) de yer alan A matrisi g6z 6niinde bulundurulsun.
Iddia: B = —A ile taniml1 matris diyagonal kararlidir.
Iddianin dogrulugunu gérmek icin asagidaki gibi iki pozitif belirli diyagonal

matrisler ele alinsin:

1 0 0 3 00
PL=1|0 1 O ve P,=10 5 0
0 0 1 0 0 2

P; diyagonal matrisi icin
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-6 22 -—14
10 -14 -32

BTP1+PlB:

-12 -6 10 ]

dir ve ozdegerlerinin reel kisimlart -1.1234, -42.6914, -22.1852 olup negatiftirler.
Dolayisiyla BT P, + P; B matrisi negatif belirlidir.

P, diyagonal matrisi i¢in

B™P, + P,B =|-26 —-110 -46

23 —46 —64

-36 —26 23 ]

olup 6zdegerlerinin reel kisimlari -2.1821, -139.5116, -68.3064 dur. Buradan
BTP, + P,B matrisi negatif belirlidir.

B matrisi icin BTP + PB < 0 olacak sekilde en az bir P > 0 diyagonal matrisi

var oldugundan B diyagonal kararlidir.
2.2 Metzler Matrislerinin Hurwitz Kararhhg:

Metzler matrisleri birgok ¢alisma alaninda ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin; zaman
gecikmeli diferansiyel denklemlerin ve pozitif lineer dinamik sistemlerin analizinde,
iletisim aglart (Meyn, 2008), biyoloji (Arcat ve Sontag, 2006), ekonomi (Johnson,
1974) gibi alanlarda vb.

Tamm 2.8. n xn tipinde gercel bir 4 = (a;;) matrisi “a;; =0 (i,j =1,..,n),

V i # j” ozelligini saghyor ise A matrisine Metzler matrisi denir.

Bir bagka ifade ile kosegen iizerindeki elemanlar hari¢ tim elemanlart negatif

olmayan bir matrise Metzler matrisi ad1 verilir.

Ornek 2.9.
-3 0 2
A=14 -5 6
9 4 -6

matrisi 3 X 3 Uk bir Metzler matrisidir.
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Notasyon 2.10 n X n tipinde “ A = (a;;) olmak Uzere Vi,j =1,..,nvei#j icin

a;j <0 " 0Ozelligini saglayan matrisler sinifi X ile gosterilsin.

Teorem 2.11. (Siljak, 2007)
Eger A € Nise, asagidaki kosullar denktir:

(1) Ax > 0 olacak sekilde bir x > 0 vektorii vardir.

(2) n x n tipinde oyle bir pozitif diyagonal D = {d;,d,,..,d,} matrisi
vardir Oyleki , ADe > 0 dir. Burada e vektori (1,1, ...,1)7 seklinde bir n boyutlu
vektordur.

(3)EgerBEXR ve B A (Vi,j=1,..,nicin b;; = a;; demektir) durumunda,
B~1 vardur.

(4) A nin her gercel 6zdegeri pozitiftir.

(5) A nin tiim mindrleri pozitiftir.

(6) A nin tersi vardir ve A~1 > 0 dir.

(7) A nin her bir 6zdegerinin reel kismi pozitiftir.

Teorem (2.11) den de anlasilacagi gibi A € R olmasi demek Teorem (2.11) in

kosullarindan birini saglamasi1 demektir.
Notasyon 2.12. A € X olan tiim matrislerin sinifit M ile gosterilsin.

Teorem (2.11) in bir sonucu olarak Metzler matrislerinin Hurwitz kararlilig1 ile

ilgili bir teorem asagidaki gibidir.

Teorem 2.13. Bir Metzler matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

terslenebiliyor olmasi ve tersinin negatif olmasidir.

Ispat : A Metzler matrisinin Hurwitz kararli olmas1 demek A min &zdegerlerinin reel

kisimlarinin negatif olmasi demektir. O halde — A nin her bir 6zdegerinin reel kisimlari
pozitif olacaktir.

Diger taraftan A Metzler matrisi oldugundan Metzler matrisi tanimi geregi

-A € X olmalidir.
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Teorem (2.11) den - A nim her bir 6zdegerinin reel kisimlarinin pozitif olmasi
- Amin terslenebilir ve (—A)™! tersinin pozitif olmasina denktir. Bu da A nin

terslenebilir ve A~ nin negatif olmas1 demektir.
Ornek 2.14.

-1 2 3 04
1 -4 02 2
01 04 -2 0.7
001 1 05 -8

A=

matrisi ele alinsin. A matrisinin kosegen elemanlar1 disindaki tiim elemanlar1 pozitif
oldugundan bir Metzler matrisidir.

Ozdegerleri -0.0448, -4.0487, -2.4037, -8.5027 olup kompleks diizlemde sol yar1
diizlemde yer alirlar. Dolayisiyla A matrisi Hurwitz kararli bir matristir.

A matrisinin tersi

—-1547 -11.82 -2590 -5.99
—-430 —-3.55 =724 -1.73
-186 —-149 -3.65 -0.78
-0.67 -0.55 -116 -0.39

ATl =

olup tiim elemanlar1 negatiftir, yani A~1 matrisi negatiftir. Buradan Teorem (2.13) {n

saglandig1 goriiliir.

Hurwitz kararli olan bir Metzler matrisine M-matrisi denir ve M-matrisleri ailesi

M, ile gosterilir,
Metzler matrislerinin kararliligi ile ilgili bir baska teorem de asagidaki gibidir.

Teorem 2.15 (Horn, R. ve Johnson, C., 1991)

A matrisi Metzler matrisi olsun. A nin Hurwitz kararli olmas1 i¢in gerek ve
yeterli Kosul negatif olmayan bir B matrisi i¢in &« > o(B) olmak lzere A =B — al
formunda yazilabilmesidir. Burada o(B), B nin spektral yarigapini gostermektedir. Yani

7(B) = Apay(B) dir.
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Ispat A Metzler matrisi Hurwitz kararli olsun. O halde A nin 6zdegerlerinin reel
kisimlar1 negatif olmalidir. Yani A nin 6zdegerleri A; ile gosterilmek lzere ReA; < 0

Vi=1,..,nolmaldir.

Simdi bir ¢ € R sayist B = A+ a I > 0 olacak sekilde alinsin. Bu durumda A
nin 6zdegerleri kompleks diizlemde merkezi a, yarigapt o(B) olan disk iginde yer
alirlar. Dolayisiyla A Metzler matrisi oldugu ic¢in o(A) = o(B) — a reel ve

0(A) = ReA;,Vi=1,..,ndir, yani A nin her A; 6zdegeri igin
Rel; < o(B) — «a (2.4)

esitsizligi saglanir. ReA; ler negatif oldugu ve (2.4) esitsizligi gbz Oniine alindiginda

a > d(B) olmasi durumunda A nin A = B — al formunda yazilabilecegi goriiliir.

Tersi durum icin @ > o(B) olmak Uzere A = B — al formunda yazilabilsin. Bu
durumda A nin O6zdegerleri, A(B) B nin Ozdegerini gostermek tizere A(B) — «

seklindedir.

Dolayisiyla A nin her Ozdegeri igin (2.4) esitsizligi gecerlidir. « > o(B)
oldugundan o(B) — a < 0 dir. O halde (2.4) esitsizliginden

ReA< o(B)— a <0
dir. Bu da A nin Hurwitz kararli olmas1 demektir.

2.3  Checkerboard Matrisleri ve Schur Kararhhiklar:

Tamm 2.16. (Bau, 1963)

Eger |Ki|= | (i=12) ve K;AK, =|A| olacak sekilde KK, diyagonal
matrisleri varsa A matrisi Checkerboard matrisi olarak adlandirilir.

Burada |A |, A matrisinin tim elemanlarinin mutlak degerlerinin alinmasiyla

elde edilen matrisi gosterir.

Ayrica kararli Checkerboard matrislerinin sinifi asagidaki gibi tanimlidir:

{A: A bir Checkerboard ve |A| kararlidir. }
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Teorem 2.17. (Bhaya, 2000)

Bir Checkerboard matrisi Schur kararli ise Schur diyagonal kararlidir.

Ispat: A matrisi Schur kararl bir Checkerboard matrisi olsun. Kararli Checkerboard
matrisi tanimindan dolay1 |S;|= I, (i = 1,2) olacak sekilde Sy, S, matrisleri vardir,
oyle ki S;AS, negatif olmayan Schur kararli bir matristir.

(Moy, 1977) de yer alan “|A | Schur kararli ise A Schur diyagonal kararlidir”
teoreminden dolayr A nin Schur diyagonal kararli oldugu sdylenebilir. Dolayisiyla
Oyle bir pozitif diyagonal P matrisi vardir ki , |A| matrisi ig¢in Stein esitsizligi

saglanir, yani
|AITP |JA|—-P <0

dir. Buradan Checkerboard matrisi tanim1 geregince
(5,48,) TP (5,4S,)-P <0
= STATSTPS AS,—P<0
= S,ATS,PS;AS,—P<0
dir. P diyagonal matrisi ve |S;| = I i¢in
SiPS; =P
oldugundan

S,ATPAS,—P<0

dir. S;' = S, oldugu igin son bulunan esitsizlik sagdan ve soldan S, ile
carpildiginda
ATPA-P<O0

elde edilir. Bu da A nin Schur diyagonal kararli olmas1 demektir.

2.4 Morishima Matrisleri
Tamm 2.18. Eger bir A matrisi ve S =diag(s; ,S2, ...,Sn), S; ={—1,+1}, i =
1,2,..,n olacak sekildeki bir diyagonal matrisi igin SAS = |A| esitsizligi

saglaniyorsa A matrisi Morishima matrisi olarak adlandirilir.
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Uyar1t : Tanimdan da anlagilacagi gibi Morishima matrisleri Checkerboard

matrislerinin bir 6zel halidir.

Teorem 2.19. (Bhaya, 2000)
Eger A matrisi Schur kararli bir Morishima matrisi ise |4 | matrisi de Schur

diyagonal kararlidir.

Ispat : A Schur kararli bir Morishima matrisi olsun. Morishima matrisleri
Checkerboard matrislerinin 6zel bir hali oldugundan Teorem (2.17) nin ispatindaki
yol izlenerek ve S; =S, alinarak Schur kararli olan A matrisinin Schur diyagonal
kararli oldugu elde edilir . Bu durumda Schur diyagonal kararliliginin tanimindan P

pozitif (P > 0) diyagonal matrisi
ATPA-P<O0

esitsizligini saglayacak sekilde vardir.

O halde Morishima matrisinin tanimindaki s6z konusu S matrisi g6z Oniinde
bulunduruldugunda

STIATSPSAS™1—51ps1<o0
elde edilir .

§71 =5 ve SPS = Poldugu igin

SAT SPSAS—SPS<0
= (SAS)TP(SAS)-P<0

dir. SAS = |A | oldugu i¢in
= JAITP |A|-P<0

elde edilir. Buda |A | nin Schur diyagonal kararli olmasina denktir.

Ornek 2.20.

Asagidaki gibi bir A matrisini ele alalim :

A= [01 ~08)

—-0.6 0.5
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S = diag(1,-1) olarak ele alinirsa |S | = I olur. S6z konusu S matrisi i¢in

sas=[y e osllo il
_ 0.1 0.6
0.6 05
= |A]

oldugundan A matrisi bir Morishima matrisidir .
Ayrica A nin 6zdegerleri A; = —0.332455 ve A, = 0.932455 oldugundan

[Ai]< 1 (i =1,2) oldugu i¢in A Schur kararhdir.

P; = diag(3.359173 ,5.426356) > 0
pozitif diyagonal matrisi, keyfi Q > 0 igin
ATP1A_ Pl +Q :O

Stein esitsizliginin bir ¢6ziimi oldugundan A matrisi Schur diyagonal kararlidir.
Bunun yani sira, |A | icin P, = diag(13.343984 , 23.865317)

30

05]>O

olmak Uzere Stein denkleminin pozitif belirli bir diyagonal ¢6zimudir. Buradan |A |

Schur diyagonal kararhdir.

Ornek 2.21.

Asagidaki gibi bir B matrisi ele alinsin.

7012 —0.73

B = —0.73 0.004

S =diag(—1,1) olmak Gzere B matrisi igin |S | = [ dir. S matrisi ile B matrisine
gerekli islemler yapildiginda B matrisinin Morishima matrisi oldugu goriliir.

Gercekten,
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SBS=[_01 (1)”0.12 —0.73 [—01 (1)]

~0.73  0.004
-[012 073]

0.73  0.004

=1B|

olup B matrisi bir Morishima matrisidir.
B nin ozdegerleri A; = —0.670300ve A, = 0.794300 olup birim disk

icerisinde yer aldiklarindan B Schur kararhidir.

P, = diag(2.298019 ,2.227250) > 0

diyagonal matrisi

o=l 1]

icin
BszB_Pz +Q:O

Stein esitsizliginin bir ¢dziimii oldugundan B matrisi Schur diyagonal kararhdir.
Bunun yami sira, |B|i¢in de P, Stein denkleminin pozitif belirli bir diyagonal

¢6zUmudar. O halde |B | Schur diyagonal kararlidir.
Ornek 2.22.

0.1 -03 -0.001
c=1-02 05 0.006
-1 0.08 0.5

matrisi icin S = diag(—1,1,1) olmak lzere SCS = |C | oldugundan C matrisi bir
Morishima matrisidir.

Ayn1 zamanda C nin 6zdegerleri
-0.012347, 0.640284, 0.472062
oldugundan C Schur kararhdir.

P, = diag(2.718461,2.075280, 1.336268)
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icin

-1.27 039 0.67
ICITP|C| —-P=]039 -130 0.06
0.67 0.06 —1.00
olup 6zdegerleri -1.944803, -1.278296, -0.354267 negatif yani negatif belirlidir.

Yani |C | Schur diyagonal kararlidir. O halde Teorem (2.19) C matrisi igin saglanir.

2.5 Hankel Matrisleri
Polinom ve matris hesaplamalar1 arasindaki iliskinin kullanildig1 uygulamalarda
etkili sayisal ¢Oziim algoritmalari gelistirmek igin Hankel matrislerine sikc¢a

rastlanilmaktadir.

Tamim 2.23. n X n tipinde asagidaki gibi tanimlanan A matrisine Hankel matrisi denir.

[ ao a, a, e Qp-—q 'l
| a; a, az .. a,
4 =l a, (2.5)
e aZn_3J
An_1 QAp e e Qop_n
Bir baska ifade ile A =(a;;) olmak lzere “ i < jise a;j=a;x j—k »
Vk=0,..,j— 1 ozelligini saglayan matris tipidir.
Tanimdan da anlasildig1 gibi Hankel matrisi simetrik matristir.
2x2 tipinde bir Hankel matrisi ele alinsin:
_[%0 a1
= o az] (2.6)

gibi bir Hankel matrisi g6z 6ntnde bulundurulsun. A nin Hurwitz kararlilig1 i¢in bir

gerek ve yeter kosul asagidaki gibi elde edilmistir.

Teorem 2.24. (2.6) daki gibi bir A matrisinin Hurwitz kararli olmasi i¢in gerekli ve
yeterli kosul kosegen iizerindeki elemanlarin negatif olmasi ve det A nin pozitif

(detA > 0) olmasidr.
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Ispat: A nin karakteristik denklemi

P(/l) S AZ + (_ao _az)l'l' ao.az = alz
oldugundan polinomlar i¢in Hurwitz kriterinden
ag.a, - a;2>0ve —ay—a, >0 (2.7)

olmalidir. (2.7) nin birinci esitsizliginin solundaki ifade detA oldugundan detA > 0 dir.

(2.7) nin birinci esitsizliginden
Ag.ay -a,2>0 = ag.a,>a;?>0

dir. Yani q,ilea, aym isaretli olmalidir. Bir bagka ifade ile kdsegen tizerindeki

elemanlar ayni isaretli olmalidir.
(2.7) nin ikinci esitsizliginden
ap+a, <0
dolayisiyla a ile a, ayni isaretli oldugundan a, ve a, negatif olmalidir.

Ornek 2.25. Simdi de bir Hankel matrisi drnegini goz oniine almirsa,
_ -1 1
a= |7 5

Teoremden (2.24) den dolay1 A matrisi Hurwitz kararlidir.

Gercekten de
detA = (-1).(-2)—12=1>0

ve kdsegen iizerindeki elemanlar1 negatif olup Teorem (2.24) {in kosullar1 saglanir.

Uyari: Teorem (2.24) Un ispatt matrisler i¢in Sylvester kriterini kullanarak da

goralebilir.
Gercekten , Sylvester kriterine gore

ap, <0Ovedetd >0

olmalidir. Buradan
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detA=aq.a,-a,2>0

= ag.a; >a;2>0

a, negatif oldugu icin a, de negatif olmalidir.

Teorem 2.26. (Cross, 1978)

Reel 2x2 lik
_ a1 a4
4 = [ag a4]

matrisinin Hurwitz diyagonal kararli olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul
a, <0, a,<0ve a.as—az.a3>0
olmasidir.

Teorem (2.24) ve Teorem (2.26) gosterir ki 2 x 2 lik reel Hankel matrisleri i¢in

Hurwitz kararlilik ile Hurwitz diyagonal kararlilik denktir.

Ornek 2.27.

Hurwitz kararli m1 incelensin:
detB=(-2).(-5—-32=1>0

ve kosegen elemanlar1 negatif olup Teorem (2.26) dan Hurwitz kararlidir. Gergekten B

nin 6zdegerleri -0.145898, -6.854101 dir.
Hurwitz diyagonal kararlilig1 incelensin:

Teorem (2.26) nin kosullarinin saglandigi goriilmiistii.
Gercekten

P = diag(1.66,—0.66)

matrisi icin BT P + PB negatif belirlidir. Dolayisiyla Hurwitz diyagonal kararlidr.
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Goriildugi gibi Hurwitz kararli olan A matrisi ayn1 zamanda Hurwitz diyagonal

kararhidir.

Ornek 2.28.

_ -1 1
A= [ 1 _2]
Hankel matrisi g6z 6niinde bulundurulsun.
Teorem (2.24) den dolay1r Hurwitz kararlidir. 2X2 lik reel Hankel matrisi igin

Hurwitz kararlilik ile Hurwitz diyagonal kararlilik denk oldugu i¢in ele alinan A matrisi

Hurwitz diyagonal kararhidir.

Eger A matrisine (1— A)_l( I +A) Cayley Doniisiimii uygulanirsa

02 04

B= [0.4 —0.2

seklindeki baska bir Hankel matrisi elde edilir. Bu matris (Taussky,1964) de yer alan

Cayley doniistimii ile ilgili teoreme gore Schur kararhdir.

Gercekten de

_ [ 1083 -0.291

b= —-0.291 1.791

]>O

ve

[ 0.8 -0.2

S0z 15170

Q =
matrisleri icin BTPB — P = —(Q Stein denklemi saglanir. Buradan B matrisi Schur

kararl olur.

Ayrica yine Cayley donilisimi ile ilgili teoremden B nin Schur diyagonal
kararl1 oldugu soylenebilir.
Gercekten de

2= [0 12s]>0
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ve
Q=1>0

icin Stein denklemi saglanir. Dolayisiyla A ya Cayley doniisiimii uygulanmasi ile elde

edilen B matrisi ayn1 zamanda Schur diyagonal kararhdir.

Tanim 2.29. (Aralik Hankel Matris Ailesi)

CA:{I:Z; Zﬂ aq €la; , afl,

a, €la; , a;3], (2.8)
az €laz , ajl,

a4E[aZ ) ajl-]}

seklinde A aralik matris ailesi verilsin. Eger ailedeki tim matrisler Hankel matrisi ise
bu aileye aralik Hankel matris ailesi denir.
Eger A ailesindeki tum matrisler Hurwitz diyagonal kararli ise aileye glrblz

Hurwitz diyagonal kararlidir denir.

Aralik Hankel matris ailesinin gilirbliz Hurwitz kararhiligr ile ilgili bir teorem

asagidaki gibi incelenmistir (Y1ldiz vd. ,2014):
Teorem 2.30.

a; a - 1
A ={ [az a3]: a; €[a; , atl],i=1,2,3} (2.9)

aralik Hankel matris ailesinin giirbiiz Hurwitz diyagonal kararli olmasi igin gerek ve

yeter kosul
af <0, a¥ <0veat.al > max{a?} (2.10)
olmasidir.

Ispat: Teorem (2.26) dan dolayr her a = (a;,ay,a3) € [a] , af]x[a; , al]x

a3 , a¥]icin
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a; <0,a; <0,a,a; —as >0

ya da
maxa, < 0, maxaz < 0, min{a,;a;} — max{as} >0

ya da Teorem (1.10) geregi maksimum ug noktalarda hesaplandigindan
af <0, a¥ <0veat.al > max{a?}

dir. max{a3} >0 oldugundan af.af >0 olmalidir. Buradan da kdosegen

elemanlarinin sag u¢ noktalar1 negatif olmalidir.

Ornek 2.31.

_[[-1,-0.5]  [-0.4,0]
A= [-0.4,0] [-0.5,—0.1]

ailesi icin af =—-0.5<0, af =—-0.1 <0 olup (2.10) daki ilk iki kosul saglanur.
Ancak af.ad =0.05 ve max{a?} = 0.16 olup 0.05 * 0.16 oldugundan Teorem

(2.30) geregi aile giirbiiz Hurwitz kararli degildir.

Gergekten; A ailesinde rastgele alinan bir

A= —0.517 —0.336]

~1-0336 -0.111

matrisinin 6zdegerleri -0.707985, 0.078666 olup hepsi sol yari1 diizlemde yer
almazlar. Dolayistyla A Hurwitz kararli degildir. A Hankel matrisi ve Hankel
matrislerinde Hurwitz kararlilik ile Hurwitz diyagonal kararlilik denk oldugu
biliniyor. O halde A Hurwitz kararli olmadigindan Hurwitz diyagonal kararli
degildir. A ailesindeki her eleman Hurwitz diyagonal kararli degildir. Buradan ailenin

giirbiiz Hurwitz diyagonal kararli olmadig1 sdylenebilir.
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3 ARALIK METZLER MATRIS AILELERININ KARARLILIK

PROBLEMLERI
Bu bélimde n inci dereceden Metzler aralik sistemleri i¢in Lyapunov matris
esitsizliginin ortak diyagonal ¢oziimlerinin varlig1 problemi dikkate alindi. Bu anlamda
Hurwitz (diyagonal) kararlilik i¢in basit bir gerek ve yeter kosul elde edildi. Ayrica elde
edilen teorik sonucun uygulanabilirligini gostermek icin yeterince sayisal Ornege yer

verildi.

Tanim 3.1. (Aralik Metzler Matris Ailesi)
Eger n xn boyutlu bir matriste her eleman bir parametreye bagli olarak
degisiyorsa bu aileye matris ailesi denir. Q belirsizlik parametresi olmak lzere A(q) ile

gosterilir. Yani;
A(Q) ={a;; (@ * q €0} (3.1)
Genellikle Q, R? uzayinda bir kutu olarak alinmaktadir.

Q={a=(qy..q,) € Rt:q;" < q; < q;7, i=1,2,..0 }

Eger Q bir kutu ve (3.1) ailesindeki tim matrisler Metzler matrisi ise bu aileye

aralik Metzler ailesi adi1 verilir.

Bu boliimde elde edilen sonug i¢in kullanilacak olan (Shorten v.d., 2009)’ da yer
alan tersinir bir A € R ™™ matrisinin bir pargalanisin1 elde eden prosediir asagidaki

gibidir:

Prosedir 3.2.

A =[1‘111—1 bn—l] (3.2)

Cp1 dnoq
Burada (n — 1) alt indisi matrisin boyutunu temsil etmek lizere A € R®~D*x(n-1)
bp_y ., cf_; € RV ve d, ; €R dir. d,_; # 0 olsun. Bu durumda A~* nin de

parcalanis1 asagidaki gibi olacaktir.
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Bp_1 1,.1
At=7 " ] (3.3)
Mmy_1  ¥Yn-1
Burada B,_; € R®=Dx(=1) 1y mI_ e R®Vve y,_; € Rdir.
A.A71=1, (I,, R™™de birim matrisi temsil etmektedir.) oldugu i¢in dogrudan
T
Bnoy=(Ap_y — 228ty (3.4)

dn-1

ve buradan da

-1 bn—105-1
By =(Ap_1 — d ) (3.5)
n—-1
elde edilir.
Bundan sonra kolaylik saglamasi agisindan By, = An—1] ile

gosterilecektir.
Simdi asagidaki gibi bir A aralik Metzler ailesi g6z oniinde bulundurulsun.

A={A= (a;; ) ERV": U <A<U*, Vi# jigina;~ = 0, Viigin a;* <0 }(3.6)

(Burada U~ = (a;; ) ve U* = (a;;*) sabit matrislerdir).

Teorem 3.3. (3.6) daki gibi bir aralik Metzler ailesi verilsin. Bu aile i¢in ortak Hurwitz
diyagonal ¢6zumun var olmasi igin gerek ve yeter kosul U matrisi sag u¢ matris olmak
Uzere U nun Prosedir (3.2) ile ortaya ¢ikan tiim alt matrislerinin negatif diyagonal

elemanlara sahip olmasidir.

Ispat (=:) (3.6) ailesinin bir ortak Hurwitz diyagonal ¢oziimii var olsun. U sag ug

matrisinin parcalanisi Prosediir (3.2) deki gibi ele alinsin ve

Un—l Un-1
U= T
Wn-1 Zn—1

olsun. (Burada U,,_; € R®@Dx(=1 o, .  Te R®D ve y,_, € R)dir.

U A ailesinin bir elemani oldugundan Hurwitz diyagonal karalidir. U nun
Hurwitz diyagonal kararli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul U,,_4 ile U[n — 1] in bir

ortak diyagonal Lyapunov fonksiyona sahip olmasidir (Shorten v.d., 2009) . Buna denk
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olarak da U[n — 1] Metzler oldugu i¢in v,_;, w,_,* negatif olmayan girdilere sahip

oldugundan U[n — 1] Hurwitz diyagonal kararlidir. (U[n — 1] in

T
Vy—1 - Wp—
Un-1]=U,_, — —=L—n=1_ 1Zn_1n 1

tanim1 g6z Oniinde bulunduruldugunda ve Lyapunov teoremini de kullanarak bu
goraldr.)

Bir Metzler matrisinin kosegen {iizerinde olmayan elemanlarinin negatif
olmamasindan dolay1 s6z konusu matrisin Hurwitz kararliligi kosegen elemanlarin
negatif olmasidir. Dolayisiyla U[n — 1] in kosegen elemanlari negatif olmak
zorundadir. Ayn1 sebepten dolayr U[n — 1] in Hurwitz diyagonal kararli olmasi igin
gerekli ve yeterli kosul U[n — 2] in Hurwitz kararli olmasidir. Buradan U[n — 2] nin
de kosegen elemanlar1 negatif olmak zorundadir. Bu sekilde islemler tekrar edilirse U
nun Hurwitz kararli olmast durumunda U[1] ,..., U[n] matrislerinin kdsegen
elemanlarinin negatif oldugu elde edilir.

(=:) U matrisi i¢in U[1], .., U[n] alt matrislerinin kdsegen iizerindeki
elemanlarmin kesin negatif oldugu kabul edilsin. Bu durumda U[i], (Vi=1,...,n)
matrisleri Metzler matrisleri olduklarindan Hurwitz kararlidir. U[n] = U idi dolayistyla
U matrisi de Hurwitz kararlidir.

U matrisinin yapisindan dolay1

U+ Al =0 (3.7)
olacak sekilde pozitif bir A sayist her zaman bulunabilir. Ayrica

U+ A=A =U
dir. U matrisi Hurwitz kararli bir Metzler matrisi oldugu i¢in Teorem (2.13) geregi

oU+ AI) <A (3.8)
esitsizligi saglanir. (o (.) spektral yarigap idi.)

Simdi (3.6) ailesinde keyfi bir A matrisi ele alinsin. U u¢ matris oldugu igin ve

A > 0 oldugu i¢in
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0<A+ASU+A (3.9)

dir.

1,2,...,ni¢in Xij < ¥;;” anlamindadir.)

(Bhattacharyya vd., 1995) de yer alan “X,Y e R™™ icin 0 S X <Y ise (X) < a(Y)

dir” teoreminden dolayi.
A+ AISU+ A
ise
oc(A+ A <a(U + Al
dir. Dolayisiyla (3.8) esitsizliginden
c(A+ AD) <o(U+A)< A
yani
c(A+ A <A

elde edilir. Yine Teorem (2.13) geregi ve A Metzler matrisi oldugundan A Hurwitz
kararlidir. Metzler matrisler i¢in Hurwitz kararlilik ile Hurwitz diyagonal kararlilik denk

oldugu i¢in ayn1 zamanda A Hurwitz diyagonal kararlidir.
A € A keyfi oldugundan A ailesi i¢in ortak Hurwitz diyagonal ¢6ziim vardir.
Ornek 3.4. Asagidaki gibi bir

[-4,-3] [0,1 ] [1,2]
A=1[10,1] [-7,-6] [0,1]
[1,3] [0,2] [-8,—-6]

aralik Metzler matris ailesi g0z oninde bulundurulsun. Bu aileye Teorem (3.3)

uygulandiginda ailenin ortak Hurwitz diyagonal ¢6ziimiin var oldugu elde edilir.
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Bu aile i¢in sag u¢ matris

-3 1 2
u=[1 -6 1
3 2 -6

seklindedir. U[2] ve U[1] matrisleri Prosedir 3.2. deki gibi bulunsun:

P L B P

seklindeki matrisler elde edilir. Burada

T
b2C2

U[z] =U2 - dz

olmak Uzere

U[2]=[1f520 —1;677]

dir. U[2] nin kdsegen elemanlart negatif dolayisiyla Hurwitz diyagonal kararlidir.
U[1] igin:

U1=‘2, b1= 1.67, (e 1.50, d1= -5.67

olup
byc]
Ul]=u, - 4
[ ] 1 dl
olmak Uzere
U[1] =-1.56
dir.

Bulunan deger U[2] de oldugu gibi negatif oldugundan Hurwitz diyagonal kararhdir.
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Ornek 3.5.

[-12,—-10] [0, 1] [1,2 ] [1,3]
[0,1] [-9-8 [4,6] [1,2]
[0, 1] [1,2] [-15-12] [0,3]
-1, 1]  [2,4] [3,5] [-6,-5

gibi bir aralik Metzler matris ailesi i¢in U sag u¢ matrisi

10 1 2 3

3 1 -8 6 2
U= 1 2 -12 3
1 4 5 =5

seklindedir.
Simdi U[3], U[2] ve U[1] matrisleri prosedirdeki gibi bulunsun.

U[3] icin:

-10 1 2 3 1
U3= 1 -8 6 y b3= 2 ’ C3= 4 ’ d3=‘5

1 2 —12 3 5

oldugundan U[3] tanim1 geregi

olup kosegen elemanlari negatiftir. Dolayisiyla U[3] Hurwitz diyagonal kararlidir.

U[2] igin:
47 17 E
5 5 5 5
S I 8], = 3| dy=9
5 5 5

olup U[2] asagidaki gibi yazilabilir.
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-383 263
szT

- _ bac _ | 45 45

U[2] = U, d, | 127 -112

45 45

seklinde olup Hurwitz diyagonal kararlidir.

Ayni sekilde U[1] igin:

—383 263 127
U=—— bi=— Ci= —
17 457 17457 17 457

—-112
d=——
17 45

U[1] matrisinin girdileri olup

b
U[1]=U, — % = -1.883

dir.

U[1], U[2] ve U[3] alt matrislerinin negatif diyagonal elemanlara sahip oldugu
goriiliir. Dolayisiyla Teorem (3.3) den dolayr ele alinan aile Hurwitz kararlidir.
Goriildigi gibi tek bir matristen tim ailenin kararlilig elde edildi.

Ornek 3.6.

5 X 5 lik aralik Metzler matris ailesi asagidaki gibi verilsin.

[[~18,~13.57] [1,2.43] [2,3] [1,7.86 ] [ 2,543 ]
[0,1.21]  [—19,—-14.79] [4,7] [1,6.93] [1,2.21]
[0,1.07 | [1,1.07 ] [—15,—14] [0,1.64] [0,1.07 ]
[—1,2.07 ] [2,3.07] [3,4] [-15-1336] [0,1.07 ]
[-1,1.5] [2,2.5] [3,4 ] [-15,9.5]  [—9,—8.5]

aralik Metzler matris ailesi géz 6niine alinirsa, bu aile i¢in U matrisi,

—13.57  2.43 3 7.86 5.43

1.21 -—-1479 7 6.93 2.21

Uu=1| 1.07 1.07 —-14 1.64 1.07
2.07 3.07 4 -13.36 1.07

1.5 2.5 4 9.5 —8.5

seklindedir.
U[4], U[3], U[2] ve U[1] matrisleri Prosediir (3.2) gibi hesaplansin.
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-1357 243 3 7.86 5.43 1.5
U 121 -1479 7 693 pe|22L] (2|25
1.07 107 -14 164 | 1.07| 4
207 307 4 —1336 1.07 9.5

d,=-8.5 oldugundan U[4] asagidaki gibidir.

—-12.61 4.03 5.55 13.92
1.61 —14.13 8.04 9.40
1.26 1.39 —-13.50 2.84
2.26 3.39 450 —12.16

Ul4]=

U[4] tn kosegen elemanlar1 negatiftir, buradan Hurwitz diyagonal kararli oldugu

goraldr.
U[3] icin:
—-12.61 4.03 5.55 13.92 2.26
Us=| 1.61 —14.13 8.04 |, b3=|9.40 |, c3=|3.39]|, d;=-12.16
1.26 1.39 —13.50 2.84 4.50

olup U[3] asagidaki gibidir.
—-10.02  7.90 10.71
Uislsf 335 —11.52 11.53
1.79 218 —12.44
U[3] iin kdsegen elemanlar1 negatif oldugundan Hurwitz diyagonal kararlidir.

U[2] icin:

[-10.02  7.90 110.71 1179 _
Uz 335 —11.520" bz'[11.53' Cz'[2.18' d,=12.44
seklindedir. Buradan U[2] asagidaki gibi olup Hurwitz diyagonal kararlidir.

_[-849 9.78

vzl = 501 -9.50

Ayn sekilde U[1] hesaplandiginda

U,=-8.49, b,=9.78, ¢;=5.01, d;=-9.50
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olup
U[1] =-3.33

dir.
U[1], U[2], U[3] ve U[4] alt matrislerinin negatif diyagonal elemanlara sahip

oldugu goriiliir. Dolayisiyla Teorem (3.3) den dolay1 aile Hurwitz kararlidir.
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5 SONUC

Bu c¢alismada baz1 6zel tipteki matrisler ve matris aileleri iizerinde c¢esitli
kararlilik kavrami ile ilgili temel tamim ve teoremler ele alinip, n X n boyutlu
sistemlerin kararlilik problemleri matris ve matris aileleri yardimiyla incelenmistir.

Iletisim aglar1, ekonomi, kodlama teorisi gibi bir¢ok alanda uygulamalar1 olan
quasidominant, Metzler, Checkerboard, Hankel, Morishima matrislerinin g¢esitli
kararlilik problemleri incelenmis ve bu matris tiirlerinden bazilarini1 daha da genisleterek
aralik matris aileleri olmalari durumunda kararliliklar1 igin basit birka¢ gerek ve yeter

kosul elde edilmistir. Bu sonuglar 6rnekler iizerinde agiklanmistir.
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