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TEŞ EKKÜ R 
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ÖZEL MATRİS AİLELERİNİN KARARLILIK PROBLEMLERİ 

Ö ZET 

Bu tez çalışmasında sistemlerin kararlılıkları ele alınmıştır. Sistemlerin 

kararlıklarıyla matrislerin özdeğerleri arasındaki ilişkiler göz önünde bulundurulmuştur. 

Bu sebepten dolayı bazı özel matris ve matris aileleri ele alınıp kararlılıkları ile ilgili 

tanım ve kriterler verilmiş ve bunlarla ilgili çeşitli örnekler verilip açıklanmıştır. 

Özellikle bu özel matrislerin Hurwitz, Schur ve diyagonal kararlılıkları üzerinde 

durulmuştur.  

Özel olarak aralık Metzler ailesinin Hurwitz kararlılığı ile ilgili bir gerek ve 

yeter koşul elde edilmiştir. Elde edilen sonuç verilen çeşitli örneklerle açıklanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Metzler Matrisleri; Özel Matrisler; Diyagonal Kararlılık; Hurwitz 

Kararlılık; Schur Kararlılık 
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STABILITY PROBLEMS OF SPECIAL MATRIX FAMILIES 

ABSTRACT 

In this thesis, the stability of the systems is investigated. The relationships 

between the stability of the systems and the eigenvalues of the matrices are considered. 

For this reason, some stability definitions and criteria of special matrix and matrix 

families are given. Also various examples are given and explained. Especially, Hurwitz, 

Schur and diagonal stabilities of these special matrices are focused on.  

In particular, for Hurwitz stability of interval Metzlerian matrix families one 

necessary and sufficient condition is obtained. The obtained result is illustrated by 

number of examples. 

Keywords: Metzlerian Matrices; Special Matrices; Diagonal Stability; Hurwitz 

Stability; Schur Stability 



III 
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1. GİRİŞ ve ÖN BİLGİLER 

Kararlılık problemi sistemlerin modellenmesinde ve incelenmesinde önemli bir 

problemdir.  

Bir sistemin düzgün çalışabilmesi için kararlı olması önemlidir, eğer bir sistem 

kararsız ise kullanılamaz olarak kabul edilir. Sürekli-zaman sistemleri, ayrık-zaman 

sistemleri, lineer sistemler, lineer olmayan sistemler, zamandan bağımsız sistemler, 

zamana bağımlı sistemler ve kontrol edilebilir sistemler gibi çeşitli sistemler göz 

önünde bulundurulduğunda farklı kararlılık tanımlarıyla karşılaşılır. Sistemlerin 

kararlılığı incelenmek istendiğinde o sisteme ilişkin katsayılar matrisinin özdeğerlerinin 

yerini belirlemek gerekmektedir. 

Katsayılar matrisinin özdeğerlerinin yerini belirleme problemi matrisin 

boyutunun yüksek olması nedeni ile zor bir problemdir. Sistemin kararlılığını 

belirlemek için ise özdeğerlerin tam olarak belirlenmesine gerek yoktur. Özdeğerlerin 

tamamının nerede olduğunu belirlemek yeterli olacaktır. Örneğin; uygulamada yer alan 

iki temel sistemin kararlılıklarını belirlemek için sistemlere ait katsayılar matrisinin 

özdeğerlerinin konumu aşağıdaki gibidir. 

i. Sürekli zamanlı sistem; yani  A ∈ ℝ𝑛×𝑛 olmak üzere  

 𝑥̇=𝐴𝑥 (1.1) 

sistemi için 𝐴 katsayılar matrisinin özdeğerlerinin sol yarı düzlemde olmasıdır. (Bknz. 

Şekil 1.1)  

ii.   Ayrık zamanlı sistem; yani 

 𝑥𝑘+1= 𝐴 𝑥𝑘    (1.2) 

için ise 𝐴 katsayılar matrisinin özdeğerlerinin birim yuvar içinde olmasıdır. (Şekil 1.2)  

 Sistemler ve matrisler arasındaki bu ilişkiden dolayı matrislerin kararlılığını 

incelemek önemlidir. 
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Şekil 1.1: Sürekli zamanlı sistemlerin kararlılığı için söz konusu katsayılar 

matrisinin özdeğerlerinin konumu 

 

    1  

                                                                                           
  -1    -1 1 

 -1 

Şekil 1.2: Ayrık zamanlı sistemlerin kararlılığı için söz konusu katsayılar matrisinin 

özdeğerlerinin konumu 

              ℝ gerçel sayılar kümesi olmak üzere ℝ𝑛 ile 𝑛 boyutlu gerçel vektör uzayı, 

benzer biçimde ℂ kompleks sayılar kümesi olmak üzere ℂ𝑛 ile 𝑛 boyutlu kompleks 

vektör uzayı gösterilsin. 

𝑛 × 𝑛  boyutlu gerçel matrisler kümesi ℝ𝑛×𝑛 ile gösterilsin. Benzer şekilde  

𝑛 × 𝑛 boyutlu kompleks matrisler kümesi de ℂ𝑛×𝑛 ile gösterilsin. Bir 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 

matrisinin eşlenik transpozu kendisine eşit ise, yani 𝐴∗=𝐴 ise 𝐴 matrisine Hermityen 

matris adı verilir. Gerçel matrisin eşlenik transpozu bu matrisin transpozuna eşit olduğu 

için yani 𝐴∗= 𝐴𝑇 olduğu için gerçel bir Hermityen matris simetrik bir matristir. 
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Tanım 1.1. (Pozitif Belirlilik) 

i) 𝐴 bir Hermityen matris olsun.  ∀ 𝑧 ∈ ℂ𝑛 (𝑧 ≠ 0) kompleks vektörü için  

 𝑧∗𝐴 𝑧 > 0 

eşitsizliğini sağlayan 𝐴 matrisine pozitif belirli matris denir ve 𝐴 > 0 şeklinde gösterilir. 

Benzer şekilde negatif belirli matris de –𝐴 >  0 özelliğini sağlayan matristir ve 

𝐴 <  0 şeklinde gösterilir. 

ii) 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 olsun. 𝐴 simetrik ve ℝ𝑛 deki sıfırdan farklı her 𝑥 vektörü için  

 𝑥𝑇𝐴 𝑥 > 0 

koşulu sağlanıyorsa 𝐴 ya pozitif belirli (gerçel) matris denir. 

Bir başka ifade ile gerçel bir matrisin pozitif belirli olması demek simetrik ve 

tüm özdeğerlerinin pozitif olması demektir. 

 Gerçel bir matrisin pozitif belirliliği için bir kriter aşağıdaki gibi verilmiştir. 

Teorem 1.2. (Sylvester Kriteri) 

 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 simetrik bir matris olsun. 𝐴 matrisinin pozitif belirli olması için gerek 

ve yeter koşul 𝐴 matrisinin esas asli minörlerinin (leading principal minor) pozitif 

olmasıdır. 

Tanım 1.3. Bir matriste kendisiyle beraber ardışık olarak son satır ve son sütunların 

çıkarılmasıyla oluşan karesel matrislerin determinantı o matrisin esas asli minörlerini 

oluşturur. 

Örnek 1.4.       𝐴 =  �
5 6 −2
8 3 9
−7 2 1

� 

Esas asli minörleri 5 , �5 6
8 3� ve 𝑑𝑒𝑡𝐴 olup sırasıyla 5, -33, -575 dir. 

Örnek 1.5.  𝐵 =  �
4 3 0
3 5 −1
0 −1 2

� 

matrisinin  esas asli minörleri, 
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 4, �4 3
3 5� ve 𝑑𝑒𝑡𝐵  

dir. Reel ve simetrik 𝐵 matrisinin esas asli minörlerine bakıp gerçekten pozitif belirli bir 

matris olup olmadığı belirlenebilir: 

  |4| = 4 

  �4 3
3 5� = 11 

  �
4 3 0
3 5 −1
0 −1 2

� =  18 

olup determinantlar pozitif olduğundan Sylvester kriterine göre 𝐵 matrisi pozitif 

belirlidir. 

𝑎𝑖𝑗  ( 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛 ;  𝑗 = 1, … ,𝑛 ) ler gerçel (veya kompleks) sayılar olmak üzere 

𝐴 =     �

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

�                                       (1.1) 

matrisi verilsin. Eğer (1.1) matrisinin tüm özdeğerleri kompleks düzlemin basit 

bağlantılı açık bir 𝐷 kümesinde ise bu matrise 𝐷-kararlı matris denir.   

• Eğer 𝐷 bölgesi, sol açık yarı düzlem ise 𝐷-kararlılığa Hurwitz kararlılık 

denir. Yani sözü edilen matris Hurwitz kararlı matris adını alır. 

• Eğer 𝐷 bölgesi, kompleks düzlemde açık birim yuvar ise bu matrise Schur 

kararlı matris denir. 

Bir gerçel (veya kompleks) 𝐴 matrisinin Hurwitz kararlılığı Lyapunov Teoremi 

adı verilen teorem ile belirlenebilir, Schur kararlılığı ise Stein Teoremi ile belirlenebilir. 

 Bu teoremler sırasıyla aşağıdaki gibidir (Gantmacher, 1959 ; Stein, 1952) : 
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Teorem 1.6. (Lyapunov Teoremi) 

i) 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 kompleks matrisinin Hurwitz kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

 𝐴∗P + P𝐴 <  0  (1.2) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑃 pozitif belirli matrisinin bulunmasıdır. 

ii)  𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 gerçel matrisinin Hurwitz kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

𝐴T P + P𝐴 <  0   (1.3) 

eşitsizliğini sağlayan 𝑃 gerçel pozitif belirli matrisinin bulunmasıdır. 

Teorem (1.6) da yer alan (1.2) ve (1.3) eşitsizlikleri Lyapunov eşitsizlikleri 

olarak bilinir. 

𝑄𝑄 > 0 olmak üzere, 

𝐴∗𝑃 +  𝑃𝐴 =−𝑄𝑄 ve 𝐴𝑇
 
𝑃 +  𝑃𝐴 =  −𝑄𝑄 (1.4) 

denklemlerine Lyapunov denklemleri denir. 

(1.4) teki Lyapunov eşitliği, yani 

𝐴𝑇
 
𝑃 +  𝑃𝐴 =  −𝑄𝑄 

eşitliği göz önünde bulundurulsun. Buradaki 𝐴 matrisinin Hurwitz kararlı olması 

durumunda (1.4) denkleminin pozitif belirli tek bir 𝑃 çözümü vardır ve  

𝑃 = ∫ 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0 𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡𝑑𝑡  (1.5) 

şeklindedir. Buradaki 𝑒𝐴𝑡 gibi eksponansiyel matris fonksiyonu 

ℒ−1{(𝑠𝐼 − 𝐴)−1} (1.6) 

biçiminde tanımlıdır. Burada (𝑠𝐼 − 𝐴)−1 ters matrisi, ℒ−1 ise ters Laplace 

dönüşümünü ifade etmektedir. 

 Gerçekten, 𝑃 matrisi (1.4) denkleminin tek çözümüdür. Bunu görmek için 𝑃  

nin pozitif belirli olduğu ve (1.4) denklemini sağladığı görülmelidir. (Chen, 1984) 
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 Keyfi 𝑄𝑄 > 0 alınsın. 

𝐴𝑇
 
𝑃 +  𝑃𝐴 =  −𝑄𝑄  (1.7) 

denkleminin çözümünün (1.5) teki gibi tanımlı 𝑃 matrisi olduğu gösterilmek 

isteniyor, yani (1.5) matrisinin pozitif belirli olduğu ve (1.7) denklemini sağladığı 

görülmelidir. 

𝑃𝑇 = ∫ (𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0 𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡)𝑇𝑑𝑡 =∫ 𝑒(𝐴𝑡)𝑇∞
0 𝑄𝑄𝑒(𝐴𝑇𝑡)

𝑇
𝑑𝑡 

= ∫ 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡 = P 

olduğundan 𝑃 simetriktir. 

𝑃 nin pozitif belirliğini göstermek için “∀  𝑥 ≠ 0 için 𝑥𝑇𝑃𝑥 > 0” olduğu 

görülmelidir. 

Gerçekten; 

𝑥𝑇𝑃𝑥 = 𝑥𝑇( ∫ 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡 )𝑥  

= ∫ 𝑥𝑇 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑥 𝑑𝑡   

= ∫ �𝑄𝑄
1
2 𝑒𝐴𝑡𝑥�

𝑇∞
0 �𝑄𝑄

1
2 𝑒𝐴𝑡𝑥� 𝑑𝑡 

= ∫ �𝑄𝑄
1
2 𝑒𝐴𝑡𝑥�∞

0  𝑑𝑡 > 0  

dır. Dolayısıyla 𝑃  pozitif belirlidir. 

Ayrıca 

 𝑃𝐴+  𝐴𝑇
 
𝑃  

= (∫ 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡) 𝐴 + 𝐴𝑇 (∫ 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝑑𝑡) 

= ∫ (𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝐴 )𝑑𝑡 + ∫ (𝐴𝑇 𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 ) 𝑑𝑡 

= ∫ (𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 𝐴 + 𝐴𝑇 𝑒𝐴
𝑇𝑡 𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡 ) 𝑑𝑡 

= ∫    𝑑
𝑑𝑡

(𝑒𝐴
𝑇𝑡∞

0  𝑄𝑄 𝑒𝐴𝑡 ) 𝑑𝑡 =  𝑒𝐴
𝑇𝑡 𝑄𝑄𝑒𝐴𝑡│𝑡=0∞   = −𝑄𝑄 
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Şimdi de çözümün tekliği gösterilsin. 

 𝑃�  ≠ 𝑃 denklemin iki farklı çözümü olsun. 

𝑃�𝐴 +  𝐴𝑇𝑃� = −𝑄𝑄 

𝑃𝐴 +  𝐴𝑇𝑃 = −𝑄𝑄 

olduğundan  

𝑃�𝐴 +  𝐴𝑇𝑃� = 𝑃𝐴 +  𝐴𝑇𝑃 

olur ve buradan  

(𝑃� − 𝑃)𝐴 + 𝐴𝑇(𝑃� − 𝑃) = 0 

⇒ 𝑒𝐴
𝑇𝑡[(𝑃� − 𝑃)𝐴 + 𝐴𝑇

 
(𝑃� − 𝑃)]𝑒𝐴𝑡 = 0 

⇒    
𝑑
𝑑𝑡

(𝑒𝐴
𝑇𝑡(𝑃� − 𝑃)𝑒𝐴𝑡) = 0 

olup son eşitliğin her iki tarafının integrali alındığında 

   𝑒𝐴
𝑇𝑡�𝑃� − 𝑃�𝑒𝐴𝑡 = 𝑐 (𝑠𝑎𝑏𝑖𝑖𝑡) 

elde edilir. ∀ 𝑡 için son elde edilen eşitlik sağlandığından  

𝑡 = 0 için ⟹ �𝑃� − 𝑃� = 𝑐 

dir. O halde 
𝑃� − 𝑃 =    𝑒𝐴

𝑇𝑡�𝑃� − 𝑃�𝑒𝐴𝑡 

dir. 𝑡 → ∞ iken limite geçilirse 

𝑃� − 𝑃 = 0 

elde edilir. 

𝑃� = 𝑃 

olur ki bu da çözümün tek olduğunu verir. 
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Teorem 1.7. (Stein Teoremi) 

i) 𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 kompleks matrisinin Schur kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

𝐴∗𝑃𝐴 –𝑃 < 0                                                 (1.8) 

eşitsizliğini sağlayan P pozitif belirli matrisinin bulunmasıdır. 

ii) 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 gerçel matrisinin Schur kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

𝐴𝑇
 
𝑃𝐴 –  𝑃 <  0                                                    (1.9) 

eşitsizliğini sağlayan P gerçel pozitif belirli matrisinin bulunmasıdır. 

 Teorem (1.7) deki (1.8) ve (1.9) eşitsizlikleri Lyapunov eşitsizlikleri olarak 

bilinir. 

𝑄𝑄 > 0 olmak üzere, 

 𝐴∗𝑃𝐴 –𝑃 =  −𝑄𝑄  𝑣𝑒  𝐴𝑇
 
𝑃𝐴 −  𝑃 =  −𝑄𝑄 (1.10) 

eşitlikleri ise Stein denklemleri olarak bilinir. 

Bir matrisin karakteristik denklemi matrisin karakteri hakkında bilgi verdiği için 

ve karakteristik denklem de bir polinom olduğu için matrislerin kararlılıkları 

polinomların kararlılıkları yardımıyla belirlenebilir. 

 Matrislerin kararlılığını özdeğeri belirlerken, polinomların kararlılık tipini ise 

polinomun kökleri belirler. 

𝑎𝑖 , (𝑖𝑖 =  1,2, … , 𝑛 )  gerçel (veya kompleks) sayılar olmak üzere , 

𝑝(𝑡) =  𝑎𝑛𝑡𝑛  +  𝑎𝑛−1𝑡𝑛−1  + ⋯+  𝑎1𝑡 + 𝑎0 ,        (𝑎𝑛 ≠ 0)     (1.11) 

polinomu verilsin. 

 (1.11) polinomunun Hurwitz kararlılığı için Hurwitz kriteri adı verilen bir kriter 

aşağıda verilmiştir. 

Tanım 1.8. (Hurwitz Matrisi) 

𝑝(𝑡) = 𝑎𝑛𝑡𝑛  +  𝑎𝑛−1𝑡𝑛−1  + ⋯+  𝑎1𝑡 +  𝑎0 ,         (𝑎𝑛 > 0)         (1.12) 

için 
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𝐻(𝑝) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−5    … 0
𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−4    … 0
0 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3    … 0
0 𝑎𝑛 𝑎𝑛−2    … 0
0 0 𝑎𝑛−1    … 0
0 0    𝑎𝑛      … 0
0 0     0      … 𝑎0⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

  (1.13) 

ile tanımlı matrise Hurwitz matrisi denir. 

Örnek 1.9.   𝑝(𝑡)  = 𝑡4  +  2𝑡3  + 7𝑡2 +  3𝑡 +  5 

polinomu için Hurwitz matrisi aşağıdaki gibidir. 

𝐻(𝑝) = �

2 3 0 0
1 7 5 0
0 2 3 0
0 1 7 5

� 

Teorem 1.10. (Hurwitz Kriteri) (Barmish, 1994) 

 (1.12) polinomunun Hurwitz kararlı olması için gerek ve yeter koşul buna 

karşılık gelen (1.13) Hurwitz matrisinin esas asli minörlerinin pozitif olmasıdır. 

∆1 = 𝑎n−1 >  0 

∆2  = det �
𝑎n−1 𝑎𝑛−3
𝑎𝑛 𝑎𝑛−2    

� > 0 

. 

. 

. 

 ∆𝑛 = det 𝐻(𝑝)> 0 

i ) n =1 durumu :   

1. dereceden polinomun kararlılığı için gerek ve yeter koşul polinomun 

katsayılarının aynı işaretli olmasıdır. 

Gerçekten, 

𝑝(𝑡) = 𝑎1t +𝑎0,     ( 𝑎1 > 0) 
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polinomu için Hurwitz matrisi 𝑎0 olup pozitif olmalıdır. 𝑎1 > 0 olduğundan 𝑎0 ile 𝑎1 

aynı işaretli olmalıdır. Bu durum kararlılık tanımından da görülebilir. Kararlılık tanımı 

gereği 

−𝑎0
𝑎1

 <  0  

olmalıdır. O halde 𝑎0 ile 𝑎1 aynı işaretli olmalı. 

ii ) n = 2 durumu : 

 2. dereceden polinomun kararlılığı için gerek ve yeter koşul polinomun 

katsayılarının aynı işaretli olmasıdır. 

Gerçekten, 

𝑝(𝑡) = 𝑎2𝑡2 +𝑎1t +𝑎0 

için Hurwitz matrisi 𝑎2 > 0 olmak üzere 

𝐻(𝑝)=�𝑎1 0
𝑎2   𝑎0    

� 

dır. Hurwitz kriteri gereği 

𝑝(𝑡) kararlıdır ⇔  𝑎1  >  0,    𝑎0  𝑎1 > 0 

 
dır. Hurwitz matrisini de göz önünde bulundurarak 𝑝(𝑡) nin kararlı olması için gerek ve 

yeter koşul 

𝑎2 > 0,  𝑎1 > 0,     𝑎0 > 0 

olmasıdır. 

iii ) n = 3 durumu : 

 3. dereceden polinomun da kararlılığı için gerek ve yeter koşul n=1 ve n=2 

durumlarındakine benzer olarak polinomun katsayılarının aynı işaretli olmasıdır. 

Gerçekten, 

𝑝(𝑡)=𝑎3𝑡3 +𝑎2𝑡2 +𝑎1t +𝑎0;   𝑎3>0 
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polinomu için Hurwitz matrisi 

𝐻(𝑝)=�
𝑎2 𝑎0 0
𝑎3 𝑎1 0
0 𝑎2 𝑎0

� 

dir. 

𝑝(𝑡) kararlı ⇔ 1)  𝑎2 > 0 

2) �
𝑎2 𝑎0
𝑎3 𝑎1� = 𝑎1𝑎2 − 𝑎3𝑎0 >0 

3) det 𝐻(𝑝)= 0+ 0 + 𝑎0 �
𝑎2 𝑎0
𝑎3 𝑎1� 

= 𝑎0 (𝑎2 𝑎1-𝑎3𝑎0)>0 

(𝑎2 𝑎1-𝑎3𝑎0)>0 sağlanıyorsa 𝑎0 > 0 olduğundan det 𝐻(𝑝)> 0 da sağlanır. 

 Matrislerde Hurwitz kararlılık  Schur kararlılığa bir dönüşüm yardımıyla 

dönüştürülebilir. Tersi durum da geçerlidir. Yani Schur kararlılık da Hurwitz kararlılığa 

dönüştürülebilir. Matrisler arasındaki bu dönüşüme Cayley Dönüşümü adı verilir. 

𝐴 ∈ ℂ𝑛𝑥𝑛 matrisi verilsin ve 𝐼𝑛 birim matris olsun. (Taussky, 1964)’ de 

gösterildiği gibi, 

i) 𝐴 matrisi  Hurwitz kararlı ise (𝐼𝑛 - 𝐴)−1(𝐼𝑛 +𝐴) matrisi Schur kararlıdır. 

ii) 𝐴 matrisi  Schur kararlı ise (𝐴 + 𝐼𝑛)−1(𝐴 - 𝐼𝑛 ) matrisi  Hurwitz kararlıdır. 

(1.4) Lyapunov ve (1.10) Stein eşitliklerinde pozitif belirli olarak alınan pozitif 

𝑃 matrisi köşegen (diyagonal) matris ise bu kararlılığa özel bir isim verilir. 

Eğer  𝑆 >  0 olmak üzere  

   𝐴𝑇𝐷 + 𝐷𝐴 = - 𝑆           (1.14) 

olacak şekilde pozitif  𝐷 köşegen matrisi varsa 𝐴 ya  Hurwitz diyagonal kararlı matris 

denir. Benzer şekilde Schur diyagonal kararlılık tanımlanabilir. Yani 

Eğer  𝑆 >  0 olmak üzere  

 𝐴𝑇𝐷𝐴 –  𝐷 = - 𝑆       (1.15) 
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olacak şekilde pozitif  𝐷 köşegen matrisi varsa 𝐴 ya Schur diyagonal kararlı matris 

denir. 

(1.1) matrisi göz önünde bulundurulduğunda matrisin elemanlarının sabit olduğu 

görülmektedir. Birçok problemde bu elemanların değerleri kesin olarak bilinmediğinden 

(1.1) matrisi yerine her elemanı bir parametreye bağlı olarak değişen  

 

𝐴(𝒒) = �

𝑎11(𝒒) 𝑎12(𝐪) ⋯ 𝑎1𝑛(𝒒)
𝑎21(𝒒) 𝑎22(𝒒) … 𝑎2𝑛(𝒒)

⋮ … ⋱ ⋮
𝑎𝑛1(𝒒) 𝑎𝑛2(𝒒) ⋯ 𝑎𝑛𝑛(𝒒)

�       (1.16) 

matrisler ailesi ele alınır. Burada 𝑞𝑞 belirsizlik parametresidir ve kompakt bir 𝑄𝑄 kümesi 

üzerinde değişmektedir. 𝑄𝑄 genellikle ℝℓ uzayında bir kutu olarak ele alınmaktadır. 

Yani; 

𝑄𝑄 = { 𝑞𝑞= (𝑞𝑞1,𝑞𝑞2,...,𝑞𝑞ℓ )∈ ℝℓ  ∶ 𝑞𝑞𝑖−≤ 𝑞𝑞𝑖≤ 𝑞𝑞𝑖+,(𝑖𝑖 = 1,2,...,ℓ)} (1.17) 

bu durumda aile aralık matrisler ailesi olarak adlandırılır. 

𝑔: 𝑄𝑄 ⊂ ℝ𝑛 → ℝ fonksiyonu her 𝑖𝑖 = 1,2, … , ℓ için 𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄 nun 𝑞𝑞𝑖 bileşeni 

dışındaki diğer bileşenler sabit olmak üzere 𝑞𝑞𝑖 ye göre afin ise 𝑔 ye multilineer 

fonksiyon denir. 

𝑄𝑄 kümesi bir kutu olarak ele alındığında (Barmish,1994) te yer alan 

multilineer fonksiyonun maksimum ve minimum değerini veren önemli bir teorem 

aşağıdaki gibidir. 

Teorem 1.11. (Barmish,1994)  

(1.17) deki gibi bir 𝑄𝑄 kutusu ele alınsın. Bu durumda 𝑔:𝑄𝑄 ⟶ ℝ multilineer bir 

fonksiyon ise 𝑔 maksimum ve minimum değerlerini 𝑄𝑄 nun köşe noktalarında alır.  
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Bu tez çalışması üç bölümden oluşmaktadır. 

Birinci bölümde sistemlerin kararlılığı için matrislerin özdeğerlerinin 

konumlandırılmasından bahsedilmiştir ve matrislerin kararlılığıyla ilgili tanım ve 

teoremlere yer verilmiştir. 

İkinci bölümde ise bazı özel matrislerin özellikleri hakkında bilgi verilip, bu 

matrislerin çeşitli kararlılık problemleri incelenmiştir. 

Üçüncü bölümde ise aralık Metzler matris ailelerinin özellikleri ve Metzler 

ailesinin kararlılık problemlerinden bahsedilmiştir. Metzler aralık sistemleri için 

Lyapunov matris eşitsizliğinin ortak diyagonal çözümlerinin varlığı problemine 

bakılmıştır. 

Tezde elde edilen sonuçlar pek çok örnekle pekiştirilmiştir. 
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2 BAZI ÖZEL MATRİSLERİN ÇEŞİTLİ KARARLILIK PROBLEMLERİ 

Bu bölümde bazı özel matrislerin çeşitli kararlılık problemleri incelenmiştir. 

Ayrıca bu inceleme için gerekli olan bazı özel matrislerin tanım ve teoremlerine yer 

verilip, çeşitli örneklerle ele alınan konu desteklenmiştir. 

2.1 Quasidominant Matrislerin Diyagonal Kararlılığı 

Tanım 2.1. 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗 )  𝑛 × 𝑛 tipinde bir matris olsun . 𝑝 =  𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(𝑝1  , … , 𝑝2) > 0 

olacak şekilde pozitif diyagonal matrisi 

 𝑎𝑖𝑖.𝑝𝑖 ≥  ∑ |𝑎𝑖𝑖𝑗 | 𝑛
𝑗≠𝑖 𝑝𝑗 ,       ∀ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛  (2.1) 

𝑦𝑎 𝑑𝑎 

 𝑎𝑗𝑗.𝑝𝑗 ≥  ∑ |𝑎𝑖𝑖𝑗 | 𝑛
𝑗≠𝑖 𝑝𝑖 ,       ∀ 𝑗 = 1, … ,𝑛   (2.2) 

eşitsizliklerinden herhangi birini sağlayacak şekilde varsa  𝐴 matrisine quasidominant 

matris denir. 

Örnek 2.2 

𝐴=   �
6 2 −3
4 11 6
−7 8 16

� 

𝑃 =    �
𝑝1 0 0
0 𝑝2 0
0 0 𝑝3

� 

şeklinde tanımlı 𝑃 > 0 ve A matrisleri ele alınsın: 

𝑖𝑖 = 1 için (2.1) eşitsizliğinden  

𝑎11𝑝1 ≥ |𝑎12|𝑝1+|𝑎13|𝑝1 

olduğundan 𝐴 ve 𝑃 matrisleri göz önünde bulundurulduğunda  

6𝑝1 ≥ 2𝑝1+3𝑝1 

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde 𝑖𝑖 = 2 için (2.1) eşitsizliğinden  

𝑎22𝑝2 ≥ |𝑎21|𝑝2+|𝑎23|𝑝2 
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olduğundan 𝐴 ve 𝑃 matrisleri göz önünde bulundurulduğunda  

11𝑝2   ≥ 4 𝑝2+6𝑝2 

eşitsizliği ve 𝑖𝑖 = 3 için (2.1) eşitsizliğinden  

𝑎33𝑝3 ≥ |𝑎31|𝑝3+|𝑎32|𝑝3 

olduğundan 𝐴 ve 𝑃 matrisleri için 

16𝑝3 ≥ 7𝑝3+8𝑝3 

dir. Dolayısıyla quasidominant matris tanımı gereği 𝐴 matrisinin quasidominant bir 

matris olduğu görülür. 

Teorem 2.3 (Moy, 1977)  

Bir 𝐴 kare matrisinin  quasidominant bir matris olması için gerek ve yeter koşul 

her 𝐾 işaret matrisi için 𝐾𝐴𝐾𝑥 > 0 olacak şekilde pozitif bir 𝑥 vektörünün olmasıdır.  

İspat Teoremde yer alan 

𝐾𝐴𝐾𝑥 > 0 

koşulu aşağıdaki gibi yazılabilir 

𝑎𝑖𝑖.𝑥𝑖 > −  ∑ 𝑘𝑖𝑖𝑘𝑗𝑗  𝑗≠𝑖 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗  .   (2.3) 

(2.3) eşitsizliğindeki her seçim için 𝑘𝑖𝑖𝑘𝑗𝑗  ={−1, +1} olmak zorundadır, buradan da  

𝑎𝑖𝑖.𝑥𝑖 >  ∑ |𝑎𝑖𝑖𝑗 | 𝑗≠𝑖 𝑥𝑗 . 

olup (2.3) eşitsizliğinin quasidominant matris koşuluna eşdeğer olduğu görülür. 

Lemma 2.4 (Tau, 1949)  

 Bir quasidominant matrisin tüm minörleri pozitiftir. Özel olarak her simetrik  

quasidominant  matris pozitif belirlidir. 
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Teorem 2.5 (Moy,1977)  

Eğer 𝐴 matrisi quasidominant matris ise, 

𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 > 0 

olacak şekilde pozitif belirli 𝑃 diyagonal matrisi vardır. 

İspat : 𝐴 quasidominant olduğunda 𝐴𝑇 de quasidominant matris olduğundan Teorem  

(2.3) den her 𝐾  işaret matrisi için 𝑥 > 0 ve 𝑦 > 0 vektörleri sırasıyla 𝐾𝐴𝐾𝑥 > 0 ve 

𝐾𝐴𝑇𝐾𝑦 > 0 olacak şekilde vardır.  

𝑃 matrisi 𝑝𝑖 ≔  𝑦𝑖
𝑥𝑖

 (∀ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛) olacak şekilde pozitif köşegen elemanlarına 

sahip diyagonal matris olarak alınsın. 

Bu durumda  

𝐾 (𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃)𝐾𝑥 = 𝑃𝐾𝐴𝐾𝑥 + 𝐾𝐴𝑇𝐾𝑃𝑥 

= 𝑃𝐾𝐴𝐾𝑥 +𝐾𝐴𝑇𝐾𝑦 > 0 

dır, ki bu eşitsizlik Teorem (2.3) den dolayı 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 nin quasidominant olması 

demektir. Aynı zamanda 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 simetrik matris olduğundan Lemma (2.4) 

den 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 matrisi pozitif belirlidir. 

Sonuç 2.6. 𝐴 matrisi quasidominant matris ise −𝐴  matrisi diyagonal kararlıdır. 

İspat :Diyagonal kararlılık tanımından ve Teorem (2.5)den açık olarak görülür. 

Örnek 2.7.  

 Örnek (2.2) de yer alan 𝐴 matrisi göz önünde bulundurulsun. 

İddia: 𝐵 = −𝐴 ile tanımlı matris diyagonal kararlıdır.  

İddianın doğruluğunu görmek için aşağıdaki gibi iki pozitif belirli diyagonal 

matrisler ele alınsın: 

𝑃1 = �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�   ve  𝑃2 = �
3 0 0
0 5 0
0 0 2

� 

𝑃1 diyagonal matrisi için 
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𝐵𝑇𝑃1 + 𝑃1𝐵 = �
−12 −6 10
−6 −22 −14
10 −14 −32

� 

dır ve özdeğerlerinin reel kısımları -1.1234, -42.6914, -22.1852 olup negatiftirler. 

Dolayısıyla 𝐵𝑇𝑃1 + 𝑃1𝐵 matrisi negatif belirlidir. 

𝑃2 diyagonal matrisi için 

𝐵𝑇𝑃2 + 𝑃2𝐵 = �
−36 −26 23
−26 −110 −46
23 −46 −64

� 

olup özdeğerlerinin reel kısımları -2.1821, -139.5116, -68.3064 dür. Buradan  

𝐵𝑇𝑃2 + 𝑃2𝐵 matrisi negatif belirlidir. 

 𝐵 matrisi için 𝐵𝑇𝑃 + 𝑃𝐵 < 0 olacak şekilde en az bir 𝑃 > 0 diyagonal matrisi 

var olduğundan 𝐵 diyagonal kararlıdır. 

2.2 Metzler Matrislerinin Hurwitz Kararlılığı 

Metzler matrisleri birçok çalışma alanında ortaya çıkmaktadır. Örneğin; zaman 

gecikmeli diferansiyel denklemlerin ve pozitif lineer dinamik sistemlerin analizinde, 

iletişim ağları (Meyn, 2008), biyoloji (Arcat ve Sontag, 2006), ekonomi (Johnson, 

1974) gibi alanlarda vb. 

Tanım 2.8. 𝑛 × 𝑛  tipinde gerçel bir 𝐴 = �𝑎𝑖𝑗� matrisi “𝑎𝑖𝑗 ≥ 0   (𝑖𝑖 , 𝑗 = 1, … ,𝑛),       

∀  i ≠ 𝑗” özelliğini sağlıyor ise 𝐴 matrisine Metzler matrisi denir. 

 Bir başka ifade ile köşegen üzerindeki elemanlar hariç tüm elemanları negatif 

olmayan bir matrise Metzler matrisi adı verilir. 

Örnek 2.9.  

𝐴 =  �
−3 0 2
4 −5 6
9 4 −6

� 

matrisi 3 × 3 lük bir Metzler matrisidir.  
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Notasyon 2.10 𝑛 × 𝑛  tipinde “ 𝐴 =  (𝑎𝑖𝑗)  olmak üzere ∀ 𝑖𝑖 , 𝑗 = 1, … ,𝑛 ve i ≠ 𝑗  için 

𝑎𝑖𝑗  ≤ 0  ” özelliğini sağlayan  matrisler sınıfı ℵ ile gösterilsin. 

Teorem 2.11. (Siljak, 2007)  

Eğer 𝐴 ∈  ℵ ise, aşağıdaki koşullar denktir: 

 (1) 𝐴𝑥 >  0 olacak şekilde bir 𝑥 >  0 vektörü vardır. 

 (2) 𝑛 × 𝑛  tipinde öyle bir pozitif diyagonal  𝐷  =   {𝑑1 ,𝑑2,, … , 𝑑𝑛 }      matrisi 

vardır  öyleki ,  𝐴𝐷𝑒 >  0  dır. Burada 𝑒 vektörü  (1,1, … ,1)𝑇 şeklinde bir 𝑛 boyutlu 

vektördür. 

 (3) Eğer B ∈ ℵ  ve 𝐵 ≽ 𝐴 (∀ 𝑖𝑖 , 𝑗 = 1, … , 𝑛 için 𝑏𝑖𝑗 ≥ 𝑎𝑖𝑗   demektir) durumunda, 

B−1 vardır. 

 (4) 𝐴 nın her gerçel özdeğeri pozitiftir.   

            (5) 𝐴 nın tüm minörleri pozitiftir. 

 (6) 𝐴 nın tersi vardır ve A−1 ≻ 0 dir. 

 (7) 𝐴 nın her bir özdeğerinin reel kısmı pozitiftir. 

Teorem (2.11) den de anlaşılacağı gibi 𝐴 ∈  ℵ olması demek Teorem (2.11) in 

koşullarından birini sağlaması demektir. 

Notasyon 2.12. 𝐴 ∈  ℵ olan tüm matrislerin sınıfı ℳ ile gösterilsin. 

Teorem (2.11) in bir sonucu olarak Metzler matrislerinin Hurwitz kararlılığı ile 

ilgili bir teorem aşağıdaki gibidir. 

Teorem 2.13. Bir Metzler matrisinin Hurwitz kararlı olması için gerek ve yeter koşul 

terslenebiliyor olması ve tersinin negatif olmasıdır. 

İspat : 𝐴 Metzler matrisinin Hurwitz kararlı olması demek 𝐴 nın özdeğerlerinin reel 

kısımlarının negatif olması demektir. O halde –𝐴 nın her bir özdeğerinin reel kısımları 

pozitif olacaktır.  

 Diğer taraftan  𝐴  Metzler matrisi olduğundan Metzler matrisi tanımı gereği 

–𝐴 ∈  ℵ olmalıdır. 
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 Teorem (2.11) den –  𝐴 nın her bir özdeğerinin reel kısımlarının pozitif olması 

–  𝐴 nın terslenebilir ve (−𝐴)−1 tersinin pozitif olmasına denktir. Bu da  𝐴 nın 

terslenebilir ve 𝐴−1 nın negatif olması demektir. 

Örnek 2.14. 

𝐴 = �

−1 2 3 0.4
1 −4 0.2 2

0.1 0.4 −2 0.7
0.01 1 0.5 −8

� 

matrisi ele alınsın. 𝐴 matrisinin köşegen elemanları dışındaki tüm elemanları pozitif 

olduğundan bir Metzler matrisidir. 

 Özdeğerleri -0.0448, -4.0487, -2.4037, -8.5027 olup kompleks düzlemde sol yarı 

düzlemde yer alırlar. Dolayısıyla 𝐴 matrisi Hurwitz kararlı bir matristir. 

 𝐴 matrisinin tersi  

𝐴−1 = �

−15.47 −11.82 −25.90 −5.99
−4.30 −3.55 −7.24 −1.73
−1.86 −1.49 −3.65 −0.78
−0.67 −0.55 −1.16 −0.39

� 

olup tüm elemanları negatiftir, yani 𝐴−1 matrisi negatiftir. Buradan Teorem (2.13) ün 

sağlandığı görülür. 

 Hurwitz kararlı olan bir Metzler matrisine M-matrisi denir ve M-matrisleri ailesi 

𝑀𝑛 ile gösterilir. 

Metzler matrislerinin kararlılığı ile ilgili bir başka teorem de aşağıdaki gibidir. 

Teorem 2.15 (Horn, R. ve Johnson, C., 1991) 

 𝐴 matrisi Metzler matrisi olsun. 𝐴  nın Hurwitz kararlı olması için gerek ve 

yeterli koşul negatif olmayan bir 𝐵 matrisi için 𝛼 >  𝜎(𝐵) olmak üzere 𝐴 = 𝐵 −  𝛼𝐼 

formunda yazılabilmesidir. Burada 𝜎(𝐵), 𝐵 nin spektral yarıçapını göstermektedir. Yani 

𝜎(𝐵) =  λ𝑚𝑎𝑥(B) dir. 
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İspat 𝐴 Metzler matrisi Hurwitz kararlı olsun. O halde 𝐴 nın özdeğerlerinin reel 

kısımları negatif olmalıdır. Yani 𝐴 nın özdeğerleri λ𝑖 ile gösterilmek üzere 𝑅𝑒λ𝑖 < 0 

∀ 𝑖𝑖 = 1, … , 𝑛 olmalıdır. 

 Şimdi bir 𝛼 ∈  ℝ sayısı  𝐵 = 𝐴 + 𝛼 𝐼 ≽ 0 olacak şekilde alınsın. Bu durumda 𝐴 

nın özdeğerleri kompleks düzlemde merkezi 𝛼, yarıçapı 𝜎(𝐵) olan disk içinde yer 

alırlar. Dolayısıyla 𝐴 Metzler matrisi olduğu için 𝜎(𝐴) =  𝜎(𝐵) −  𝛼 reel ve        

 𝜎(𝐴) ≥  𝑅𝑒λ𝑖, ∀ 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛 dır, yani 𝐴 nın her λ𝑖 özdeğeri için  

𝑅𝑒λ𝑖 ≤  𝜎(𝐵) −  𝛼   (2.4) 

eşitsizliği sağlanır. 𝑅𝑒λ𝑖  ler negatif olduğu ve (2.4) eşitsizliği göz önüne alındığında 

𝛼 > 𝜎(𝐵) olması durumunda 𝐴 nın 𝐴 = 𝐵 −  𝛼𝐼 formunda yazılabileceği görülür. 

 Tersi durum için 𝛼 > 𝜎(𝐵) olmak üzere 𝐴 = 𝐵 −  𝛼𝐼 formunda yazılabilsin. Bu 

durumda 𝐴 nın özdeğerleri, λ(𝐵) 𝐵  nin özdeğerini göstermek üzere λ(𝐵) − 𝛼 

şeklindedir. 

 Dolayısıyla 𝐴 nın her özdeğeri için (2.4) eşitsizliği geçerlidir. 𝛼 > 𝜎(𝐵) 

olduğundan 𝜎(𝐵) −  𝛼 < 0 dır. O halde (2.4) eşitsizliğinden  

𝑅𝑒λ ≤  𝜎(𝐵) −  𝛼 < 0 

dır. Bu da 𝐴 nın Hurwitz kararlı olması demektir. 

2.3    Checkerboard Matrisleri ve Schur Kararlılıkları 

Tanım 2.16. (Bau, 1963)  

Eğer |𝐾𝑖|= I (𝑖𝑖 = 1,2) ve 𝐾1A𝐾2 =|𝐴| olacak şekilde 𝐾 1,𝐾2 diyagonal 

matrisleri varsa 𝐴 matrisi Checkerboard matrisi olarak adlandırılır. 

Burada |𝐴 |, 𝐴 matrisinin tüm elemanlarının mutlak değerlerinin alınmasıyla 

elde edilen matrisi gösterir. 

Ayrıca kararlı Checkerboard matrislerinin sınıfı aşağıdaki gibi tanımlıdır: 

{𝐴: 𝐴 bir Checkerboard ve |𝐴| kararlıdır. } 
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Teorem 2.17. (Bhaya, 2000)  

Bir Checkerboard matrisi Schur kararlı ise Schur diyagonal kararlıdır. 

İspat: A matrisi Schur kararlı bir Checkerboard matrisi olsun. Kararlı Checkerboard 

matrisi tanımından dolayı |𝑆𝑖 |= 𝐼, ( 𝑖𝑖 =  1,2) olacak şekilde 𝑆1, 𝑆2  matrisleri vardır, 

öyle ki 𝑆1A𝑆2  negatif olmayan Schur kararlı bir matristir. 

(Moy, 1977) de yer alan “|𝐴 | Schur kararlı ise 𝐴 Schur diyagonal kararlıdır” 

teoreminden dolayı 𝐴 nın Schur diyagonal kararlı olduğu söylenebilir. Dolayısıyla 

öyle bir pozitif diyagonal 𝑃 matrisi vardır ki , |𝐴| matrisi için Stein eşitsizliği 

sağlanır, yani 

|𝐴|𝑇 𝑃  |𝐴| − 𝑃 < 0 

dir. Buradan Checkerboard matrisi tanımı gereğince  

(𝑆1𝐴𝑆2)  𝑃𝑇  (𝑆1𝐴𝑆2) – P < 0                               

⇒      𝑆2  
𝑇 𝐴𝑇 𝑆1𝑇 𝑃 𝑆1 𝐴 𝑆2 − 𝑃 < 0 

⇒      𝑆2 𝐴𝑇 𝑆1 𝑃 𝑆1 𝐴  𝑆2 − 𝑃 < 0 

dır. P diyagonal matrisi ve |𝑆1| = 𝐼 için 

𝑆1 𝑃 𝑆1 = 𝑃 

olduğundan  

 𝑆2 𝐴𝑇 P 𝐴 𝑆2 − 𝑃 < 0 

dır. S2−1 =  S2 olduğu için son bulunan eşitsizlik sağdan ve soldan   S2 ile 

çarpıldığında 

𝐴𝑇  𝑃 𝐴 − 𝑃 < 0 

elde edilir. Bu da 𝐴 nın Schur diyagonal kararlı olması demektir.  

2.4  Morishima Matrisleri 

Tanım 2.18. Eğer bir 𝐴 matrisi ve  𝑆 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(𝑠1  , 𝑠2 , … , 𝑠𝑛), 𝑠𝑖 ={−1 , +1 }, 𝑖𝑖 =

1, 2, … ,𝑛 olacak şekildeki bir diyagonal matrisi için 𝑆 𝐴 𝑆 = |𝐴 | eşitsizliği 

sağlanıyorsa 𝐴 matrisi Morishima matrisi olarak adlandırılır. 
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Uyarı : Tanımdan da anlaşılacağı gibi Morishima matrisleri Checkerboard 

matrislerinin bir özel halidir. 

Teorem 2.19. (Bhaya, 2000)  

Eğer 𝐴 matrisi Schur kararlı bir Morishima matrisi ise |𝐴 |  matrisi de Schur 

diyagonal kararlıdır. 

İspat : 𝐴 Schur kararlı bir Morishima matrisi olsun. Morishima matrisleri 

Checkerboard matrislerinin özel bir hali olduğundan Teorem (2.17) nin ispatındaki 

yol izlenerek ve 𝑆1 = 𝑆2  alınarak Schur kararlı olan 𝐴 matrisinin Schur diyagonal 

kararlı olduğu elde edilir . Bu durumda Schur diyagonal kararlılığının tanımından 𝑃 

pozitif (𝑃 > 0) diyagonal matrisi  

𝐴𝑇  𝑃 𝐴 − 𝑃 < 0 

eşitsizliğini sağlayacak şekilde vardır. 

 O halde Morishima matrisinin tanımındaki söz konusu S matrisi göz önünde 

bulundurulduğunda  

𝑆−1𝐴𝑇 𝑆 𝑃 𝑆 𝐴 𝑆−1 −  𝑆−1 𝑃 𝑆−1 < 0 

elde edilir . 

 𝑆−1 = 𝑆  ve 𝑆 𝑃 𝑆 = 𝑃 olduğu için  

𝑆 𝐴𝑇  𝑆 𝑃 𝑆 𝐴 𝑆 − 𝑆 𝑃 𝑆 < 0 

⇒  (𝑆 𝐴 𝑆 )  𝑃𝑇  (𝑆 𝐴 𝑆 ) - P < 0 

dir. 𝑆𝐴𝑆 = |𝐴 |  olduğu için 

⇒    |𝐴|𝑇 𝑃  |𝐴| − 𝑃 < 0 

elde edilir . Bu da  |𝐴 |  nın Schur diyagonal kararlı olmasına denktir.   

Örnek 2.20. 

 Aşağıdaki gibi bir 𝐴 matrisini ele alalım : 

𝐴 =   � 0.1 −0.6
−0.6 0.5 � 



23 
 

𝑆 =  𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(1 ,−1) olarak ele alınırsa |𝑆 | = 𝐼 olur. Söz konusu 𝑆 matrisi için  

𝑆𝐴𝑆 = �1 0
0 −1� �

0.1 −0.6
−0.6 0.5 � �1 0

0 −1� 

= �0.1 0.6
0.6 0.5� 

=  |𝐴 | 

olduğundan 𝐴 matrisi bir Morishima matrisidir .  

  Ayrıca 𝐴  nın özdeğerleri λ1 =  −0.332455  ve  λ2 = 0.932455 olduğundan 

|λi|< 1 (𝑖𝑖 = 1,2) olduğu için 𝐴 Schur kararlıdır. 

𝑃1 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(3.359173  , 5.426356) > 0 

pozitif diyagonal matrisi, keyfi 𝑄𝑄 > 0 için 

 𝐴𝑇 𝑃1 𝐴 −  𝑃1  + 𝑄𝑄 = 0  

Stein eşitsizliğinin bir çözümü olduğundan 𝐴 matrisi Schur diyagonal kararlıdır. 

Bunun yanı sıra , |𝐴 | için 𝑃2 =  𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(13.343984  , 23.865317) 

𝑄𝑄 =    �3 0
0 5�   >   0 

olmak üzere  Stein denkleminin pozitif belirli bir diyagonal çözümüdür. Buradan |𝐴 | 

Schur diyagonal kararlıdır. 

Örnek 2.21. 

Aşağıdaki gibi bir 𝐵 matrisi ele alınsın. 

𝐵 = � 0.12 −0.73
−0.73 0.004� 

𝑆 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(−1 , 1) olmak üzere 𝐵 matrisi için |𝑆 | =  𝐼 dır. 𝑆 matrisi ile 𝐵 matrisine 

gerekli işlemler yapıldığında 𝐵 matrisinin Morishima matrisi olduğu görülür. 

Gerçekten, 
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𝑆𝐵𝑆 = �−1 0
0 1� �

0.12 −0.73
−0.73 0.004� �

−1 0
0 1� 

= �0.12 0.73
0.73 0.004� 

= |𝐵 | 

olup 𝐵 matrisi bir Morishima matrisidir. 

𝐵  nin özdeğerleri λ1 =  −0.670300 ve  λ2 =  0.794300 olup birim disk 

içerisinde yer aldıklarından 𝐵 Schur kararlıdır. 

𝑃2 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(2.298019  , 2.227250) >  0 

diyagonal matrisi 

𝑄𝑄=�1 0
0 1� 

için 

 𝐵𝑇 𝑃2 𝐵 − 𝑃2  + 𝑄𝑄 = 0 

Stein eşitsizliğinin bir çözümü olduğundan 𝐵 matrisi Schur diyagonal kararlıdır. 

Bunun yanı sıra, |𝐵 | için de 𝑃2  Stein denkleminin pozitif belirli bir diyagonal 

çözümüdür. O halde |𝐵 | Schur diyagonal kararlıdır. 

Örnek 2.22. 

𝐶 = �
0.1 −0.3 −0.001
−0.2 0.5    0.006
−1 0.08    0.5

� 

matrisi için 𝑆 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(−1, 1, 1) olmak üzere 𝑆𝐶𝑆 = |𝐶 | olduğundan 𝐶 matrisi bir 

Morishima matrisidir. 

Aynı zamanda 𝐶 nin özdeğerleri 

-0.012347, 0.640284, 0.472062 

olduğundan 𝐶 Schur kararlıdır. 

𝑃3 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(2.718461, 2.075280, 1.336268) 
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için  

|𝐶|𝑇 𝑃  |𝐶 |  − 𝑃 = �
−1.27 0.39 0.67
0.39 −1.30 0.06
0.67 0.06 −1.00

� 

olup özdeğerleri -1.944803, -1.278296, -0.354267 negatif yani negatif belirlidir. 

Yani |𝐶 | Schur diyagonal kararlıdır. O halde Teorem (2.19) 𝐶 matrisi için sağlanır. 

2.5  Hankel Matrisleri 

 Polinom ve matris hesaplamaları arasındaki ilişkinin kullanıldığı uygulamalarda 

etkili sayısal çözüm algoritmaları geliştirmek için Hankel matrislerine sıkça 

rastlanılmaktadır. 

Tanım 2.23. 𝑛 × 𝑛 tipinde aşağıdaki gibi tanımlanan 𝐴 matrisine Hankel matrisi denir. 

𝐴   =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑎0 𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛−1  
𝑎1 𝑎2 𝑎3 … 𝑎𝑛
𝑎2 … … … …
… ⋯ … … 𝑎2𝑛−3
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛 … … 𝑎2𝑛−2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
    (2.5) 

Bir başka ifade ile 𝐴 =(𝑎𝑖𝑗) olmak üzere “ 𝑖𝑖 ≤ 𝑗 ise 𝑎𝑖𝑗=𝑎𝑖+𝑘 ,𝑗−𝑘   ,  

∀ 𝑘 = 0, … , 𝑗 − 1 özelliğini sağlayan matris tipidir.  

Tanımdan da anlaşıldığı gibi Hankel matrisi simetrik matristir. 

2×2 tipinde bir Hankel matrisi ele alınsın: 

𝐴=�𝑎0 𝑎1
𝑎1 𝑎2�    (2.6) 

gibi bir Hankel matrisi göz önünde bulundurulsun. 𝐴 nın Hurwitz kararlılığı için bir 

gerek ve yeter koşul aşağıdaki gibi elde edilmiştir. 

Teorem 2.24. (2.6) daki gibi bir 𝐴 matrisinin Hurwitz kararlı olması için gerekli ve 

yeterli koşul köşegen üzerindeki elemanların negatif olması ve 𝑑𝑒𝑡 𝐴 nın pozitif 

(𝑑𝑒𝑡𝐴 > 0) olmasıdır. 
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İspat: 𝐴 nın karakteristik denklemi  

𝑃( 𝜆) =   𝜆2 + (−𝑎0 − 𝑎2) 𝜆 + 𝑎0. 𝑎2 - 𝑎12 

olduğundan polinomlar için Hurwitz kriterinden 

𝑎0.𝑎2 - 𝑎12 > 0 ve −𝑎0 − 𝑎2 > 0     (2.7) 

olmalıdır. (2.7) nin birinci eşitsizliğinin solundaki ifade 𝑑𝑒𝑡𝐴 olduğundan 𝑑𝑒𝑡𝐴 > 0 dır. 

(2.7) nin birinci eşitsizliğinden  

𝑎0.𝑎2 - 𝑎12 > 0  ⇒   𝑎0.𝑎2> 𝑎12 > 0 

dır. Yani 𝑎0 ile 𝑎2 aynı işaretli olmalıdır. Bir başka ifade ile köşegen üzerindeki 

elemanlar aynı işaretli olmalıdır. 

(2.7) nin ikinci eşitsizliğinden  

𝑎0 + 𝑎2 < 0 

dolayısıyla 𝑎0 ile 𝑎2 aynı işaretli olduğundan 𝑎0 ve  𝑎2 negatif olmalıdır. 

Örnek 2.25. Şimdi de bir Hankel matrisi örneğini göz önüne alınırsa, 

𝐴 =       �−1 1
1 −2� 

Teoremden (2.24) den dolayı 𝐴 matrisi Hurwitz kararlıdır. 

Gerçekten de   

𝑑𝑒𝑡𝐴 = (−1). (−2) − 12 = 1 > 0 

ve köşegen üzerindeki elemanları negatif olup Teorem (2.24) ün koşulları sağlanır. 

Uyarı: Teorem (2.24) ün ispatı matrisler için Sylvester kriterini kullanarak da 

görülebilir. 

Gerçekten , Sylvester kriterine göre  

𝑎0 < 0 ve det 𝐴 > 0 

olmalıdır. Buradan  
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det 𝐴 = 𝑎0.𝑎2 - 𝑎12 > 0 

⇒   𝑎0.𝑎2 > 𝑎12 > 0 

 𝑎0 negatif olduğu için 𝑎2 de negatif olmalıdır. 

Teorem 2.26. (Cross, 1978) 

Reel 2×2 lik 

𝐴  =   �
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4� 

matrisinin Hurwitz diyagonal kararlı olması için gerekli ve yeterli koşul  

𝑎1 < 0   ,     𝑎4 < 0  𝑣𝑒   𝑎1.𝑎4 − 𝑎2.𝑎3 > 0 

olmasıdır. 

Teorem (2.24) ve Teorem (2.26) gösterir ki 2 × 2 lik reel Hankel matrisleri için 

Hurwitz kararlılık ile Hurwitz diyagonal kararlılık denktir. 

Örnek 2.27.  

𝐵 =  �−2 3
3 −5� 

Hurwitz kararlı mı incelensin: 

det 𝐵 = (−2). (−5) − 32 = 1 > 0 

ve köşegen elemanları negatif olup Teorem (2.26) dan Hurwitz kararlıdır. Gerçekten 𝐵 

nin özdeğerleri -0.145898, -6.854101 dir. 

Hurwitz diyagonal kararlılığı incelensin: 

 Teorem (2.26) nın koşullarının sağlandığı görülmüştü. 

Gerçekten 

𝑃 = 𝑑𝑖𝑖𝑎𝑔(1.66,−0.66) 

matrisi için 𝐵𝑇𝑃 + 𝑃𝐵 negatif belirlidir. Dolayısıyla Hurwitz diyagonal kararlıdır. 
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Görüldüğü gibi Hurwitz kararlı olan 𝐴 matrisi aynı zamanda Hurwitz diyagonal 

kararlıdır. 

Örnek 2.28.  

𝐴=    �−1 1
1 −2� 

Hankel matrisi göz önünde bulundurulsun. 

Teorem (2.24) den dolayı Hurwitz kararlıdır. 2×2 lik reel Hankel matrisi için 

Hurwitz kararlılık ile Hurwitz diyagonal kararlılık denk olduğu için ele alınan 𝐴 matrisi 

Hurwitz diyagonal kararlıdır.                                                                       

Eğer 𝐴 matrisine (I − A)−1(I + A) Cayley Dönüşümü uygulanırsa  

𝐵=  �0.2 0.4
0.4 −0.2� 

şeklindeki başka bir Hankel matrisi elde edilir. Bu matris (Taussky,1964) de yer alan 

Cayley dönüşümü ile ilgili teoreme göre Schur kararlıdır. 

Gerçekten de 

𝑃 =  � 1.083 −0.291
−0.291 1.791 � > 0 

ve 

𝑄𝑄 =  � 0.8 −0.2
−0.2 1.5 � > 0 

matrisleri için 𝐵𝑇𝑃𝐵 − 𝑃 =  −𝑄𝑄 Stein denklemi sağlanır. Buradan 𝐵 matrisi Schur 

kararlı olur. 

Ayrıca yine Cayley dönüşümü ile ilgili teoremden B nin Schur diyagonal 

kararlı olduğu söylenebilir. 

Gerçekten de  

P =   �1.25 0
0 1.25� >0 
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ve 

𝑄𝑄 = 𝐼 > 0 

için Stein denklemi sağlanır. Dolayısıyla 𝐴 ya Cayley dönüşümü uygulanması ile elde 

edilen B matrisi aynı zamanda Schur diyagonal kararlıdır.  

Tanım 2.29. (Aralık Hankel Matris Ailesi) 

𝒜 = ��
𝑎1 𝑎2
𝑎3 𝑎4�  :  𝑎1 ∈  [𝑎1−   ,   𝑎1+], 

𝑎2 ∈ [𝑎2−   ,   𝑎2+], (2.8) 

𝑎3 ∈  [𝑎3−   ,   𝑎3+],    

𝑎4 ∈  [𝑎4−   ,   𝑎4+]  } 

şeklinde 𝒜 aralık matris ailesi verilsin. Eğer ailedeki tüm matrisler Hankel matrisi ise 

bu aileye aralık Hankel matris ailesi denir. 

Eğer 𝒜 ailesindeki tüm matrisler Hurwitz diyagonal kararlı ise aileye gürbüz 

Hurwitz diyagonal kararlıdır denir. 

Aralık Hankel matris ailesinin gürbüz Hurwitz kararlılığı ile ilgili bir teorem 

aşağıdaki gibi incelenmiştir (Yıldız vd. ,2014): 

Teorem 2.30. 

𝒜 = �
  
  �
𝑎1 𝑎2
𝑎2 𝑎3� :     𝑎𝑖 ∈  [𝑎𝑖−   ,   𝑎𝑖+], i=1,2,3}  (2.9) 

aralık Hankel matris ailesinin gürbüz Hurwitz diyagonal kararlı olması için gerek ve 

yeter koşul 

 𝑎1+ < 0 , 𝑎3+ < 0 ve 𝑎1+.𝑎3+ >  𝑚𝑎𝑥{𝑎22}  (2.10) 

olmasıdır. 

İspat: Teorem (2.26) dan dolayı her 𝑎 = (𝑎1,𝑎2,𝑎3) ∈  [𝑎1−   ,   𝑎1+] × [𝑎2−   ,   𝑎2+] ×

[𝑎3−   ,   𝑎3+] için 
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𝑎1 < 0, 𝑎3 < 0, 𝑎1𝑎3 − 𝑎22 > 0 

ya da 

𝑚𝑎𝑥𝑎1 < 0,  𝑚𝑎𝑥𝑎3 < 0, 𝑚𝑖𝑖𝑛{𝑎1𝑎3} −  𝑚𝑎𝑥{𝑎22} > 0 

ya da Teorem (1.10) gereği maksimum uç noktalarda hesaplandığından 

 𝑎1+ < 0 , 𝑎3+ < 0 ve 𝑎1+.𝑎3+ >  𝑚𝑎𝑥{𝑎22} 

dır. 𝑚𝑎𝑥{𝑎22} ≥ 0 olduğundan 𝑎1+.𝑎3+ > 0 olmalıdır. Buradan da köşegen 

elemanlarının sağ uç noktaları negatif olmalıdır. 

Örnek 2.31. 

𝒜 = �
[−1,−0.5] [−0.4,0]

[−0.4,0] [−0.5,−0.1]� 

ailesi için  𝑎1+ = −0.5 < 0 , 𝑎3+ = −0.1 < 0 olup (2.10) daki ilk iki koşul sağlanır. 

Ancak  𝑎1+.𝑎3+ = 0.05 ve 𝑚𝑎𝑥{𝑎22} = 0.16 olup 0.05 ≯ 0.16 olduğundan Teorem 

(2.30) gereği aile gürbüz Hurwitz kararlı değildir. 

Gerçekten; 𝒜 ailesinde rastgele alınan bir 

𝐴 = �−0.517 −0.336
−0.336 −0.111� 

matrisinin özdeğerleri -0.707985, 0.078666 olup hepsi sol yarı düzlemde yer 

almazlar. Dolayısıyla 𝐴 Hurwitz kararlı değildir. 𝐴 Hankel matrisi ve Hankel 

matrislerinde Hurwitz kararlılık ile Hurwitz diyagonal kararlılık denk olduğu 

biliniyor. O halde 𝐴 Hurwitz kararlı olmadığından Hurwitz diyagonal kararlı 

değildir. 𝒜 ailesindeki her eleman Hurwitz diyagonal kararlı değildir. Buradan ailenin 

gürbüz Hurwitz diyagonal kararlı olmadığı söylenebilir. 
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3 ARALIK METZLER MATRİS AİLELERİNİN KARARLILIK 

PROBLEMLERİ 

Bu bölümde 𝑛 inci dereceden Metzler aralık sistemleri için Lyapunov matris 

eşitsizliğinin ortak diyagonal çözümlerinin varlığı problemi dikkate alındı. Bu anlamda 

Hurwitz (diyagonal) kararlılık için basit bir gerek ve yeter koşul elde edildi. Ayrıca elde 

edilen teorik sonucun uygulanabilirliğini göstermek için yeterince sayısal örneğe yer 

verildi. 

Tanım 3.1.  (Aralık Metzler Matris Ailesi) 

Eğer 𝑛 × 𝑛 boyutlu bir matriste her eleman bir parametreye bağlı olarak 

değişiyorsa bu aileye matris ailesi denir. 𝑄𝑄 belirsizlik parametresi olmak üzere 𝐴(𝑞𝑞) ile 

gösterilir. Yani; 

𝐴(𝑞𝑞) =  {𝑎𝑖𝑗  (𝑞𝑞)    ∶      𝑞𝑞 ∈ 𝑄𝑄}       (3.1) 

Genellikle 𝑄𝑄,   ℝ ℓ uzayında bir kutu olarak alınmaktadır. 

𝑄𝑄 = {q = (𝑞𝑞1, … , 𝑞𝑞ℓ )  ∈   ℝ ℓ : 𝑞𝑞𝑖− ≤  𝑞𝑞𝑖   ≤  𝑞𝑞𝑖+ ,   i=1,2,…,ℓ   } 

Eğer 𝑄𝑄 bir kutu ve (3.1) ailesindeki tüm matrisler Metzler matrisi ise bu aileye 

aralık Metzler ailesi adı verilir. 

 Bu bölümde elde edilen sonuç için kullanılacak olan (Shorten v.d., 2009)’ da yer 

alan tersinir bir 𝐴 ∈  ℝ 𝑛×𝑛 matrisinin bir parçalanışını elde eden prosedür aşağıdaki 

gibidir: 

Prosedür 3.2. 

𝐴 =�
𝐴𝑛−1 𝑏𝑛−1
𝑐𝑛−1𝑇 𝑑𝑛−1

�  (3.2) 

Burada (𝑛 − 1) alt indisi matrisin boyutunu temsil etmek üzere 𝐴 ∈  ℝ(𝑛−1)×(𝑛−1)   , 

𝑏𝑛−1  ,  𝑐𝑛−1𝑇  ∈ ℝ(𝑛−1)  ve   𝑑𝑛−1 ∈ ℝ  dir.  𝑑𝑛−1 ≠ 0 olsun. Bu durumda 𝐴−1 nin de 

parçalanışı aşağıdaki gibi olacaktır. 
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 𝐴−1= �
𝐵𝑛−1 ı𝑛−1
𝑚𝑛−1
𝑇 𝛾𝑛−1

�    (3.3) 

Burada  𝐵𝑛−1 ∈ ℝ(𝑛−1)×(𝑛−1) ,   ı𝑛−1   ,  𝑚𝑛−1
𝑇  ∈ ℝ(𝑛−1) ve   𝛾𝑛−1 ∈ ℝ dir. 

𝐴. 𝐴−1 = Ι𝑛   (Ι𝑛,   ℝ 𝑛×𝑛’de birim matrisi temsil etmektedir.) olduğu için doğrudan 

𝐵𝑛−1=(𝐴𝑛−1  −  𝑏𝑛−1𝑐𝑛−1
𝑇

𝑑𝑛−1
 )−1    (3.4) 

ve buradan da  

𝐵𝑛−1−1  = (𝐴𝑛−1  −  𝑏𝑛−1𝑐𝑛−1
𝑇

𝑑𝑛−1
)    (3.5) 

elde edilir.  

Bundan sonra kolaylık sağlaması açısından   𝐵𝑛−1−1 = 𝐴[𝑛 − 1] ile 

gösterilecektir. 

Şimdi aşağıdaki gibi bir 𝒜 aralık Metzler ailesi göz önünde bulundurulsun. 

𝒜={𝐴=  (𝑎𝑖𝑗  ) ∈ ℝ𝑛×𝑛 : 𝑈−≤ 𝐴 ≤ 𝑈+ , ∀ i ≠  j  𝑖𝑖ç𝑖𝑖𝑛 𝑎𝑖𝑗− ≥  0, ∀ i için   𝑎𝑖𝑖+ < 0  } (3.6) 

(Burada 𝑈− = (𝑎𝑖𝑗
−) ve 𝑈+ = �𝑎𝑖𝑗+� sabit matrislerdir). 

Teorem 3.3. (3.6) daki gibi bir aralık Metzler ailesi verilsin. Bu aile için ortak Hurwitz  

diyagonal çözümün var olması için gerek ve yeter koşul 𝑈 matrisi sağ uç matris olmak 

üzere 𝑈 nun Prosedür (3.2) ile ortaya çıkan tüm alt matrislerinin negatif diyagonal 

elemanlara sahip olmasıdır. 

İspat (⟹:) (3.6) ailesinin bir ortak Hurwitz diyagonal çözümü var olsun. 𝑈 sağ uç 

matrisinin parçalanışı Prosedür (3.2) deki gibi ele alınsın ve 

𝑈 = �
𝑈𝑛−1 𝑣𝑛−1
𝑤𝑛−1

𝑇 𝑧𝑛−1
�  

olsun. (Burada 𝑈𝑛−1 ∈ ℝ(𝑛−1)×(𝑛−1) ,  𝑣𝑛−1 ,  𝑤𝑛−1 𝑇 ∈ ℝ(𝑛−1)  ve   𝛾𝑛−1 ∈  ℝ ) dir. 

             𝑈 𝒜 ailesinin bir elemanı olduğundan Hurwitz diyagonal karalıdır. U nun 

Hurwitz diyagonal kararlı olması için gerekli ve yeterli koşul 𝑈𝑛−1 ile 𝑈[𝑛 − 1] in bir 

ortak diyagonal Lyapunov fonksiyona sahip olmasıdır (Shorten v.d., 2009) . Buna denk 
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olarak da 𝑈[𝑛 − 1] Metzler olduğu için  𝑣𝑛−1 ,  𝑤𝑛−1
𝑇 negatif olmayan girdilere sahip 

olduğundan 𝑈[𝑛 − 1] Hurwitz diyagonal kararlıdır. (𝑈[𝑛 − 1] in 

𝑈[𝑛 − 1]=𝑈𝑛−1  −   𝑣𝑛−1 . 𝑤𝑛−1 𝑇
𝑧𝑛−1

 

tanımı göz önünde bulundurulduğunda ve Lyapunov teoremini de kullanarak bu 

görülür.) 

Bir Metzler matrisinin köşegen üzerinde olmayan elemanlarının negatif 

olmamasından dolayı söz konusu matrisin Hurwitz kararlılığı köşegen elemanların 

negatif olmasıdır. Dolayısıyla 𝑈[𝑛 − 1] in köşegen elemanları negatif olmak 

zorundadır. Aynı sebepten dolayı 𝑈[𝑛 − 1] in Hurwitz diyagonal kararlı olması için 

gerekli ve yeterli koşul 𝑈[𝑛 − 2]  in Hurwitz kararlı olmasıdır. Buradan 𝑈[𝑛 − 2]  nin 

de köşegen elemanları negatif olmak zorundadır. Bu şekilde işlemler tekrar edilirse 𝑈 

nun Hurwitz kararlı olması durumunda 𝑈[1] ,…, 𝑈[𝑛] matrislerinin köşegen 

elemanlarının negatif olduğu elde edilir. 

(⟸: ) 𝑈 matrisi için 𝑈[1], …, 𝑈[𝑛] alt matrislerinin köşegen üzerindeki 

elemanlarının kesin negatif olduğu kabul edilsin. Bu durumda 𝑈[𝑖𝑖], ( ∀𝑖𝑖 = 1, … ,𝑛) 

matrisleri Metzler matrisleri olduklarından Hurwitz kararlıdır. 𝑈[𝑛] =  𝑈 idi dolayısıyla 

𝑈 matrisi de Hurwitz kararlıdır. 

𝑈 matrisinin yapısından dolayı 

𝑈 +  𝜆𝐼 ≥ 0  (3.7) 

olacak şekilde pozitif bir 𝜆 sayısı her zaman bulunabilir. Ayrıca 

𝑈 +  𝜆𝐼 − 𝜆𝐼 = 𝑈 

dır. 𝑈 matrisi Hurwitz kararlı bir Metzler matrisi olduğu için Teorem (2.13) gereği 

𝜎(𝑈 +  𝜆𝐼) < 𝜆  (3.8) 

eşitsizliği sağlanır. (𝜎(. ) spektral yarıçap idi.) 

 Şimdi (3.6) ailesinde keyfi bir 𝐴 matrisi ele alınsın. 𝑈 uç matris olduğu için ve 

𝜆 > 0 olduğu için 
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0 ≼ 𝐴 + 𝜆𝐼 ≼ 𝑈 + 𝜆𝐼  (3.9) 

dır. 

 (“≼” sembolü 𝑛 × 𝑛 boyutlu 𝑋 = (𝑥𝑖𝑗) ve 𝑌 = (𝑦𝑖𝑗) matrisleri için “∀ 𝑖𝑖, 𝑗 =

1,2, … ,𝑛 için 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑦𝑖𝑗” anlamındadır.) 

(Bhattacharyya vd., 1995) de yer alan “𝑋,𝑌 ∈ ℝ𝑛×𝑛 için 0 ≼ 𝑋 ≼ 𝑌 ise 𝜎(𝑋) ≤ 𝜎(𝑌) 

dir” teoreminden dolayı. 

𝐴 +  𝜆𝐼 ≼ 𝑈 + 𝜆𝐼 

ise  

𝜎(𝐴 +  𝜆𝐼) ≤ 𝜎(𝑈 + 𝜆𝐼) 

dır. Dolayısıyla (3.8) eşitsizliğinden  

𝜎(𝐴 +  𝜆𝐼) ≤ 𝜎(𝑈 + 𝜆𝐼) < 𝜆 

yani 

𝜎(𝐴 +  𝜆𝐼) < 𝜆 

elde edilir. Yine Teorem (2.13) gereği ve 𝐴 Metzler matrisi olduğundan 𝐴 Hurwitz 

kararlıdır. Metzler matrisler için Hurwitz kararlılık ile Hurwitz diyagonal kararlılık denk 

olduğu için aynı zamanda 𝐴 Hurwitz diyagonal kararlıdır. 

 𝐴 ∈  𝒜 keyfi olduğundan 𝐴 ailesi için ortak Hurwitz diyagonal çözüm vardır. 

Örnek 3.4. Aşağıdaki gibi bir 

𝒜=   �
[−4,−3] [  0 , 1   ] [  1 , 2  ]
[  0 , 1 ] [−7,−6] [  0 , 1  ]
[  1 , 3  ] [  0 , 2  ] [−8,−6 ] 

� 

aralık Metzler matris ailesi göz önünde bulundurulsun. Bu aileye Teorem (3.3) 

uygulandığında ailenin ortak Hurwitz diyagonal çözümün var olduğu elde edilir. 
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Bu aile için sağ uç matris 

𝑈= �
−3 1 2
1 −6 1
3 2 −6

� 

şeklindedir. 𝑈[2] ve 𝑈[1] matrisleri Prosedür 3.2. deki gibi bulunsun:  

𝑈2= �−3 1
1 −6� ,     𝑏2=�21� ,     𝑐2=�32� ,     𝑑2=-6 

şeklindeki matrisler elde edilir. Burada  

𝑈[2] =𝑈2 −  𝑏2𝑐2
𝑇

𝑑2
 

olmak üzere 

𝑈[2]=� −2 1.67
1.50 −5.67� 

dir. 𝑈[2] nin köşegen elemanları negatif dolayısıyla Hurwitz diyagonal kararlıdır. 

𝑈[1] için: 

𝑈1=-2,      𝑏1= 1.67,      𝑐1= 1.50,      𝑑1= -5.67  

olup 

𝑈[1] = 𝑈1  −  𝑏1𝑐1
𝑇

𝑑1
 

olmak üzere 

𝑈[1] = -1.56 

dir. 

Bulunan değer 𝑈[2] de olduğu gibi negatif olduğundan Hurwitz diyagonal kararlıdır. 
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Örnek 3.5.  

𝒜=    �

[−12,−10] [0, 1 ] [  1, 2  ] [ 1, 3 ]
[  0, 1 ] [ −9,−8] [ 4 , 6 ] [ 1 , 2 ]   
[0, 1 ]    [ 1, 2 ] [−15,−12] [ 0, 3  ] 

 [−1, 1 ] [ 2 , 4 ] [ 3, 5  ]  [ −6,−5

� 

gibi bir aralık Metzler matris ailesi için 𝑈 sağ uç matrisi  

𝑈 = �

−10 1 2 3
1 −8 6 2
1 2 −12 3
1 4 5 −5

� 

şeklindedir. 

Şimdi 𝑈[3], 𝑈[2] ve 𝑈[1] matrisleri prosedürdeki gibi bulunsun.  

𝑈[3] için: 

𝑈3=�
−10 1 2

1 −8 6
1 2 −12

�, 𝑏3=�
3
2
3
�, 𝑐3=�

1
4
5
�,       𝑑3=-5  

olduğundan 𝑈[3] tanımı gereği 

𝑈[3]=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡−

47
5

17
5

5
7
5

− 32
5

8
8
5

22
5

−9⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
 

olup köşegen elemanları negatiftir. Dolayısıyla 𝑈[3] Hurwitz diyagonal kararlıdır.  

 𝑈[2] için: 

𝑈2=�
− 47

5
17
5

7
5

− 32
5

�,       𝑏2=�58�,       𝑐2=�
8
5
22
5

�,      𝑑2=-9 

olup 𝑈[2]  aşağıdaki gibi yazılabilir. 
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U[2] = 𝑈2  −  𝑏2𝑐2
𝑇

𝑑2
  = � 

−383
45

263
45

127
45

−112
45

� 

şeklinde olup Hurwitz diyagonal kararlıdır. 

Aynı şekilde 𝑈[1] için: 

𝑈1= −383
45

,       𝑏1=263
45

,       𝑐1= 127
45

,       𝑑1= −112
45

   

𝑈[1] matrisinin girdileri olup 

𝑈[1] = 𝑈1  −  
𝑏1𝐶𝑇1
𝑑1

 = -1.883 

dır. 

              𝑈[1], 𝑈[2]  ve 𝑈[3] alt matrislerinin negatif diyagonal elemanlara sahip olduğu 

görülür. Dolayısıyla Teorem (3.3) den dolayı ele alınan aile Hurwitz kararlıdır. 

Görüldüğü gibi tek bir matristen tüm ailenin kararlılığı elde edildi. 

Örnek 3.6. 

5 × 5 lik aralık Metzler matris ailesi aşağıdaki gibi verilsin. 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
[−18,−13.57]   [1, 2.43]  [  2, 3  ] [ 1, 7.86 ]  [  2, 5.43  ] 

[  0, 1.21 ] [ −19,−14.79] [ 4 , 7 ] [ 1 , 6.93 ] [ 1 , 2.21 ] 
[0, 1.07 ] [ 1, 1.07 ]  [−15,−14] [0,1.64]      [ 0, 1.07  ] 

[−1, 2.07 ] [ 2 , 3.07] [ 3, 4  ] [−15,−13.36  ] [ 0, 1.07  ]
[−1, 1.5 ]  [ 2 , 2.5]  [ 3, 4  ]  [−15, 9.5 ] [ −9,−8.5] ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

aralık Metzler matris ailesi göz önüne alınırsa, bu aile için 𝑈 matrisi, 

𝑈 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
−13.57 2.43 3 7.86 5.43

1.21 −14.79 7 6.93 2.21
1.07 1.07 −14 1.64 1.07
2.07 3.07 4 −13.36 1.07
1.5 2.5 4 9.5 −8.5⎦

⎥
⎥
⎥
⎤
 

şeklindedir. 

𝑈[4], 𝑈[3],𝑈[2] ve 𝑈[1] matrisleri Prosedür (3.2) gibi hesaplansın. 
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𝑈4=�

−13.57 2.43 3 7.86
1.21 −14.79 7 6.93
1.07 1.07 −14 1.64
2.07 3.07 4 −13.36

�,  𝑏4=�

5.43
2.21
1.07
1.07

�, 𝑐4=�

1.5
2.5
4

9.5

�, 

𝑑4=-8.5 olduğundan 𝑈[4] aşağıdaki gibidir. 

U[4]=�

−12.61 4.03 5.55 13.92
1.61 −14.13 8.04 9.40
1.26 1.39 −13.50 2.84
2.26 3.39 4.50 −12.16

� 

𝑈[4] ün köşegen elemanları negatiftir, buradan Hurwitz diyagonal kararlı olduğu 

görülür.  

U[3] için: 

 𝑈3=�
−12.61 4.03 5.55

1.61 −14.13 8.04
1.26 1.39 −13.50

�, 𝑏3=�
13.92
9.40
2.84

�, 𝑐3=�
2.26
3.39
4.50

�,  𝑑3=-12.16  

olup 𝑈[3] aşağıdaki gibidir. 

U[3]=�
−10.02 7.90 10.71

3.35 −11.52 11.53
1.79 2.18 −12.44

� 

 

𝑈[3] ün köşegen elemanları negatif olduğundan Hurwitz diyagonal kararlıdır.  

𝑈[2] için: 

𝑈2=�−10.02 7.90
3.35 −11.52�, 𝑏2=�10.71

11.53�, 𝑐2=�1.79
2.18�,  𝑑2=-12.44 

şeklindedir. Buradan 𝑈[2]  aşağıdaki gibi olup Hurwitz diyagonal kararlıdır. 

𝑈[2] = � −8.49 9.78
5.01 −9.50� 

Aynı şekilde 𝑈[1] hesaplandığında  

𝑈1= -8.49,      𝑏1=9.78, 𝑐1= 5.01 ,     𝑑1= -9.50  
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olup 

𝑈[1] = -3.33 

dir.  

𝑈[1], 𝑈[2] , 𝑈[3] ve 𝑈[4] alt matrislerinin negatif diyagonal elemanlara sahip 

olduğu görülür. Dolayısıyla Teorem (3.3) den dolayı aile Hurwitz kararlıdır.  
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5 SONUÇ 

Bu çalışmada bazı özel tipteki matrisler ve matris aileleri üzerinde çeşitli 

kararlılık kavramı ile ilgili temel tanım ve teoremler ele alınıp, 𝑛 × 𝑛  boyutlu 

sistemlerin kararlılık problemleri matris ve matris aileleri yardımıyla incelenmiştir. 

İletişim ağları, ekonomi, kodlama teorisi gibi birçok alanda uygulamaları olan 

quasidominant, Metzler, Checkerboard, Hankel, Morishima matrislerinin çeşitli 

kararlılık problemleri incelenmiş ve bu matris türlerinden bazılarını daha da genişleterek 

aralık matris aileleri olmaları durumunda kararlılıkları için basit birkaç gerek ve yeter 

koşul elde edilmiştir. Bu sonuçlar örnekler üzerinde açıklanmıştır. 
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