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ON SOz
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kiymetli danisman hocam Sayin Dr. Ogr. Uyesi Mehmet SOLGUN’a ¢ok tesekkiir ederim.

Bugiinlere gelmemde maddi ve manevi destegini higbir zaman eksik etmeyen aileme

ve abim Abdulsamet KARABABAya minnettarim.

Yasemin KARABABA



OZET

HEMEN HEMEN KOMPLEKS B-METRIiK YAPILARI iNSA ETMENIN DOGAL
BiR YOLU

Bu ¢alisma bes boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde giris kismina yer verilmistir. ikinci
boliimde diizgiin manifoldlar ve tizerindeki temel yapilar verilmis ve bu yapilar kullanilarak
Riemann manifoldlari, hemen hemen kompleks manifoldlar ve hemen hemen kontakt

manifoldlardan bahsedilmistir.

Uciincii boliimde hemen hemen kontakt B-metrik manifoldlar calisiimis ve bu manifoldlarin
temel tensoriine dair yapilan siniflandirmalar verilmistir. Dordiincti boliimde hemen hemen
kompleks B-metrik manifoldlar ve bu manifoldlarin siniflandirilmasi incelenmistir. Ayrica
hemen hemen kompleks B-metrik yapidan hemen hemen kontakt B-metrik yapi elde

edilmistir.

Son olarak besinci boliimde ise hemen hemen kontakt B-metrik yapidan hemen hemen

kompleks B-metrik yap1 kurulup bu yapilarin bazi siniflar1 arasindaki iligkiler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen kompleks B-metrik yapi, Hemen hemen kontaktB-metrik

yapi, Norden metrik



ABSTRACT
A NATURAL WAY TO CONSTRUCT AN ALMOST COMPLEX B-METRIC
STRUCTURE

This work consists of five chapters. In the first chapter introduction part has been presented.
In the second chapter, basic structures defined over smooth manifolds are given and by using
these structures Riemannian manifolds, almost complex manifolds, almost contact manifolds

are mentioned.

In the third chapter, almost contact B-metric manifolds have been studied and the classificati-
ons of the basic tensor of these manifolds are given. In the fourth chapter, almost complex
B-metric manifolds and the classifications of these manifolds have been examined. In addition,
the almost contact B-metric structure have been obtained from the almost complex B-metric

structure and the classes in which these two structures are equivalent are given.

Finally, in the fifth chapter, the almost complex B-metric structure are obtained from the
almost contact B-metric structure is established and the connections between some classes of
these structure are investigated.

Key Words: Almost complex B-metric structure, Almost contact B-metric structure, Norden

metric



ICINDEKILER

Sayfa No

ON SOZ ... i
OZET ......o oo I
AB ST RACT ettt R e ii
ICINDEKILER............ooviiiitieeeeceeeeeee ettt sttt s st iv
SIMGELER LISTESI .......coviiiiiiiiiiicsses st v
Lo GERIS ..ottt ettt ettt ettt ettt et ettt ettt 1
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ... 2
2.1. Diizgiin ManifoldIar ................ccoooviiiiiiii e 2

2.2. Riemann Manifoldlar................ccccco oo 7

2.3. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar..............ccccooovieiiiiiic i 9

2.4. Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar.............c.cccooiiiiiiinicee, 10

3. HEMEN HEMEN KONTAKT B-METRIK MANIFOLDLAR........c.cccoccovvniininnianens 14
4. HEMEN HEMEN KOMPLEKS B-METRIK MANIFOLDLAR .........c.cccooconiiniinnenn. 21
4.1. Hemen Hemen Kompleks B-Metrik Manifoldlar..............c.ccccoocoiviiiiciiennnn, 21

4.3. Hemen Hemen Kompleks B-Metrik Yapidan Hemen Hemen Kontakt B-
Metrik Yapr1 Elde Etme..............cccoooiiiiiiee e 26

5. HEMEN HEMEN KONTAKT B-METRIK YAPIDAN HEMEN HEMEN
KOMPLEKS B-METRIK YAPI KURMA .........ccccooiiiiiiiieiiieieiese e 33

KAYNAKLAR ... 47



SIMGELER LIiSTESI

: Reel vektor uzayi

: Diizgiin manifold

N
(¢.6m)
(M,$,&,1,9):

J

(M, J.h)

¢

: Vektor alanlar1 uzay1
: 1- formlar uzay1
: Tensor alanlar1 uzay1

: Diizgiin fonksiyonlar kiimesi
: Riemann (semi-Riemann) metrik

: Kontakt (hemen hemen kontakt) manifoldun kovaryant tiirevi

: Kompleks (hemen hemen kompleks) manifoldun kovaryant tiirevi

: Hemen hemen kontakt manifoldun Nijenhuis tensorii
: Hemen hemen kompleks manifoldun Nijenhuis tensorii

: Hemen hemen kontakt yap1

Hemen hemen kontakt metrik manifold

: Hemen hemen kompleks yap1

: Hemen hemen kompleks metrik manifold

: (1,1) tensor

> 1-form

: Vektor alan

: D1s tlirev

: Ko-tiirev

: Hemen hemen kontakt B-metrik manifoldlarin siniflari

: Hemen hemen kompleks B-metrik manifoldlarin siniflar



1.GIRIS

Kompleks manifoldlara ait ¢aligsmalar, 1930 yilinda J. A. Schouten ve D. Van
Dantzng’in Riemann metrigi ve afin konneksiyona sahip manifoldlarin diferensiyel
geometrisindeki sonuglar1 bu wuzaylara tasimalariyla baslar. Bu g¢alismada simetrik
konneksiyon ile birlikte Hermityen adi verilen uzay elde edilir. 1933 yilinda bunlardan
bagimsiz olarak E. Kaehler tarafindan bugiin Kaehler manifoldlar adi verilen ayni
konneksiyonlu manifoldlar ortaya konur. Kaehler manifoldlarin diferensiyel geometrisi
tizerine S. Bochner, H. Guggenheimer, A. Licherowicz vb. matemetikgiler ¢alismalarda
bulunurlar. A. Weil 1947 ve 1950 yillarinda yayinlanan ¢alismalarinda bu konuya farkli bir
noktadan yaklasarak kompleks manifoldda karesi eksi birime esit olan (1,1) mertebeli
tensoriin varligint ortaya koyar. C. Ehresman 1947 ve 1950 yillarindaki ¢aligsmalarinda bu
tensoOrii kullanarak ¢ift boyutlu diferensiyellenebilir manifold olan hemen hemen kompleks
manifoldlar1 tanimlar. Bir kompleks manifoldun hemen hemen kompleks manifold oldugu
fakat bunun tersinin dogru olmadig goriiliir. Buradan hareketle C. Ehresman ve P. Liberman
bir hemen hemen kompleks yapinin kompleks yap1 olmasi iizerinde ¢aligmalarda bulunurlar.
Bu problemin ¢oziimiinde A. Nijenhuis tarafindan tanimlanan Nijenhuis tensor alan1 6nemli

bir rol oynar.

Ganchev ve Borisov (1986) ¢ift boyutlu hemen hemen kompleks manifoldlar tizerinde

J kompleks yapisint  J 2(X ) =-—X ve (n, n) tipindeki h semi-Riemann metrigini
h(J (X), J (Y)) = —h(X ,Y) seklinde tammlayarak hemen hemen kompleks B-metrik

manifoldlar1 kurmus ve 3 temel sinifa ayirrmistir. Daha sonra Ganchev, Mihova ve Gribachev
(1993) ¢ift boyutlu hemen hemen kompleks manifoldlarin tek boyutlu hemen hemen kontakt

manifoldlarin dogal bir genislemesi olarak diistiniilebilirligini vurgulamis ve hemen hemen

kontakt manifoldlar {izerinde belli kosullar1 saglayan (n +1, n) tipinde g semi-Riemann

metrigini tanimlayarak hemen hemen kontakt B-metrik manifoldlar: insa etmis ve 11 temel

siifa ayirmistir.

Bu calismada hemen hemen kontakt B-metrik manifolddan hemen hemen kompleks
B-metrik manifold elde edilmis olup bu yapilarin bazi siniflarinin denk oldugu gosterilmis ve

bu iki yapinin kovaryant tiirevleri cinsinden birbirleriyle iliskisi incelenmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu bolimde diizgiin manifoldlar, Riemann manifoldlari, hemen hemen kompleks
manifoldlar ve hemen hemen kontakt manifoldlar ile ilgili temel tanim ve kavramlar

verilmistir.
2.1. Diizgiin Manifoldlar

Tanmm 2.1.1. Bir M topolojik uzaymnda asagidaki kosullar saglandig: taktirde M ye bir (n-
boyutlu) topolojik manifold denir (Lee, 2003: 3).

1) M Hausdorff wuzayidir. (Yani her p,qeM farkli noktalarimin ayrik

komguluklar1 mevcuttur.)
2) M ikinci sayilabilir uzaydir. (Yani sayilabilir bir tabana sahiptir.)
3) M (n-boyutlu) lokal Oklidyendir. (Yani her bir pe M noktasmm bir U agik

komsulugu R"nin bir agik alt kiimesine homeomorftur.)

Burada ti¢giincii kosul su sekilde de agiklanabilir. Her p € M noktasi igin

i) Her peM noktasiigin peU olacak sekilde bir U — M agik alt kiimesi,
i) R" nin bir U cR" acik alt kiimesi,

iii)  Bir ¢:U > ¢(U)=U" homeomorfizmi mevcuttur.
(U , (p) ikilisine de M nin ( p noktasinda) bir haritas1 (koordinat komsulugu yada koordinat

sistemi) denir. Boylece bir n- boyutlu M topolojik manifoldunun her bir p noktasi igin bir n-

boyutlu (U : (p) haritas1 mevcuttur.

Ornek 2.1.2 R" uzay bir n-boyutlu topolojik manifolddur.
Ispat R" uzay: bir metrik uzaydir ve her metrik uzay bir Hausdorff uzay oldugundan R" bir
Hausdorff uzaydir. R" , {(a, b) |la,beR,a< b} seklinde sayilabilir bir tabana sahip

oldugundan ikinci sayilabilir uzaydir. R" nin kendisi agik oldugundan |:R" — R" birim

doniisiimii sayesinde kendisine homeomorftur. Yani R" n-boyutlu lokal Oklidyendir ki bu

isteneni verir.

Ornek 2.1.3 (Carpim Manifoldlar1) Kabul edelim ki M;,M,,...,M, sirasiyla n,n,,...,n,
boyutlu birer topolojik manifold olsun. Bu durumda M;xM,x..xM, c¢arpim uzayi

n, +n, +...+n, boyutlu bir topolojik manifolddur (Lee, 2003: 3).



Gergekten de, Hausdorff uzaylarin sonlu ¢arpimindan elde edilen ¢arpim uzay1r Hausdorff
uzay ve ikinci sayilabilir uzaylarin sonlu ¢arpimindan elde edilen carpim uzayi da ikinci

sayilabilir uzaydir. Boylece M, xM,x...xM, c¢arpim uzaymin Hausdorff uzay ve ikinci

sayilabilir uzay oldugu agiktir. Bu yiizden sadece lokal Oklidyen olma 6zelligini gdstermek

yeterlidir.
Herhangi bir (P, P, Py ) € M x M, x...x M, noktast verilsin. p, €U; olan her bir

M; manifoldu igin (Ui,(ﬁi) haritasin ele alalim.
QX @y % x@ U xU, x.xU, — R

carpim doniigimii R™™ ™™ nin agik bir alt kiimesi ile goriintiisii {izerinde bir homeomor-

fizmdir. Dolayisiyla M, xM, x..xM, ¢arpim uzayr (U, xU,x..xU,,@ x@, x...x@,) bigi-

mindeki haritalara sahip n, +n, +...+n, boyutlu bir topolojik manifolddur.
Tanm 2.1.4. Bir M topolojik manifoldunun (U, ) ve (V,y) gibi iki tane haritast olsun.
UNV =3 olmak tizere; Eger

yoplipUnV)—>y(UnV)

oy tiy(UnV)—>p(UnV)
dontigiimleri her mertebeden diferensiyellenebilir ise bu iki harita diizgiin ortiisiir (yada C” -
uyumludur.) denir ve (U, @)~ (V,y) ile gosterilir (Lee, 2003: 12).

Eger (U mV):Q kiime ise bu durumda (U,(o) ve (V,l//) haritalar1 diizgiin ortiistr

denir. Ayrica her haritanin kendisiyle diizgiin ortiistiigli agiktir.

Tamm 2.1.5. Az{(Ui,go,):ie I} ailesi M uzayinin n-boyutlu haritalarinin bir ailesi olsun.

Asagidaki kosullar saglanirsa A ya M uzayinin bir diizgiin atlas1 (yada C” - atlasi) denir.

1) M = UUi (Yani M uzayi bu haritalarin birlesimine esittir.).
il

2)  Heriel igin (U,¢)~(V,.w;) (Yani A icindeki her iki harita birbiriyle

diizgiin Ortiigiir.).



Tamm 2.1.6. Az{(Ui,gpi):ie I} ailesi M topolojik manifoldu iistiinde bir atlas olsun. A

atlasinin her bir haritas1 yine A nin elemani oluyorsa A ya M topolojik manifoldu iistiinde
bir tam atlas denir (Lee, 2003: 13).

Teorem 2.1.7. A, M topolojik uzay1 iistiinde bir atlas ise A atlasini kapsayan bir ve yalniz
bir tam atlas vardir (Lee, 2003: 13).

Tammm 2.1.8. M bir n-boyutlu topolojik manifold olsun. M manifoldu bir tam atlas ile

birlikte n-boyutlu diizgiin (C* - diferensiyellenebilir yada piiriizsiiz) manifolddur ve M" ile
gosterilir (Lee, 2003: 13).

M" bir diferensiyellenebilir manifold olsun. f:M" —R"™ bir doniisim ve peM
olsun. p noktasindaki bir (U,q)) haritas1 igin fow_ligo(U)—)Rm fonksiyonu gp( p)eRm
noktasinda diizgiin ise f fonksiyonu p noktasinda diizgiindiir denir. f , M nin her
noktasinda diizgiin bir fonksiyon ise M {izerinde diizgiindiir denir. M den R ye giden tim
diizgiin fonksiyonlarin kiimesi C* ( M ) ile gosterilir.

f,geC” (I\/l) ve A€R olmak tizere f+g ve Af fonksiyonlar1 da diizgiin
fonksiyonlardir. Ustelik, bu islemler ile birlikte C°°(M) bir reel vektor uzayi yapisina
sahiptir. Ayrica fonksiyonlarda toplama ve ¢arpma islemleri ile birlikte C* (M ) bir degismeli
halka; carpma islemi ile de R {izerinde bir degigsmeli ve birlesmeli cebirdir.

Tanim 2.1.9.M bir manifold, peM olsun. Bu durumda keyfi f,geC*(M) ve o, BeR
i¢cin
V,:C” (M)>R
doniistimii
1) V,(af +pBg)=aV,f +pV,g (lineer)
2) V,(fg)=V,(f)g+fV,g (Leibniz)

kosullarini saglarsa V, ye p deki bir tanjant (teget) vektorii denir. p noktasindaki biitiin

tanjant vektdrlerinin kiimesi T,M ile gosterilir. T,M kiimesi

(Vo +W, )(£)=V, (f)+W,(f)



(aV,)(f)=aV,(f)

seklinde tanimli toplama ve skalerle carpma islemleri ile birlikte bir vektor uzayidir. Buradan

T,M vektér uzayma M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi (teget uzayr) denir
(O’ neill, 1983: 7).
Tamm 2.1.10. M bir manifold, peM ve T )M p deki tanjant uzay: olsun. Manifoldun her

bir noktasina bir tanjant vektorii karsilik getiren diferensiyellenebilir bir dontisiime vektor

alani denir. Boylece M manifoldu {izerindeki bir vektor alani

X:M-[]JTM
peM

P> X, eT,M

diferensiyellenebilir doniistimiidiir. Burada vektor alaninin diferensiyellenebilir olmasi her

f eC*(M) i¢in

Xf:M >R
p|—>Xf(p):Xp(f)

ile tanimli fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasidir. Bir vektoér alam

tanjant vektorlerinin toplulugudur. M iizerindeki diizgiin vektor alanlarinin kiimesi ;((M)

ile gosterilir.

X,Y € (M) iginkeyfi peM ve f eC*(M) alalim.
(X+Y) =X, +Y,
(fx)p = f(p)xp

tamimlanirsa X +Y ve fX de M iizerinde birer vektér alanidir. Yukaridaki islemlerle

birlikte ;((M ) vektor alan1 C* (M ) -modiildiir (O’neill, 1983: 12).
Tamm 2.1.11. M bir manifold, T,M manifoldun p deki tanjant uzay: olmak {izere
TM={f[f:T M= R

uzayina manifoldun p deki kotanjant uzayi denir (O’neill, 1983: 14).



Tamm 2.1.12. M bir manifold ve T:l\/l manifoldun p deki kotanjant uzay: olmak iizere bir

p € M noktasina kotanjant vektorii karsilik getiren diferensiyellenebilir bir doniisiime 1-form

denir. Boylece M manifoldu {izerinde 1- form
0:M ->TM
p6(p)=6,: T,M >R
seklinde tanimli bir doniistimdiir.
X M >R
p>(0X)(p)=6,X

p

doniisiimiinii ele alahm. Burada 6,€C”(M) ve X €T M dir. Her X e (M) igin

00X M — R fonksiyonu diizgiin ise € 1-formuna diizgiindiir denir. M iizerindeki diizgiin

1-formlarin kiimesi y" (M ) ile gosterilir.

H,a)e;(*(M), feC”(M) ve her peM i¢in I-formlar uzayinda toplama ve

carpma iglemleri
(0+w)(p)=06(p)+w(p)=06,+w,

(fO)(p)=1(p)6,
seklinde tanimlidir. Bu islemler ile birlikte 1-formlar C* (l\/l) halkasi tizerinde bir modiildiir
(Oneill, 1983: 15).
V' sonlu boyutlu vektor uzayi ve V" da V uzaymin dual uzayi (yani reel degerli lineer

fonksiyonellerin uzay1 ) olsun. Bu durumda

r-tane s—tane

Y e f—/%
PV XV x.xVxV'xV'x.xV" >R

ile tanimlanan ¢ doniisiimii her bir degiskenine gore lineer (¢oklu lineer) olan bir doniisiim-
diir. Burada ¢ déniisiimiine (r,S)-tipinde tensér (r. mertebeden kovaryant, s. mertebeden

kontravaryant tensor) denir. r. mertebeden kovaryant ve s. mertebeden kontravaryant

tensorlerin kiimesi T, (R) ile gosterilir. T, (R) kiimesi toplama ve skalerle ¢arpma islemleri

ile birlikte reel vektor uzayr yapisina sahiptir. Simdi herhangi bir F cismi izerindeki tensorii

tanimlayalim.



Tamm 2.1.13. Her ikisi ayn1 anda sifir olmamak iizere r >0,s >0 tamsayilari i¢in
AV x(V') >F

her bir degiskenine gore F —lineer fonksiyonu V iizerinde (r,s) tipinde bir tensordiir. V
tizerindeki tiim tensorlerin kiimesi T, (V) ile gésterilir.(0,0) tipindeki bir tensér F nin bir
elemenidir (O’neill, 1983: 34).

Tamm 2.1.14.

A:x(M) xx (M) >C”*(M)
(X,0) —A(X,0)=A(X",...X",6,...6,)eC" (M)

seklinde tamimlanan A fonksiyonu C”(M)—multilineer (her degiskenine gore lineer) bir

fonksiyondur.

Tg(M)Z{AlA}((M)rX}(*(M)S C”(M)—multilineer >Cw(M)}

kiimesi M manifoldu lizerinde (r, S) -tensor alanidir. Tensor alanlari kiimesi C” (I\/l ) halkasi
iizerinde bir modiildiir (O’neill, 1983: 35).
2.2. Riemann Manifoldlar:

Tamm 2.2.1. M diferensiyellenebilir (veya piiriizsiiz) bir manifold olsun. Diferensiyellenebilir

vektor alanlarinin uzayr y(M) ve M den R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi

C”(M,R) olmak tizere M {izerinde

g: x(M)xx(M)—>C*(M,R)
(X,Y)—~g(X,Y):M >R
P g(X,Y)(p)=(X,.Y,)eR

seklinde tanimli (0,2) tensdrii poxzitif tanimli, simetrik ve bi-lineer ise, yani X,Y € (M)
igin

) g(X,X)=0,

i) g(XY)=g(Y,X),

iii)  Her X igin g(X,X)=0< X =0.



kosullar1 saglaniyorsa g bilineer formuna M manifoldu {izerinde bir metrik tensoér (Riemann
metrigi) denir. Boylece M ye Riemann manifoldu denir ve (M, g) ile gosterilir (Sahin, 2012:

105).

Tammm 2.2.2. ¢ Riemann metriginde pozitif tanimlhilik aksiyomu yerine her Y igin
g(X,Y)=0= X =0 aksiyomu saglanirsa (M, g) ikilisine semi-Riemann manifoldu denir.

Bu aksiyoma metrigin yozlasmama (non-dejenere olma) aksiyomu denir.
Tamm 2.2.3.M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. ¥X,Y,Z € (M) ve Vi eC”*(M)
i¢in

Vix(M)xx(M)— (M)
(X,Y) > V(X,Y)=V,Y

bilineer dontistimii

) ViegZ=1V,Z+gV,Z (2.1)
i)V, (Y+Z)=V,Y+V,Z (2.2)
i)V, (fY)=fV,Y +X(f)Y (Leibniz kosulu) (2.3)

kosullarini sagliyorsa V doniisiimiine M iizerinde taniml bir afin (lineer) konneksiyon denir
(O’neill, 1983: 59).

Tamm 2.2.4. X,Y € y(M) ve f eC”(M) olmak iizere X ve Y vektor alanlarinin Lie braketi

[XY](F)= XY (£)-Y(X()) (24)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.5. (M,g) bir semi-Riemann manifoldu, V , lineer konneksiyon olsun.

X,Y,Z € y(M) olmak iizere V donilistimii
i) [X ,Y] =V, Y -V, X (sifir torsiyon 6zelligi) (2.5)
i) Xg(Y,Z)=9(VY,Z)+9g(Y,V,Z) (metrik uyumluluk kosulu) (2.6)

kosullarint saglhiyorsa V ya M {izerinde Riemann konneksiyonu denir. Ayrica bu kovaryant

tirev

29(V,Y,Z)=X[g(Y,Z)]+Y[9(X,Z)]-Z[a(X,Y)]

~g(Y.[X.2])~g(X.[Y,2])-g(Z,[Y,X]) 2.7)



seklindeki Koszul formiiliiyle tek tiirlii belirlidir (O’neill, 1983: 61).

2.3. Hemen Hemen Kompleks Manifoldlar

Tamm 2.3.1. M 2n-boyutlu bir manifold ve J: (M) — y(M) seklinde tanimli (1,1) tensor
alani
J2=—| (2.8)

esitligini sagliyorsa, J ye M uzerinde bir hemen hemen kompleks yapi denir. Boylece M

manifoldu hemen hemen kompleks manifold olarak adlandirilir ve (M, J) ile gosterilir (Gray,

1966: 354).
Tamm 2.3.2. (M,J) hemen hemen kompleks manifoldu iizerindeki bir h Riemann metrigi
her X,Y e;((M) icin

h(JIX,JY)=h(X,Y) (2.9)

esitligini sagliyorsa (M, J,h) tgliisiine hemen hemen kompleks metrik manifold denir (Gray,

1966: 354).

Tanim 2.3.3.M hemen hemen kompleks manifoldu i¢in Nijenhuis tensorii her X,Y e z(M)
igin
N: 2(M)x x(M) - z(M)
olmak iizere
N(X,Y)=[XY]+I[I(X),Y [+ I[ X, I(Y)]-[I(X).I(Y)] (2.10)
seklinde tanimlanir (Gray, 1966: 354).

Teorem 2.3.4. (l\/l , J) hemen hemen kompleks manifoldunun kompleks manifold olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Nijenhuis tensoriiniin sifir olmasidir.

Tamm 2.2.5.M hemen hemen kompleks metrik manifoldu iizerinde her X,Y € )((l\/l) icin

temel 2-form (Kaehler formu)
F(X,Y)=h(J(X).Y) (2.11)

ve 1-form (Lee form)



go(X):{(E]__li)]é'F(J(X)) (2.12)

seklinde tanimlidir. Buradaki 6 Ko-tiirevdir (Gray ve Hervella, 1980: 39).

M hemen hemen kompleks manifoldunun F Kaehler formunun kovaryant tiirevi bazi

simetrilere sahiptir. Acikga goriilebilir ki Vy (F)(Y,Z)Y ve Z de anti-simetriktir. Ayrica
Vo (F)(Y,(Y))=XF(Y,J(Y))=F (VY. J(Y))-F(Y,V,I(Y))=0
oldugundan her X,Y,Z € ¥(M) igin
Vi (F)(Y.2)=-V (F)3(¥).3(2))

dir (Gray ve Hervella 1980: 40).

2.4. Hemen Hemen Kontakt Manifoldlar

Tamim 2.4.1. M (2n+1)-boyutlu piiriizsiiz bir manifold ve ¢,7,& sirasiyla bir (1,1) -tensor

alani, 1-form ve vektér alani olsun. Her X € y(M) igin
¢: x(M)— x(M) ; (1,1) tensdr yani endomorfizm
n:x(M)—>C*(M,R) ; (0,1) tensdr yani 1-form
Ey ( M ) —>C” (M ,]R) ; (1,0) tensor yani vektor alant

olmak tizere;

i) n(&)=1 (2.13)
ii) ¢’ (X)=—X+n(X)¢& (2.14)

kosullar1 saglaniyorsa (M,¢, 5,77) yapisina hemen hemen kontakt manifold denir (Chinea ve

Gonzalez, 1990: 16).

M hemen hemen kontakt manifoldunun
$(£)=0 (2.15)

nod=0 (2.16)
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esitliklerini sagladigini gosterelim.

(2.14) esitliginde X yerine & yazarsak
#(5)=-¢+n(5)E=—¢£+£=0
olur. ¢(£)=0 esitligini olmayana ergi yontemiyle ispatlayalm. ¢(&)=0 olsun. ¢*(£)=0
ifadesinde ¢ yerine ¢(&) almursa
#(9° ()= (4(£) =9 () +n(4(£))¢ =0

elde edilir. Buradan ¢(§)=n(¢(§))§ dir. Burada 77(¢(§)):0 veya n(¢(§))¢0 olmak

tizere iki durum ortaya ¢ikar. Birinci durumda 77(¢(§)) =0 ise ¢(§) =0 olup celiski elde

edilir. ikinci durumda ise 77(¢(§))¢0 oldugunda ¢((§)=77(¢(§))§ esitligine ¢ i

uygularsak
#(£)=n(4(£))4(¢)

olur. Burada ¢2(§):O ve 77(¢(§))¢0 oldugundan ¢((§):O celiskisi elde edilir. Sonug

olarak
#()=0

olmalidir. Simdi (2.16) esitligini gosterelim. Bunun igin (2.14) esitliginde X yerine ¢(X)

yazarsak

elde edilir. £-0 oldugundan 70¢ =0 dir.

Tamm 2.4.2.(M,¢,&,77) hemen hemen kontakt manifold olsun. M iizerinde g Riemann

metrigi

11



) 9(6(X)4(Y))=g(X.Y)=n(X)n(¥) (247)
i) n(X)=9(X,¢) (2.18)

kosullarini sagliyorsa ( M,d, &, g) yapisina hemen hemen kontakt metrik manifold denir

(Chinea ve Gonzalez, 1990: 16).

Buradan g metriginin ¢ endomorfizmine gore anti-simetrik oldugu su sekilde goriilebilir.

9(X.#(Y))=9(#(X).¢"(Y))

elde edilir.

(M 0.n,¢,9 ) manifoldu tizerinde

®:7(M)xz(M)—>C"(M,R) (2.19)
(X.Y) > CD(X,Y)1=9(X’¢(Y)) |

seklinde tanimlanan dontisim bir 2-formdur. Bu 2-forma hemen hemen kontakt metrik

yapinin temel 2-formu denir (Chinea ve Gonzalez, 1990: 17).

Onerme 2.4.3.M hemen hemen kontakt manifoldu iizerindeki g metriginin Riemann
konneksiyonu V  olmak iizere @ temel 2-formun ve n 1-formun kovaryant tiirevleri

asagidaki esitlikleri saglar (Chinea, Gonzalez 1990).
() (V®)(Y.2)=9(Y.(V,#)2)
(i) (Vx@)(Y.Z)+(Vx@)((Y).4(2))=n(Z)(Vi)#(Y)-n(Y) (Vi) $(Z)
Gii) (Vi)Y =9(Y, V&) =(V®)(&4(Y))

Tanmim 2.4.4.(|\/|,¢, &n, g) manifoldu tizerindeki 7 1-formun ve @ temel 2-formun dis

tiirevleri sirasiyla

12



1

i) dn(x,Y)=§((vXq)Y—(vYn)x) (2.20)
i) dCD(X,Y,Z)=%((VXCD)(Y,Z)+(VYCD)(Z,X)+(VZCD)(X,Y)) (2.21)

seklinde tanimlidir (Chinea ve Gonzalez, 1990: 17).

Tanmm 2.4.5. M hemen hemen kontakt metrik manifoldunun bir agik alt kiimesi tizerinde

lokal bir ortanormal tabani

{6,806, 4(8).4(&,).. 4(6,). £}

olarak alalim. Bu tabana gore 17 1-formu ve @ temel 2-formun ko-tiirevleri
) on=-(Ven)(&) (Vi) (9()] 222
i=1

i) ap(X)=-> (V,0) (8 X)+(V,, @) (#(e). X)~(V.@) (. %)} (2.23)

seklindedir (Chinea ve Gonzalez, 1990: 17).

Tamim 2.4.6. (|\/| ,¢,§,77) hemen hemen kontakt manifoldu tizerindeki Nijenhuis tensorii her

XY e;((M) icin

Ny iz (M)xz(M) = z(M)
olmak Uzere

N, ()= (X YD) +[000). 600 ]-0([0) Y ])-0([X.0()]) 229

seklinde tanimlidir (Chinea ve Gonzalez, 1990: 18).
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3. HEMEN HEMEN KONTAKT B-METRiK MANiFOLDLAR

Tamm 3.1. (M,4,&,77) bir hemen hemen kontakt manifold ve g bu manifold {izerinde

(n +1, n) tipinde bir semi-Riemann metrik olsun. Eger her X,Y € ;((l\/l) icin

9(¢(X).8(Y))==9(X.Y)+n(X)n(Y) (3.1)

esitligi saglaniyorsa (M,¢,§,77,g) manifolduna bir hemen hemen kontakt B-metrik
manifold denir (Ganchev vd., 1993: 262).

Hemen hemen kontakt B-metrik manifold tanimindaki (3.1) esitliginde Y =& olarak

alindiginda g(¢(X),4(£))=-9(X,&)+n(X)n(&) ve n(£)=1, $(£)=0 oldugundan
7(X)=9(X.$) (32)

elde edilir. (M,4,&,77) manifoldu iizerindeki g Riemann metriginin
9(#(X).¥)=9(X.4(v)) (33)

esitligini sagladigi su sekilde goriilebilir. ¢ (¢( X ) ,Y) ifadesine ¢ doniistimii uygulandiginda

olur. Diger taraftan
9(¢" (X)g(Y))=9(=X+n(X)£.6(Y))
=g(-X.4(Y))+a(n(X)&.4(Y))
=-9(X.¢(Y))

dir. Buradan goriiliir ki

dir.
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Ornek 3.2. R>™ = {ul,uz,...,u”,vl,vz,...,v",t: u', vt GR} olmak {izere

_0 00 4o 0 403
cTa 1= '¢(8u‘j N (av‘j 8u"¢(6tj °

olsun.

i=1 i=1

. 0 0 o .. n
X = (Ofiw‘i‘ i—.)‘FVa 1¢1In g(X,X)ZZ(ai2+IBi2)+VZ

alalim. (R“”,gb,é,n,g) bir hemen hemen kontakt B-metrik manifolddur (Ganchev vd.,

1993: 270).

Oncelikle sirastyla (2.13) ve (2.14) esitliklerinin saglandigini gosterelim.

w35

< ( 0 0 0
= o —+f— |-v=+Vv=

) ou' ov' ot ot
=X +V— (v=n(X))

(3.1) esitliginin varligini gostermek i¢in

g(#(X), (X)) ==9(X, X)+n(X)n(X)

oldugunu gostermek kafidir.
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L 0 0
X)= a — — 3— | oldugund
¢( ) 1( — Baul]o ugundan

i=1

0(60),600)=0( 3 -1 5} 3o 55515

z 0 0 0 0
X CE FCRE R

n 0 n 0o 0
Saonl 8 Sl
n a a n

> .ﬂjg(a ,,W}i;ﬂ.ﬂ,g(a = )

i=1

elde edilir. Diger taraftan

906 X) () (X)=~{ a4 )14 Jore =3 (o )

i=1 i=1

olup (3.1) esitligi saglanir. Buradan goriiliir ki (R2n+l,¢, Y/ g) bir hemen hemen kontakt B-

metrik manifolddur.

Tanim 3.3. (M b Em, g) hemen hemen kontakt B-metrik manifold olsun.

F:)((M)x;((M)X)((M)—)Cw(M,R) (3.4
(X,Y,2) = 9((Ve#)Y.Z)=9(Vx (#(Y))-2(VY).2Z) '
bi¢iminde tanimlanan F , (0, 3) tipinde bir tensor alanidir (Ganchev vd., 1993: 262).

Onerme 3.4.(M ,0,.&,1m, g) manifoldu iizerindeki F tensér alani her X,Y,Z € ;((I\/I) icin

asagidaki esitliklerini saglar.
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()  F(X,Y,2)=F(X,Z)Y) (3.5)
()  F(X.¢(Y).#(2))=F(X.Y.Z)-n(Y)F(X,£Z)-n(Z)F(X.Y,&) (3.6)
(i)  F(X,£¢&)=0 (3.7)

Ispat Birinci esitligin saglandigimi gostermek icin ilk ifadeden ikinci ifadeyi ¢ikaralim
F(X.Y.2)=F(X,ZY)=0((Vx#)Y.Z)-0((Vx#)Z.Y)
=9(V#(¥).2)-9(#(VxY).2)
Lo(v,#(2).Y)-0(#(V,2).¥)]
= g(Vuh(Y),2)+9(V,Z.4(Y))
~[a(VyY.4(2))+9(Vx4(2).Y)]
~x[9(#(¥).2)]-X[9(¥.4(2))]
=X[9(¢(Y).2)-9(Y.4(2))]

=0

Boylelikle F(X,Y,Z)=F(X,Z,Y) oldugu elde edilir.
ikinei esitlik igin oncelikle F(X,4(Y),#(Z)) ifadesini ele alalim.
F(X.0(Y).#(2)=9((Ve9)e(¥) 4(2))

=g(Ved*(Y).4(2))-9(4(Vi8(Y)).4(2))
=—g(V.Y.#(2))+9(Vx (7(Y)€).#(2))-9(Vis(Y). 4 (2))
==g(VxY.4(2))+1(Y)9(Vx&.4(2))
+0(Vud(¥).2)-9(Vid(Y).n(2)¢)
=9(Vy#(Y).2)=9(4(VxY).2)
+1(Y)9(#(Vx€),2)-1(2)9(Vx4(Y).£)
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= (V)Y 2)4n(Y)9($(V,8).2)-n(Z)a (VY ).£) )
Simdi ise (ii) esitliginin diger tarafini ele alalim.
F(X,Y,Z)-n(Y)F(X,&Z)-n(Z)F(X,Y,&)
=9((Vx)Y.2)-n(Y)9((Vx#)$:2)-n(Z)9((V9)Y.£)
=9((Vx9)Y.Z)+n(Y)9(4(Vx$).2)-1(Z)9 (Ve (Y).<) )
(*) ve (**) esitliklikleri goz 6niine alindiginda
F(X.4(Y).¢(2)=F(X.Y.Z)-n(Y)F(X.£Z)-n(Z)F(X.Y.¢)
oldugu elde edilir. Son olarak figiincii esitlik igin

F(X.£8)=9((Vx9)&.¢)
=9(Vx4(£).£)-9(4(Vx£).¢)
=-9(#(Vx£).$)
=—g(V&.9($))
=0

Tamm 3.5.(M, ¢,&,77,9) hemen hemen kontakt B-metrik yapisindaki 7 1-formun kovaryant

tirevi, dis tiirevi, Ko-tiirevi sirasiyla

i) (Vxn)(Y)zg(fo,Y)zF(X,qﬁ(Y),é)

i) dn(X.Y)=(Vin)(Y)=(Vn)(X)

ii) 577(X’Y)=‘Zn:{(vei’7)ei+(V¢<ei>’7)(¢(e‘))}

=
seklindedir (Chinea ve Gonzalez, 1990: 17).
Tamm 3.6. (M,¢,&,7,9) hemen hemen kontakt B-metrik manifold, {&,¢} (i=12,...,2n)
T,M tanjant uzaymmn bir baz1 ve (gij) de (gij) matrisinin tersi olmak iizere; 6, ° ve @
1-formlarinin (Lee formlar1) F ile iligkisi

G(X):g”F(ei,ej,x)
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49*(X)=g”F(ei,¢(ej),x)

o(X)=9"F(£,6%)

bi¢iminde tanimlidir (Ganchev vd., 1993: 263).

Ganchev, Mihova ve Gribachev hemen hemen kontakt B-metrik manifoldlarin F

temel tesoriine dair siniflandirilmasin1 ¢ yapisinin kovaryant tiirevlerinin uzayinda ¢alisarak

11 temel smifa ayirmistir. Bu siniflarin tanimlama bagintilarini verelim. Fi,(i =l,...,11) icin

smiflar asagidaki sekildedir.

1

FF(X0Y,2)= - {0 (X.0(1))0(4(2)) +9 (X.4(2))(4(Y)

+9(0(X).9(Y))0(¢*(2))+9(#(X).8(2))0 (4" (Y))]

:F(&Y,Z)=F(X,¢,2)=0,

F(X.Y,¢(2))+F(Y.Z,¢(X))+F(Z,X,4(Y))=0,0=0

TF(£Y,2)=F(X,£2)=0

F(X,Y,Z)+F(Y,Z,X)+F(Z,X,Y)=0

F(X.Y.Z)=-F(g(X).8(Y).Z)-F(4(X).Y.¢(2))
=—F(Y,Z,X)+F(Z,X,Y)=2F (4(X).4(Y).2)
0(£)=0'(£)=0

=—F(Y,Z,X)=F(Z,X.,Y)

F(X.Y,Z)=F(4(X).4(Y).Z)+F(4(X).Y.4(2))

=—F(Y,Z,X)+F(Z,X,Y)+2F ($(X),4(Y).Z)

F(X,Y,2)=F(4(X).0(1).2) + F($(X).Y.4(2))

=—F(Y,Z,X)-F(Z,X,Y)
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Fo:F(X.Y,Z)=n(X)F(&4(Y).4(2))
Rt F(XY,Z)=n(X){n(Y)w(Z)+n(Z)w(Y)}
F, smifindaki hemen hemen kontakt B-metrik manifold F (X ,Y,Z) =0 ile saglanir.

Tanim 3.7. (¢,§,77) hemen hemen kontakt yapisi lizerindeki N Nijenhuis tensorii

N(X,Y)=[4.8](X.Y)+dn(X,Y)é (3.8)
seklindedir (Manev ve Gribachev, 1993: 289).

[4.21(X.Y) =" [X.Y]+[4(X).¢(Y)]-¢[#(X).Y ]-4[ X.4(Y)] (39)

dn(X.Y)=(V,m)(Y)=(Vem)(X) (310)

oldugundan N Nijenhuis tensorii keyfi X,Y € ;((I\/l)igin kovaryant tiirevleri cinsinden su

sekildedir.

N (X 'Y):<V¢(x)¢)Y _(V¢(v)¢) X _¢((VX¢)(Y))+¢((VY¢)(X ))

V) (V) (X)z .

Tamm 3.8.(M,¢,§,77,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu i¢in K, F,F,, K

smiflarmm tanimlama bagmtilari
F:N=[¢¢]=dn=F=V,=V, =V.=0=0 =w=0
F:N=[g¢]=dp=V,=V.=0(&)=6"(&)=w=0
F,iN=[4,¢]=dn=6"=w=0
F:N=[¢g]=dn=0=w=0

seklinde de verilir (Manev ve Gribachev, 1993: 289).
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4. HEMEN HEMEN KOMPLEKS B-METRIK MANIFOLDLAR
4.1. Hemen Hemen Kompleks B-Metrik Manifoldlar

Tanmim 4.1.1. M 2n-boyutlu diizgiin bir manifold, J hemen hemen kompleks yap1, h bu

manifold {izerindeki (n,n) tipinde bir semi-Riemann metrik; X,Y € (M) olmak iizere
i) J2(X)=-X (4.1)
i) h(I(X),I(Y))=-h(X.Y) (4.2)

kosullar1 saglantyor ise (MZ”,J,h) ticliistine hemen hemen kompleks B-metrik manifold

denir (Ganchev ve Borisov, 1985: 31).

Ornek 4.1.2. R*" :{(ul,u2,...,u”,vl,v2,...,v”); u',v' ER} manifoldu

J :Z(R”)XZ(R”)%Z(RZH)
33 - 58

bi¢iminde tanimlanan J yapisi ile birlikte bir hemen hemen kompleks manifolddur.

Oncelikle J yapistmin  hemen hemen kompleks manifold oldugunu gosterelim.

% 0 0
a:, iECOO M,R X: i_'+ oy l k
W ( ) ;(06 0 B av'j olmak tizere
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. 0 0
=) (a' aou' ﬁ'V'j

=-X

elde edilir. O halde (R*",J) hemen hemen kompleks manifolddur. Simdi gosterelim ki R?"

tizerinde h ( X, X ) = Zn:(—aiz + ﬁ,z) ile tanimlanan h metrigini aldigimizda (RZ”, J, h)

i=1

yapist hemen hemen kompleks B-metrik manifolddur.

h(J(X),J (X)):h(i(_ﬂi %‘F‘Zi %}Zn:(—ﬂj %Jm‘j %B

i=1 =1

5 0 03 CC
_--1(ﬁiﬁ"h(au"aui] ﬂia"h(au"avi]

i,j=
-, -h(i,£)+aia.h(i,i)
] avl au ] av' aVJ
dir. Burada i = j iken

dir. 1=j iken

olur. O halde
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(s a et
~ 7 Lo au lov oV

24 +ear’)

i=1

=}

=-h(X,X)
dir. Sonug olarak (RZ”,J , h) hemen hemen kompleks B-metrik manifolddur.
Her X,Y € (M) igin h metriginin

h(J(X),Y)=h(X,J(Y)) (4.3)
ozelligini sagladigimt gosterelim. Burada h(J(X),Y )ifadesine J doniisimii uygulandiginda

h(32(X),3(Y))=h(I(3(X)).I(Y))=-h(3(X).Y)
olur. Diger taraftan
n(3%(X), 3 (V) =h(=X,3 (¥))==h(X,3(¥))
oldugundan
h(X,3(V))=h(3(X).Y)

elde edilir.

Tamm 4.1.3. (M*,J,h) hemen hemen kompleks B-metrik manifold, V h metriginin

Riemann konneksiyonu olsun.
W:x(M)xx(M)xx(M)—>C*(M,R)
(X,Y,2) = (V¢h)(¥,2)=h((V,9)Y,Z) (4.4)
=h((Vx3)Y,Z)-h(3(¥,Y).2)
bi¢iminde tanimlanan W , (0,3) tipinde bir tensor alanidir (Ganchev ve Borisov, 1985: 31).

Onerme 4.1.4. W tensorii keyfi X,Y,Z e z(M?") igin

i) W(X,Y,Z)=W(X,Z)Y) (4.5)
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i) W(X,Y,Z)=W(X,J(Y),3(2))
esitliklerini saglar.

ispat
) W(XY.Z)W(X,Z.Y)=h((%,3)(Y).Z)-h((¥,3)(2).Y)
=h(9,3(¥).2)-h(3(9,Y).Z)
(%23 (2).¥)-h(3(7:2).¥) |
=h(9,3(Y).2)+h(9,2,3(1))

[0(9,3(2).Y)+h(9,¥.3(2))]

=—h(V,Y,3(Z))+h(V,I(Y).2)
(*) ve (**) esitliklerinden goriiliir ki
W(X,Y,Z)=W(X,J(Y),d(Z))

dir.

(4.6)

*)

(%)
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Tamm 4.1.5.{¢ } (i=12,..,2n) , M hemen hemen kompleks B-metrik manifoldunun bir p
noktasindaki tanjant uzaymm tabani X bu tanjant uzaymnmn elemani ve h" | h; matrisinin
tersi olmak tizere W tensori ile iligkili ¢ 1-formu

@(X)=h'w (ei,ej,x);XGTpM (4.7)
seklinde tanimlanir (Ganchev ve Borisov, 1985: 31).

Tamm 4.1.6. (M, J,h) 2n-boyutlu hemen hemen kompleks B-metrik manifold, V, h

metriginin Riemann konneksiyonu olsun. M manifoldu iizerinde N Nijenhuis tensorii her
XY e;((M) icin

N(X,Y)=(V,3)3(Y)=(%,3)3 (x)+(6J(X)J)(Y)—(6J(Y)J)(x) (4.8)
bi¢imindedir (Ganchev ve Borisov, 1985: 33).

Ganchev ve Borisov hemen hemen kompleks B-metrik manifoldlart siniflandirmak i¢in ¢ 1-

formun tanjant uzayinin elemanlarini kullanarak 8 tane sabit alt uzaya ayirmistir. Daha sonra
bu alt uzaylar1 hemen hemen kompleks B-metrik manifoldlara genisleterek bu 8 tane sinifin
saglandigini sdylemistir. Ayrica bu smiflarin bazilari i¢in tanimlanan sartlar hemen hemen
kompleks manifoldlar ile paralellik gosterir. Bu manifoldlara Kaehlerian manifoldlar1 6rnek

verilebilir (Ganchev ve Borisov, 1985: 33).

Bu simiflarin tanimlama bagintilar su sekildedir.
1) W, Smnifi: Kaehler B-metrik manifoldlar
W ( X,Y, Z) =0
2) W, Smufi: Konformal Kaehler B-metrik manifoldlar

W(X,Y,Z)=2—1n{h(X,Y)go(Z)+h(X,Z)¢)(Y)
h(X.3()e(3(2))+h(X.3(2))e(3())
3) W, Sinifi: Ozel Kompleks B-metrik manifoldlar
W(X,Y,3(Z))+W(Y,Z,3(X))+W(Z,X,3(Y))=0, =0
4) W, Smifi: Quasi-Kaehler B-metrik manifoldlar
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W(X,Y,Z)+W(Y,Z,X)+W(Z,X,Y)=0
5) W, ®W, Sinifi: Kompleks B-metrik manifoldlar
W(X,Y,3(Z))+W(Y,Z,3(X))+W(Z,X,I(Y))=0

6) W, ®W, Sinifi: Semi-Kaehler B-metrik manifoldlar

7) W, ®@W, Sinifi:

W (X,Y,Z)+W (Y,Z,X)+W (Z.XY) {h( Y)o(Z)+h(Z,X)p(Y)

8) W, ®W, ®W, Smifi: Tim sinflar

Gribachev bir makalesinde W, @W, sinifi incelemis ve bu smifin manifoldlarini normal

genellestirilmis B-manifoldlar olarak adlandirmistir. Gribachev bir diger makalesinde W,

siifint incelemis ve bu sinifin manifoldlarint AB-manifoldlar olarak adlandirmustir.

Teorem 4.1.7. Her hemen hemen kompleks B-metrik manifoldlar Kaehlerian B-metrik

manifoldlara uygun olarak esdegerdir ve W, sinifina aittir (Ganchev ve Borisov, 1985: 33)

4.2. Hemen Hemen Kompleks B-Metrik Yapidan Hemen Hemen Kontakt B-
Metrik Yap1 Elde Etme

Tammm 4.2.1. M 2n-boyutlu hemen hemen kompleks B-metrik manifold olsun. M xR
manifoldu (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt B-metrik manifolddur. Burada bahsi gecen

carpim pozitif taniml skaler carpimdir (Manev, 1995: 63).
M xR  manifoldu {izerindeki herhangi bir vektér alami (X, a%) e x(MxR)

bi¢cimindedir. Burada Xe;((MZ”) , a:MxR—>R diizgiin fonksiyon ve t , R nin

koordinatidir.

¢: x(MxR)— y(MxR) endomorfizmini, & vektor alanini ve 7 1-formunu
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d d d
¢(X,aa)=(J(X),O), 5:(0,5), q(x,aa)za

(4.9)

seklinde tan1mlan1rsa(¢,§,7]) yapist M xR manifoldu tizerinde bir hemen hemen kontakt

yapidir (Manev, 1995: 63).

Bunun i¢in sirasiyla (2.14), (2.15) ve (2.16) esitliklerinin saglandigini gosterelim.
d d
#(X,a ) =lg(X.a) =$(3(X),0)=(3*(X),0)==(X,0)
d d d d d

—(X,aa)"f-ﬂ(x,aa)(o, a) = —(X,aa)‘f-a(o, a) :—(X,O)

(*) ve (**) esitlikleri goz oniine alindiginda
d d d
’(X,a—)=—(X,a— X,a—

¢ (X,a ) =-(X.a)+n(X,a)¢

esitligi saglanir. Simdi (2.15) esitligini gorelim.
d
¢(o,a) =(J(0),0)=(0,0)=0
Yani ¢(§) =0 dir. Son olarak (2.16) i¢in;
d d
(no¢) (X, a0 =n(@(X,a-2) =n(J(X),0)=0

. d
dir. Yani (70¢)(X, aa) =0 dur.
Tamim 4.2.2. M xR hemen hemen kontakt manifoldu tizerindeki g metrigi

g((X ag) (Y bg)) = h(X Y)+ab

Cdt” T dt” ’

seklinde tanimlidir ( Manev, 1995: 63).

*)

(**)

(4.10)

(4.11)

Gosterelim ki M xR manifoldu g metrigi ile birlikte bir hemen hemen kontakt B-metrik

yapiya sahiptir. Bunun i¢in (3.1) esitliginin saglandigini1 gostermeliyiz.
d d
9(p(X,a-),4(Y,b-) =9((3(X),0).,(3(v).0))

=h(3(X),3(Y))

27



=—h(X,Y). (*)

Diger yandan,
_g((%.a ). ov.b Ly e mex,a Lyner bi)——h(x Y)-ab+ab
GUA A DG F A 8D ) = ’

=-h(X,Y) (**)

bulunur.

(*) ve (**) esitlikleri géz oniine alindiginda
&) aor by - _aix.ady bl 4y bl
9(H(X.a .47 b ) =-0((X,.a ). (b)) +n(X.adn(Vb)  (412)

esitligi elde edilir. Buradan goriiliir ki M xR manifoldu yukarida tanimlanan g metrigi ile
birlikte bir hemen hemen kontakt B-metrik yapiya sahiptir. Yani (MxR,4,&,7,9)  bir

hemen hemen kontakt B-metrik manifolddur.

V , g metriginin Riemann konneksiyonu olsun. M xR manifoldu iizerinde

F:x(MxR)xy(MxR)x y(MxR)—>C”(MxR,R)

d d d d d (4.13)
X,a—),(Y,b—=),(Z,c— \% Y,b—),(Z,c—
((X,a ) (Vb (Z,e ) = o(( (x’%ﬂﬁ)( el Catpm)
seklinde tanimlanan doniisiim (0,3) tipinde bir tensor alanidir.
M xR manifoldu tizerindeki keyfi bir vektor alaninin kovaryant tiirevini
d ~ db, d
\% b—=)=(V,Y,(X|bl+a—)— 4.14
i, (12D g = (Y (X[l ) @.14)

bigimindedir. Boylece (M xR,¢,§,77,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu

tizerindeki ¢ endomorfizminin, & vektor alaninin ve 17 1-formunun kovaryant tiirevleri

sirastyla asagidaki sekilde tanimlidir (Manev, 1995: 63).

. d ~

i) (V(X’a%)qﬁ)(Y,ba) = ((VXJ )(Y),o) (4.15)
i)V a&=0 (4.16)
d

i) (V<x,a%)77)(Y’bE) =0 (4.17)
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Simdi M xR tizerindeki F tensor alaninin
F((X ai) \ bi) (Zz CE)) —W(X Y Z) (4.18)
1 dt 1 1 dt 1 1 dt - 1 1 .

esitligini sagladigini gosterelim. Bunun i¢in 6ncelikle ¢ kontakt yapisinin kovaryant tiirevini

hesaplayalim.
(¥ s DD =V, 0 HTD D= o (05
=V, 3 (Y) =4, Y + X )5 +a 2
=V, J(Y)=3(V,Y)
=(VxJ)(Y)
dir. O halde
(Vo DO D— ) (VxI)(Y) (4.19)

Xa)

esitligi elde edilir. Simdi (4.18) esitligini gdsterelim.

d d d d d
F((X!aa)vwvba)v(zvca)) = g((v(x,a%)@(Y’ba)’(Z’CE))

:g(((VXJ)(Y),O),(Z,c%))

=h((¥43)(¥).2)+0c
=W (X,Y,Z)

Buradan goriiliir ki (I\/l xR,9,&,m, g) hemen hemen kontakt B-metrik yap1 {izerinde

tanimlanan tensor alaninin sifir olmasi i¢in hemen hemen kompleks B-metrik yap1 iizerindeki

tensor alaninin sifir olmas1 hem gerekli hem yeterlidir.

Sonu¢ 4.2.3. Hemen hemen kompleks B-metrik yapt W, sinifnda ise bundan elde ettigimiz

hemen hemen kontakt B-metrik yap1 F, sinifindadir (Manev, 1995: 63).
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Simdi gosterelim ki hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu iizerinde tanimlanan 1-
form ayni zamanda hemen hemen kompleks B-metrik manifold iizerinde tanimlanan 1-forma

esittir. Bunun i¢in
d
Q(X,aa) =p(X) (4.20)

oldugunu gostermeliyiz.

6?(X,a%):IZ::F((ei,O),(ei,O),(X,a%))

n

Y F((9€.0).(38,0).(X 2.

1=1

d d d
+F ((Oia)’ (O’a)’ (X ’ aa))

:i%1W(ei’eix)_iglw(Jei’Jei’X)
=p(X)

Teorem 4.2.4. M* hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu W, sinifinda ise bu

manifolddan elde ettigimiz M*" xR hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, smifinda

olur (Manev, 1995: 63).

Ispat Yukaridaki (4.4), (4.5), (4.11), (4.13) esitlikleri kullanildiginda

d. . d._ d. 1 d d d
Fxad) 0 d).@.cdy —%{g«x,aa>,¢(v,ba»e(¢<z,ca»
d d d
+g((X ’ aa)l ¢(Zica))9(¢(Y y ba))
d d ) d
9%, a0 b Syeg . )

d d ) d
0,8 ) 62,0 DN b D)

:2_1n{h(x,v)¢(z)+h(x,2)¢(Y)
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+h(X,9(Y))e(3(2))+h(X,3(2))e(3 (Y))}
=W, (X,Y,2)

Teorem 4.2.5. M* hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu W, smifinda ise bu

manifolddan elde ettigimiz hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, smifinda olur

(Manev, 1995: 63).

Ispat F, sinifinin saglamasi gereken sartlar ii¢ tane oldugundan bu ispati {i¢ adimda

gosterelim. Birinci adim i¢in ispat asagidaki sekildedir.

d d d
F((X,ag0). (V.0 ). (2, c )
d d d
+F((Vb- ) 2Zic ) g(X a )
d d d d d
+F((Z,c . (X.a ) (Y. b)) = g((V(XYa%)@(Y,bamﬁ(Z,ca))

d d
97,0 A0 X200

d d
+9((V,, o X3 9 D)

(Z,Ca)

Simdi ikinci adim i¢in ispat1 verelim.
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d d d d d
F((O’E)’(Y'ba)’(z'ca» = 9((V(O%)¢)(Y,ba),(2,ca))

d
=0(0,(Z,c—
90.(Z.c-2)
=0
. d d d, . . e
Benzer sekilde F((X, aa), (O, a), (Z, Ca)) ifadesinin de sifir oldugu gosterilebilir.
Son olarak tigiincii adim (4.20) esitliginden
d
H(X,aa):Ocnp(X):O

oldugu agiktir.

Teorem 4.2.6. M*" hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu W, smifinda ise bu

manifolddan elde ettigimiz M*" xR hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, simifinda

olur (Manev, 1995: 63).

Ispat (4.18) esitliginden

d d d
d d d
+F((Y!ba)1(zica)’(xiaa))

d d d
+F((Z,ca),(x,aa),(Y,ba)):W(X,Y,Z)+W (Y,Z,X)+W (Z,X,Y)

=0
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5. HEMEN HEMEN KONTAKT B-METRIiK YAPIDAN HEMEN HEMEN
KOMPLEKS B-METRIK YAPI KURMA
Tamm 5.1. (M,¢,£,77,9) (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt B-metrik manifold olsun.

Bu manifoldu reel sayilar uzayi ile skaler olarak garptigimzda M xR, (2n+2)-boyutlu hemen

hemen kompleks B-metrik manifolddur.

M xR manifoldu tizerindeki diferensiyellenebilir bir vektor alanini (X, a%) olarak

tanimlayalim. Buradaki X, M manifoldu {izerindeki vektor alanlar1 kiimesinin elemani, a,
M xR manifoldu tizerinde reel degerli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve t ise R nin

koordinatidir.
Simdi M xR manifoldu {izerinde
J:MxR—>MxR

d d,. 3 d
(X,aa) > J(X,aa) =(g(X) a(f,n(X)dt)

(5.1)

doniisiimiinii tanimlayalim.

Onerme 5.2. (5.1) tanimlanan J doniisiimii M xR manifoldu i{izerinde bir hemen hemen

kompleks yapidir.
Ispat Bunun icin gdstermemiz gerekir ki J yapist (4.1) esitligini saglar. Her

(X,a%) e 7(MxR) igin
Jz(x,a%)zJ(J(X,a%))
= 3(X)-agn (X))
= @(p(X) )= (X)&n(9(X¥)-a) )

= (¢*(X)=a¢(&)-n(X)&((n29)(X)-an (<)) 5)

= (Xn(X)E-n(X)é-a )
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d
= _(X ’ aa)

elde edilir. Yani J?2=—Id dir.

Tanim 5.3. M xR manifoldu izerinde (n +Ln+1) isaretli h metrigi  keyfi

(X,a%),(Y,b%)e;((M xR) igin

d dy. B
h((X,a—dt),(Y,b—dt))._g(X,Y) ab (5.2)
seklindedir.

Onerme 5.4. (M 0,&,m, g) hemen hemen kontakt B-metrik manifold olsun. Bu manifolddan

elde ettigimiz M xR manifoldu J kompleks yapisi ve h metrigi ile birlikte bir hemen

hemen kompleks B-metrik manifolddur.
Ispat Bunun icin sadece (4.2) esitligini gdstermemiz yeterlidir.

d d d d
h(JI(X,a-), J(Y.b)) = h((¢(X)-ag,n(X )E),(¢(Y)—b§,U(Y)a))

g(¢(X)-a&,g(Y)-bE)-n(X)n(Y)
9(4(X).4(Y))-bg(¢(X).¢)
—ag (& ¢(Y))+abg (£,€)-n(X)n(Y)

=—g(X,Y)+n(X)n(Y)+ab—n(X)n(Y)
:—(g(X,Y)—ab)
:—h((X,a%),(Y,b%))

O halde (l\/l xR, J, h) yapis1 bir hemen hemen kompleks B-metrik manifolddur.

Simdi hemen hemen kontakt B-metrik yap1 ile bu yapidan elde ettigimiz hemen hemen

kompleks B-metrik yapinin kovarayant tiirevleri arasindaki bagintilar1 verelim. Bunun igin

oncelikle su doniisiimleri tanimlayalim. ( po,to) e M xR alalim.
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itM—>MxR M > MxR
. ve .
p|—>|(p)=(p,t0) tHJ(t):(pO't)

Bu yiizden X € (M) ve aeC”(MxR) i¢in X(aci) ve %(aoj) terimleri
X(a) ve %(a) tarafindan basitge belirtilecek.

(M,¢,£,77,9) hemen hemen kontakt B-metrik manifold ve (M xR,J,h) hemen

hemen kompleks B-metrik manifold olsun. V. ve V y1 sirasiyla g ve h  metriklerinin

semi-Riemann konneksiyonu olarak alalim. Bu iki yapinin kovaryant tiirevleri

(7,0 )0V DD = (7Y, (X [p]+a D ) (5.3)

(X xaa)

seklindedir. Simdi (5.3) esitligini kullanarak J  kompleks yapisinin ¢ kontakt yapisi

cinsinden gosterimini elde edelim.

~ d - d ~ d
O a0 =V 0, QDG IV (D)
V d - db, d
:V(X'ai)(¢(Y)_b§,ﬂ(Y)a)—J(VXY +(X [b]+aa)a)

(7, ($(1)=BE)+V, (7 (Y) )

db d
—(#(VY)—(X [b]+aa)+q(VxY)a))

=9, (1)~ X [P bV, v, (1) ) -2 s

db d
:—¢(VXY)+ X [b]é"'aa—ﬂ(va)a

= (Vi (8(Y))-9(VyY)-bV,&

7, (V) -71(7,0) D)
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(Vo) (V) =BV, £+ (V) (V)2

dt
Buradan goriiliir ki
~ d d
(V0 I)b-0) = (Vi) (Y) =BV & +(Vyen) (Y )= (5.4)
(Xvaa) dt dt
esitligi gegerlidir.

M xR manifoldu tizerindeki W temel tensoriinii

W:y(MxR)x y(MxR)x y(MxR)— y(MxR)

d d d d d d (5.5)
((x!aa)!(Y!ba)!(Z’Ca)) (g W((xlaa)l(Y!ba)l(Z!Ca))
doniistimii altinda
d d dyw. /e g i
W((X,aa),(Y,ba),(Z,Ca)) = h((V(X’a%)J)(Y,bdt),(Z,Cdt)) (5.6)

seklinde tanimlayalim.

Onerme 5.5. M xR hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu iizerindeki temel tensor
W ve M hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu {zerindeki temel tenséor F olmak

uzere
W((X,a%),w,b%),(z,c%)) =F(X,Y,Z)-bF(X,&¢(Z))-cF(X,8(Y).&) (5.7)

esitligi vardir.

Ispat: Ispat igin sirasiyla (5.6) ve (5.2) esitliklerini kullandigimizda (5.7) esitligini su sekilde

gorebiliriz.

d d d ~ d d
W((X’aa)’w’ba)v(z’ca)) = h((v(x,a%)J)(Y’ba)’(z’CE))

= (T )T & (T, . 2,65

9((Vx#)(Y)-bVx&.Z)=c(Vin)(Y)

9((Vx#)(Y).Z)-bg (V& Z)~c(Vym)(Y)

F(X.Y,Z)=bF (X,&¢(2))~cF (X, 4(Y).¢)
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(MxR,J,h) hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu iizerindeki Nijenhuis

tensoriinii
N :)((M xR)x;((M xR)—);{(M XR)

d d ~ d d
((X1aa)1(Y!ba)) = N((X,aa),(Y,ba))

doniistimii altinda

- d d ~ d d
N((X,aa),(\(’ba))=(V(Xva%)3)(J(Y bd —)) - (V J)(J(X,aa))

| ] (5.8)
(7,0 DG, o X2 )

seklinde tanimlayalim.

Onerme 5.6. M xR hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu iizerindeki Nijenhuis
tensorii N ve M hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu iizerindeki Nijenhuis tensorii

N olmak tizere

N(X,a—),(Y,b=)) N(X’Y)+b{¢( Xg)_6¢(x)§+(€§¢)(x)}
—a{¢(ﬁvf)_v¢(v §+(§§¢)(Y )}
~ ~ : 59
(( )Y )=(Vor ) (X)+ (V7 ) (Y
(91) (X)) ) b(¥,) )| &

esitligi vardir.

Ispat: (5.9) esitligini gdstermek icin dncelikle
) IV (b))
a T dt

i) (v,b3)

J(X ad)

dt

i) IV, 4 (Y, Ly

J(Xa ) dt

iv) d((Yb))

J(X a )

d d
D, DOMbEN T, L b

(X aa)
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. d d
V) (Ve DAY, e DA

kovaryant tiirevlerini sirasiyla hesaplayalim.

, d db
D IV, GO = IV h (V) =X [b]E bV, —arp &V (n(Y)) )

=PV d(Y) =X [b]é—bvxg—a%@_vx (n(Y))&
do _, d
(Vxh(Y)=X[b]E-bV, g —ad)

= (¢(VX¢(Y))_b¢(Vx§)_vx (”(Y))§

db, d
,(n(Vx¢(Y ))— X [b]—aa)a)

.. d d
V Y,b_ :v Y!b_
D) J(X,a%)( dt) (¢(X)fa~f,ﬂ(x)£)( dt)

dt

d d d
=YY + Vg O~ VaY Vo0 )+ (0)

(X) )dt

d d db, d
=V,x)Y +(¢(X))[b]a—aV¢Y —af[b]aﬂ??(x)a)a

= (V)Y —aV§Y,((¢(X)—a§)[b]+77(x)%)%)

d db, d
ii) J(VJ(X’a;)(Y,bE)):J(V¢(X)Y—aVSY,((gzﬁ(X)—af)[b]ﬂy(x)a)a)

=4 Y~V V)~ (@(X)-a) o]+ (X ) D)
d
,77(V¢(X)Y —ava)a

db

=9V ) =gV V)~ ($(X ) ~ag) [b] £~ (X) &

d
) (U(v¢(x)Y - aﬂ(vgY )) a

38



iv) 0, (30 b—» Vs, GG

J (X.a%) (X)-agn(X) ) dt

= Vi@ (Y)=(#(X)=ag)[b]& =V & +V i, (Y )jt)

db

—av, (4(Y))+abVv.&-av, (7 (Y ) /G e

¢

= (V¢(X)¢(Y) o (¢(X) - af) [b]§ _bv¢(><)§_ avg (¢(Y))
db d

bV, P, (600 -2 )]

d
V) (V(X,a%)\])(\] (Y!ba))

) d
HY, 5 (Y, b—) Vo %)J (Y,b)-I(V *)J<Y b—»
d
+VJ(X 7) J(Y, b ) J(V ,(%)(Y’ba»
db, d
==(VyY.(X[b]+a 9 )

—[B(Vg(Y))=bd(V,&) =V, (n(Y))&

db, d

(Vg (Y)) =X [b]-a-2) dt)}

+[ V0 # (V) =(6(X)=a)[b]E bV 8

db

-av(¢(Y))+abv £ -n(X)

4

(60)-a)[n(1)]5 ]

09 Y- 20(V2Y)~(8(0X) -2 bl -0 (X) L

,(U(V¢(x)Y - aﬂ(vffY )))%}
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=[-VY =g(Vyg(Y)) +bp(V£)é
V5 ((Y))E+V (V) —(4(X)-as)[b]
bV, E-av, (¢(Y))+abv.E—n(X )%§—¢(v¢(x)v)

db

dt§

+ag (V.Y )+(4(X)-ag)[b] & +n(X)
,{—(X[b]+a%)—n(vx¢(Y))+(X[ +a—)+¢ )[n(Y)]

~a&[n(Y)]- (v )Y)+a77(VY))3J

=[98 (V) +9(78)+ Vo (11 )+ (V) (Y)

bV, E—av,(4(Y))+abv.&
d
(00Tt} 1)-a(¥r) (1) 5 |
: d
vi) (V(Y‘b%)J)(J(X,aa))

d
V0 DGR =Y, o PKAD-IV, L, I0Kag)

d d
v \J X, - _\] \Y% Xa L
+ J(Y,b%) (X.a dt) ( J(be%)( a dt))

==V, X =¢(V,¢(X)) +ag(V <)
+Vy (7(X))S + (V¢(Y)¢)(X)

—aV,,&—b(V,#)(X)+abV &

,(—U(Vy¢(x))+(V¢(Y)77)(X)—b(V¢77)(X))%
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Simdi (i-vi) esitliklerini kullanarak (5.9) esitligini gosterelim.

o d d ~ d -
N((X,aa),(Y,ba))=(V(Xva%)3)(J(Y,ba))—(V N IJ)(J(X a—))

d

- d
+HV o DY, b—) V. g X ag)

J(X, —) J(Yb )

=(V_ 4 DA, b—))+(V a I, b—)

(xad) Ixal)
~[(V_ 4 I(X ai))+(ﬁ I)(X ai)
(r6%) Tt e dt

=V, Y =4(V,4(Y))+bs (V)

Y, (V) E+(V 02 (Y)

bV, —aV, (4(Y))+abV &

(18 ()+(Va1) (V) -2 (V) (1)) S
[V, X ~9(7,4(X)) +ad(V,&)

#Vy ((X)) €+ (a9 (X)

—aV ., E-b(V,4)(X)+abV &
,(—n(w(x))+(6¢(Y)n)(x)_b(ﬁén)(x))H

= (Vo 2) ()= (V08 ) ) = 8((V ) (Y)) + #(V48(X))
4 (V&) —ap(Vy &) ~bV £ +aV &
-a(V.9)(Y)+b(V.9)(X)+ Y, (n(Y)) =V, (n(X))S
(T8 00) = (Vo) (X) (¥ g7) (¥)

_(V¢(v)’7)(x )=a(Van)(Y)+b(V.r)(X ))%
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M hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu tizerindeki Nijenhuis tensorii
N(XY)=(Vy002) (V)= ¢ (V) (V) =V (X)
+(() (X)) + (Vo) ()€ =(Vym)(X)&

oldugundan (5.9) esitligi saglanir. Buradan goriiliir ki M xR hemen hemen kompleks B-
metrik manifoldu {lizerindeki Nijenhuis tensorii sifir ise M hemen hemen kontakt B-metrik
manifoldu iizerindeki Nijenhuis tensorii sifirdir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Bunun

saglanabilmesi i¢in (5.9) esitliginin sag tarafindaki birinci bilesenden

N(X,Y)=0
{¢(VX§)+(V§¢) X =V & =0

ve ikinci bilesenden

(V.7)(X)=0
(V¢(X)77)(Y)+(VX’7)(¢(Y)):0
esitliklerinin ayni anda saglanmast gerekir.
Teorem 5.7. (Mzn*l,qﬁ,g,n,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, simifinda ise

bu manifolddan elde ettigimiz (M xR, J,h) hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu W,

sinifinda olur.

Ispat Onerme 5.5. ten agiktir.
Teorem 5.8. (Mzn*l,qﬁ,g,n,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, sinifinda ise

bu manifolddan elde ettigimiz (M xR,J,h) hemen hemen kompleks B-metrik manifoldu

W, ®@W, sinifinda olur.
Ispat (l\/l 0,E.m, g) manifoldu F, sinifinda olsun. Her

d d d ..
(X’aa)’(Yaba)v(ZaCa) GZ(M XR) 1¢1n
d d d
d d d
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d d d - d d
+W((Z,Ca),(X,aa),J(Y,ba)) =h(v, ad)‘])(Y!ba)!J(Z!Ca))

“at

- d d
+h((V(Y g )J)(Z,Ca), J(X, aa))

Tt

~ d d
+h((V(Z d )J)(X,aa), J (Y,ba))

Tt

=] ()Y -BY, 6 (V) () )
6@)-n@)D)]
+h{((v~Y¢)(Z)—cVNY5,(VNW)(Z)%

(#(X)-ag.n(X )j't)}

+h[((v~z¢)(x)—a&zg,(ézn)(x)%)

G)-ban(1)D)|

=g((Vid)(Y)-bV,&.9(2)-cS)-n(Z

+9((Ve@)(2)-cVy & ¢(X)-ag)-n(X (2)

)-
+0((V29)(X)-avo& g (Y)-be)-n (Y
=F(X.,Y,8(Z))+F(Y.Z.¢(X))+F(Z,X,4(Y))
—CF (X,Y,&)+cF (Y, X,&)-aF (Y,Z,¢)

+aF (Z,Y,£)-bF(Z,X,&)+bF (X, Z,¢)

n(Z)F(X,4(Y).&)-n(X)F(Y.4(2).¢)
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=0
Teorem 5.9. (M2“+1,¢,§,77,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, simifinda ise
bu manifolddan elde ettigimiz (M xR,J,h)  Quasi-Kaehler B-metrik manifoldu W,

sinifinda olur.

ispat (M2”+1,¢,§,77,g) manifoldu F; sinifinda olsun. Her

d d d ..
(X,aa),(Y,ba),(Z,Ca) EZ(M XR) 1¢1n
d d d
d d d
+W((Y’ba)i(zvca)v(x1aa))

d d d - d d
+W((Z’Ca)!(x’aa)! (Y’aa)) = h((v ‘])(Y!ba)! (ZICE))

d
(X xaa)

- d d
(Vo DZ.c).(Xa )

dt

= d d
+h((V(Z i)J)(X , aa), (Y,ba))

C
dt

1] (7.0)0) 17,8 (Tn) () D 2.0 D)

+h ((VY¢)(Z)—cﬁyf,(?m)(z)%),(X,a%)}

1l (9:6)(X)-a7.4,(721) ) Db )

=9((Vy#)(2)-cV,&,Z)—c(Vyn)(Y)
+9((V9)(Z)-cVy & X )-a(Vy1)(2)
+9((V,9)(X)-av,&,Y ) =b(V,7)(X)

=F(X.,Y,Z)+F(Y,Z,X)+F(Z,X.,Y)
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~bF(X,4(Z),8,)+bF (Z,4(X),&)~cF (X, ¢(Y).£)
+oF (Y, 0(X).&)~aF (Y.4(2).£) +aF (Z,4(Y).£)

=0
Teorem 5.10. (M*™,¢,&,7,9)  hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu ve bu

manifolddan elde ettigimiz (M x]R,J,h) hemen hemen kompleks B-metrik manifold olsun.

(M xR,J,h) semi-Kaehler B-metrik manifolddur ancak ve ancak #=0 ve 51 =0 dur.

Ispat Ispata baslamadan &nce su bilgileri verelim.
M (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt manifoldunun ¢ taban olarak adlandirilan

{el, €€ ¢(el) , ¢(e2),..., ¢(en ) , f} seklinde bir ortonormal tabani vardir. Bu taban

a(e.e)=-9(4(a).6(e,)) =4y, (i.i=1...0)
ile birlikte hemen hemen kontakt B-metrik manifolddur. Ayrica bu taban M xR manifoldu

lizerinde {El =(e1,0),..., E, =(en,0),JE1 =¢(el,0),...,JEn :(é(en,O),(O,%)} seklinde bir J

taban meydana getirir. J tabani
h(E;, E.)z—h(JE.,JE.):-h((o,i),(o,i)) =35
v v dt dt v
ile birlikte hemen hemen kompleks B-metrik manifolddur.

Her (X,a%)e;((M XR) igin
o(X,a 1) =W ((e,0).,(&,,0).(X,a-1))

" dt PR T
+...+W((en,0),(en,0),(X,a%))
AN(£,0),(£,0)X,a %)
—{W((¢(el),0),(¢(eq),0),(x,a%»
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+...+W<(¢(en),0),(¢(en),0>,(x,a%»}
+W ((O, a%), (O, a%), (X, a%))

= F(e,.€, X )=a(Ver)(e) +-.+ F (.80, X)
(Ve 7)(&)+ F (£.6.X)

[ F(4(e).9(e). X)=a (Vo) (9(e1))

ot F(g(e,).0(e). X)=a( v, 1) ((e,) |

[F(o(e) d(e) X)+..+F (o(er) d(e). X

_aiznl:(veln)(ei )+ aiZl:(V¢(ei)r7)(¢(ei ))

=0(X)-adn

=0
Sonu¢ 5.11(M2”+1,¢,§,77, g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu F, sinifinda olsun.
Eger on =0 ise bu manifolddan elde ettigimiz (M xR,J,h) hemen hemen kompleks B-

metrik manifoldu W, sinfinda olur.
Sonuc ve Oneriler

Sonu¢ Elimizde (M2"+1,¢,§,77,g) hemen hemen kontakt B-metrik manifoldu var olsun. Bu

manifoldu R manifoldu ile skaler olarak carptigimizda bir ¢ift boyutlu hemen hemen

kompleks B-metrik manifoldu elde ederiz. Eger hemen hemen kontakt yap1 F;, F,, F
siniflarinda ise bu yapidan elde ettigimiz hemen hemen kompleks B-metrik yapi sirasiyla W,
W, @W, , W, simiflarinda olur.

Oneri Bu yapilarn birgok siniflar1 vardir. Bu tezde birkag tanesi incelenmistir. Bu siniflarin

digerleri caligilabilir. Ayrica bu yapilarin egriliklerine, egrilik 6zelliklerine ve siniflarin

egrilikleri arasindaki iligkilere bakilabilir.
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