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BEYAN

Biikiimlii Yiizeyler Uzerine adh yiiksek lisans tezinin hazirhk ve yazimi sirasinda
bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim
boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atiftabulundugumu, kullandigim verilerde herhangi
bir tahrifat yapmadigim, tezin herhangi bir kisnunin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya
baska bir {liniversitede baska bir tez ¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi
muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis

oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanimn,
Bilimsel Arastrma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;

projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarasi ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.
DESTEK DESTEK ALINMAMISTIR
ALINMISTIR

Destek alind ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiiril Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Aragtirma Projesi)
2- TUBITAK

T R

------------------

ETIK KURUL onay: var
ise:

ETIK KURUL karar tarih/sayr:  [ooeveveeevreerorerersnnseresssmreesseslorseseens

MERVE ACAR

26.01.2022
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OZET

BUKUMLU YUZEYLER UZERINE

Bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir. Birinci béliimde giris kismma yer verilmistir. Ikinci
boliimde Oklid uzaymnda temel kavramlar verilmistir. Ayrica bu bélimde Oklid uzaymda

egriler ve yiizeylerden bahsedilmistir.

Ugiincii boliimde yogunluklu Oklid uzaymnda temel kavramlar verilmistir. Ardmdan biikiimlii
yiizeyler incelenmis olunup; diiz bikimli yilizeyler ve minimal biikkiimli yiizeylerden

bahsedilmistir. Ayrica biikiimlii yiizeyler ile ilgili 6rekler verilmistir.

Dérdiincii béliim bu ¢alismanin orijinal kismmi olusturmaktadir. Bubdliimde yogunluklu Oklid
uzaymda agirlikli diizve agirlikli minimal biikiimlii yiizeyler incelenmistir. Yiizeylerin agirlikli
Gauss ve agirlikli ortalama egrilikleri hesaplanarak ait olduklari yiizey siniflart belirlenmistir.

Son olarak agirhikh biikiimli yiizeyler ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yogunluklu Oklid Uzayi, Biikiimlii Yiizey, Agirlikli Diiz Biikiimlii
Yiizey, Agirhikli Minimal Biikiimli Yiizey.



ABSTRACT

ON TWISTED SURFACES

This study consists of four parts. The first chapter includes the introduction. In the second part,
basic concepts in Euclidean space are given. In addition, in this section, curves and surfaces in

Euclidean space are mentioned.

In the third chapter, basic concepts in Euclidean space with density are given. Then twisted
surfaces have been examined; flat twisted surfaces and minimal twisted surfaces are mentioned.

Inaddition, examples of twisted surfaces are given.

The fourth part is the original part of this study. In this section, weighted flat and weighted
minimal twisted surfaces in Euclidean space with density have been examined. By calculating
the weighted Gaussian and weighted mean curvatures of the surfaces, the surface classes they
belong to have been determined. Finally, examples related to the weighted twisted surfaces are

given.

Keywords: Euclidean Space with Density, Twisted Surface, Weighted Flat Twisted Surface,
Weighted Minimal Twisted Surface.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LiSTESI
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R : Reel I¢ Carpim Uzay1
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k; : E® Oklid Uzayinda i-yinci Frenet Egriligi
{T(s),N(s),B(s)} : Frenet Vektorleri

K . Gauss Egriligi

H > Ortalama Egrilik

v : Gradiyent

A : Laplas operatorii
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1. GIRIS

Klasik diferansiyel geometrinin en dnemli kismuni, yiizeylerle ilgili caligmalar olusturur.
Sabun képiigiinden kan hiicrelerine kadar 3-boyutlu Oklid uzayndaki tiim yiizey sekilleri,
cesitli egrilikler tarafindan belirlenir (Osserman, R., (1990)). Yiizeyler iizerindeki egriliklerden
ilk akla gelenler; yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleridir. Bu egriliklerin hesaplanmasi igin,
ylizeylerin birinci ve ikinci temel form katsayilarindan yararlanilmaktadir. Yiizeylerin birinci
ve ikinci temel form katsayilari, ylizeyler hakkinda diferansiyel geometrik bilgiler vermektedir.
Gauss egriligi, yilizeyin icsel bir 6zelligidir; yani ylizeyin birinci temel formu ile onun
tiirevinden elde edilebilir. Ortalama egrilik ise, yiizeyin uzayda nasil yattigmi dlgen dissal bir
ozelliktir (Germain, S., (1831)).

Son zamanlarda gesitli uzaylarda donel yiizeyler, regle yiizeyler, helikoidal yiizeyler vb.
birgok yiizey tiirii incelenmistir. Gray A., 3-boyutlu Oklid uzaymda Mobius seridini ve
biikiimlii Klein sisesini olusturmak ic¢in kullanilan yapry1 genellestirerek *‘biikiimli yiizey’’
terimini  tanmitt1  (Gray, A., (1998)). Stanilov ve Slavova, bikiimli ylizeylerin
yonlendirilebilirligini ve gii¢ serilerini incelediler (Stanilov, G., & Slavova, S., (2006)).
Goemans ve Woestyne tarafindan 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarmda diiz, minimal,
sabit Gauss egrilikli ve sabit ortalama egrilikli biikiimlii ylizeyler smiflandirilmistir (Goemans,
W., & Woestyne, I. Vande, (2013); Goemans, W., & Woestyne, 1. Vande, (2014)). Ayrica son
zamanlarda geometri ve fizik¢iler i¢in 6nemli bir konu olan yogunluklu manifold kavrami
birgok bilim insan1 tarafindan incelenmistir. Oklid, Minkowski ve Galile uzaylarmda
yogunluklu manifoldlar {izerindeki egrilerin ve hiperylizeylerin diferansiyel geometrisi
geometriciler, fizik¢iler vb. icin 6nemli bir konu olmaya baslamistir. Belarbi ve Belkhelfa
yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzaymndaki yiizeyleri incelediler ve yogunluklu bir Riemann
manifoldu i¢in bazi sonuglar verdiler (Belarbi, L., Belkhelfa, M., (2012); Belarbi, L., Belkhelfa,
M., (2015)). Agirlikli ortalama ve agirlikli Gauss egriliklerine sahip helikoidal yiizeyler,
yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzaymda (Yoon, D.W.; Kim, D.S.; Kim, Y.H.; Lee, J.W., (2017)),
yogunluklu Minkowski uzaymda (Y1ldiz, O.G.; Hizal, S.; Akyigit, M., (2018)) vb. birgok farkli

uzayda ¢aligilmustir.



Bu tez ¢ahsmasmda yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzaymda agilikli diiz biikiimlii
yiizeyler ve agirlikli minimal biikiimlii yiizeyler incelenmistir. 11k olarak yogunluklu 3-boyutlu
Oklid uzayinda biikiimlii yiizeyin agirhkh Gauss egriligi hesaplanmistir. Daha sonra e?

yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzaymnda biikiimlii yiizeyin agwhkh ortalama egriligi

hesaplanmistir. Bu egrilikler ile ilgili sonuglar elde edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu béliimde 3-boyutlu Oklid uzayr R deki egriler ve yiizeyler konusu ile ilgili temel

tanim ve kavramlar verilmistir.
2.1. OKlid Uzay1

Tanmm 2.1.1. A # @ bir kiime ve K cismi iizerinde bir vektor uzay1 V olsun. V P, Q, R € A igin

asagida verilen iki aksiyomu saglayan
f: AxA -V
(P.Q) » f(P.Q)=PQEV
doniistimii varsa, A kiimesine V vektor uzayi ile birlestirilmis afin uzay: denir:
i) VP,Q,R € Aicin f (P,R) = f (P,Q) + f (Q,R)
ii)VP e AveV x €V igin f (P,Q) = x olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardir.

ﬁj vektoriiniin baslangi¢ noktasi P, bitis noktasi ise Q’dur (Hacisalihoglu, 2000: 1).

Tanmmm 2.1.2. V bir vektor uzay1 olsun. A, V vektor uzayi ile eslenen afin uzay olmak {izere,

Py, P, Py, Ps,..., P, € A noktalant i¢in {P,P;, P P,,P,P5,...,PyP,} vektorlerinin kiimesi V
vektor uzaymm bir tabani ise {P,, P;,P,, P;,..., P,} nokta (n + 1) —lisine A afin uzaymn afin
catis1 adiverilir. P, noktasina ¢atmmn baslangic noktasi, P;; 1 < i < n , noktalarina ise ¢atinin

ug¢ noktalar: denir. boyV = n ise A, n-boyutlu bir afin uzay olur. (Yiice, 2017: 4).
Tanim 2.1.3. A bir reel afin uzay, A ile eslenen vektor uzayi ise V olsun. V tizerinde

() VxV - R

(x,y) = (x,y)

seklinde tanimlanan reel degerli fonksiyon, V x,y,z € V ve a,b € R igin

1) Pozitif Tanimhilik (Kararhlik) Aksiyomu:

(x,x) 2 0,({x,x) =0 x = 0

ii) Simetri Aksiyomu:

(x,y) = (y,x),



i) 1. Yere Gore Lineerlik:

(ax+ v,z ) = alx,z) +(y,z)

iv) 2. Yere Gore Lineerlik:

(x,y +az)={(x,y)+ alx,z)
aksiyomlarini sagliyorsa bu fonksiyona i¢ ¢carpim fonksiyonu denir (Axler, 2015: 166).
Tanmim 2.1.4. A bir reel afin uzay, A ile eslenen vektor uzay1 ise V olsun. V' vektor uzayinda

() VxV-> R

n

X =(x1,%X5, e, Xp)
X, - X, = XiVi»
() > =D w260

olacak sekilde Oklid i¢ ¢arpmmu (standart i¢ ¢arpim) tanimlanirsa A afin uzaymda uzaklik ve ag1
gibi metrik kavramlardan bahsedilebilir. Béylece A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay: denir ve

E™ ile gosterilir. E™ ile eslenen reel vektor uzay1 V ise R™ ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000:
4).
Ozel olarak; 3-boyutlu standart reel vektdr uzayr R? ile birlestirilmis R2 afin uzaymi

ele alalim.

x = (x,%,%3),¥y = (V1, Y2, ¥3)
olmak iizere R® vektor uzaymda Oklid i¢ ¢arpim;
() RExR®* > R

3

(63) = (63) = ) x,

i=1

seklinde tamimlanir. Dolayistyla R3 afin uzay: 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E3 ile gosterilir.

Tamm 2.1.5. n-boyutlu standart reel i¢ carpim uzayr R® ve R" ile birlesen Oklid uzay1 E"

olmak {iizere; Py,P,,P,,..., P, € E" noktalan i¢in {P,P;,P,P,,..., PyP,} vektorlerinin kiimesi
R™ i¢ garpim uzayinm bir ortonormal tabani ise {P,, P, P,,P;,..., P,} nokta (n + 1) —lisine E"
Oklid uzayinda bir Oklid ¢atis1 ad1 verilir (Yiice, 2013: 11).



Tamm 2.1.6. R, n-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere, V x = (x,%,,...,x,) € R" igin x

vektoriniin normu

llxll = y/(x, x)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).
Tamm 2.1.7. V n-boyutlu bir i¢ carpim uzayi, V ile birlesen Oklid uzayr R" ve
Xx= (X, %50, %), ¥ = V1, V5, -, Yy) € R™ 0lSun.

d:R"x R" - R*

(xy) = d(x,y) = Iyl = VI, (i — x)?
esitligi ile tanimlanan d fonksiyonuna R™ uzayinda uzaklik fonksiyonu denir ve ¥V x,y € R" i¢in

x ile y noktalar arasindaki uzaklik d(x,y) ile gosterilir. d uzaklik fonksiyonu R" uzaymda bir
metrik belirtir ve belirttigi metrige Oklid metrigi denir (Yiice, 2013: 13).
Tanmm 2.1.8. x,y,z € R" li¢ farkh nokta olsun. xy ile xZ vektorleri arasindaki 6 € R agis,

0 < 6 < 7 olmak tlizere

(xy, xZ)
cosO = T 1—n
Iy 1l 1%zl

esitligi ile hesaplanir (Yiice, 2013: 13).

Tamm 2.1.9. R3, 3-boyutlu Oklid uzay1 ve x = (x1,%,,%3), ¥ = (¥1,¥,,¥5) € R® olmak

lizere,

ARIXxR - R3

> €, € €3
(x,y) - X/\y=Zdet(ei,x,y)= X1 X, X3
i=1 Vi Y2 V3

= (X2V3 = Y2X3, X3V, — V3X1, X1V, — V1X3)
biciminde tammh A: R3 x R® —» RS3 fonksiyonuna vektirel ¢arpim denir. x A y vektorii, x ve

y vektorlerinin her ikisine de diktir. Ayrica vektérel ¢arpimin normu
llx Ay Il =[xl llyll sin®

esitligi ile tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).



2.2. Oklid Uzaymnda Egriler

Tamm 2.2.1. R, n-boyutlu Oklid uzay1 ve I = (a, b), R nin irtibath agik alt ciimlesi olmak

uzere,

a:lc R-> R"

s = a(s) = (a.(s), a, (), ..., a,(5))

déniisiimii diferansiyellenebilir ise (1) € R™ ciimlesine, R n-boyutlu Oklid uzayinda (I, @)
koordinat komsulugu ile verilmis bir egri denir. I c R alt climlesine a egrisinin parametre

araligi ve s € I reel sayisina da a egrisinin parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000: 139).

E

Sekil 2.1. R™ de egri

Tamm 2.2.2. R™ de bir a egrisi ile (I, a) ve (J, B) seklinde iki koordinat komsulugu verilsin.

a egrisinin [ daki parametresinin J deki parametre ile degisimi olan
h=alof; -1

diferansiyellenebilir fonksiyonuna a nin bir parametre degisimi ad1 verilir (Yice, 2013: 100).



a

"a(s) = B(t)

[—é—]

—— K

I \ B
h=a t |
=a o ﬂ

J

Sekil 2.2. Parametre Degisimi

Tanmm 2.2.3. a: [ = R" egrisi verilsin. V s € [ i¢in a(s +t) = a(s) esitligini saglayan en az

bir t pozitif tam sayis1 varsa « egrisine kapalidir denir (Millman ve Parker, 1977: 53).
Tamim 2.2.4. R™ de bir a egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
a:l - R"

s€l ve a(s) = (a,(5),a,(s), ..., a,(s)) olmak iizere, a'(s) = (a’'(s),a’,(s),...,a",,(5))

seklinde tanimlanan vektore, a egrisinin a(s) noktasindaki sz vektorii denir (Yice, 2013: 97).

Tamm 2.2.5. Her noktasindaki teget vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri adi verilir.

Yani;
a:l - R"

olmak ftizere, V s € I igin a'(t) # 0 oluyorsa, a egrisi regiiler egridir (Hacisalihoglu, 2000:
150).



Tanmm 2.2.6. a: I € R — R" egrisi verilsin.
la']: 1 - R

s— lla'l|(s) = lla’ (S|

bigiminde tanimli fonksiyona a egrisinin skaler hiz fonksiyonu, ||la’(s)|| reel sayisma ise «

egrisinin a(s) noktasindaki skaler hizi denir (Yiice, 2013: 98).

Tamim 2.2.7. R" de bir a egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. V s € [ igin

la’ (Nl =1
sartin1 saglayan a egrisi birim hizli egri, s € I parametresi ise egrinin yay-parametresi olarak
adlandirtlir (Yiice, 2013: 99).

Tamm 2.2.8. a: I ¢ R - R3 egrisi verilsin. a, b € I igin
a
[le@lds; se
b

reel sayisina, a egrisinin s = a ile s = b arasindaki yay-uzunlugu denir (Yiice, 2013: 102).

Tamim 2.2.9. R3 uzayinda birim hizh a:I - R3 egrisi verilsin.

T(s)=a'(s)
esitligi ile tanimh T'(s) vektoriine, a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir. T
fonksiyonu, I araliginin her bir s noktasina, a(s) noktasndaki T'(s) teget vektoriinii karsilik
getirdiginden T, a egrisi lizerinde bir vektor alanidir ve bu vektor alanma, a egrisinin birim
teget vektor alam adi verilir (Sabuncuoglu, 2016: 74).
Tanm 2.2.10. R3? uzayinda birim hizh a: I - R® egrisi verilsin.

k: >R

s =2 k(s) = IT'(S)l

dontisiimiine, a egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(s) reel sayisina, egrinin a(s) noktasindaki
egriligi denir (Sabuncuoglu, 2016: 74).

k(s) reel sayismm biyikligi, egrinin a(s) noktasindaki tegetinden ne kadar

uzaklastiginin Slglistidiir.



Tanm 2.2.11. R uzaymda bir a: I — R3 egrisi verilsin. a egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak
tizere 1/k fonksiyonuna a egrisinin egrilik yaricapi fonksiyonu adi verilir ve p ile gosterilir.
s € I i¢in p(s) reel sayisina ise a egrisinin a(s) noktasindaki egrilik yaricap: adi verilir

(Sabuncuoglu, 2016: 91).

Tamm 2.2.12. R3 uzayinda birim hizli a: I - R3 egrisi verilsin.

esitligi ile tanimli N(s) vektoriine, egrinin a(s) noktasindaki asli normal vektorii (birinci dik

vektorti), N vektor alanina da egrinin asli normal vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2016: 75).
Tamm 2.2.13. R3 uzayinda birim hizli a: I - R3 egrisi verilsin.
B(s) =T(s)AN(s)

esitligi ile tanimh B(s) vektoriine, egrinin a(s) noktasindaki binormal vektori (ikinci dik

vektorii), B vektor alanina ise egrinin binormal vektor alani denir (Sabuncuoglu, 2016: 75).

Tamm 2.2.14. R® uzayminda birim hizh a:1 — R3 egrisi verilsin. @ egrisinin Frenet vektdr

alanlan T, N, B olmak {izere;

T:] > R

s = 7(s) = =(B'(s),N(s)) = (B(s),N'(s))
seklinde tanimhi doniisiime, egrinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) reel sayisina ise egrinin

a(s) noktasindaki burulmasi (torsiyonu) denir (Sabuncuoglu, 2016: 76).
T(s) reel sayisi, egrinin oskiilator diizleminden ne kadar uzaklastigini dlger.

Tanm 2.2.15. R3® uzaymnda regiiler bir a: 1 » R3 egrisi verilsin. Bu egrinin egrilii k ve

torsiyonu 7 olmak {izere;
1) k =0ise a egrisi bir dogrudur.
i) Kk #0vet=0ise a egrisi diizlemseldir.
iil) Kk = sabit > 0 ve t = 0ise a egrisi yarigcap1 1/k olan gemberdir.

IV) 7/k = sabit & «a egrisi bir helistir. Eger k = sabit > 0 ve 7 = sabit # 0ise «

egrisi dairesel bir helistir (Millman ve Parker, 1977: 25, 31, 32).



Tamm 2.2.16. R™ n-boyutlu Oklid uzayinda bir a egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin.
Burada k >r i¢in Va® € Sp{y} olmak iizere, lineer bagmsiz ¢ ={a’,a”,...,a"}
sisteminden elde edilmis olan {V,,V,,...,V.} = {T,N,,N,,...,N,_,} ortonormal sistemine «
egrisinin ~ Serret-Frenet r-ayakli alam denir. s €a i¢in {V,(s),V,(5), .., V.(s)} =
{T(s),N,(s),N,(5),...,N,_;(s)} ye ise s € @ noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklis: denir.

V,(t), 1 < i <r vektorlerinin her birine Serret-Frenet vektorii adiverilir (Yiice, 2013: 127).

Tanmm 2.2.17. a: I - R"™ egrisi verilsin. a egrisinin a(s) noktasindaki oskiilator hiperdiizlemi
{T(s),N,(s),N,(5), ..., N,_,(s)} tabam ile gerilen hiperdiizlemdir. Burada N, (s) vektori, a
egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektoridiir. a egrisinin a(s) noktasindaki normal
hiperdiizlemi ise {N,(s), N,(s), ..., N, (s)}tabani ile gerilen hiperdiizlemdir (Fuster ve Codesal
1999: 299).

Teorem 2.2.1. R?® uzaymnda keyfi hizli bir a:1 - R3 egrisi verilsin. Bu egrinin a(s)

noktasmdaki Frenet 3-ayaklis1 {T(s), N(s), B(s)} olmak lizere;

a’'(s)
lla’ ()]

N(s) =B(s) AT(s)

T(s) =

B a'(s) Aa' (s)
B = e ra Ol

dir. BuradaT(s), N(s), B(s) vektorleri, a: I — R3 egrisinin a(s)noktasindaki Frenet vektorleri
olarak adlandirtlir. T, N, B vektor alanlarma ise a egrisi lizerinde Frenet vektor alanlar: denir.
{T,N,B} ciimlesi R® uzayinda bir ortonormal catidir ve bu catiya Frenet catis1 denir
(Sabuncuoglu, 2016: 76).

B(s)

a(s)
T(s)

N(s)

Sekil 2.3. Frenet vektorleri
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Teorem 2.2.2. R3 uzaymda birim hizh bir a: I - R3 egrisi verilsin. T(s), N(s), B(s) vektorleri,

a egrisinin a(s) noktasindaki Frenet vektorleri olmak iizere;

T(s) =a'(s)
B a/’(s)
NS =@

B(s) =T(s) AN(s)
dir (Tu, 2017: 15).

Teorem 2.2.3. R® uzayinda birim hizli bir a: I — R3 egrisi verilsin. Bu egrinin Frenet vektor

alanlart T, N, B; egrilik ve burulma fonksiyonlari, sirasiyla k, T olmak iizere
T' = kN
N' = —kT + B
B’ = —1N

dir. Frenet formiillerinin matris formunda gosterimi ise

T' 0 « 01T
N|l=|-x 0 =t||N
B’ 0  O0llLB

seklindedir ve burada
(T, Ty=(N,N)=(B,B)=1, (T,N)=(T,B)=(N,B)=0
dir (Shifrin, 2016: 11).

Tanim 2.2.18. R™ uzaymda bir  egrisinin a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi
{V,(s),V,(s), ..., V.(s)} olsun.

ki:l-> R, 1<i<r
s = ki(s) =(V'(5),Vi;11(5))
bigiminde verilen k; fonksiyonuna a egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, s € I i¢in k;(s) € R
reel sayisma ise egrinin a(s) noktasindaki i-yinci egriligi denir (Hicks, 1965: 18).
Teorem 2.2.4. a:1 c R = R™ keyfi hizli, regiiler bir egri olsun. a egrisinin a(s) noktasindaki
Frenet r-ayaklist {V,(s),V,(s),...,V.(s)} ve i-yinci egriligi k;(s) olmak iizere, Frenet

Formiilleri

11



) V() =9(9)k,(s)V,(s)
ii) V/(s) =—9()ki_1()V;_1(s) +I9()k;(s)V;11(s), 1<i<r
i) /() = —0(s)k,_y ()Vy_ (5)

seklinde tanimlanir. Burada 9(s) = |[a’(s)|l, @ egrisinin hiz fonksiyonudur (Hacisalihoglu,
2000: 155).

Teorem 2.2.5. a: I € R — R" birim hizli egrisi verilsin. & egrisinin a(s) noktasindaki Frenet

r-ayaklist {V, (s),V,(s), ..., V.(s)} ve i-yinci egriligi k;(s) olmak tizere Frenet formiilleri
i) Vi(s) = k() (s)
ii) V/(s)=—ki_ (V,_1(s) +k;(s)V;;1(s), 1 <i<r
i) V/(s) = —k,_y ()V;_4(5)

olur. Bu formiillerin matris formunda gosterimi ise su sekildedir:

- Vll -

[0 k 0 0 0 0 M
il |=ky 0 ky 0 w00 || %
ASEE A
Vr;—l l O 0 0 0 Y kr—1J Vg
_Vr’_ O 0 0 0 _kr—]_ O r

(Hacisalihoglu, 2000: 155).

Ozel Hal n = 3 durumunda; R® uzaymda birim hizh bir a: I - R® egrisi i¢in Frenet formiilleri

Vi
Vs

seklindedir. Burada 1-inci egrilik olan k,(s) degerine egrilik ad1 verilir ve “‘k(s)’” seklinde

4 [ 0 k, 0
V3, 0 —k 2 0

gosterilir. 2-inci egrilik olan k,(s) degerine ise burulma(torsiyon) adi verilir ve “‘z(s)”’

seklinde gosterilir (Ilarslan, 2002: 22).
Teorem 2.2.6. R? uzayinda keyfi hizh, regiiler bir a: I - R3 egrisi verilsin. a egrisinin egriligi
ve burulmasi(torsiyonu) ise sirasiyla;

la'(s) Aa” ()l

) =T

12



(@' (s) Aa’(s),a’"' (s))
lla’(s) Aa” ()2

(s) =

formiilleri ile hesaplanir (Mccleary, 1997: 87).

Tanmm 2.2.19. Bir egrinin tiim noktalar1 bir diizlem igerisinde yer aliyorsa bu egriye diizlemsel

egri adiverilir. Ayrica diizlemsel a(s) € R? egrisinin parametrik gdsterimi
a(s) = (a;(s),a,(s))

seklindedir (Millman ve Parker, 1977: 31).
Diizlemsel a(s) egrisinin egriligi ise

B a,(a,"(s) —a;" (s)a,'(s)

) = (9092 + (e ()D) P

dir.
2.3. Oklid Uzaynda Yiizeyler

Tamm 2.3.1. U, R? uzaymn agik bir alt ciimlesi olmak iizere;
X:U-R3
(5,t) = X(s,t) = (x1(5,1),x5(5,t),x5(5, 1))

seklinde tamimlanan diferansiyellenebilir doniisiime R3 uzaymda bir yama denir (Gray, 1998:
288).

Tamm 2.3.2.V (s,t) € U i¢in J(x)(s, t) Jakobien matrisinin ranki 2 ise X: U — R3
yamasina regiiler yama denir (Gray, 1998: 291).
Tamm 2.3.3. X: U - R3 regiiler yamasi i¢in asagidakiler birbirine denktir:

1) X,(sq,ty) Ve X, (s, to) lineer bagimsizdir.

X))

i) V (s, t,) noktasi i¢in det(
) ( 0 0) g <xs’xt) (\X‘t, xt)

i) V (s,,t,) noktast igin J (x)(s,t) Jakobien matrisinin ranki 2 dir.

(Gray, 1998: 295).
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Tamm 2.3.4. U, R? uzaymnm irtibath acik alt kiimesi olmak iizere X:U c R? — R3
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger X: U — X (U) fonksiyonu bir homeomorfizm

ise X (U) kiimesine R® uzaymda bir basit yiizey denir (Sabuncuoglu, 2016: 114).

Tammm 2.3.5. U, R? uzaymnm irtibath acik alt ciimlesi olarak verilsin. § < R3 alt ciimlesinin

regiiler bir parametrizasyonu
X:UcCR*>ScR3, X,AX,#0

biciminde tanimh diferansiyellenebilir, birebir déniisiim olmak iizere X ~1: X(U) - U ters
déniisiimii siirekli ve S < R3 baglantili alt ciimlesinin her noktasinda regiiler parametrizasyonlu
bir komsuluk varsa ya da diger bir ifadeyle S nin her bir p noktasi i¢cin p € X' (U) ve X(U) € S
olacak sekilde bir XC(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa S ciimlesine, R> uzayinda bir yiizey denir
(Shifrin, 2016: 35).

Tamm 2.3.6. S, R® uzayinda bir yiizey olmak iizere, S yiizeyi iizerinde s = s, sabit ve t
degisken alinarak olusturulan egriye t-parametre egrisi, t = t, sabit ve s degisken alinarak

olusturulan egriye s-parametre egrisi adiverilir (Shifrin, 2016: 35).

Tamm 2.3.7. R3 uzayinda bir a:1 > R3 egrisi verilsin. a egrisinin bir A dogrusu etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan yiizeylere dénel yiizey denir. A dogrusuna donel yiizeyin ekseni adi
verilir. Donme ekseninden gegen bir diizlemin, donel yiizey ile arakesiti olan egriye ise dénel
yiizeyin meridyeni adi verilir.

Omegin; bir a(s) = (a,(s),a,(s)) diizlemsel egrisinin x ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle elde edilen donel yiizeyin parametrik gosterimi

x(s,t) = (a,(s), a,(s)cost,a,(s)sint)

seklindedir (Sabuncuoglu, 2016: 333).

Tamm 2.3.8. R? uzayinda bir a: I - R® egrisi ve bu egriye bagh bir x(s) dogrusu verilsin.
x(s) dogrusunun a egrisine dayanarak hareket etmesiyle olusan yiizeye regle yiizey denir.
Burada a egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi, x(s) dogrusuna ise regle yiizeyin anadogrusu

(dogrultmani) adiverilir. Bir regle yiizeyinin parametrik denklemi
y:IxR- R3
(s,v) > y(s,v) = a(s) +vx(s)

seklindedir (Sabuncuoglu, 2016: 348).
14



Regle yiizeylerin en ¢ok bilinen 6rnekleri; silindir ve koni yiizeyleridir.

Sekil 2.4. Silindir
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Sekil 2.5. Koni

Tammm 2.3.9. S yiizeyi X:U c R? - R3 yamasi ile verilsin. S nin p € X (s, t) noktasindaki
X, ve X, teget vektorlerinin olusturdugu diizleme teget diizlemi denir. Bu teget vektorleri
tarafindan gerilen vektdr uzayma ise feget(tanjant) uzay: denir ve T,,(S) ile gosterilir (Shifrin,
2016: 38).

Tanmm 2.3.10. Bir regle yiizeyin ana dogrulari boyunca teget diizlemleri ayni ise ylizeye
agilabilir regle yiizey denir (Lipschultz, 1969: 256).

Tamm 2.3.11. X: U ¢ R? — R3yamasi ile verilen S yiizeyinin p € X (s, t) noktasmdaki teget
vektorleri X ve X, olsun. X A X, # 0 olmak {izere S yiizeyinin normali,;

N=X,AX,

seklinde tanimlanir. Bu vektor, yilizeyin tiim noktalarinda yiizeyin teget diizlemine diktir. Yani
ylizeyin normali, hem X vektoriine hem de X, vektoriine diktir. Yiizeyin birim normali ise
N = X AN X,
[1Xs A Xl

16



seklinde tanimlanir (Gray, 1998: 295).

Tamm 2.3.12. X (s,t), R3 uzayinda bir yiizey olsun. N birim normal vektor olmak iizere,

X (s, t) ylizeyinin 1. temel formu;
I = Eds? + 2Fdsdt + Gdt?

esitligi ile hesaplanir. Burada I. temel formun katsayilar

E = (X, X)
F =(X,, X,)
G = (X, X,)

seklindedir. X'(s, t) yiizeyinin II. temel formu ise;
Il = eds? + 2fdsdt + gdt?

esitligi ile hesaplanir. Burada 1. temel formun katsayilari

1
e = (X, N) = ————=det (X, X, X)
J|EG — F?|
1
f = <xst'N) = —det(xs' Xt!‘xst)
J|EG — F?|
= (X N)——1 det(X_, X, X
g = A, N) = (—lEG—le et(Xs, Xpy Xir)

seklindedir (Gray, 1998: 394).
Hesaplamada kolaylik saglamasi agisindan

e = (xss,xs /\Xt)
? = <xst'xs/\‘xt>
g = <xtt'xs Axt>

alinarak X(s,t) yiizeyinin ortalama egriligi

_eG —2fF +gE
~ 2(EG — F2)3/2

seklinde de tanimlanabilir.
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Tanm 2.3.13. R® uzayinda X (s, t) yiizeyi verilsin. Yiizey iizerinde alnan bir p € X(s,t)

noktasi i¢in

Il = eds? + 2fdsdt + gdt? = 0 = ds = L2 =0 d¢ olmak iizere;

i) f?—eg <0 ise reel kok yoktur. Bu durumda teget diizlemi, yiizeyi sadece p
noktasinda keser. Bu p noktasina eliptik nokta denir.

ii) f%2—eg =0 ise teget diizlemi, yiizeyi dogru boyunca keser ve p noktasma

parabolik nokta denir.

iii) f2—eg> 0 ise teget diizlemi, yiizeyi iki dogru boyunca keser ve p noktasmna

hiperbolik nokta denir.

IV) f = e = g ise teget diizlemi, yilizeye birden fazla noktada teget olur ve p noktasma

diizlemsel nokta denir (Gray, 1998: 398).

Teorem 2.3.1. X(s,t), R® uzaymda bir yiizey olmak iizere, X (s,t) yiizeyinin Gauss ve

ortalama egrilikleri sirastyla;

_e9-f*
EG — F?2
ve
_eG—2fF +gE
~ 2(EG —F?)

esitlikleri ile hesaplanir (Gray, 1998: 400).

Tamm 2.3.14. X (s, t), R® uzayinda bir yiizey olmak iizere,

_ 1l eds? +2fdsdt + gdt?
“n =T T Eds? + 2Fdsdt + Gdt?

seklinde tanimlanan esitlige yiizeyin normal egriligi denir. Yiizey iizerinde bulunan bir

noktadaki asli egrilikler (maksimum ve minimum normal egrilikler) sirasiyla;

Kmax = H+VH?—K

=H-+H?—K

Kmin

dir. Asli egrilikler kullanilarak Gauss egriligi ve ortalama egrilik

18



K= Kmax Kmin

H = Kmax + Kmin

2
esitlikleri ile ifade edilebilir (Gray, 1998: 402).
Tanm 2.3.15. R3? uzayinda bir X (s, t) yiizeyi verilsin. Yiizeyin Gauss egriligi

_eg—f*

K=-2_~_
EG — F?

olmak tizere, K = 0 olmasi durumunda X (s,t) yiizeyi diiz yiizey olarak adlandirilir (Gray,
1998: 398).
Tanm 2.3.16. X (s, t), R? uzayinda bir yiizey olsun. Yiizeyin ortalama egriligi

_eG—2fF +gE
~ 2(EG —F?)

olmak tizere, ylizeyin her noktasinda H =0 ise X(s,t) ylizeyi minimal yiizey olarak

adlandrilir. Diger bir ifadeyle; ayni siirlara sahip yiizeyler ailesi i¢inde en kiiciik alana sahip

yiizeye minimal yiizey ad1 verilir (Gray, 1998: 398).

Bu yiizey sinifinin en meshur 6rnekleri; helikoid ve katenoid yiizeyleridir.
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B {t sin(s), t cos(s), z}

Sekil 2.6. Helikoid
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L] {2cosh(s)cos(t), 2cosh(s)sin(t), 2s}

Sekil 2.7. Katenoid

Teorem 2.3.2. R3 uzaymda minimal bir dénel yiizey; bir diizlem veya bir katenoiddir (Oprea,
2007: 155).

Tanmm 2.3.17. X:U c R? - R3

(s,t) > X(s,t) =(st,f(st)

biciminde tanimlanan yiizeylere Monge yiizeyi ad1 verilir. Burada f : R? —» R reel degerli,

diferansiyellenebilir bir fonksiyondur (Sabuncuoglu, 2016: 128).
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Ll {s, t, sin(2s)+ cos(2t)}

Sekil 2.8. Monge yiizeyi

Teorem 2.3.3. X (s, t) = (s,t, f(s,t)) yamasi ile verilen Monge yiizeyinin 1. temel formunun

katsayilari;
E=1+f7
F=ff
G=1+f"

ve II. temel formunun katsayilart,

e =
1+ £2+f°

\|g}\h

fst

1+ £2+f°

T

fee

1+f2+f*?

g:

T

dir. Monge yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligi ise sirastyla;
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— fssftt B fst
L+ £+ 52

_ (1 + fsz)ftt — zfsftfst + (1 + ftz)ﬁss
(1 +£7+ £

esitlikleri ile hesaplanir (Gray, 1998: 409).

H

Tamm 2.3.18. Monge yiizeyinde f (s, t) = h(s) + g(t) seklinde bir fonksiyon olsun.
X(s,t) = (s, t,h(s) + g(1)
X(s,t) = (s,0,h(s)) +(0,t,9(1))
X(s,t) =y(s) +B(t)

Boylece ylizey, y(s) ve B(t) uzay egrilerinin toplami bigiminde tanimlanir ve oteleme yiizeyi

adin1 alir (Erwin, 2013: 45).

B {s,t,es+2t3+§+2}

Sekil 2.9. Oteleme Yyiizeyi
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3. YOGUNLUKLU OKLIiD UZAYI

3.1. Yogunluklu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tammm 3.1.1. Hacmi ve yiizey alanmi agirliklandiran pozitif bir e? fonksiyonuna sahip

Riemann manifoldu yogunluklu manifold (agiwlikli manifold) olarak adlandirlir. Bir Riemann
manifoldunun hacmi dV, ve alan1 dA, olmak tizere; agirhikli hacmi ve agirhkl alani sirastyla;
av =e®dV,
dA =e%dA,
seklinde tanimlanir (Morgan, 2005: 853).

m/j2,-1%/2

Tammm 3.1.2. Orijinden uzakligi r yarigapt kadar olan ve Gauss yogunlugu 2m~"™/“e

olarak verilen R™ uzayma, Gauss uzay: denir ve G™ ile gosterilir. Ozel olarak; Gauss diizlemi,
21~ Y2e7"/2 yogunlugu ile verilen OKlid diizlemidir (Corwin, Hoffman, Hurder, Sesum, Xu,
2006: 3).

Tanmm 3.1.3. Yogunluklu iki boyutlu bir Riemann manifoldunda, n birim normaline sahip bir

egrinin egriligi, Gromov tarafindan;

seklinde tanimlanir. Burada x, Riemann egriligidir (Gromov, 2003: 209).
Aciklama 3.1.4. e? yogunluklu R™ uzayinda, bir hiperyiizeyin asli egrilikleri;

de

Y

_ do
K19 = Kn-1) = 4

seklinde tamimlanir. Burada k,...,K;,,_;) Riemann asli egrilikleridir. n ise hiperytizeyin

normalidir. Boylece ortalama egrilik;

dg
_ K1+"'+K(n—1) _% i K1¢+...+K(n_1)(p (n—Z)d_QD

Hy = n-1) R (n—1)dn

esitligi ile ifade edilir (Corwin, Hoffman, Hurder, Sesum, Xu, 2006: 5).
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Tamim 3.1.4. Yogunlugu e? olan n boyutlu bir Riemann manifoldunda, n birim normal ile

verilen bir hiperyiizeyin ortalama egriligi;

H o —H 1 do
¢ (n—1)dn

seklinde tanimlanir. Burada H, Riemannian ortalama egriligidir (Gromov, 2003: 213).

Tamm 3.1.5. e? yogunluklu R® uzaymda bir yiizeyin ortalama egriligi, agirlikli alanmn birinci

varyasyonu kullanilarak;

1
H,=H==(NV,)

seklinde tanimlanabilir. Burada H ve N sirasiyla; yiizeyin ortalama egriligi ve birim normal
vektoriidiir. V , ise ¢’nin gradyanidir. H,, , yiizeyin agirlikli ortalama egriligi veya @-ortalama
egriligi olarak adlandmmlir (Gromov, 2003: 213). e? yogunluklu R3 uzayinda verilen bir yiizey
icin

H,=0
olmasi durumunda bu yiizey; agwlikli minimal yiizey veya @-minimal yiizey olarak adlandirilir.
Tanim 3.1.6. e® yogunluklu bir Riemann yiizeyinin Gauss egriligi;

K, =K — A(p

seklinde tanimlanir. Burada G, Riemann Gauss egriligi ve A , laplace operatéridiir. G, yiizeyin
agwrlikl Gauss egriligi veya @-Gauss egriligi olarak adlandirilir. e? yogunluklu R3 uzaymnda

verilen bir yiizey i¢in
K,=0

olmasi durumundabu yiizey; agirlikl diiz (flat) yiizey veya @-diiz (flat) yiizey olarak adlandirilir
(Corwin, Hoffman, Hurder, Sesum, Xu, 2006: 6).

Onerme 3.1.1. e? yogunluklu bir Riemann yiizeyinde topolojik bir R diskini gevreleyen
a1 =S, OR =a(l)

parcali diizglin egrisi verilsin. Gauss-Bonnet formiilii;
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fK(pdA+ fK(pds+Z(n—9i):2n

R OR

seklinde tanimlanir. Burada 6; ile ig agilar ifade edilmektedir. Integraller Riemann alani ve yay

uzunluguna goredir (Corwin, Hoffman, Hurder, Sesum, Xu, 2006:6).

Onerme 3.1.2. e? yogunluklu 2-boyutlu, kompakt diizgiin bir M Riemann manifoldu igin

Gauss-Bonnet formiilii;

qu,dA:ZnX

M
seklindedir. Burada y manifoldun Euler karakteristigidir (Corwin, Hoffman, Hurder, Sesum,

Xu, 2006: 6).

3.2. Biikiimlii Yiizeyler
Tanmm 3.2.1. a(—u) = —a(u) kosulunu saglayan bir a(u) = (f(w), 0, g(u)) diizlemsel egrisi
verilsin. a, b € R olmak iizere, a(u) profil egrisi ile verilen biikiimlii yiizey;
x(s,t) = (a+ f(t) cos(bs) — g(t) sin(bs))(cos s, sins,0) + (0,0, (t) sin(bs) +
g(t) cos(bs))

parametrizasyonu ile tanimlanir (Gray, 1998: 348).

Tanmm 3.2.2. 3-boyutlu Oklid uzayinda, bir a diizlemsel egrisi verilsin. a egrisi kendi destek
diizleminde dénerken, bu destek diizleminin bir eksen etrafinda es zamanh d6nmesi ile olusan

ylizeylere biikiimlii yiizey denir. Biikkiimlii yiizeyler, donel yiizeylerin genellestirilmis halidir.

{x,y,z} dik koordinat sistemi olmak {izere; xz —diizlemi, diizlemsel a egrisinin destek
diizlemi ve z —ekseni destek diizleminin dénme ekseni, y —eksenine paralel olan ve (a, 0,0)
noktasmdan gecen dogru diizlemsel a egrisinin donme ekseni olarak secildiginde elde edilen

biikiimlii yiizeyin parametrizasyonunun koordinat diizlemindeki gosterimi asagidaki gibidir:
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x / (a,0,0) y

Sekil 3.1. Biikiimlii bir yiizeyin parametrizasyonunun Koordinat diizleminde gosterimi

f ve g reel degerli fonksiyonlar olmak iizere diizlemsel a egrisi a(t) = (f(¢t),0, g(t))
seklinde parametrelendirilsin. Bu egriye, y —ekseni ile paralel (a, 0, 0) noktasindan gegen diiz

dogru etrafinda donme uygulanirsa:
a cos(bs) 0 —sin(bs)\ /f(t) a+ f(t) cos(bs) — g(t) sin(bs)
R i N e
0 sin(bs) 0 cos(bs) / \g(t) f(t) sin(bs) + g(t) cos(bs)

elde edilir. Ardindan, z —ekseni etrafinda donme uygulandiginda ise;

sin(s) cos(s) O 0

(cos(s) — sin(s) 0) (a + f(t) cos(bs) — g(t) sin(bs))
0 0 1 f () sin(bs) + g(t) cos(bs)

elde edilir. Bu iki donme hareketi es zamanl oldugundan ayni parametre (s parametresi) ile
ifade edilmistir. b € R reel sayisi, bu iki donme hareketinin doniis hizindaki farklihklar saglar.

Dolaysiyla R® de a(t) = (f(t), 0, g(t)) profil egrisi ile verilen bir biikiimlii yiizey;

x(s,t) = (a+ f(t) cos(bs) — g(t) sin(bs))(cos(s),sin(s),0) +
(0,0, f(¢t) sin(bs) + g(t) cos(bs))

parametrizasyonu ile tanimlanir.
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Ozel Hal Eger bu tanimda b = 0 almirsa biikiimlii yiizey icin verilen bu parametrizasyon, donel
ylizeye indirgenir.
Ik olarak bu egriye, y —ekseni ile paralel (a,0,0) noktasindan gegen diiz dogm

etrafinda donme uygulandiginda;
a cos(bs) 0 —sin(bs)\ /f(t) a 1 0 0\/f(®
<0>+< 0 1 0 ><O)=<O>+<0 1 O)(O)
0 sin(bs) 0 cos(bs) / \g(t) 0 0 0 1/ \g(t)
a+ f(t)
g(t)
elde edilir. Daha sonra, z —ekseni etrafinda donme uygulanirsa;
sin(s) cos(s) O 0 = asin (s) + f(t)sin (s)

0 0 1 g(t) g(t)

x(s,0) = (a + f(©)) (cos(s), sin(s),0) + (0,0, g(1))

(cos(s) — sin(s) O) (a + f(t)) acos (s) + f(t)cos (s)

sonucu elde edilir. Acikca goriilmektedir ki a egrisi sadece z ekseni etrafinda donmektedir. Bu
nedenle, biikiimlii yiizeyler donel yiizeylerin genellemeleri olarak diisiiniilebilir (Goemans ve
Woestyne, 2013: 144).

3.3. Biikiimlii Yiizey Ornekleri
MGébius seridi ve biikiimlii Klein sisesi, R® uzaymda bulunan iki 6zel biikiimlii yiizey érnegidir.

Tanmm 3.3.1. a(t) = (at,0,0) diizlemsel egrisi verilsin. a, b € R olmak iizere Mdbius seridi;
x(s,t) =a (cos(s) + tcos (i) cos(s),sin(s) + tcos (i) sin(s), tsin (i))
’ 2 ’ 2 ’ 2

parametrizasyonu ile tanimlanir (Gray, 1998: 349).

Ornek 3.3.1. a(t) = (t,0,0),b = 1/2 ve a = (4,0,0) almirsa biikiimlii yiizey icin
—_— _ S . S - - S
x(s,t) = (4cos(s) + tcos (E) cos(s),4sin(s) + tcos (E) sin(s), tsin (E))

parametrizasyonu elde edilir. Elde edilen Mdbius seridinin gorselleri asagida verilmistir:
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Sekil 3.2. Mobius seridi

Tanmm 3.3.2. a(t) = (sin(t),0,sin(2t)) diizlemsel egrisi verilsin. a,b € R olmak iizere

biikiimlii Klein sisesi
x(s,t) = ((a + sin(t) cos (%) — sin(2t) sin G)) cos(s), (a + sin(t) cos G) -
sin(2t) sin (%))sin (s), sin(t) sin G) + sin(2t) cos (%))

parametrizasyonu ile tanimlanir (Gray, 1998: 349).

Ornek 3.3.2. a(t) = (sin(t),0,sin(2t)) b = 1/2ve a = (1,0,0) almirsa biikiimlii yiizey i¢in
x(s,t) = ((1 + sin(t) cos G) —sin(2t) sin G)) cos(s), (1 + sin(t) cos G) —
sin(2t) sin G))sin (s),sin(t) sin (%) + sin(2t) cos G))

parametrizasyonu elde edilir. Elde edilen biikiimlii Klein sisesinin gorselleri asagida verilmistir:

29



BN

& 5 v!’?v

\ i\ ]

E 4l
£

Sekil 3.3. Biikiimlii Klein sigesi

3.4. Diiz Biikiimlii Yiizeyler

Hesaplamalarda kolaylik saglamasi  agisindan, bikiimlii  yiizeyin  profil  egrisi
a(t) = (t,0,g(t)) seklinde parametrelendirilmistir. Bu parametrelendirmeye gore biikiimlii

yiizeyin denklemi

x(s,t) = (a+ tcos(bs) — g(t) sin(bs))(coss,sins,0) + (0,0, tsin(bs) +
g(t) cos(bs))

seklinde ifade edilir.

Tamm 3.4.1. X(s, t), R® uzayinda bir biikiimlii yiizey olsun. Yiizeyin Gauss egriligi

_ef-g°

K=-"21_<_
EG — F?

olmak {izere, yilizeyin her noktasinda K = 0 ise x(s,t) yiizeyi diiz biikiimlii yiizey olarak

adlandirilir (Goemans ve Woestyne, 2013).

Teorem 3.4.1. Dénel yiizeyler hari¢ birakildiginda, R® uzayinda biikiimlii bir yiizey diiz ise

ancak ve ancak egri lizerinde bir koni (pargast) dir ve denklemi agsagidaki gibidir:
((cos(bs) — c sin(bs)) cos s,(cos(bs) — csin(bs)) sin s,sin(bs) + c cos(bs))

Burada; tepenoktast orijin, ¢ € R ve a(t) = (t,0,9(t)) = (1,0,c) dir (Goemans ve Woestyne,
2013: 147).

Ispat Gauss egriliginin sifir olmasi igin gerek ve yeter sart
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4 3
z A;(t) cos'(bs) + Z B;(t)cos’ (bs) sin(bs) = 0

=0
olmasidir. Burada 4;(t) ve B]-(t), g fonksiyonu ile g nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini
iceren ifadelerdir.

A;(®) = B;(t) = 0igin i € {0,1,2,3,4} ve j €{0,1,2,3}
oldugundan;

A, ==g"®) B[ —t)g' (D + g (g*(O) —3t*))
ifadesi sifira esit olmahidir. Bu ifadenin sifira esit olmasi i¢in iki durum s6z konusudur:

1.Durum: g"'(t) = 0 olabilir. Bu durumda c,d € R olmak {izere g(t) = ct + d seklinde bir
fonksiyondur. g"(t) = 0 degeri diger 4;(t) = 0 ve B;(t) = 0 katsayilarinda yerine yazilirsa

a = d = 0 elde edilir. Bu sonuglar

x(s,t) = (a + tcos(bs) — g(t) sin(bs))(coss,sins,0) + (0,0,t sin(bs) +
g(t) cos(bs))

yiizey denkleminde yerine yazilirsa;
x(s,t) = (tcos(bs) — ctsin(bs))(cos(s),sin(s),0) + (0,0, tsin(bs) + ctcos(bs))

= ((tcos(bs) — ctsin(bs)) cos(s), (tcos(bs) — ctsin(bs)) sin(s),tsin(bs)
+ ctcos(bs))

koni ylizeyi elde edilir.

2.Durum: g"'(t) # 0olsun. Bu durumda 3g?(t) # t? olmak iizere A,(t) = 0 igin;

a0 - 36)
90" "@gm - )

esitligi elde edilir. Elde edilen g'(t) degeri A;(t) = 0ve B;(t) = 0 denklemlerinde yerine

yazilir. Fakat g'(t) ifadesi
B;(0)=g"(®) (@*®) g'® -390 g'(®) t? =3t g*() +t3)=0
denkleminde yerine yazildiginda;

(P + 8O
(3970 — t3)

B;(0) = g"(®

31



olur. Bu sonug B;(t) = 0 olmasi durumu ile gelisir. Dolayisiyla diiz biikkiimlii yiizey, birinci

durumdaelde edilen konidir.

=
1
§
¥
¥
i
(

Sekil 3.5. Teorem 3.4.1. de b = ¢ = 1 alindiginda elde edilen koni yiizeyi

Teorem 3.4.2. Dénel yiizeyler hari¢ birakildiginda, R® uzaymda bir biikiimlii yiizeyin sabit

Gauss egriligine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart yilizeyin bir kiire veya kiire pargasi

olmasidir.

Bu durumda biikiimli yiizeyin profil egrisi a(t) = (t, 0,+ (%— tz) >sek1indedir.

Burada kiirenin profil egrisi a(t) = (t,0, +Vr? — t?) olmak iizere, K = 1/r* sabit Gauss

egriligidir ve a = 0 dir. Yani kiire orijin merkezlidir (Goemans ve Woestyne, 2013: 147).
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Ayrica biikiimlii kiirenin parametrizasyonu
%(s,t) = (acos(s)cos(t), sin(s)cos(t),asin(t) + bs)

seklindedir (Gray, 1998: 473).

] {3cos(s)cos(t), sin(s) cos(t), 3sin(t)+ 2s}

Sekil 3.6. Biikiimlii Kiire

3.5. Minimal Biikiimlii Yiizeyler

Tanm 3.5.1. X(s, t), R® uzayinda bir biikiimlii yiizey olsun. Yiizeyin ortalama egriligi

_eG—2fF +gE
~ 2(EG -F?

olmak {izere, yiizeyin her noktasinda H = 0 ise x(s,t) ylizeyi minimal biikiimlii yiizey olarak

adlandirilir (Goemans ve Woestyne, 2013: 148).
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Teorem 3.5.1. Eger donel yiizeyler hari¢ tutulursa, minimal biikiimlii yiizey yoktur (Goemans
ve Woestyne, 2013: 148).

Ispat 3-boyutlu Oklid uzayinda ortalama egriligin sifir olmasi igin gerek ve yeter sart

Z A;(t) cos'(bs) + Z B;(t) cos’(bs) sin(bs) = 0

j=0
olmasidir. Burada 4;(t) ve Bj(t), g fonksiyonu ile g nin birinci ve ikinci mertebeden tiirevlerini
iceren ifadelerdir.
A;() = B,(t) = Oicin i € {0,1,2,3} ve j €{0,1,2}
oldugundan;

A (1) = (3g%(t) —t*) tg”(®) + (g*(t) —t*) g’ () — 2tg(D g’ (H)* + (g*(t) —
t?) g'(t) — 2tg(t)

ifadesi sifira esit olmalidir. Bu ifadenin sifira esit olmasi i¢in iki durum s6z konusudur:

t

7
- %/?tz = 0 elde edilir. Bu ise bir geliskidir.

1.Durum: Kabul edelim ki; g(t) = +—= olsun. Budeger A;(t) = 0 esitliginde yerine yazilirsa

2.Durum: Kabul edelim ki; g(t) # i% olsun. A,(t) = 0 denkleminden elde edilen g (¢t)

ifadesi diger 4;(t) = B;(t) = 0 denklemlerinde yerine yazilirsa B, (t) = 0 esitligi;

@ +g°0)* A+9'W*) YOy O+ _

B,() = £ 3g2(0) — 12)

esitligine indirgenir. Buradan g(t) = ++v'c — t2 elde edilir. Teorem 3.4.2. den; biikiimlii yiizey,
bir kiiredir. Dolayistyla minimal degildir. Bu nedenle donel yiizeyler hari¢ tutuldugunda

minimal biikiimli yiizey yoktur.
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4. YOGUNLUKLU OKLIiD UZAYINDA AGIRLIKLI DUZ VE AGIRLIKLI
MINIMAL BUKUMLU YUZEYLER

4.1. Yogunluklu Oklid Uzaymda Agwrhkh Diiz Biikiimlii Yiizeyler

Tamm 4.1.1. x(s,t); yogunluklu Oklid uzayinda, agirlikli biikiimlii yiizey olsun. Agirlikli
biikiimlii yiizeyin Gauss egriligi
ef —g°
Ko =Ec—F2 %
olmak iizere, yiizeyin her noktasinda K, = 0 ise x(s,v) ylzeyi agwhkl diiz biikiimlii yiizey
olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.1. Dénel yiizeyler hari¢ birakildiginda, yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda
agirlikl diiz biikkiimlii yilizey yoktur.

Ispat Yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda agirhkh Gauss egriliginin sifir olmasi igin gerek

ve yeter sart

4
Z A;;(0) cos'(bs)sin/ (bs) = 0

i,j=0
olmasidir. Burada A;;(t) ifadeleri, agulikli Gauss egriliginin paymdaki trigonometrik

terimlerin katsayilaridir ve
A;;(t) =0icin i €{0,1,2,3,4} vej € {0,1,2,3,4}
dir. Yizeyin agirlikli Gauss egriligini hesaplamak icin I. ve II. temel formun katsayilari

kullanilmustir. Yiizeyin birim normal vektord, I. temel formun katsayilart ve II. temel formun

katsayilar1 asagidaki gibidir:

N = {(—2btsin(s) + 2acos(s)sin(bs) + tcos(s)sin(2bs) + 2cos(s)cos(bs)(a +
tcos(bs)) g’ (t) — g(t)(2cos(s)sin?(bs) + (2bsin(s) + cos(s)sin(2bs))g'(t)))/
(V2V(2a? + t? 4+ 2bt? + 4atcos (bs) + t?cos(2bs) + 2(a + tcos(bs))%g' ()% +
g(t)?(2sin?(bs) + (1 + 2b% — cos(2bs))g' (t)*) —2g(t) (2(a +
tcos(bs))sin(bs) — 2b%tg’ (t) + 2(a + tcos(bs))sin(bs) g’ (t)?))),(2btcos(s) +
2asin(s)sin(bs) + tsin(s)sin(2bs) + 2cos(bs)(a + tcos(bs))sin(s) g’ (t) —
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g(t)(2sin(s)sin2(bs) + (—2bcos(s) + sin(s)sin(2bs)) g’ (£)))/(V2V (2a? + t* +
2b%t? + 4atcos(bs) + t?cos(2bs) + 2(a + tcos(bs))?g’ (£)% + g(t)*(2sin?(bs) +
(14 2b% —cos(2bs)) g’ (t)*) — 2g(t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) — 2b%tg'(t) +

2(a + tcos(bs))sin(bs)g' (£)?))), (2(a + tcos(bs) —

g(t)sin(bs)) (—cos(bs) +sin(bs) g’ (£)))/(V2V(2a? + t? + 2b*t? + 4atcos(bs) +
t2cos(2bs) + 2(a + tcos(bs))?g' ()% + g(t)?(2sin*(bs) + (1 + 2b? —
cos(2bs)) g’ (t)?) — 2g(t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) — 2b*tg’ (t) + 2(a +

tcos (bs))sin(bs) g’ (t)?*)))}

E = (%X, x,) = % (2a* + t? + 2b%t* + 4atcos(bs) + t?cos(2bs) + (1 + 2b? —
cos(2bs))g(t)? — 4(a + tcos(bs))g(t)sin(bs))

F ={x,x,)=—bg(t) +btg'(t)

G=(x,%)=1+g'()*

e = (X, N) = (—Z(Za2 + t% + 4b?t? + 4atcos(bs) + t?cos(2bs))sin(bs) —
((4a® + (3 + 4b?)t?*)cos(bs) + t(4a(1 + b? + cos(2bs)) + tcos(3bs)))g' (¢) +
2g(0)*((—=1 —2b? + cos(2bs))sin(bs) + cos(bs)(—1 — 4b? + cos(2bs)) g’ (1)) +
4g(t)(a(1 + b? — cos(2bs)) — tcos (bs)(—1 + b* + cos (2bs)) + (t — b2t +
2acos(bs) + tcos(2bs))sin(bs)g’ (1)))) /(2V2(V(2a® + £2 + 2b?t% +
4atcos (bs) + t>cos(2bs) + 2g(t)sin(bs)(—2(a + tcos (bs)) + g(t)sin(bs)) +
4b%tg (t)g' (t) + (2(a + tcos(bs))? + (1 + 2b% — cos (2bs)) g (t)? — 4(a +
tcos (bs))g(t)sin(bs)) g’ (H)*)))
f = (x4, N)= (=b(a+ tsin(bs)g'(t) + (a+ tcos(bs))g' (£)* — g(¢t)(sin(bs) +
cos(bs)g' ()))/ (5 (V(2a* + t? + 2b2¢? + 4atcos (bs) + tcos(2bs) +
2g(t)sin(bs)(—2(a + tcos(bs)) + g(t)sin(bs)) + 4b*tg () g'(t) + (2(a +
tcos(bs))? + (1 + 2b% — cos(2bs)) g(t)% — 4(a + tcos (bs)) g(t)sin(hs))g' (£)2)))
g = {%,.,N) = ((—a — tcos(bs) + g(t)sin(bs))g"(t))/%(\/(Za2 +t2 + 2b%t2 +
4atcos (bs) + t>cos(2bs) + 2g(t)sin(bs)(—2(a + tcos (bs)) + g(t)sin(bs)) +
4b2%tg (t)g' (t) + (2(a + tcos(bs))? + (1 + 2b? — cos(2bs)) g ()% — 4(a +
tcos (bs)) g()sin(bs)) g’ (H)*)))
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Bu katsayilar yardimiyla yilizeyin Gauss egriligi;

K = (—8a*b* — 4b?*g(t)? + 4b*cos?(bs)g(t)? + 16ab*g(t)sin(bs) —
4b?g(t)%sin®(bs) + 8b?tg(t)g’ (t) + 16ab*cos(bs)g(t)g'(t) —
8b%tcos?(bs)g(t)g' (t) — 16ab?tsin(bs) g’ (t) — 16b%cos(bs)g(t)?sin(bs)g’(t) +
8b%tg (t)sin®(bs)g'(t) —16a*b?g’ (t)? — 4b*t? g’ (t)? — 16ab?*tcos(bs) g’ (£)* +
4b%t?cos?(bs) g’ (t)* — 4b%g(t)?g’ (t)? — 4b*cos?(bs)g(t)*g' (t)* +

16ab? g(t)sin(bs)g' (t)* + 32b%*tcos(bs)g(t)sin(bs)g’' (t)* —

4b%t25in? (bs) g’ (£)% + 4b%g(t)2sin? (bs)g' (£) + 8b2tg (£)g' ()% +
16ab?cos(bs)g(t)g'(t)® + 8b*tcos?(bs)g(t) g’ (t)® — 16ab?tsin(bs) g’ (t)® —
16b2t?cos(bs)sin(bs) g’ (t)® — 8b%tg(t)sin?(bs)g’'(t)® — 8a*b?g’ ()* —
4b2t? g' (t)* — 16ab?tcos(bs) g’ (t)* — 4b?*t*cos?(bs)g' (t)* +

4b%t*sin®(bs)g' (t)* — 12a%g(t)g" (t) — 8a*b*g(t)g" (t) — 3t*g(t)g" (t) —
4b*t*g(t)g" (t) — 12atcos(bs)g(t)g" (t) + 12a%cos?(bs)g(t)g" (t) +
12b%t?cos?(bs)g(t)g" (t) + 12atcos®(bs)g(t)g" (t) + 3t?cos*(bs)g(t)g" (t) —
3g(1)°g" () —4b*g(t)g" (t) + 4cos®(bs)g(t)°g" (1) +
4b%cos?*(bs)g(t)3g" (t) — cos*(bs)g(t)3g" (t) + 8a3sin(bs)g" (t) +
6at?sin(bs)g’ (t) + 16ab*t?sin(bs) g’ (t) + 24a*tcos(bs)sin(bs) g’ (t) +
4t3cos(bs)sin(bs)g’ (t) + 16b%*t3cos(bs)sin(bs) g’ (t) +
18at?*cos?*(bs)sin(bs)g" (t) + 4t3cos®(bs)sin(bs)g" (t) +
18ag(t)?sin(bs)g" (t) + 16ab? g(t)*sin(bs)g" (t) +
12tcos(bs)g(t)?sin(bs) g’ (t) — 18acos?(bs)g(t)*sin(bs)g" (t) —
12tcos®(bs)g(t)%sin(bs)g" (t) — 12a*g(t)sin*(bs)g" (t) —

12b2t? g(t)sin® (bs)g' (t) — 36atcos(bs) g(t)sin®(bs)g" (t) —

18t2cos? (bs) g(t)sin*(bs)g' (t) — 4g(t)3sin*(bs)g" (t) —

4b%g(t)3sin*(bs)g" (t) + 6cos?(bs)g(t)3sin?(bs)g" (t) — 6at?sin®(bs)g" (t) —
4t3cos(bs)sin®(bs)g" (t) + 6ag(t)?sin®(bs)g" (t) +
12tcos(bs)g(t)?sin®(bs)g" (t) + 3t*g (t)sin(bs)*g" (t) — g(t)3sin(bs)*g" (t) +
12a%tg’ (t)g" (t) + 8a?b?tg’ (t)g" (t) + 3t3g' () g" (t) + 4b*t3g' (t)g" (t) +
8a3cos(bs)g' (t)g" (t) + 18at?cos(bs) g’ (t)g" (t) + 16ab*t?cos(bs) g’ (t)g" (t) +
12a%tcos?(bs) g’ (t)g" (t) + 4t3cos?(bs)g'(t)g" (t) +

4b2t3cos?(bs)g'(t)g" (t) + 6at?cos(bs)g' (t)g" (t) + t3cos*(bs)g' (t)g" (t) +
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3tg(t)?g' (D g" (t) +4b*tg (t)*g' () g" (t) + 6acos(bs)g()*g' () g" (t) +
16ab?cos(bs)g(t)?g’'(t)g" (t) + 12b%*tcos? (bs)g(t)*g' (t)g" (t) —

6acos® (bs)g(t)?g' () g" (t) — 3tcos*(bs)g()*g' (D g" (t) —
12atg(t)sin(bs)g'(t)g" (t) — 24a?cos(bs)g(t)sin(bs)g' (t)g" (t) —
12t2cos(bs)g(t)sin(bs)g'(t)g" (t) — 36atcos?(bs)g(t)sin(bs)g'(t)g" (t) —
12t2cos®(bs)g(t)sin(bs)g' (t)g" (t) — 4cos(bs)g(t)3sin(bs)g’ (t)g" (t) —
16b%cos(bs)g(t)3sin(bs)g'(t)g" (t) + 4cos®(bs)g(t)3sin(bs)g'(t)g" (t) —
12a?tsin®(bs)g' (t)g" (t) — 4t3sin?(bs)g' (t)g" (t) — 4b*t3sin®(bs)g' (t)g" (t) —
18at?cos(bs)sin?(bs)g'(t)g" (t) — 6t3cos? (bs)sin?(bs)g'(t)g" (t) —
12b%tg (t)%sin?(bs)g'(t)g" (t) + 18acos(bs)g(t)?sin®(bs)g'(t)g" (t) +
18tcos?(bs) g(t)%sin®(bs)g' (t)g" (t) + 12atg(t)sin®(bs)g'(t)g" (t) +
12t%cos(bs)g(t)sin®(bs)g' (t)g" (t) — 4cos(bs)g(t)3sin®(bs)g' (t)g" (t) +
t3sin*(bs)g'(t)g" (t) — 3tg(t)?sin*(bs)g'(t)g" (t))/(8a? + 4t* + 8b*t* +
16atcos(bs) + 4t?cos?(bs) + 4g(t)? — 4cos?(bs)g(t)? — 16ag(t)sin(bs) —
16tcos(bs) g (t)sin(bs) — 4t?sin®(bs) + 4g(t)%sin? (bs) + 16b%*tg(t)g'(t) +
8a?g'(t)* + 4t*g' (t)* + 16atcos(bs) g’ (t)* + 4t*cos?(bs)g' (t)* +

499’ (? +8b*g(t)*g' (t)* — 4cos?(bs)g(t)?g' ()* —
16ag(t)sin(bs) g’ (t)? — 16tcos(bs)g(t)sin(bs)g’' (t)* — 4t%sin® (bs)g' (t)* +
4g(t)*sin®(bs)g' (£)?)

seklinde elde edilir. Elde edilen K degeri, K, = K — A, denkleminde yerine yazildiginda;

K, = (—=8a*b* — 4b*g(t)* +8b*tg(t)g'(t) — 16a’b*g' (t)* — 4b*t?*g’'(t)* —
4b%g(t)?g'(t)* + 8b?tg(t) g’ (t)® —8a?b?g’' (t)* — 4b*t*g' (t)* —
12a*g(t)g" (t) —8a*b?g(t)g" (t) — 3t*g(t)g" () —4b*t*g()g" () —
3g(0)°g"(t) —4b%g(t)°g" (t) + 12a’tg’ (t)g" (t) + 8a®b’tg’ () g" (t) +
3t°g'(D)g" (1) +4b*t° g’ (£)g" (1) +3tg (9" (D" (1) +4b*tg()*g' () g" (6) —
A,(8a* + 4t + 8b%t? +4g(t)* + 16b%tg(t) g’ (t) + 8a’g' (t)* +4t*g'(t)* +
49()*g'(?* +8b%g(t)*g'(H)*) + (16ab*g(t)g'(t) — 16ab’tg’(t)* +
16ab?g(t)g'(t)® — 16ab?tg’ (t)* — 12atg(t)g" (t) + 8a3g'(t)g" (t) +
18at?g'(t)g" () + 16ab*t*g' () g" (t) + 6ag(t)?*g’ () g" (V) +
16ab*g(t)*g'(t)g" (t) — A, (16at + 16atg’ (t)*))cos(bs) + (4b*g(t)* —
8b%tg (1) g' () + 4b%t?g'(t)* — 4b%g()*g'()* + 8b*tg(t)g' (8)° —
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4b%t? g’ (H)* + 12a%g(t)g" (t) + 12b%t2g(t) g" (t) + 4g(t)3g" (t) +

4b%g(t)°g" (t) + 12a%tg' () g" (1) +4t3g' () g" () + 4b*t> g’ (D g" (t) +
12b%tg (t)*g' () g" (t) — A, (4t* —4g(t)* + 4t*g'(£)* —

49()*g' (*))cos?(bs) + (12atg(t)g" (t) + 6at*g' () g" (t) —

6ag()*g'()g" (t))cos®(bs) + Bt2g(t)g" (1) —g(O)*g" () +t3g' () g" (V) -
3tg(t)%g’(t)g" (t))cos*(bs) + (16ab?g(t) — 16ab’tg’(t) + 16ab?*g(t)g’ (t)* —
16ab?tg’ (t)® + 8a®g" (t) + 6at?g" (t) + 16ab?t?g" (t) + 18ag(t)*g" (t) +
16ab®g(t)*g" (t) — 12atg()g'(H)g" (t) — A,(—16ag(t) —
16ag(t)g'(t)*))sin(bs) + (—16b%g(t)*g’(t) +32b*tg()g' (H)* —
16b%t2 g’ (t)® + 24a%tg"” (t) + 4t3g"' (t) + 16b%*t3g" (t) — 24a*g(t)g'(t)g" (t) —
12t2g(t)g' (D g" () — 49()°g’' (D g" () — 16b*g(t)*g' () g" (V) +

12tg(t)?g" (t) — A, (=16tg(t) — 16tg(t)g'(t)*))cos(bs)sin(bs) + (—4b*g(t)* +
8b2tg (t)g' (t) — 4b*t*g'(t)* + 4b*g (t)*g' (t)* — 8b*tg(t)g'(t)* +

4b%t? g’ ()* — 12a%g(t)g" (t) — 12b%*t*g(t) 9" (t) —4g(t)3g" () —

4b*g(t)°g" (1) — 12a’tg’ () g" (1) —4t°g' (D g" (1) — 4b*t*g' () g" (V) —
12b%tg ()*g' () g" (t) — A, (—4t* + 4g(t)* — 4t*g'(O)* +
4g(t)2g'(t)?))sin?(bs) + (18at?g" (t) — 18ag(t)?g’ (t) —
36atg(t)g’ (t)g" (t))cos?(bs)sin(bs) + (4t3g" (t) — 12tg(t)%g" (t) —
12t%g(t)g' (1) g" (t) + 4g()3g' (£)g" (t))cos>(bs)sin(bs) + (—6at?g" (t) +
6ag(t)’g" (t) +12atg(t)g'(H)g" (1))sin’(bs) + Bt?g(D)g" () — g(O°g" (V) +
t°g'(0g" (1) = 3tg(t)*g' (1) g" (8))sin*(bs) + (=36atg(t)g" () +

18ag(t)%g’ () g" (t) — 18at?g’ (t)g" (t))cos(bs)sin®(bs) + (—4t3g" (t) +
12tg(t)%g" (1) +12t2g(0)g' (D g" (1) — 4g(D)°g' (D) g" (©))cos(bs)sin® (bs) +
(—18t*g(1)g" (t) + 6g(8)*g" (1) — 6t7g" (1) g" (t) +

18tg(t)%g’'(t)g" (t))cos?(bs)sin?(bs))/(8a? + 4t? + 8b*t* + 16atcos(bs) +
4t%cos?(bs) +4g(t)? — 4cos?(bs)g(t)? — 16ag(t)sin(bs) —
16tcos(bs) g (t)sin(bs) — 4t?sin*(bs) + 4g(t)*sin®(bs) + 16b%*tg(t)g'(t) +
8a%g'(t)* + 4t%g’ (t)? + 16atcos(bs) g’ (t)? + 4t*cos?(bs)g' (t)* +
49(1)?*g'()* +8b?g()*g’ (t)* — 4cos?(bs)g(t)*g' ()* —
16ag(t)sin(bs) g’ (t)? — 16tcos(bs)g(t)sin(bs)g’' (t)* — 4t%sin? (bs)g'(t)? +
4g(t)%sin’ (bs)g' (t)?)
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esitligi elde edilir. K, agirhkli Gauss egriliginin payindaki katsayilar asagidaki gibidir:

Ao (t) = —8a?b? — 4b%g(t)? + 8b%tg (t)g' (t) — 16a*b?g’' (t)* — 4b?t*g' (t)* —
4b2g()%g' (% + 8b%tg()g' (1)° —8a’b?g'()* — 4b*t*g'(D* —
12a*g(0)g" (t) —8a?b*g(t)g" (t) — 3t>g(t)g" (t) —4b*t*g(t)g" (t) —
39(1)*g" (1) —4b*g(D)* g" (8) + 12a’tg' (D g" () +8a’b*tg' () g" (1) +

3t°g' (D g" (1) +4b*t*g' () g" () + 3tg(H)?*g' (D g" (1) + 4b*tg(®)*g' (D) g" (t) —

A,(8a® +4t* + 8b*t* +4g(t)* + 16b°tg(t)g'(t) + 8a*g'()* +4t*g' (t)* +
4g()*g'(t)*> +8b*g(t)*g' (1)?)

Ao (1) = 16ab?g(t)g'(t) — 16ab*tg’ (£)* + 16ab’g(t) g’ (t)*® — 16ab?tg' (t)* —

12atg(t)g" (t) +8a3g’(t)g" (t) + 18at?g’'(t)g" (t) + 16ab*t*g'(t)g" (t) +
6ag(t)>g'(t)g" (t) +16ab*g(t)*g'(t)g" (t) — A,(16at + 16atg’ (t)*)
Ay (t) = 4b%g(t)* — 8b%tg(t) g’ (t) + 4b*t?g' (t)* — 4b%g(t)?*g’ (£)* +
8b%tg(t)g' (t)® — 4b?%t?g'()* + 12a%g(t)g" (t) + 12b%*t*g(t)g" (t) +
4g(t)3g"(t) +4b%g(t)3g" (t) + 12a’tg’' () g" (t) +4t3g' (t)g" (t) +
4b*t3g' (1) g" (1) + 12b%tg(1)*g' (D) g" () — A, (4% —4g(t)* +4t* g'(£)* -
4g9(t)*g' ()%

A3y (t) = 12atg(t) g" (t) + 6at’g' () g" (t) — 6ag(t)*g'(t)g" (t)

A, () =3t2g()g" (1) —g(®)3g" (O +t3g' (D g" (1) —3tg(D)?g' (D) g" (1)

Ay, (t) = 16ab?g(t) — 16ab?tg’(t) + 16ab?*g(t)g' (t)? — 16ab?*tg’(t)* +

8a3g" (t) + 6at?g’ (t) + 16ab?t?g" (t) + 18ag(t)?g’ (t) + 16ab?g(t)*g" (t) —

12atg()g’' () g" () — A, (—16ag(t) — 16ag() g’ (D)?)
Ag, () = —4b%g(t)? + 8b%*tg(t) g’ (t) — 4b%*t?g’ (£)* + 4b*g(D)*g' (t)* —
8b%tg (1) g' ()% + 4b*t?g' (D)* — 12a®g(t)g" (t) — 12b*t*g(t) g" (t) —

4g(t)3g" (t) —4b*g(t)3g" (t) — 12a’tg’' (t)g" (t) —4t3g’' () g" (t) —
4b*t*g' () g" () — 12b%tg()?g' (1) g" (1) — A, (—4t* +4g(t)* — 4t g'()* +

4g9()%g'(?)
Ay; (D) = —6at?g" (t) + 6ag()?g" (t) + 12atg(®) g’ (V) g" (t)

Ay, (1) =3t2g(D)g" (1) —g(©)3g" (D) +t3g' (D) g" (®) —3tg(D)?g’' (D) g" (v)
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Ay, () = —16b%g()%g'(t) + 32b%tg(t) g’ (t)* — 16b%t* g’ ()® + 24a’tg" (t) +
4t3g" (t) +16b%t3 g"' (1) — 24a’g(t) g’ (D) g" (t) — 12t7g(D) g' () g" (t) —
4g(t)°g' (L) g" () — 16b*g(t)°g' () g" (t) + 12tg()*g" (t) — A, (—16tg(t) —
letg(t)g' ()

Ay (t) = 18at?g" (t) — 18ag(t)*g" (t) — 36atg(t)g'(t)g" (t)

Ay () =4%g" () —12tg(0)2g" (1) — 12t2g(Dg' (D g" (D + 49 (1) g' (D) g" (V)

A, () = —36atg(t)g" (t) + 18ag()*g' () g" () — 18at? g’ () g" (t)

A (1) = —4t3g" (0) + 12tg(0)?g" (t) + 12t2g(D)g' () g"' (t) —4g(t)3g' () g" ()

A, (1) = —18t2g(0)g" () + 6g(1)*g" (1) — 6t3g' (D) g" () + 18tg()* g' (D) g" (1)
Bu katsayilar arasmdan;

Ay () =43g" (1) —12tg(D)*g" (1) — 12t2g (D) g’ ) g" () + 493 g’ () g" (D)
ve

Ao (t) = 16ab?g(t) g’ (t) — 16ab?tg’ (t)* + 16ab*g(t) g’ (t)* — 16ab?*tg’ (t)* —
12atg(t)g" (t) +8a3g’(t)g" (t) + 18at?g’'(t)g" (t) + 16ab*t*g'(t)g" (t) +
6ag(t)*g'(t)g" (t) +16ab®g(t)*g' () g" (t) — A, (16at + 16atg’ (t)?)

katsayilar1 segilsin. A3, (t) = 0 denkleminden g(t) fonksiyonu g¢ekilip A,,(t) katsayisinda

yerine yazildiginda, elde edilen reel degerli g(t) fonksiyonlar asagidaki verilmistir:

g.(t) = — [3t2 —e*1 + 8t*

g, () = — JStZ ++e*1 + 8t*

g5 (t) = [3t% —+Je*r + 8t*

g, () = \[3t2 + v e%1 + 8t*

gs(t) = ¢, +tc,

Bu fonksiyonlar sirasiyla A,,(t) katsayisinda yerine yazildiginda,;
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9,(0) = — 362 — e + 82 igin;

3
o 16t
9/(6) = — Ve +8t*
J(®) =
2v/3t2 — e 1 8t%
20 3e*1(e*1 4+ 24t* — 8t*\e'1 + 8t*)
91 =

(e*1 + 8t%)3/2(3t% —Je*1 + 8t%)3/2

elde edilir. g, (t), g, (¢t) ve g," (t) fonksiyonlar1 A,,(t) katsayisinda yerine yazilirsa;

A, (D) = ! 2at(e'2¢1(9 + 96b% — 8A,) +

(e*C1+8t*)2(-3t2+VetC1+8t%)?
512A,t"°(—116t% + 41+ve™1 + 8t%) + 32e*“1¢*((738+ 2624b* — 4324 ,)t* +
(—261 —928b% + 112A ) t*/e*1 + 8t* + a® (144t* — 51Ve* + 8t%)) —
4e51(—36(15 + 64b* — 6A ,)t* + (63 + 352b% — 304 )t*Ve*1 + 8t* +
a?(—96t2 + 9/e*1 + 8t?)))

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A,,(t) # 0 dir.

g, (t) = — V3t2 ++e*1 + 8t i¢in;

16t3
2V/3t2 + Ve + 8t*

3e*c1(e*1 4 8t (3t + Ve + 8t%))
(e%1 +8t4)3/2(3t2 + e + 8t%)3/2

6t +

g, (1) =—

g, (t) =—

elde edilir. g, (t), g, (t) ve g," (t) fonksiyonlar1 A,,(t) katsayisinda yerine yazilirsa;

A, (D) = ! 2at(e'?1(9+96b% —8A,) —

(e*C1+8t4)2(3t2+Ve*C1 +8t%)?2
5124,t10(116t% + 41ve™1 + 8t%) + 4e%1(36(15 + 64b% — 6A,)t* + (63 +
352b% —30A,)t2Ve* + 8t* + a?(96t% + IVe* 1 + 8t%)) + 32e*1t*((738 +
2624b* — 4324 ,)t* + (261 + 928b% — 1124 )t*/e*: + 8t* + 3a?(48t* +
17Ve*1 + 8t%)))

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A,,(t) # 0 dir.

gs(t) = V3t2 — \e* i + 8t* i¢in;
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16¢3

6t ———
g /(t) _ e4c1 4 8t*
J'() = v
2v3t2 — e + 8t?
70 3e*1(e*1 4 24t* — 8t*/e*1 4 8t?)
93 =

(1 + 809)3/2(3¢2 — s 1 872

elde edilir. g5 (t), g5’ (t) ve g;" (t) fonksiyonlar A,,(t) katsayisinda yerine yazilirsa;

A (D) = : 2at(e'?°1(9 + 96b? — 8A,,) +

(e*1+8t*)2(-3t2+VerC1+8¢%)?
5124,t"°(—116t% + 41Ve*1 + 8t%) + 32e*1t* (738 + 2624b* — 4324 ,)t* +
(—261 —928b% + 1124 ) t*/e*1 + 8t* + a® (144t* — 51V/e*1 + 8t%)) —
4e%1(—=36(15 + 64b* — 6A ,)t* + (63 + 352b% — 304 )t*e* 1 + 8t* +
a?(—96t2 + 9/e*1 + 8t?)))

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; 4,,(t) # 0 dir.

g.,(0) = V3t2 + Ve*i + 8t* icin;

6t + ——
Ve*1 + 8t

2v/3t2 + Ve ¥ 8t*

3e*1(e*1 + 8t%(3t? + Ve*1 + 8t%))
(e%1 + 8t*)3/2(3t2 + Ve 1 + 8t*)3/2

g4 () =

9. () =

elde edilir. g, (t), g,' (t) ve g," (t) fonksiyonlar1 4,,(t) katsayisinda yerine yazilirsa;

Ay, (t) = : 2at(e®1(9 + 96b> — 8A,,) —

(e*C1+8t*)2(3t2+Vetc1 +8¢%)2
5124,t"°(116t* + 41ve™1 + 8t%) + 4e%1(36(15 + 64b* — 6A ) t* + (63 +
352b% — 304 )t*Ve*1 4 8t* + a*(96t* + 9ve™1 + 8t*)) + 32e*1t*((738+
2624b* — 4324 ,)t* + (261 + 928b* — 1124 ))t*e*1 + 8t* + 3a*(48t* +
17Ve*1 + 8t%)))

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A,,(t) # 0 dir.

gs(t) = ¢, +tc, igin;

gs'(t) =c,



g:s"[t] =0

elde edilir. g5 (t), gs' (t) ve g5"'(t) fonksiyonlar1 4,,(t) katsayisinda yerine yazilirsa;
Ay (1) = —16a(A,t — b?cic;)) (1 + ¢,%)

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A,,(t) # 0 dir.
Dolayisiyla bu katsayilarin hepsini ayni anda ““0”” yapan bir fonksiyon yoktur.

Ozel olarak; a = 0,b = 0 ve A,= 1 olarak se¢ildiginde, bu katsayilart “0” yapan bir
g(t) fonksiyonu elde edilir:

1
g(t) - C, + E(t\/ —1+ e?it? —e “1Log(e“(e‘1t + v=1+ e2c1t2)))
1
g(t) = C, + E(—t\/ —1+e?t? + e “iLog(e“t(e“tt + =1+ 82c1t2)))

Sadece b = 0 durumunda agirlikli diiz biikiimlii yiizeyler elde edilebildiginden; donel
yiizeyler hari¢ birakildiginda, yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda agirlikli diiz biikiimlii
ylizey yoktur.

4.2. Yogunluklu Oklid Uzaymda Agirhkh Minimal Biikiimlii Yiizeyler
Tanm 4.2.1. x(s,t); yogunluklu Oklid uzaymda, agirlikli biikiimlii yiizey olsun. Agirlikli
biikiimlii yiizeyin ortalama egriligi

_eG—2fF+gE
¢ 2(EG—F?)

1
- E(N' V(p)

olmak {izere, yiizeyin her noktasmda H,, = 0 ise x(s,t) yiizeyi agulikl minimal biikiimki yiizey
olarak adlandirtlir.

Teorem 4.2.1. e? yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda agirhkli minimal biikiimlii yiizey
yoktur.

Ispat e? yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda agirlikli ortalama egriligin sifir olmasi igin

gerek ve yeter sart

Z A;; (1) cos'(bs) sin/ (bs) = 0

i,j=0
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olmasidir. Burada A;;(t) ifadeleri, agilkli ortalama egriligin paymndaki trigonometrik

terimlerin katsayilaridir ve
A;;(t) =0icin i €{0,1,2,3,4} vej € {0,1,2,3,4}
dir. Yiizeyin ortalama egriligi, birim normal vektorii ve V , degeri asagida verilmistir:

H = (—2(2a* + t? + 4b*t* + 4atcos(bs) + t*>cos(2bs))sin(bs) + g'(t)(—(4a* +
(3 + 4b*)t?*)cos(bs) — t(4a — 4ab? + 4acos(2bs) + tcos(3bs)) — 2(a +
tcos(bs))g' (t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) + (t — 2b*t + 2acos(bs) +
tcos(2bs)) g’ (t))) — 2(a + tcos(bs)) (2a® + t? + 2b%t? + 4atcos(bs) +
t?cos(2bs))g" (t) — 2(—1 — 2b% + cos(2bs)) g(t)3sin(bs)g" (t) + 2g(t)*((—1 +
2b? + cos(2bs))sin(bs) — sin(bs)sin(2bs) g’ (t) + (-1 — 2b* +
cos(2bs))sin(bs) g’ (t)? + cos(bs)(—1— 4b? + cos(2bs))g' (t)* + (a +
tcos(bs))(—3 — 2b% + 3cos(2bs))g" () + g(t)(—4(a + tcos(bs))(—1 + b* +
cos(2bs)) + 4(t — 5b*t + 2acos(bs) + tcos(2bs))sin(bs)g'(t) —2(2a(—1+

b? + cos(2bs)) + 2tcos(bs)(—1 + 5b% + cos(2bs))) g’ (£)* + 4(t — b*t +
2acos(bs) + tcos(2bs))sin(bs) g’ (t) + 2(6a* + (3 + 2b*)t? + 3t(4acos(bs) +
tcos(2bs)))sin(bs)g” (t)))/(2V2(2a* + t? + 2b*t? + 4atcos(bs) + t?cos(2bs) +
2g(t)sin(bs)(—2(a + tcos(bs)) + g(t)sin(bs)) + 4b*tg(t)g’ (t) + (2(a +
tcos(bs))? + (1 + 2b? — cos(2bs))g(t)? — 4(a +

tcos(bs))g(8)sin(bs)) g’ (£)*)*/%)

N = {(—2btsin(s) + 2acos(s)sin(bs) + tcos(s)sin(2bs) + 2cos(s)cos(bs)(a +
tcos(bs)) g’ (t) — g(t)(2cos(s)sin?(bs) + (2bsin(s) + cos(s)sin(2bs)) g’ (t)))/
(V2V(2a? + t? 4+ 2b*t? + 4atcos(bs) + t?cos(2bs) + 2(a + tcos(bs))2g' ()2 +
g(t)?(2sin?(bs) + (1 + 2b% — cos(2bs)) g’ (£)?) —2g(t) (2(a +

tcos(bs))sin(bs) — 2b%tg’ (t) + 2(a + tcos(bs))sin(bs) g’ (£)?))),(2btcos(s) +
2asin(s)sin(bs) + tsin(s)sin(2bs) + 2cos(bs)(a + tcos(bs))sin(s)g'(t) —
g(t)(2sin(s)sin?(bs) + (—2bcos(s) + sin(s)sin(2bs)) g’ (t)))/(V2V(2a® + t? +
2b%t* + 4atcos(bs) + t*cos(2bs) + 2(a + tcos(bs))*g' (£)% + g(t)?*(2sin?(bs) +
(1+ 2b% —cos(2bs)) g’ (t)*) —2g(t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) — 2b?tg'(t) +

2(a + tcos(bs))sin(bs)g' (£)?))), (2(a + tcos(bs) —
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g(t)sin(bs)) (—cos(bs) +sin(bs)g' (t)))/(V2V(2a? + t? + 2b*t? + 4atcos(bs) +
t2cos(2bs) + 2(a+ tcos(bs))?g’ (t)? + g(t)*(2sin?(bs) + (1 + 2b* —
cos(2bs))g' (©)?) — 2g(t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) — 2b*tg’ (t) + 2(a +

tcos (bs))sin(bs)g' (%))}

¢ = z oldugundan; V¢ = (0,0,1) dir.

H,NveV ,degerleriH, = H — %(N, V) denklemindeyerine yazildiginda; H, agirlikl1
ortalama egriligi:

H, = (=2(2a® + t* + 4b*t* + 4atcos(bs) + t?cos(2bs))sin(bs) +

g' () ((—4a* — (3 + 4b*)t*)cos(bs) — t(4a — 4ab? + 4acos(2bs) + tcos(3bs)) —

2(a + tcos(bs))g' (t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) + (t — 2b*t + 2acos(bs) +

tcos(2bs)) g’ (t))) — 2(a + tcos(bs) — g(t)sin(bs))(—cos(bs) +

sin(bs)g' (t))(2a® + t? + 2b%*t? + 4atcos(bs) + t*cos(2bs) + 2(a +

tcos(bs))?g’ (t)* + g (t)*(2sin?(bs) + (1 + 2b% — cos(2bs)) g (£)?) —

29(t)(2(a + tcos(bs))sin(bs) — 2b*tg’ (t) + 2(a + tcos(bs))sin(bs)g' (t)?)) —

2(a + tcos(bs))(2a* + t? + 2b%t* + 4atcos(bs) + t*cos(2bs)) g’ (t) —2(—1 —

2b? + cos(2bs))g(t)3sin(bs)g" (t) + 2g(t)*((—1+ 2b? + cos(2bs))sin(bs) —

sin(bs)sin(2bs) g’ (t) + (—1 — 2b? + cos(2bs))sin(bs) g’ (t)? + cos(bs)(—1 —

4b? + cos(2bs))g' (t)® + (a + tcos(bs))(—3 — 2b? + 3cos(2bs))g" (t)) +

g(t)(—4(a+ tcos(bs))(—1+ b? + cos(2bs)) + 4(t — 5b*t + 2acos(bs) +

tcos(2bs))sin(bs) g’ (t) — 2(2a(—1+ b* + cos(2bs)) + 2tcos(bs)(—1 + 5b% +

cos(2bs)))g' (t)* + 4(t — b?t + 2acos(bs) + tcos(2bs))sin(bs) g’ (t)* + 2(6a* +

(3 + 2b?)t? + 3t(4acos(bs) + tcos(2bs)))sin(bs)g" (t)))/(2V2(2a% + t? +

2b%t? + 4atcos(bs) + t?cos(2bs) + 2g(t)sin(bs) (—2(a + tcos(bs)) +

g(®)sin(bs)) + 4b%*tg (t)g'(t) + (2(a + tcos(bs))* + (1 + 2b* —

cos(2bs))g(t)? — 4(a + tcos(bs))g(t)sin(bs)) g’ (£)%)3/?)

seklinde elde edilir. H,, agurlikli ortalama egriliginin payindaki katsayilar ise asagidaki gibidir:
3
Agy (8) = 6a2t +2-+2b%¢* +>tg(t)? + 6a2g(t)g' (1) +2t2g(Dg' (1) +
6b%t2g(Dg' () +>g()*g' (D) + 6a’tg' () +>t*g' ()2 + 2 tg(D7g' (D +
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6b2tg()2g'(D? +6a?g(D)g' (° + 2t2g(Dg' () + 2g()*g' (O +
szg(t)3g/(t)3

Ao (1) = 4a® +9at? + 4ab?t* + 3ag(t)* + 6atg(t) g’ (t) + 8ab?tg(t)g'(t) +
4a3g'(t)? + 9at?g’ (t)? + 3ag(t)?g' (t)* + 4ab*g(t)? g' (t)* + 6atg(t)g'(t)3
A, (1) = 6a?t + 2t + 2b%t3 —6a%g(t) g’ () + 2b%t?g(t) g’ (t) — 2g(t)3g' () +
6a’tg’ (t)? + 2t3g'(t)*> — 2b%tg(t)*g'(t)* — 6a*g(t)g'(t)® —2g9(t)3g'(t)® —
szg(t)Bgr(t)B

A3y (t) = 3at? — 3ag(t)? — 6atg(t)g'(t) +3at?g'()*> — 3ag(t)?g'(t)* -
6atg(t)g'(t)?

Ai(®) =5 = 26907 =22 g(0g' () +2g(0°g' (D + 2039/ (1) -
2tg(02g' (2 =229 g' (* +19(H3g' (©)°
Ay () = —6atg(t) —4a’g’(t) —3at? g'(t) — 4ab’t* g'(t) —9ag(t)?g'(t) —

6atg(t)g'(t)* —8ab?tg(t)g'(t)* —4a’g'(t)* — 3at?g'(t)* —9ag(t)*g'(t)° —
4ab?g(t)*g'(t)3

Ay, () = —6a%t — 2t3 — 2b%t3 + 6a*g(t)g'(t) —2b2*t*g(t) g’ (b) +

29(6)3g'(t) —6a’tg’ (t)? —2t3g'(t)* + 2b%tg(t)?g' (t)* + 6a*g(t) g’ (t)® +
2g(t)°g'()° +2b*g(1)3g' ()®

Az (t) = 6atg(t) +3at?g’'(t) — 3ag(t)?g’(t) + 6atg(t) g’ (t)? + 3at?g'(t)* —
3ag(t)*g'(t)*

Aos(8) =5 = 26g(0)? = 262 g(0g' () +2 919" (D + 279" (0% -
2tg(02g' (02 - 2t2g(0)g' (©* +1g()g' (©)?

Ay, (1) = —12a%g(t) — 6t%g(t) — 4b%t?g(t) — 2g(t)® — 12a%tg’(t) — 2t3g'(t) —
4b*t3 g'(t) — 6tg(t)?g'(t) — 8b*tg(t)?g'(t) — 12a®g(t) g' (t)* -

6t*g()g'()* — 8b*t*g(t) g’ ()* —29(t)°g' ()* —4b*g()3g' (t)* -
12a%tg’ ()3 — 2t3g'(t)® — 6tg(t)?g' (t)® — 4b2tg(t)? g'(t)3

Ay, () = —9at? +9ag(t)* + 18atg(t) g’ (t) — 9at?g' (t)* + 9ag(t)?g' (t)* +
18atg(t)g'(t)*
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Ay, () = —18atg(t) — 9at®g'(t) + 9ag(t)*g' (t) — 18atg(t) g’ (t)* -
9at?g'(t)® + 9ag(t)?g’ (t)3

A (1) = 6t2g(0) — 29(1)° +2t3g' (1) — 6tg(D)?g' (1) + 6t2g(D) g' (£)* —
29(0)3g' (©)? +2t3g'(t)3 — 6tg(t)? g’ (t)3

Ay (1) = —6t%g(t) +2g(t)° —2t3g' () + 6tg()*g' (1) —6t*g(H) g’ (H)* +
2g(t)°g' ()* —2t°g'(t)* + 6tg()* g’ (t)*

Ay, () = —18atg(t) — 9at?g'(t) +9ag(t)*g'(t) — 18atg(t) g’ (t)* -
9at?g'(t)* + 9ag()*g'(t)*

Bu katsayilar arasindan;
3 3 2 3.9 / 1 3 1.3 17.N2
Ay () =5 —stg(®)* —3t*g(0Dg' (D) +5 99" (D) + 579" (D)* -
2tg(02g' ()% —2t2g()g' (0 +29(Dg' (1)
Ve

Az (8) = —6t%g(t) +2g(t)° —2t3g' (1) + 6tg()*g' (t) — 6% g(t) g’ ()% +
2g()%g'(0)* —2t3g'(£)* + 6tg(t)* g'(£)*

Katsayilari segilsin. A,y (t) = 0 denkleminden g(t) fonksiyonu cekilip A;, (t) katsayisinda
yerine yazildiginda; elde edilen reel degerli g(t) fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

g:(8) = — [3t2 — et + 8t*
g,(0 = [3t2 — et + 8e*
9;() = — \/3t2 ++ et + 84
9,0 = J3t2 ++Jedr + gt

Bu fonksiyonlar sirasiyla A, (t) katsayisinda yerine yazildiginda,;

9:() = — /32 — Ve 1 8T* icin;

16t3
2v/3t2 — Ve™r + 8t%

6t —

91’(0 = -
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elde edilir. g, (t) ve g,’(t) fonksiyonlar1 A, (t) katsayisinda yerine yazilirsa;

Az (1) =

21214512 ¢10 (99t2 —35Ve T+ 8% ) +64e 410 (12312 —26Ve TCT+8t7 ) —24e5¢1 t2 (—11t% +Ve 1+ 8t7))
(e*1+8t%)3/2(3t2 —Ve*C1+8t%)3/2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A, (t) # 0 dur.

g, (t) = V3t2 — Ve t 8t i¢in;

16t3
2v/3t2 — e + 8t%

elde edilir. g, (t) ve g,'(t) fonksiyonlar1 A5, (t) katsayisinda yerine yazilirsa;

6t —

g, (®) =

Ay (D) =
2(e*?°14 512610 (99t2 - 35Ve *C1+8t7 ) +64e* 10 (123 t2—26 Ve 1 +8t7)—24e8¢1t? (-11t% +Ve 1 +8t7))

(e*c1+8t%)3/2(3¢2 - Ve 1 +8¢%)3/2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A, (t) # 0 dur.

gs(t) = — V3t2 + e + 8t2 i¢in;

16¢3
Ve*1 + 8t*
2432 + \e® + 8tt

elde edilir. g5 (t) ve g5’ (t) fonksiyonlari A, (t) katsayisinda yerine yazilirsa;

6t +

g5'(t) =—

Az (1) =

201214246812 (1162 +Ve* 1+ 8t7 ) +64e*1 (123 t2+26Ve *°1+8t7 ) +512t1° (992 +35 Ve 1 +817))
(e*€148t4)3/2(3t2+VetC1 +81%)3/2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A, (t) # 0 dur.

g,(0) = V3t + Ve™i ¥ 8t* icin;

16t3
2V/3t2 + Ve + 8%

elde edilir. g, (t) ve g,’ (t) fonksiyonlar1 A, (t) katsayisinda yerine yazilirsa;

6t +

9./ (1) =
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A3 (1) =

2(e%2°1424e81¢2 (1162 +Ve 1 +8t% ) +64e 410 (1232 +26 Ve 1+ 8t7 ) +512 t10 (99t% +35Ve 21 +8¢7))
(e*C1+8t4)3/2(3¢2 Vet C1481%)3/2

esitligi elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore; A, (t) # 0 dur.

Her bir A5, (t) katsayisi igin sifirdan farkli sonuglar elde edilir. Dolayisiyla ortalama
egriligin payindaki katsayilarin hepsini ayni anda “0” yapan bir fonksiyon yoktur. Bu nedenle

e? yogunluklu 3-boyutlu Oklid uzayinda agirhkli minimal biikiimlii yiizey yoktur.

Ornek 4.1. x(s,t), yogunluklu Oklid uzayinda agirhkl biikiimlii yiizey olsun. a = b =1 ve

a(t) = (t3,0,t) profil egrisi i¢in, bu yiizeyin parametrizasyonu

%(s,t) = (cos(s) (1 + t3 cos(s) —t sin(s)),sin(s)(1 + t3 cos(s) —
t sin(s)), tcos(s) + t3 sin(s))

seklindedir. Eger yogunluk fonksiyonu A,=1 olacak sekilde segilirse; x(s,t) yiizeyinin
agirhkh Gauss egriligi

67t*

K, =(-8— 20t> - 314t® — 790t® — 1722t*° — 705t — 1620t** —

1278t —

1539¢20
2

+ (=24t — 66t3 — 28t°> — 138t7 — 468t° — 1296t —
2196t —2268t'7) cos(s) + (12t? — 138t* + 88t° +92t8 + 696t1° + 352¢1%2 —
972t + 36t — 486t%°) cos(s)? + (18t3 + 12t° — 126t7 + 212t° + 900t —

4
324t'7) cos(s)?® + (—%+ 18t® — 6t% —30t1° + 13¢1% 4+ 23416 —

81¢2°
2

2268t*) sin(s) + (72t? + 108t* — 192t° + 696t + 392t1° +3708t1% +
1800t + 1944t'®) cos(s) sin(s) + (—12t3 + 270t> — 180t7 — 162¢t° —

324t 4+ 2916t%) cos(s)? sin(s) + (—12t* — 8t® + 144t® — 136t1° — 3612 —
504t + 648t'8) cos(s)3 sin(s) + (—12t? + 138t* — 88t® — 92t — 696t1° —
352t12 + 972t — 36t + 486t2°) sin(s)? + (—54t3 — 36t° + 378t7 — 636t° —
2700t +972t'7) cos(s) sin(s)? + (3t* — 108t° + 36t® + 180t1° — 78¢12 —
1404t + 243t2°) cos(s)? sin(s)? + (4t —90t> + 60t7 + 54t° + 108t —
972t%) sin(s)3 + (12t* + 8t® — 144t® + 136t1° + 36t1% + 504t —

)cos(s)4 + (16t — 44t3 + 66t° + 468t7 + 1530t° + 2196t +

4
648t'®) cos(s) sin(s)3 + (—%+ 18t° — 6t% — 30t10 + 13¢12 + 234¢6 —
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163¢t*
2

8103 Sin(s)*) /(4 + 20¢2 +

. + 348t° + 466t8 + 1692t1° + 705t% +

1539¢2°

1620t + 1278t + ——+ (16t3 + 28t° + 288t7 + 468t° + 1296t +
2196t +2268t'7) cos(s) + (—12t% — 6t* —204t° — 92t8 — 756¢t1° — 352t12 +
972t — 36t + 486t2°) cos(s)? + (—12t> —212t° —900¢t*3 +

t* 81t2°
324t'7) cos(s)3 + (? + 6t8 —13t12 — 234¢1° +T) cos(s)* + (—16t— 28t3 —
288t° — 468t7 — 1296t° — 2196t — 2268t1%) sin(s) + (—48t* — 24t° —
864t8 —392t1° — 3888t1% — 1800t — 1944t'8) cos(s) sin(s) + (123 +
180t7 + 324t — 2916t*®) cos(s)? sin(s) + (8t° + 136t1° + 504t1* —
648t'®) cos(s)3 sin(s) + (12t + 6t* + 204t + 92t® + 756t1° + 35212 —
972t + 36t1% — 486t2°) sin(s)? + (36t° + 636t° + 2700t —
972t7) cos(s) sin(s)? + (—3t* — 36t + 78t + 1404t1° —
243t%%) cos(s)? sin(s)? + (—4t3 — 60t7 — 108t +972t*) sin(s)® + (—8t° —

4
136t1° — 504t + 648t'®) cos(s) sin(s)3 + (%+ 6t8 — 13t12 — 234t +

81 20

;) sin(s))

seklinde elde edilir. Sonug olarak K, # 0 dir. Dolayisiyla bu ylizey, afulikh diz yiizey
degildir.
Ornek 4.2. x(s,t), yogunluklu Oklid uzaymnda agirlikli biikiimlii yiizey olsun. a = b =1 ve

a(t) = (t3,0,t) profil egrisi igin, bu yiizeyin parametrizasyonu

%(s,t) = (cos(s) (1 + t3 cos(s) — tsin(s)),sin(s)(1 + t3 cos(s) —
t sin(s)), tcos(s) + t3 sin(s))

seklindedir. Eger yogunluk fonksiyonu e? olarak segilirse; X(s,t) yiizeyinin agirlikli ortalama
egrilig;

3 7 11 15
=4 725 + —“"Z’t +162t° + —225; + 22—+ (—4+ 3t + 636" +

H, = (30t +
88t° + 234t% — 75t1° 4+ 351t*?) cos(s) + (—6t — 56t° — 36t> — 132t7 +
162t° + 24t™ +108t°) cos(s)? + (t? — 15t* — 16t° —126t% —57t1° +

3 7 11 15
81¢12) cos(s)® + (S =2 — 25— + T ) cos(s)* + (—4 — 97t — 101¢* -

234t% —180t® — 225¢1° — 243t'?)sin(s) + (8t — 48t3 — 124t> — 432t7 —
440t° — 324t*3) cos(s) sin(s) + (9t? + 33t* + 18t° + 72t® — 567t° —
51



81t'?) cos(s)? sin(s) + (12t> + 88t° — 180t*3) cos(s)3 sin(s) + (—3t3 +9t7 +
315t — 81t*%) cos(s)?sin(s)? + (—3t? + 45t* + 48t° + 378t% + 171t —
243t'2) cos(s) sin(s)? + (6t + 56t3 + 36t° + 132t7 — 162t° — 24t —
108t%) sin(s)? + (—12t> — 88t° + 180t*3) cos(s) sin(s)3 + (—3t% —11t* —
3 7 11 15
616 — 245 + 189t™° + 27t'2) sin(s)® + (£ - L = 1B 4 T Y sin(5)*)/
(2v2(2 + 3t% + 18t* +22t° + 27t + t(1 + 9t*) (t(—1 + t*) cos(2s) —
4 sin(s) — 4t? cos(s) (—1 + tsin(s))))3/?)
seklinde elde edilir. Bu sonuca gore H,, # 0 dir. Dolayistyla bu yiizey, agirhkli minimal yiizey
degildir.

% (s, t) agirlikli bikiimlii yiizeyinin

{OSSSZTI
—-8<t<8

tanim araligindaki grafigi agsagidaki gibidir:
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LI {cos(s)(1+t° cos(s) - t sin(s)), sin(s)(1+t* cos(s) - t sin(s)), cos(s)t +t* sin(s)}

Sekil 4.1. Agirlikli biikkiimli yiizey

Ornek 4.3. (s, t), yogunluklu Oklid uzaymda agirhkl biikiimlii yiizey olsun. a = 1,b = 0 ve

a(t) = (t3,0,t) profil egrisi i¢in, bu ylizeyin parametrizasyonu

%(s,t) = (cos(s) (1 + t3),sin(s)(1 + t3),t)
seklindedir. Eger yogunluk fonksiyonu e? olarak segilirse; X(s,t) yiizeyinin agirlikli ortalama
egriligi;

A+ )2 (=1+3t(2+ t — > +t* +9t° + 9t?))
¢ 2((1+4t3)2(1+ 9t*))3/2

seklinde elde edilir. Elde edilen bu sonuca gore H,, # 0 dir. Dolayisiyla %(s,t) donel yiizeyi,
agirlikli minimal yiizey degildir.
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% (s, t) agirlikli biikiimlii yiizeyinin

0<s<2m
D'{—ZStSZ

tanim araligindaki grafigi asagidaki gibidir:

Bl {(1+t%)cos(s), (1+t%)sin(s), t}

Sekil 4.2. Donel yiizey
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