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OZET

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina olup, literatiir
hakkinda bilgi verilmistir. Ikinci boliimde bu ¢alisma icin gerekli kavramlar, tanimlar ve
teoremler verilmigtir. Ayrica agilabilir regle yilizeylerin belirlenmesi {izerine yeni bir
metottan bahsedilmistir.

Ucgiincii boliimde birim dual kiire {izerindeki kiiresel ortotomik hesaplanmustir.
Kiiresel ortotomige E* de karsilik gelen regle yiizey elde edilmistir.

Dérdiincii boliimde ise dual vektdrel hesaplamalar kullamlarak E° ve 12 te

acilabilir kiiresel ortotomik regle yiizeyler i¢in bir metot verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Kiiresel ortotomik, kongruans, acilabilir regle ylizey, dual sayi,

dual vektor, dual Lorentz uzayi, 3-boyutlu Minkowski uzay1, E. Study doniistimii.



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter is an introduction devoted
to the literature. Second chapter deals with the concepts, necessary definitions and
necessary theorems. Moreover, a new method of determination of a developable ruled
surface is mentioned.

In chapter third, spherical orthotomic of circle on unit dual sphere is calculated
and spherical orthotomic ruled surface is obtained which corresponds to spherical
orthotomic of circle.

In fourth chapter of this thesis, using dual vector calculus, a method of
determination of a developable spherical orthotomic ruled surface in E* and L} is

presented.

Key Words: Spherical orthotomic, congruence, developable ruled surface, dual

numbers, dual vectors, dual Lorentzian space, Minkowski 3-space, E. Study mapping
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1. GIRIS

Regle yiizeyler diferensiyel geometri ve kinematik teorinin ilgi ¢ekici bir
aragtirma konusudur. Bu yiizden, literatiirde bu konu ile ilgili ¢ok sayida kaynak bulmak
mimkiindiir. Regle yiizeylerin siniflandirilmasi, dayanak egrisiyle ilgili 6zeliklere gore,
regle ylizey ve ylizeyin lizerindeki egrilik ¢izgileri, geodezikleri, striksiyon ¢izgileri ve
yiizeyin sekil operatdrii ve bunun cebirsel invaryantlarinin incelenmesi, regle ylizeylerin
acilabilirligi, agilim uzunluklari, kapali regle yiizeylerin incelenmesi gibi konular regle
yiizeyler lizerine yapilan ¢alismalarin basinda gelmektedir.

Dual sayilar ilk defa W. K. Clifford (1845-1879) tarafindan geometrik

arastirmalarinda bir arag olarak kullanilmigtir. Daha sonra E. Study ¢izgi geometrisi ve
kinematik arastirmalarinda dual sayilar ve dual vektorleri kullanmistir. E. Study E* 3-

boyutlu Oklid uzayindaki bir yonlii dogru ile D* 3- boyutlu dual uzaydaki birim dual

kiire tizerindeki bir nokta arasinda bire bir eslemenin var oldugunu gdstermistir. Hasan

Hiiseyin Ugurlu E® yerine I} Lorentz uzaym géz oniine alarak bu uzaydaki yonlii
spacelike (sirasiyla timelike) dogrularm, D} dual Lorentz uzaymmin dual Lorentz

(sirasiyla hiperbolik) birim kiiresinin noktalari ile bire bir eslenebildigini gostermistir.
E. Study donisimii yardimiyla regle yiizeyler teorisi ¢alisgilma alani daha da
genislemistir.

A. Sabuncuoglu ve M. Ergiit doktora tezlerinde genellestirilmis regle ytlizeyleri
calismiglardir. Daha sonra regle yiizeyler n-boyutlu Lorentz uzaymna genellestirilmistir.
A. Turgut “3-boyutlu Minkowski uzayinda spacelike ve timelike regle ylizeyler” adli
doktora tezini yapmustir. M. Tosun ve I. Aydemir doktora ¢aligmalarinda n-boyutlu
Lorentz uzayinda genellestirilmis regle yiizeyleri incelemislerdir.

Diferensiyel geometride dnemli bir konu olan kiiresel egriler ile ilgili pek ¢ok
calisma yapilmaktadir ve kiiresel egrilerin genis bir uygulama alan1 mevcuttur. Kiire
tizerindeki herhangi bir egriye gore ortotomik tanimi Jianfei Xiong tarafindan
verilmistir. Bu ¢alismada kiiresel ortotomik kavramiyla kongruans ve regle yiizeyler
teorisini birlestirerek, J. Xiong’un kiire {izerinde tanimladigi ortotomigi dual uzaya
oradan da 3-boyutlu c¢izgiler uzayma tasinmistir ve bunlara karsilik gelen geometrik

yerler kiiresel koordinatlar yardimiyla tespit edilmistir.



Bu tezde ilk olarak H.H. Hacisalihoglu tarafindan calisilan “Study map of circle”
adli makale incelenmistir. Cemberin ortotomigi hesaplanilarak, onun E. Study resmi
olan kongruanslar tarafimizdan g¢alisilmistir. Daha sonra kongruansin dogrular ile
kongruans zarfinin {ireteci arasindaki 6zel durumlar incelenmistir. Calismanin
devaminda O. Kose’nin acilabilir regle yiizeylerin tespiti i¢in gelistirdigi yeni metot,
ortotomik kavrami ele almarak kiiresel ortotomik regle yiizeyler igcin hem E® hem de

L} de ortaya konmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. OKklid Uzay1
Tamim 2.1.1 A bostan farkli bir climle ve K cismi iistiinde bir vektor uzay1 V olsun.
Eger

f:AxA—>V

fonksiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa A’ya V ile birlestirilmis afin uzay denir;

i. VP,QeA i¢in f(P,Q)=« vardir.
.  VP,Q,ReAigin f(P,Q)+ f(Q,R)=f(P,R) dir.
iii. Bir PeA ve VaeV igin f(P,Q)=a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi
vardir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tammm 2.1.2 Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzayr da V olsun.

X=X\ X000 %, ), Y = (Y1, You-en Y, ) Olmak iizere V- de bir i¢ ¢arpim islemi olarak

(,):VxV >R
UJ%ﬂxW=g&m

Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa bu islem yardmm ile A da uzaklik ve ag1 gibi metrik
kavramlar tamimlanabilir. Béylece A afin uzay: da yeni bir ad olarak Oklid uzay: adini
alir.

R® 3-boyutlu standart reel vektdr uzayi ile birlestirilmis E* afin uzaymi ele
alalim. Bu R®vektdr uzayinda Oklid i¢ garpimi X=(X,%,, %), Y=(Y,,Y,,Ys;) olmak
uzere

() R*xR®* >R

(X, y) = (x, y>=iZsljxiyi

bigiminde tanimlanir. Bdylece R® afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzay: olur ve E® ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 2000a).



Tanim 2.1.3
d:E"xE" >R
n

(xy)>d(xy)=[>(yi-x)

i=1

olarak tanimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu ve d(x,y)

reel sayisina da X,y € B" noktalar arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Teorem 2.1.1 E" de uzaklik fonksiyonu bir metriktir (Hacisalihoglu, 2000a).
Tamm 2.1.4 E" n-boyutlu Oklid uzay1 ve | R bir agik aralik olsun

a l->R
t— a(t)

fonksiyonu diferensiyellenebilir ise E" de bir (1,«) koordinat komsuluklu egri adin
alirve M ile gosterilir.

Tamm 2.1.5 M cE" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin.

t—|

1->R
(1) =&’ )] = (' ®), ')

a!

al

seklinde tanimh ||| fonksiyonuna, M egrisinin (I,«) koordinat komsuluguna gdre

skalar hiz fonksiyonu ve ||a'(t)|| reel sayisina da M nin (l,«) koordinat komsuluguna

gore a(t) noktasindaki skalar hizi denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tanim 2.1.6 M egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vs €| igin
)] =1

ise M egrisi (I,a) koordinat komsuluguna goére birim hizli egridir denir. Bu durumda,

egrinin S € | parametresine yay-parametresi ad1 verilir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.7 M egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. &, b el olmak {izere,
a dan b ye M egrisinin yay uzunlugu, egrinin «(a) ve «(b) noktalar: arasindaki

uzunluguna karsilik gelen
b
[l ®fdt, te

reel sayisina denir (Hacisalihoglu, 2000a).



Tamm 2.1.8 M cE" egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
W= {a’,a",...,a(')}, r <n, sistemi lineer bagimsiz ve va®, k>r, icin; a® e Sp {!//}
olmak tizere, i den elde edilen {Vl,Vz,...,Vr} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret

Frenet r-ayakli alani ve me M igin {Vl(m),VZ(m),...,Vr(m)} ye me M noktasindaki

Serret Frenet r-ayaklisi, her bir V,, 1<i <r, vektoriine de Serret Frenet vektorii adi
verilir (Hacisalihoglu, 2000a).

Tamm 2.1.9 M cE" egrisi (1,«) koordinat komsulugu ile verilsin. se | ya karsilik
gelen a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {Vl,Vz,...,V,} olsun. Buna gore,

ki:l >R, 1<i<r

5=k, (5)=(V/ () Vi (9))
seklinde tamimlanan k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve S € |
i¢in, k; (S) reel sayisina da ¢(s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir
(Hacisalihoglu, 2000a).
n=3 i¢in E* de Frenet 3-ayaklis1 {T, N, B} seklinde alinabilir.

Tamm 2.1.10 M c E® egrisi ve S* c E® kiiresi verilsin. Eger M =S ise M ye E®

tin bir kiiresel egrisi denir (Hacisalihoglu, 2000a).

Teorem 2.1.2 M cE® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. sel yay-

parametresi olmak tizere Kk #0, k,#0 ise, M bir kiiresel egridir
1) 1] k

< || = | = | +—2=0 (Hacisalihoglu, 2000a).
k) K | Kk

Tamm 2.1.11 M c E® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. s e | ya karsilik

gelen «(s) noktasindaki Frenet 3- ayaklisi {T,N,B} olsun. a egrisine «(S)

noktasinda normal olan biiyiik gembere « egrisinin «(S) noktasindaki kiiresel normali

denir ve



I
x|
Z
I
ld

/_/_\
P
X
—
S~——
Il
o

ile verilir (Xiong, 2004).
Tanm 2.1.12 M c E® egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. se | ya karsilik
gelen «(s) noktasindaki Frenet 3- ayaklist {T,N,B} olsun. & egrisine o(s)

noktasinda teget olan biiyllk ¢embere « egrisinin «(S) noktasindaki kiiresel tegeti

denir ve

ile verilir (Xiong, 2004).
Tamm 2.1.13 ueS? ve M c S? egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. & nin

kiiresel tegetlerinin yattig1 diizleme gore U nun yansimalarinin ciimlesine u nun « ile

baglantili kiiresel ortotomigi denir ve

=2((@-V),V)V+0 (2.1)

(e

oo

Qi

-
g

a
> kiiresel tegetlerin yattig1 diizlemin normalidir (Xiong, 2004).

)|

burada v =

(wu]
(o))
Qi




V<l

Sekil 2.1 Kiiresel ortotomik.

Tanim 2.1.14 M cE® yiizeyi verilsin. VpeM noktasinda, E® iin tamamen M de
kalan bir dogrusu varsa, M ye bir regle yiizey ve Vp e M noktasindan gegen ve M de

kalan bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani denir (Hacisalihoglu, 2000b).
Regle yiizey, bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesiyle olusan yiizey

olarak da tanimlanabilir.

Dogrultmanlar1 kesen ve yiizey {lizerinde bulunan diferensiyellenebilir bir
a:l - & egrisine regle yiizeyin dayanak egrisi ad1 verilir. M bir regle yiizey ve
da M nin dayanak egrisi olsun. a(S) noktasindan gecen bir dogrultmanin iizerindeki
vektor X olmak tizere dogrultman tizerindeki degisken bir nokta (V) ise,
BWV) = a(s) +VvX(s)

yazilabilir. Buna gore M regle ylizeyi parametrik olarak,



o I xR —>E?
(s,v) > @(s,v)=a(s)+VX(s)

ile verilir.
Tanmm 2.1.15 Regle ylizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzakligin, bu iki
komsu anadogru arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (drali)

denir (Hacisalihoglu, 2000b).

X X+dX

(@)

Sekil 2.2 Dagilma parametresi.

Anadogrularmin birim dogrultman vektorii X olan bir regle ylizeyin drali P,
ise
det{da, X, X’}
ds

— (2.2)

X

dir, burada X', X ’in tiirevini gostermektedir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamim 2.1.16 Bir regle yilizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle
yiizeye agilabilirdir denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Teorem 2.1.3 Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmas i¢in gerek ve yeter sart

dagilma parametresinin sifir olmasidir (Hacisalihoglu, 2000b).



Tamm 2.1.17 Eger
0 1 xR->E?
(s,v) > @(s,v)=a(s)+vX(s)
regle yiizeyi VS el igin
o(s+27,v)=p(s,v)

olacak sekilde periyodik ise regle yilizeye kapalidir denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 2.1.18 Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin anadogrularmin her birini dik olarak kesen
egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi denir (Hacisalihoglu, 2000b).

Tamm 2.1.19 Bir ¢(s,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin ortak dikmesinin

esas dogrultman iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktast adi verilir

(Hacisalihoglu, 2000b).

Sekil 2.3 Striksiyon noktasi.

Tamm 2.1.20 Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi boyunca yiizeyi

olustururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin bogaz (striksiyon)

cizgisi (egrisi) denir (Hacisalihoglu, 2000b).

2.2 Dual Oklid Uzay:
Tamm 2.2.1 Her a,a" €R icin 4=(a,a’) ikilisine bir sirali reel say ikilisi ad: verilir.
Boylece
D=RxR={(a,a’):a,a R}
climlesi tizerinde iki i¢ islem (toplama ve ¢arpma) ve esitlik asagidaki sekilde tanimlanir

(Hacisalihoglu, 1983) :
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Toplama: d=(a,a’), b=(b,b") €D olmak iizere
®:DxD—>D
d®b=(a,a)®(b,b")=(a+b,a"+b")

seklindeki islem D de toplama olarak isimlendirilir.

Carpma :
® :DxD—>D
a®b=(a,a)®(b,b")=(ab,ab” +a'b)

seklindeki islem D de garpma olarak isimlendirilir.

Esitlik : 4=(a,a"), b=(b,b") eD igin

a=bvea =b"

ise & ile b esittir denir ve &=b seklinde gosterilir, tersi de dogrudur.
Tamim 2.2.2 R reel sayilar ciimlesi olmak {izere

D=RxR

climlesi iizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise,
D ciimlesine dual sayilar sistemi ve (a,a’)eD elemanma da bir dual say1 denir

(Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.2.1 (D, ®,®) tgliisii birimli ve degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.2 (D,®,®) tgliisii bir cisim degildir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.3 D dual sayilar halkasi, R reel sayilar ciimlesine izomorf bir alt climleyi

alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.2.4 Bir d=(a,a’) €D dual sayisinda "a" reel sayisina & nim reel kismu,

*n

a

reel sayisina da & nin dual kismi denir ve sirasiyla Red=a, Dud=a" seklinde
yazilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmim 2.2.3 (1,0) =1 dual sayisina D halkasindaki ¢arpma igleminin birim eleman
veya D halkasindaki reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.2.4 (0,1) dual sayisi kisaca & ile gosterilir ve dual birim olarak adlandirilir
(Hacisalihoglu, 1983).

£*=(0,1)®(0,1)=(0,0)
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dir.
Teorem 2.2.5 X=(x,X)eD dual sayisi
X=X+eX

seklinde yazilabilir. Yani

(X, X)=x+ex"
esitligini yazabiliriz (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 226 X=( X, x9D dual sayis1 ve AcR ise A ile X nin garpimi
A% = (Ax,AX") dir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2.5 Birimi 1 olan degismeli bir halka H ve (I\/I ,+) bir Abel grup olmak tizere

HxM —>M

(a,a) > aa

dis islemi, Va,be H ve Vo, M igin

I. a(a+p)=aa+ap

ii. (a+b)a=aa+ba

ii. (ab)a = a(ba)

iv. la=a
Ozeliklerini sagliyor ise M ye H iizerinde bir modiil ad1 verilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamim 2.2.6 D dual sayilar halkasi olmak tizere

DxDxD=D°={(8,4,&):4, &8 <D}

ciimlesi iizerinde & = @), l::) = (6,) eD?® i=(23) ve AeD igin, sirasiyla, toplama,
skalarla carpma ve esitlik islemleri agagidaki gibi tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983):

Toplama :

+:D¥xD°® - D®

~—~
_mu
Ty
N—r
Q|
+
Ty
Il
~~
Qn
+
O
p
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Skalar ile Carpma :

DxD® —DE

(1,8) > 1d=(14)

Q.

Il

T
_Qn

Il
O

Esitlik :
dir.
Tamm 2.2.7 (D°,+) bir Abel grubudur (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.8 (D°,+,-) sistemi D dual sayilar halkas: iizerinde bir modiildiir. Bu
modiile D-Modil denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.2.9 D-Modil ’iin elemanlar1 olan sirali dual say1 tgliilerine dual vektorler

denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.2.7 d,a eR® olmak iizere D-Modiil *de her bir a dual vektorii

d=d+cd, [¢=(0,1)eD]

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem2.2.8 d=d+&a = (é, é*) dual vektdriiniin A € D skalar1 ile carpimi
2d=(2d,24")
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.2.9 &=(a,a") ve b=(b,b") e D-Modil igin
i=beod=bveda =b’

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.10 4=a+¢4",b=b+&b” eD-Modiil dual vektorlerinin i¢ carpimi

((.):D*xD* > D

seklinde bir doniisiimdiir ve

seklinde tanimlanir.
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Herhangi bir vektdr uzayr ilizerinde oldugu gibi D-Modildeki i¢ ¢arpim

aksiyomlar1 da aynen R® deki gibi kabul edilebilir. O halde D-Modiil ’de i¢ carpim R®
deki i¢ ¢arpim sayesinde asagidaki sekilde

((6))~(a.B)+el(a"5)+(a57)]
yazilabilir burada sag taraftaki <,> islemleri R®, reel sayilar uzayindaki Oklid i¢

carpimini gostermektedir, ayrica &-& =g =0 dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.11 Bir 4=d+£d" dual vektoriiniin normu diye, R® deki normun sayesinde

il (58" = gale B2, a5

&l

bi¢iminde tanimlanan HEH dual sayisina denir. Burada

as)
]

a=|d| ve a’ =

olmak lizere HEH normu
Hﬁ” —a+ea

bicimindeki dual sayidir (Hacisalihoglu 1983).

Tammm 2.2.12 Normu (1,0) dual sayis1 olan dual vektore birim dual vektdr denir
(Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.2.10 d=&-+&a" bir birim dual vektdr ise,
la|=1 (a,a)=0
dir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.2.13 {>%=>?+g>z*; %] =@0), x,x*en@} ciimlesine D-Moduldeki birim

dual kiire denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.2.11 (E. Study Déniisiimii) Birim dual kiirenin dual noktalar1 3-boyutlu E®
Oklid uzayimndaki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).
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ispat: E® de bir d dogrusu alip bu dogruya karsilik gelen bir birim dual vektor

bulunacaktir. Sonra da bir birim dual vektoriin E® de bir yonlii dogru gosterdigi

ispatlanacaktir.
E® de bir dogru; bir O baslangic noktasina gére dogru iizerindeki bir P noktas ve

dogrunun yéniinii belirten bir G € R® vektorii tarafindan tamamen belirlidir.

d
E. Study
/_\ 82” )
Sekil 2.4 E. Study doniistimii.
Boyle bir dogrunun vektorel denklemi:
(X—pP)Ali=0 (2.3)

dir.
(2.3) denkleminden U yerine AU alinirsa gene ayni dogru belirtilmis

olacagindan U birim vektor olarak alinabilir.

XAlU=pal=0,
denirse, U; vektoriine U birim vektoriiniin O noktasina gore vektérel momenti olarak
bakilabilir.
u, vektoric X noktasinin dogru lizerindeki segilisinden bagimsizdir. Eger dogru

tizerinde X den bagka bir Y noktasi alinirsa

(Y-P)AU=0
dir. Buradan
YAU=XAlU=pAlU=0, (2.4)
oldugu gortiliir.
U, vektoriiniin boyu olan ||l (=& sayis1 O noktasmin dogruya olan dik

uzakligina esittir. Bu, soyle gosterilebilir: O noktasindan dogruya inilen dikmenin ayak
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noktast Z olsun. U: vektorii, X noktasinin dogru iizerindeki secilisinden bagimsiz

oldugundan

dur. U, vektdriiniin boyu

u;

-z rdl=|7]jalsing0’, | =1
|1 @)

=0
dir.
Bu son ifadeden de goriildiigii gibi U, vektorii, O baslangig noktasinin segiligine
baglidir.
Eger (G,0;) vektdr ¢ifti verilmis ise E° deki yonlii dogru tek olarak tamamen
belirlidir.

U, =XAl
oldugundan U, 1 X ve U, LU dur. O halde G da birim vektér secildiginden (U,U;)
vektor ¢ifti igin
(0,0) =1 ve (1,0;)=0
dir. Secilen herhangi & =d+£a" birim dual vektorii igin de
(d.@)=1ve (4,d8)=0

dir. O halde her birim dual vektére |E* de bir yonlii dogru karsilik gelir. Soyle ki; G ve

ok

olan diizlem de, merkezi O ve yarigap uzunlugu G

ok ok

t, verildiginde, normali U,
boyu olan bir ¢ember ¢izilir. Bu gemberin U ile ayn1 yonlii olan bir tek tegeti vardir. Bu
teget dogrusu, (U,U,) birim vektoriiniin belirttigi dogrudur.

Tamm 2.2.14 E® deki bir dogru (d,a") vektdr ¢ifti ile belirlenebilir. a ve 4

vektorlerinin  bilesenlerine s6z konusu dogrunun normlanmis Pliicker dogru

koordinatlar1 denir (Hacisalihoglu, 1983).



16

Tamm 2.2.15 X =X+&X eD-Modil olmak iizere

™

u=

>

birim dual vektdriine X vektdriiniin ekseni denir.

Tamim 2.2.16 Bir X=X+&X  dual vektorii verilsin.
(x5
LG

reel sayisina o dual vektoriin adimi veya yiikselisi denir.

X = X(1+k)u
dual vektdrii igin, kK sonlu bir say1 ise X#0 ve X #0 dir. Bu % dual vektoriine has
dual vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.17 Z=z+¢&z €D olmak tizere
f(2)= f(ZO)+ % f'(z,) + (Z ) f"(z,)+.. +u f(")(zo)+...
| n!

serisine f dual fonksiyonunun z, e D noktasindaki Taylor agilim1 denir.

Bu tanim geregince, f dual fonksiyonunun x=0 noktasindaki Taylor agilimi
(Maclaurin acilimi)
f(X+ex®) = f(X)+ex* f'(x)
seklini alir. Ozel olarak, f(X+&x*)=cos(Xx+ex*), f(X+e&x*)=sin(x+ex*),
f(X+e&x*) =cosh(x +&x*) ve f(x+e&x*)=sinh(x+&x*) dual fonksiyonlart alinirsa bu
fonksiyonlarin 0=(0,0) dual noktasindaki Taylor agilimlari:

COS(X + £X*) = COS X — £X*sIn X

sin(X+ &x*) =sin X+ £x*cos x

(2.6)
cosh(x + ex*) = cosh x + ex*sinh x
sinh(x+ &x*) =sinh X+ ex*cosh x

olarak elde edilirler (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.2.18 & veb iki birim dual vektdr ve bu birim dual vektorlere E* de karsilik

gelen yonlii dogrular, sirastyla, d; ved, olsunlar. d, dogrusunun yonii & ,yeri a’, d,

dogrusunun yonii b, yeri de b ile belirlidir.  ile b arasindaki ac1 ¢ olmak lizere
<<§ 6>> =cos® = cos(p+&p’)
=cosp—ep sing, 0<ep<rm @eR

dir, burada @ = @+ &¢" dual sayisma & ileb arasmdaki dual ac1 denir. a ve b birim
dual vektorleri arasindaki @ =¢@+&@  dual acis1, bunlarm E° te temsil ettikleri d, ve

d, yonlii dogrularinin arasindaki ¢ agis1 ve (en kisa) uzakligi gosteren ¢ reel giftinden

olusur (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.5 Dual ag1.

<<§ S>> = HEHH EH cos® formiiliinden yararlanarak E* deki yonlii dogrularin birbirine
gore durumlari incelenebilir.
I. <<§ b:>> =sirf dual<>cosep=0 ise go:%, yani dve b birim

vektorlerinin belirttikleri yonlii dogrular dik durumlu fakat aykiridirlar.
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ii. <<§ 6>> =sirf reel ise ¢ =0 olsun. Bu halde yonlii iki dogru kesisir ve

iii. <<§ ,6>>:0:COS¢:O:>¢):% vep =0 ve ¢ =0 ise yonli
dogrular birbirlerini dik olarak keserler.

Iv. <<§ t:)>> =(1,0) = ¢ =0 ise yonlii dogrular paralel ve ayn1 yonliidiirler.
Eger ¢ =0 ise bu iki dogru ayn1 zamanda cakigiktir.
V. <<§ ,k:)>> =—(1,0) = ¢ =z 1se yonlii dogrular paralel ve zit yonliidiirler.

Eger ¢ =0 ise dogrular ¢akisiktir.

Tamm 2.2.19 & 6 e D-Modil dual vektorlerinin dis carpimi
AD*xD* — D
§Al§:§/\5+g(é*/\6+a’/\5*)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.2.20 & t:) e D-Moddl i¢in

ﬁAgzuﬂHQFMQ)

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.2.21 D-Modiil *deki birim dual X = X+¢&X vektorii E? te bir yénlii dogrunun
yoniini X = (Xl, X2,X3) birim reel vektorii ve baslangic noktasina gore vektorel
momentini X" = (X, X,,%;) vektori ifade etmektedir. X=X+¢&X birim dual vektor

oldugundan

XX+ %5 =1
(2.7)

XX+ XX, + XX, =0

kosulunu saglar.
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Eger (2.7) kosulundan baska bu alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda bir
ikinci
F (X, X,, X35 X, X5, X5) =0
bagintis1 varsa bu halde % dogrusunun bagimsiz parametre sayisi ii¢c olur. E® te iic
bagimsiz parametreye bagh («°) sayidaki X dogrularinin ciimlesine 1s1n kompleksi
denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.22 4 bir has dual vektér olmak iizere

(a,x7)+(a" x)=0

denklemini saglayan K=X+eX dogrularinin ciimlesine bir lineer 151n kompleksi denir.

X dogrusunun bagimsiz ii¢ parametresi U,V,W ile gdsterilirse X birim dual
vektorii

X =X(u,v,w)+eX (u,v, w)
seklinde U,v, W nin bir fonksiyonu olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.2.23 X=X+eX  dogrusunun (X, Xy, X1 X, X5, X;)  Pliicker  dogru
koordinatlar1 arasinda
X +x+x =1

XX, 4 X, X + XX, = 0
ve
F (X, %50 X5 X, X5, X5) =0
bagintilarindan bagka bir

G(Xi,XZ,XS;)(I,X;,X;):O

bagintis1 daha varsa X dogrusunun bagimsiz parametre saysi iki olur. Iki bagimsiz

parametreye baglh (o0?) sayidaki X dogrularinin climlesine 151 kongruansi denir

(Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 2.2.24 3 ,6 has dual vektorleri i¢in

denklemlerini saglayan X dogrularinin climlesine lineer 151n kongruansi denir.

Bagimsiz parametrelere u ve v denirse X birim dual vektori u ve v reel

parametrelerinin
X =X(u,v)+eX (u,v)
seklinde bir fonksiyonu olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.2.25 X=%+&X birim dual vektériiniin (X, X,, X;;X., %, X;) normlanmis
homogen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda

X +X+X =1
XX+ XX + XX, =0
bagintilarindan baska
F (X, X, X33 X, X5, X3) =0
G (X0 Xy X33 X, X, X;) =0

H(X11X21X3;X;’X;X;):O
bagintilar1 da varsa % dogrusunun bagimsiz parametre sayisi bir tanedir. E.Study

tekabiiliine uyan ve bagimsiz bir parametreye bagh (') sayidaki X dogrularinin
climlesine regle ytizey (1sin ylizeyi) denir (Hacisalihoglu, 1983).
a ,k:) ,C has dual vektérler olmak iizere

F...<a,x*>+<a*,x>=0

G...<b,x*>+<b*,x> 0

H...<c, x*>+<c*,x>:0
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seklinde wverilebilir. O zaman bir regle yizey F=0,G=0 ve H=0 1sm
komplekslerinin iigiinde de ortak olan (001) dogrunun ciimlesi olarak diisiiniilebilir.

Bir regle yiizey, X=X(t) bir t parametresine bagli dual vektdrel fonksiyon
olmak tizere
K(t) = X(t) + £X*(t)
seklinde yazilabilir. Bu birim dual vektore
-ao0
birim dual kiiresi iizerinde bir dual nokta karsilik gelir. Biliniyor ki bu noktaya da E* de
bir dogru karsilik gelir. t parametresi degistikge
K(t) = X(t) + X * (t)
birim dual vektrii, birim dual kiire tizerinde bir (X) dual egrisi ¢izer. Bu egriye de E°

de bir regle yiizey karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).

Sekil 2.6 Dual egri.

(X) dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire
tizerinde X =X(t) dual egrisinin
dd=dp+edp*
dual yay elementi icin d¢ reel ve d@* dual kisimlarma, X(t) ve X(t+dt) birim dual

vektorlerine regle yiizeyde karsilik gelen komsu iki anadogru arasindaki agi ile bu

komsu iki anadogru arasindaki en kisa uzaklik karsilik gelir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tanim 2.2.26

(ddX') _dpdy” _dg’
(dx,dx) dpde de

1
d
ifadesindeki % biiyiikliigiine regle yiizeyin t parametresine ait olan X anadogrusu

boyunca dagilma parametresi veya drali denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.2.27 Komsu ana dogrulari kesisen regle yiizeylere torslar veya acilabilir regle
yiizeyler denir.

Dralin sifir olmasi agilabilir regle yiizeyler i¢in karakteristiktir. Ciinkii dral sifir
ise dp =0 dur.
Dayanak egrisi a=a4a(t) denklemi ile belli olan (c) egrisi ve ana dogrular
X = X(t) birim vektori olan regle yiizeyin denklemi
y(t,u) =a(t) +ux(t)
dir.

Sekil 2.7 Regle yiizey.

Sekil 2.7 de goriildigi gibi
X' =dAX ve XAX =d—(d,X)X

oldugundan regle ylizeyin denklemi
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olmak iizere
Vi(t,v) = X(t) AX (1) +VX(t)
bulunur (Hacisalihoglu, 1983).

Yani E. Study doniisiimiine gore B teki yonlii bir dogru L, O baslangig
noktasina gore iizerindeki bir p noktasi ve dogrunun yoniinii belirten bir X dogrultman
vektorli ile tamamen belirlidir. E. Study dontisimi ile elde edilen karsilik gelme
X(t) = x(t) + e p(t) AX(t) = x(t) + &x”(t) olmak iizere

m(t,u) = p(t) +ux(t)

seklinde verilebilir burada pAx=x" dir (Kose, 1999).

S% O ve {0;51,52,53} , sirastyla, birim kiire, S* nin merkezi ve O noktasindaki

{51,52,53} dual ortonormal sistemdir. Burada

€ =€+s6; 1<i<3 (2.8)

{O;€,,€,,6,} de gizgiler uzay1 E° iin bir ortonormal sistemidir. & vektorel momentleri

& =MOAE, 1<i<3 (2.9)
seklindedir. Moment vektorleri de E® iin birer vektorii olduklarindan

6 =16, R, 1<i<3 (2.10)
1

seklinde yazilir. (2.9) ve (2.10) den
A,=0, A =-41

i ij i

1<i,j<3

elde edilir. 4; yerine 4 alirsak (2.8) denklemi matris formunda

*

él 0 21 _ﬂe él
& l=|-4 0 4 |6 (2.11)
&) L& 4 0§

seklinde yazilabilir. E. Study déniisiimii S° daki ortonormal sistemi E* deki ortonormal
sisteme doniistiirtir. (2.4) ve (2.5) esitlikleri kullanilarak E. Study doniisiimiiniin matris

formu
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&l 11 ae -ae]ls
& |=|-4s 1 ALe ||§ (2.12)
g, e e 1 ||§

seklindedir (Hacisalihoglu, 1977).

2.3. Lorentz Uzay1 (L} 3-Boyutlu Minkowski Uzay1)

Tamm 2.3.1 V sonlu boyutlu reel vektér uzayr olmak iizere,

< : >:V xV >R
bilineer fonksiyonu WV,weV i¢in <V,W> = <W,V> Ozeligini saghyor ise, < , >
fonksiyonuna V iizerinde simetrik bilineer form denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.2 V vektor uzayi tizerinde bir simetrik bilineer form <,> olsun. Bu taktirde,
I vxeV, x=0 igin(X, X> >0 ise simetrik bilineer forma pozitif tanimli,
ii. vxeV, x=0 i(;in<X, X> <0 ise simetrik bilineer forma negatif tanimli,
iii. vxeV, x=0 ic;in<X, X> >0 ise simetrik bilineer forma yari-pozitif tanimli,
iv. vxeV, x=0 ig:in<X, X> <0 ise simetrik bilineer forma yari-negatif tamimli,
V. vxeV, (x,y)=0=>y=0 ise simetrik bilineer forma non-dejeneredir denir
(O Neill, 1983),
Tamm 2.3.3 (, ), V iizerinde simetrik bilineer form ve W da V nin bir altuzay:
olsun. < : > nin W iizerinde kisitlanmus ( >|W olmak iizere
()] WoxW SR
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzayinin boyutuna <, >

simetrik bilineer formunun indeksi denir. v, (,) nin indeksi olmak iizere

0<v<boyV dir (O’Neill, 1983).
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Tamm 2.3.4 R® iizerinde X =(%,%,,%), Y =(¥., Y, Y;) olmak iizere

(,) ‘R°xR*>R

(X’V) - <>Z’V>L =XYi XY, = XY,
seklinde tanimlanan simetrik, bilineer, non-dejenere metrik tensdriine R® iizerinde
Lorentz metrigi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.5 R® iizerinde Lorentz metriginin tanimlanmasiyla meydana gelen
{R3,<X,Y>L} ikilisine 3-boyutlu Lorentz uzayr denir ve L} ile gosterilir (O Neill,

1983).

Tamm 2.3.6 X =(X,X,,%,) €L} olmak iizere
<)Z X >L >0 veya X =0 ise X vektoriine spacelike,
ii. <)Z, )Z>L <0 ise X vektoriine timelike,
i, < =0, X 20 <>Z >Z>L =0, X #0 ise X vektsriine null (lightlike)
denir (O’Neill, 1983).
Tamm 23.7 X.Y eL? igin <>Z,Y >L =0 ise X #0, Y %0 vektorleri birbirine diktir

denirve X LY ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.3.8 X €L igin X innormu

], = (% %),

olarak tanimlanir.
Eger H)ZH =1 ise X vektoriine birim vektor denir. Ortogonal birim vektorlerin

climlesine ortonormal sistem denir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.3.9 L} uzayinda

ve
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climlelerine, sirasiyla, Lorentz birim kiiresi ve hiperbolik birim kiire denir (Sekil 2.8).

Sekil 2.8 L} uzayinda birim kiireler

Tamim 2.3.10 L} de biitiin lightlike vektorleri igeren ciimleye light koni denir ve T ile
gosterilir.
F:{(x, y,z) el x* +y® -7 :0}—{(0,0,0)}

dir (Lopez, 2008).

null (lightlike)

spacelike

timelike

Sekil 2.9 L uzayinda vektorler.

Tamim 2.3.11 X,Y €L timelike birim vektorler olsun. Bu durumda

chp = —<)Z,V>L
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olacak sekildeki p sayisina X ve Y timelike vektérleri arasindaki timelike ac1 denir
(Birman ve Nomizu, 1984).

Tamm 2.3.12 X,Y e olmak iizere

e, e -&
XAY =X X X
Yi Y2 Vs

vektorine X ve Y vektérlerinin Lorentz anlaminda vektérel carpimi denir.

Burada e A &, =—6,, &, A & =8, & A € =¢, dir.
Tanim 2.3.13 | = R olmak iizere
a:l >L
s> a(s)

diferensiyellenebilir fonksiyonuna L}, 3-boyutlu Minkowski uzayinda egri adi verilir.
Eger &'(s) hiz vektor alani i¢in

I. <a', a’>L =1 ise ¢ ’ya birim hizli spacelike egri,

i. (o, a'>L =-1 ise @ ’ya birim hizli timelike egri,

iii. (a',a’) =0 ise a yanull (lightlike) egri ad1 verilir (O°Neill, 1983).

2.4. D? Dual Lorentz Uzay:

Tamm 2.4.1 X=X+¢&X', §=y+e&y eD® olsun. D* uzay iizerinde i¢ carpim
((%.3)), =(x 9 +e((x57), +(.9),)
seklinde tanimlanir. Bdylece, bu Lorentz i¢ ¢arpimiyla birlikte D* dual uzayma dual

Lorentz uzayi denir ve D ile gosterilir.
Dual Lorentz vektorlerinin climlesi

D} = {X=xX+s% :X,X eLi}

ile gosterilir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).
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Tamm 2.4.2 &=a+sd D} olmak iizere

I. a spacelike vektor ise & vektoriine dual spacelike vektor,
ii. d timelike vektor ise & vektdriine dual timelike vektor,

Iii. a lightlike (null) vektor ise & vektdriine dual lightlike (null) vektor

denir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).

Tamm 2.4.3 a=a+¢d € D? vektoriiniin normu

e~ = <§,ﬁ*>L
4], =1l O

seklinde tanimlanir. Burada ngl_ #0 dir (Ugurlu ve Caligskan, 1996).

Tanmm 2.4.4 &, be D olmak iizere a ve g nin dual Lorentz anlaminda vektorel
carpimi
A DPxD? > D?
(a :)ﬁaALGZaAL5+g(a*AL5+aAL5*)
olarak tanimlanir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).
Tamm 2.4.5 d=a+¢d €’ olmak iizere, sirastyla
S ={X=x+exX"eD}:|X]| =(10);%,X" €L ve X timelike}
ve
Hj = {X = X+2% e} :|[%| =(L0);%,X €L ve X spacelike}
ctimlelerine, dual Lorentz birim kiire ve dual hiperbolik birim kiire denir (Ugurlu ve

Caliskan, 1996).
Teorem 2.4.1 <)?,)?>L =1 (sirasiyla <)?,)?>L =-1) ve <a,)4(*>|_ =0 olmak tuzere, lLi in

yonli spacelike (sirasiyla timelike) dogrular ile (Y(, )?*) stral ¢ifti arasinda birebir bir

karsilik vardir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).
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S? dual birim kiiresi tizerindeki diferansiyellenebilir bir egri, herhangi bir regle
yiizeye karsilik gelir. Benzer olarak, H dual hiperbolik birim kiiresi iizerindeki
diferansiyellenebilir bir egri de bir timelike regle ylizeye karsilik gelir (Ugurlu ve
Caliskan, 1996).

Tamm 2.4.6 4 ve b spacelike dual birim vektorler olsun. Bu durumda

<§, 6> —cosd
L
esitligini saglayan @ =@+ £p* dual sayisina aveb spacelike birim dual vektorleri

arasindaki dual merkezi ag1 denir.

a ve b dual spacelike vektorlerinin ug¢ noktalar1 Lorentz birim kiiresi {izerinde
A ve B noktalarin1 gostersinler. a ve b dual spacelike birim vektorleri arasindaki

® =@+ ep* dual acist S? iizerinde 4 ve b noktalarin birlestiren AB yay uzunlugu
olarak diistiniilebilir.
Burada ® agisinin reel kismi olan ¢, iki dogru arasindaki aciy1 ve ¢ ise bu iki

dogru arasindaki (en kisa) uzaklig1 verir (Ugurlu ve Caligkan, 1996).
Tamm 2.4.7 & ve b timelike dual birim vektorler olsun. Bu durumda

<§, l::)> ——cosh®
L

esitligini saglayan ©@ =0+¢£60" dual sayisina d ve b timelike birim dual vektorleri

arasindaki dual hiperbolik ac1 denir.
& ve b dual timelike vektdrlerinin u¢ noktalart hiperbolik birim kiire tizerinde A

ve B noktalarmi gostersinler. & ve b dual timelike birim vektdrleri arasindaki
O=0+&0" dual agist H? iizerinde A ve B noktalarinin birlestirilmesiyle olugan AB
yay uzunlugu olarak diistiniilebilir.

Burada @ agisinin reel kismi olan 6, iki dogru arasindaki agiy1 ve 0" ise bu iki

dogru arasindaki (en kisa) uzaklig1 verir (Ugurlu ve Caliskan, 1996).
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Tamm 2.4.8 M c L yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda L} uzaymin M de kalan

bir dogrusu varsa M ye bir regle yiizey ve P e M noktasindan gegen ve M de kalan

dogruya da M nin bir dogrultmani denir (Turgut, 1995).
Tamm 2.4.9 12, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin anadogrulari

boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilirdir denir (Turgut, 1995).
Tamm 2.4.10 L2, 3-boyutlu Minkowski uzayimda agilabilir olmayan bir regle yiizey

verilsin. Regle yiizeyin komsu iki ana dogrusunun ortak dikmesi varsa, bu dikmenin
esas anadogru lizerindeki ayagina bogaz (merkez veya striksiyon) noktast denir (Turgut,
1995).

Tamim 2.4.11 12, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizeyin ana dogrularinin

her birini dik olarak kesen bir egri varsa, bu egriye regle ylizeyin ortogonal yoriingesi

denir (Turgut, 1995).

2.5. Acilabilir Regle Yiizeylerin Belirlenmesi Uzerine Yeni Bir Metot

Bu boliim (K&se, 1999) calismasindan yararlanilarak hazirlanmagtir.
Orijin merkezli, dual birim kiire iizerindeki herhangi bir nokta X=(%,%,,%,)
olmak {izere X noktasi kutupsal koordinatlar cinsinden (2.6) géz 6niinde bulundurulursa

R =X +EX = 056 COS @ = COSHCOS @ + £(—p *sinpcos @ — @ *cosgsin O)
%, =X, +&X, =sin 6 c0s@sin Bcosp + £(—p *sin @ cosp + @ *cos dsin )
X, = X, + X, =SiN@ =sing + ep*cosp
seklinde ifade edilebilir, burada @=@+&p*, 0=0+¢&0* dual acilari—z << ve

—% <p< % olan agilardir. O halde kiire tizerindeki bir dual egri
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K(t) = X(t) + X (t)
= (X, X5, X3) +5(va X;' X;)
=((cos O(t) cos g(t),sin O(t) cos p(t),sin p(t))
(2.13)
+& (—9* (t)sin O(t) cos p(t) — ™ (t) cos A(t) sin (1),
6* (t) cos 4(t)sin p(t) — > (t) sin O(t) cos ¢(t),

p*(t)cos p(t))

seklinde yazilabilir. X(t) ye E°® de karsilik gelen regle yiizey m(t,u)= p(t)+ux(t)
yardimiyla hesaplanir, burada p(t) regle yiizeyin taban egrisidir. p(t) taban egrisinin

koordinatlar1 p,, p,, P; olmak iizere o =pAo yardimyla

X*=pAX
= (X% %%, % *)
=(p,Sing— p,sin@cosp,—p, sin g+ p,cosdcos g,
p,sin@cosp—p, COSHCOS(D)
ve (2.13) denklemi kullanilirsa
p,Sing — p,sin@cosp = —(0*sin & cose + ¢ *cos gsin ¢)

—p,Sin@ + p,C0sHCcosp = &*cosdsing —p*sindcosep

p,Sin@cose — p, CoSEHCOSe = @ *COS

lineer denklem sistemi elde edilir. p,, p,, p; bilinmeyenlerinin katsayilar matrisi

0 sing —singcos ¢
—sing 0 cosécos g
sindcosep —cosdcosp 0

anti simetrik matristir ve bu matrisin ranki 2 dir, ¢(t) # 2kz (k tamsay1). Ayrica,
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0 sing —sin@cosep —O0*sindcosp—@>*cosdsing
—sing 0 cosdcosp  @*cosdsinp—@*sin dcos ¢
singcosep —Ccosdcos e 0 @*CoS @

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sisteminin sonsuz ¢dzimii
p, =(p,—O*)cosOcotp+p*siné,
p, =(p;—0*)sin@cotp—p*coso, (2.14)

P; = P;

seklinde elde edilir. p,(t) istege bagh segilebildiginden p,(t)=6*(t) almnabilir. Bu

durumda (2.14) nin 6zel bir ¢oziimii

p,=@*sing,
p, =—p*cosd, (2.15)
Ps =0*

seklinde elde edilir.
(2.13) denklem sisteminde verilen egriye karsilik gelen regle yiizeyin dagilma

parametresi (2.2) kullanilarak

* 2 *
020 (50 SS
p Gt dt it _dt dtcos’y (2.16)
(o) (&) s
dt dt ) cos’¢
dir. Eger regle yiizey agilabilir ise P, =0 olmalidir. Yani (2.16) denkleminden
* 2 *
dox d—e—go*[d—ej tanp+ 22792 1 (2.17)
dt dt dt dt dt cos” ¢

elde edilir. (2.17) denkleminde d(tango): 12 do esitligi yerine yazilirsa ve
dt cos” ¢ dt

denklem diizenlenirse,
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de* d(tan ) (dejz do*de
=22 o* =2 | tan 0 2.18
a7 L) 7 (2.18)

elde edilir. (2.18) denkleminde

2

co*( do j do*do

_ ___ \dt _dt dt

y(t)=tanp, A(t)= dp* B(t) = Tdpr

dt dt
yazilirsa
dy

E+A(t)y+ B(t)=0 (2.19)

1. dereceden lineer diferansiyel denklem elde edilir.

Ozel olarak, O(t) ve ¢(t) her ikisi de sabit oldugunda regle yiizey bir
silindirdir.

Herhangi bir egri verildiginde bu egriyi taban egrisi kabul eden acilabilir regle

yiizey bulunabilir ve egrinin bilesenleri kullanilarak, (2.15) den

&:M:_tane,
p, —¢ cosd

Jp2+p7 = \/(go*sin 9)2 +(—go* cos 0)2 =|p™,

3

p3=9

elde edilir. Bu son sistem diizenlenirse

tang=—Fr
P,

o =1p’+p,’, (2.20)

0 =p,

elde edilir.
(2.20) den elde edilen degerler (2.19) diferansiyel denkleminde yerlerine

yazilirsa @(t) icin ¢éziim bulunur. Bu ¢dziim integral sabiti icerdiginden dolay1 taban

egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir regle yilizey elde edilebilir. (2.20) denkleminden
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elde edilen ¢ (t) biri pozitif digeri negatif olmak {izere iki deger sahiptir. Herhangi bir
tanesi secilerek elde edilen regle ylizey digerinin tersidir. Burada dikkat edilmelidir ki

o (t) iki degere sahiptir. Verilen integral sabiti i¢cin negatif isareti kullandigimiz zaman

pozitif isareti kullanilarak elde edilen regle yiizeyin karsitin1 elde ederiz.

2.5.1. Ornek

2 3
o(t) :[Zt,%,%j silindirik helis efrisi goz oniine almnsmn, Egrinin bilesenleri

kullanilarak
tanfd =— p 4:>0 arctan(——)
= ~/p1+p2 _+/2t _+—\/t +16
3
0*: p3 = E
degerleri elde edilir. ¢ yi hesaplamak i¢in
(o*( dé jz do*do
_ ___\dt) dt dt
YO =tnp, AD=-—; 5>, B)=-F I
dt dt
terimleri elde edilmelidir.
t3
dt dt 3 ’
d| arctan —4)
_9 3 t)) 4
dt dt t?+16
t
d| -t +16
de* (2 " j_ t*+8
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degerleri seklinde elde edilir. Bu degerler (2.19) denkleminde yerlerine yazilirsa bir 1.

mertebeden lineer diferansiyel denklem

dy 8t L AUNE+16
dt (+8)(C+16)°  (+8)(C+16)

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin genel ¢éziimiinden

2
y(t) =tanp = -4 t2 +8 In(t+«/t2+8)+ 8 +C
t°+16 t2+8

8+t +t

ve buradan da

8+t +t

2
@ =arctan| —4 t2—+8 In(t+\/t2+8)+ 8 +C
t°+16 tz +8
degeri de bulunmus olur. (2.15) den

pl:go*sin9:>sin9=%,
»

P, :—¢*c059:>c050=—&,

o*
p, = 0*
yazilabilir. Taban egrisi p(t) olan agilabilir regle yiizeylerin ailesi
m(t,u) = p(t) +ux(t)
esitligi ile verilir, burada

X(t) = (—%cos go,%cos ®,Sin @)
@ ®

dir.



Sekil 2.10 Regle yiizey.

c=0 ve

2<t<2
-4<u<4

tanim araligi i¢in agilabilir regle yiizey Sekil 2.10 daki gibidir.

36



37

3. CEMBERIN KURESEL ORTOTOMIGi VE KURESEL ORTOTOMIGIiN
E. STUDY RESMI

3.1 Cemberin E. Study Resmi
Bu bolimde dual gember ve onun E. Study resmi incelenecektir.
53 dual vektoriine E® te karsilik gelen dogru g olmak iizere, p noktasi g

tizerinde segilir ise (2.6) den

A =4=0
olarak hesaplanir ve (2.8)
&, 1 ie 0][g
&|=|-4s 1 0], (3.1)
g, 0 0 1|¢g
matrisine indirgenir. Bu doniislim i¢in (3.1) den
g, 1 A& 0] €&
&|=|4s 1 O0J§, (3.2)
g, 0 0 1]¢§
dir.
S? birim dual kiire ve tizerindeki bir S ¢emberinin bir noktas1 X olmak iizere S
nin denklemi

S :{>:<K>:<,e:3> =cos® = sabit, XeS?%}

bi¢iminde yazilabilir. Boylece X =X+&X dual vektdrii asagidaki gibi ifade edilebilir
(Sekil 3.1) :

X =sin ®cos WE +sin dsin P&, +cos DE, (3.3)
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=

SZ

Sekil 3.1 Birim dual kiire.

burada ®=gp+¢cp ve ¥ =y +¢cy dual agilardur.

(2.6), (3.1) ve (3.3) esitlikleri kullamlirsa X ve X vektdrleri matris formunda

asagidaki bigimde
singpcosy
Xx=[& & &]|singsiny
cos @
(3.4)
@ cospcosy —(y +A)singsiny
X =[6 € &]l ¢ cospsing+(y +2)sinpcosy
—@ sing
ifade edilir.

Diger taraftan K ¢ember tlizerinde bir nokta ve cemberin merkezi de €, iizerinde

oldugundan

<<>:< 6>>=cosd)=005go—g¢*sin(p:sabit (3.5)

13
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esitligi mevcuttur. Burada ¢ = ¢, (sabit) ve ¢ = c,(sabit) dir. (3.4) ve (3.5) denklemleri

birlestirilir ise

(3.6)

elde edilir. (3.6) esitligi sadece ¥ ve w parametrelerine sahiptir. Bu yiizden (3.6)
denklemi bir dogru kongruansi temsil eder. Kongruansin denklemi Y=(Y,,V,,Y,)
olmak tizere
V=X y )AX (. ) +VX(y,v) (3.7)

esitligi yardimiyla hesaplanirsa,

Yy, =—¢ siny —(y" +1)sinpcospcosy +vsinpcosy

Yy, =¢ cosy —(y +A,)sinpcospsiny +vsin gsiny (3.8)

Y, =y +4,)sin*p+vcosg

seklinde elde edilir.

Bu durumda ¢ # % olmak iizere (3.8) denklemi

* 2
oy [ +a)

_12+y_§_[ 3 . ] ~1 (3.9)
G G [CZCOtcl]

seklinde iki (" ve 1) parametreye baglh dogru kongruansina karsilik gelir. Bu
kongruansin dogrular1 arasinda asagidaki durumlar mevcuttur:

i- Bu dogrular ile g arasindaki en kisa uzaklik ¢ =c, dir.
ii- Bu dogrularla g arasindaki a1 ¢ =c, dir.

Bundan dolay1 kongruansin dogrulari ile yarigap: ¢ ve ekseni g olan silindirin

iiretecleri ¢ lik ac1 altinda kesisirler.
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Tamm 3.1.1 Kongruansin dogrulari sabit bir dogru ile sabit a¢1 yapiyorsa egilim

kongruansi olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1977).

Teorem 3.1.1 S? dual kiiresi iizerinde iki parametreli bir gember S olsun. S nin E.

Study resmi 2. dereceden egilim kongruansidir (Hacisalihoglu, 1977).

Teorem 3.1.2 S? birim dual kiire ve
S :{§‘<>:<, §> = cos® = sabit, X,§eS%}

S? {izerindeki cember olsun. & ve ¢ sirasiyla, S ve § nin Study doniisiimii olsun. &
nin dogrularinin zarfi, ekseni g ve yaricapt ¢ olan dairesel silindirdir (Hacisalihoglu,
1977) .

w =-A, p=0ve ¢ =0 durumunda (3.9) denkleminden

2 2 2

y_12+y—§—y—§:1, k =c, cotc, =sabit,c,=¢, C,=¢" (3.10)
c, C K

elde edilir. (3. 10) denklemi tek kanatli hiperboloid belirtir.

Genel olarak S nin E. Study doniisiimii y~ ve /, gibi iki bagimsiz parametre

olmak iizere tek kanatli hiperboloiddir. O halde asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 3.1.3 Birim dual kiire {izerinde bir gember S olsun. S nin E. Study dontisiimii

iki parametreye bagli bir tek kanatli hiperboloid ailesidir (Hacisalihoglu, 1977).

3.2 Cemberin Kiiresel Ortotomigi ve Kiiresel Ortotomigin E. Study Resmi
Bu boliimde, dual ¢emberin 5152 diizleminde yatan geodezige gore kiiresel
ortotomiginin E. Study resmi incelenecektir.

S® birim dual kiire olmak iizere S={):(‘<):(,§3>=COS(D=Sabit, %S’} dual

¢emberinin Sp{él,éz} de yatan biiyiik c¢embere gore kiiresel ortotomigi (2.1)
kullanilarak & =(%,%,,~%;) seklinde elde edilir.

53 e karsilik gelen dogru g olsun. p noktasi g tizerinde segilir ise

A =2=0
elde edilir ve (2.8)
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&, 1 ie 0][¢g
& |=|-4s 1 0§, (3.11)
€, 0 0 1|¢g
matrisine indirgenir. Bu doniisiim igin (3.11) den
g, 1 —Aie O] &
§|=l4e 1 0J§ (3.12)
&| [0 0 1]§
dir.
& kiiresel ortotomigi, ® =p+¢&p  ve W=y +sy” olmak iizere
& =sin®cos P&, +sin dsin P&, —cos DE, (3.13)
seklinde yazilabilir.

(3.11) ve (3.13) esitlikleri kullanilirsa kiiresel ortotomigin reel ve dual kisimlari
olan 6 ve ¢ vektdrleri matris formunda asagidaki bicimde
singcosy
c=[e € &]|singsiny
—COS@
(3.14)
@ cospcosy —(y +A)singsiny
6, &]| ¢ cospsing + (" +2,)sinpcosy
@ sing

A
I
)
D

ifade edilir.
Diger taraftan X ¢ember iizerinde bir dual nokta oldugundan kiiresel ortotomigi

olan ¢ de diger yar kiirede, simetrigi olan ¢ember iizerindedir ve bu ¢emberin merkezi

de 53 tizerinde oldugundan

<<5‘,§3>>:COS®:COS(/)—gqo*Sin(pzsabit (3.15)

esitligi mevcuttur. Burada ¢ = c,(sabit) ve ¢ =c,(sabit) dir. (3.14) ve (3.15)

denklemleri birlestirilir ise
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(3.16)

elde edilir. (3.16) esitlikleri sadece w ve " parametrelerine sahiptir. Bu yiizden (3.16)
denklemi bir dogru kongruansi temsil eder. Kiiresel ortotomik kongruansin denklemi

Y: = (Y11 Yio» Y1s) olmak lizere
Y, =6y ) AS (v w ) +valy ) (3.17)
esitligi yardimiyla hesaplanirsa,

Vi =@ Siny +(y +4,)Sinpcospcosy +Vvsin pcosy
Y, =—¢ oSy +(y +2,)singcosgsiny +vsingsiny (3.18)
Yis = (" +A)sin® p—vcose

elde edilir.

Bu durumda ¢ # % olmak tizere (3.18) denklemi

yfl +y_122_[y13_('//*_21)]

2 2

2
-1 (3.19)
c, G [c, cotc,]

seklinde iki parametreye (y ve A) bagl kiiresel ortotomik dogru kongruansina
karsilik gelir. Bu kongruansin dogrular1 arasinda asagidaki durumlar mevcuttur:

I- Bu dogrular ile g arasindaki en kisa uzaklik ¢" =c, dir.
ii- Bu dogrularla g arasindaki ag1 ¢ =c, dir.

Bundan dolay: kiiresel ortotomik kongruansin dogrulari ile yarigap: ¢~ ve ekseni

g olan silindirin tiretecleri ¢ lik a¢1 altinda kesisirler.

Teorem 3.2.1 S? birim dual kiiresi iizerinde iki parametreli bir gember S olsun. S nin

kiiresel ortotomiginin E. Study resmi 2. dereceden bir egilim kongruansidir.
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Teorem 3.2.2 S? birim dual kiire ve S? iizerinde bir cember

S :{3‘<5, §> =cos® = sabit, &,GeS?}

olsun. & ve g de, sirasiyla, S ye karsilik gelen kiiresel ortotomigin ve ¢ nin E. Study
dontigimii olsun. & nin dogrularmin zarfi, ekseni ¢ ve yarigapi (0* olan dairesel
silindirdir.

w =-4, p#0ve ¢ =0 durumunda (3.19) denkleminden

Vi , Yo Yr .
42228 -] k=c,cotc, =sabit,c,=¢, C,=¢ (3.20)
c, ¢C Kk

elde edilir. (3.20) denklemi tek kanatli bir hiperboloid gosterir.

Genel olarak S nin kiiresel ortotomiginin E. Study déniisimii " ve 4, gibi iki

bagimsiz parametre olmak iizere tek kanatli bir hiperboloid ailesidir. O halde agagidaki
teorem verilebilir.
Teorem 3.2.3 S birim dual kiire iizerinde bir ¢ember olsun. S nin kiiresel

ortotomiginin E. Study doniisiimii iki parametreye bagli tek kanatli hiperboloid ailesidir.

3.2.1. Ozel durumlar

I- @ 20 ve @ :% olmasi hali

Bu durumda (3.19) esitligindeki kiiresel ortotomik kongruansin dogrulari ile g eksenli
ve ¢ yarigapl silindirin iireteci dik kesisirler. Bundan dolayi (3.18) denkleminde

Y, =@ siny +vcosy

Yy, =—¢ COSy +Vsiny

Yis =V +4
ve (3.19) denkleminden de

Vit Yo =C; +V°
{mfwf+%

elde edilir.
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ii- @ #0 ve p=0 (veya @ =) olmas hali

Bu durumda & kiiresel ortotomik kongruansinin dogrulart silindirin tireteci ile denk
gelir (Buradaki silindir, & kongruansinin dogrularinin zarfidir). Bunun anlami kiiresel
ortotomigin Study doniisiimii, denklemi asagidaki gibi olan bir silindire doniisiir.

2 2 2
{YM +Y, =6
Yiz=—V

ii- @ =0 ve p=0(veya @ =) olmasi hali

Bu durumda & kiiresel ortotomik kongruansinin biitiin dogrulart g dogrusu ile ¢akisir.
Bu durumda (3.18) denkleminden
{ylzl + y122 =0
Yiz=—V

elde edilir. Bu denklem ayn1 zamanda ¢ dogrusunu da temsil eder.

Iv- @ =0 ve @ =0 olmasi hali

Bu durumda & kongruansmin tiim dogrulart ile g ekseni sabit bir ag1 ile kesisir. Bu
durumda & kongruansinin dogrulari, iki lineer dogru kompleksinin ortak dogrularidir

(Miiller, 1963). (3.18) denklemlerinden & yi asagidaki gibi yazabiliriz:

* 2
Y= +4)
Y121+y122_[ = 211] =0.
[cotc,]

Ayn1 zamanda & kiiresel ortotomik kongruansinin dogrulari, iki lineer dogru

kompleksindeki dogrulardir.
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*

V- @ =0veop =% olmasi hali

Bu durumda kiiresel ortotomik, S? iizerinde bir biiyiik cemberdir. & nin biitiin dogrulari
g ekseni ile dik kesisir. Bu ise, kiiresel ortotomik egilim kongruansinin, lineer dogru
(ekseni g olan) kompleksine indirgenmesi anlamina gelir. (3.18) den & nin bu durum

icin denklemleri

Yu =Veosy
Y, =Vsiny (3.21)
Yig =4+ 7

veya
{Yfl + ¥, =V
Yis =4+ 7
denklemlerine indirgenir.
Tanim 3.2.1.1 Eger dogru kongruansinin biitiin dogrular1 sabit bir dogru ile dik
kesisiyor ise kongruans, recti kongruans olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1977).

Teorem 3.2.1.1 S? iizerinde biiyiik cember S olsun dyleki
S ={5‘<§, §)=0, 6,§e5%

ise S nin ortotomiginin E. Study doniisiimii bir recti kongruanstir.

Bu durumda A, =cyy dir. (3.21) denklemlerinden

y, =VCoSy
Yy, =vsiny
Ys =Gy
veya
y, =C,arctan Y2
Y1

elde edilir. Bu denklem bir sag helikoide karsilik gelir.
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4. ACILABILIR KURESEL ORTOTOMIK REGLE YUZEYLER

4.1. FE®te Agilabilir Kiiresel Ortotomik Regle Yiizeyler
Bu bolimde S* kiiresinde yatan herhangi bir egriye karsilik gelen agilabilir

kiiresel ortotomik regle yiizeylerin belirlenmesi {izerine bir metot verilecektir.

Orijin merkezli, dual birim kiire {izerindeki herhangi bir nokta X=(%,%,,%;)
olmak iizere X noktasi kutupsal koordinatlar cinsinden

%, = X, +&X* =cos@sind,
%, = X, + £X,* =sin@sin o,
%, = X, +£X,* = C0S 0
seklinde ifade edilir. Burada @ =@+ &p*, 0 =0+£0* dual agilari ~r <@ <7 Ve
—% <0< % olan agilardir. (2.6) den
%, =X, +&X%*=Cc0spsin 6+ &(6*cospcosd—p*sinpsing),
K, = X, +£X,*=sin@sin @+ &(0*sin pcosd+p*cospsin§),
Xy = X; + EX,*=C0S0 —6*sin 6

elde edilir.

(2.1) denklemi kullanilirsa 5253 diizleminde yatan biiyilkk ¢emberin
X(t) = (%,%, %) ile baglantih kiiresel ortotomigi, &(t) = (-%,,%,,%,) olarak elde edilir
ve kiiresel koordinatlar cinsinden ifadesi
&(t) = (—cosp(t)sin O(t),sin(t)sin O(t),cos 6(t))
+&(—0*(t)cosg(t) cos O(t) + ¢ * (t)sin p(t)sin O(t),
(4.1)

@* (t)sin p(t) cos O(t) + ¢ * (t) cos p(t)sin O(t),

—0*(t)sin4(t))
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dir. o:'(t) ye E® de karsilik gelen regle yiizey m(t,u) = p(t)+us(t) yardimiyla
hesaplanir, burada p(t) regle yiizeyin taban egrisidir. p(t) taban egrisinin koordinatlar
P, P, P; olmak lizere 6*= p Ao yardimiyla
oc*=pAo
= (0'1*, 0,%,0, *)
=(p,cosd— p,singsing,—p, cosd— p, cospsin b,
p,sin @sin @+ p, cos gsin 0)

ve (4.1) denklemi kullanilirsa

p, COS & — p,Sin@sin @ =—-0*cospcosd + p*sinpsin b,
— P, C0S O — p, COS@Sin G = B*sin pcos+ p*cospsing,

p,sin@sin @+ p, cosesin @ =—-60*sin @
lineer denklem sistemi elde edilir.

P, P,, P, bilinmeyenlerinin katsayilar matrisi

0 cosé —sin@sin @
—cosé 0 —cos¢@sinéd
singsin@ cos@sinéd 0

anti simetrik matristir ve bu matrisin ranki 2 dir, &(t) = 2kz (k tamsayi). Ayrica

0 cosé —singsind —0*cospcosé +p*sinpsin g
—cosd 0 —CoS@sing  @*sin pcos+ p*cospsin g
singsin@ cosg@siné 0 —0*sin@

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sisteminin sonsuz ¢éziimii

vardir. Elemanter iglemler uygulanilarak denklem sisteminin genel ¢oziimii
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P, =—(ps +@*)cosgptan 0 —O*sin g,
p, =(Pp; +p*)singptan 6 —H*cos g, (4.2)

P; = P;
seklinde elde edilir. n-rank =1 oldugundan bir tane bilinmeyene keyfi deger

verilebilir. p,(t) =—¢>*(t) seklinde secilir ise (4.2) denklem sisteminin 6zel bir ¢oziimii

p, =—6*sin g,
p, =—6*Cos g, (4.3)
P; =—p*

seklinde elde edilir.

(4.1) denkleminde verilen egriye karsilik gelen kiiresel ortotomik regle yiizeyin

dagilma parametresi (2.2) yardimryla

* 2 *
sin? ed—(odi +6*cosdsin H(d(p] +d£di
dt dt dt dt dt

Px = 40 2 d 2
(j +((pj sin? @
dt dt

Eger kiiresel ortotomik regle yiizey agilabilir ise P, =0 olmalidir. Yani regle

X

(4.4)

dir.

ylizey agilabilir ise (4.4) denkleminden

* 2 *
sinzed—¢di+9*cosesin9(d—(p +d—9di=0 (4.5)
dt dt dt dt dt
elde edilir. (4.5) denklemi diizenlenirse
* 2 *
dﬁdi+e*(d—¢j coto— 929 (cotg) =0 (4.6)
dt dt dt dt dt

elde edilir. (4.6) denkleminde
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e*(dwjz dg do*
_ ___\dt __.dt dt
dt dt
yazilirsa
dy
E+A(t)y+ B(t)=0 4.7)

1. dereceden lineer diferansiyel denklem elde edilir.
Herhangi bir egri verildiginde bu egriyi taban egrisi kabul eden acilabilir kiiresel

ortotomik regle yiizey bulunabilir ve egrinin bilesenleri kullanilarak, (4.3) den

elde edilir. Bu son sistem diizenlenirse

A
P,

o* = J_raf p’+p,’, (4.8)

(0*:_[)3

tangp =

bulunur.
(4.8) den elde edilen degerler (4.7) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa

cotA(t) icin ¢dziim bulunur. Bu ¢6ziim integral sabiti igerdiginden dolay1 taban egrisi
P(t) olan sonsuz tane acilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey elde edilebilir. (4.8)
denkleminden elde edilen @*(t) biri pozitif digeri negatif olmak iizere iki degere

sahiptir. Herhangi bir tanesi secilerek elde edilen regle yiizey digerinin tersidir.
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4.1.1. Ornek p(t) :(tz,t2,2t+1) egrisini gbz Oniline alindiginda egrinin bilesenleri

kullanilarak

2
tang == P :t—:1:>go—arctan(l):%

t2

P,
o* = \i pl +pz \é _+ 2t* = +\/_t2

pF=—p,=-2t-1

degerleri elde edilir. € yi hesaplamak icin

m{d@f dp do*
_ _ dt __dt dt
y(t) =cotg, A(t)= @ , B()= —@ ,
dt dt
terimleri elde edilmelidir.
. «Ft
o ),
dt
d [arctan (”D
de 4
_— :O’
dt dt
dq)*_d(—Zt—l)_ 5
d  dt

degerleri (4.7) yerine yazilirsa bir 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem elde edilir:
2
o (O (20,
dt -2 -2

dy _
dt

Diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinden

y(t)=coté(t)=c, ceR

ve buradan da
@ =arccot(c)



bulunmus olur. (4.3) den

p,=—0*sing = sin(p:—%,
p,=—60*cosp = c05(p=—%,
p3:_¢*

elde edilir. Dayanak egrisi p(t) olan agilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey ailesi

M(t,u) = p(t) + us(t)

esitligi ile verilir, burada

=~ P, . P
t) = (==sin8,——=sin 9,cos @
1) =% T )

dir.

Sekil 4.1 Kiiresel ortotomik rgle yiizey.

c=0 ve

51
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2<t<2
D.
-4<u<4

tamim aralig1 i¢in agilabilir kiiresel ortotomik regle yiizeyin grafigi Sekil 4.1 deki
gibidir.

Eger kiiresel ortotomik 51823 diizleminde yatan biiyiik ¢ember dikkate alinarak
hesaplanir ise &(t) =(%,—X,,%,) seklinde elde edilir

m(t,u) = p(t) +uo(t) kiiresel ortotomik regle ylizeyine karsilik gelen dual birim
kiire tizerindeki dual kiiresel ortotomik egri

&(t) = (cos g(t)sin O(t), —sin p(t) sin A(t), cos O(t) )

+ g(@*(t) cos ¢(t) cos A(t) — p*(t) sin ¢(t) sin O(t),
(4.9

—6*(t)sin p(t) cos O(t) — p* (t) cos p(t) sin O(t),
—0*(t)sino(t))

dir. &(t) ye E® de karsilk gelen regle yiizey m(t,u)= p(t)+uc(t) yardimiyla
hesaplanir, burada p(t) regle yilizeyin taban egrisidir. p(t) taban egrisinin koordinatlari
P, P,, P; olmakiizere 6*= p Ao yardimiyla

o*=pA

Qi

= (61*, 0,%,0, *)
=(p,cos@+ p,singsind,—p, cos b+ p,cospsin b,
— p,singsin§—p, cos psin 0)
ve (4.9) denklemi kullanilirsa
p, COS &+ p,Sin@sin @ = 6*cospcosd—@*singsin 6,

—P, C0S O+ p, COS@Sin G =—6*sin pcosd —p*cosesing,

—p,singsiné— p, cospsing =-6*cosb



lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin 6zel bir ¢oziimii

p, =6*sing,
p, =60*Ccos g,
P, =—¢*

dir.
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(4.9) denkleminde verilen egriye karsilik gelen kiiresel ortotomik regle yiizeyin

dagilma parametresi (2.2) yardimiyla

* 2 *
sin’ Hd—(pdi +O*cosOsin 0(‘1(0) +O|—6)di
dt dt dt dt dt

X 2 2
(dé’j + (d(pj sin’ @
dt dt

(4.10)

seklinde elde edilir. Eger kiiresel ortotomik regle yiizey acilabilir ise P, =0 dir. Yani

X

regle yiizey agilabilir ise (4.10) denkleminden

9*(d¢jz dp dp*
dt T
dt at

olmak tzere

%+A(t)y+ B(t)=0

seklinde 1. dereceden bir lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel

denklemin ¢6ziimiinden €(t) acgis1 elde edilir. Bu ¢oziim integral sabiti igerdiginden

dolay1 taban egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey

mevcuttur.

4.1.2. Ornek Bir onceki drnekte kullamlan p(t) = (tz,tz,Zt +1) egrisi gdz Online alinir

ve gerekli hesaplamalar yapilirsa
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@z%, g*=-2t-1 6@=arccot(c), G* = +:/2t2
ve

o(t) = (%sin H(t),—%sin o(t), cos 9(t)j

elde edilir. Acilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey

m(t,u) = p(t) +uo(t)

t t
= t*+U—1, P ~U—, 2t+lj
( V2 J2
seklinde hesaplanir ve ¢=0 ve

2<t<2
—4<u<4

tanim aralig i¢in acgilabilir regle yiizeyin grafigi Sekil 4.1 deki gibidir.
Ayni iglemler 6162 diizleminde yatan biiyiikk c¢ember dikkate alinarak

hesaplanirsa &(t) = (%,%,,—%;) seklinde elde edilir
m(t,u) = p(t) +uo(t) kiiresel ortotomik regle yiizeyine karsilik gelen dual birim
kiire tizerindeki dual kiiresel ortotomik egri
6(t) = (cos p(t)sin A(t), sin (t) sin A(t), —cos O(t))
+& (9*(t) cos ¢(t) cos O(t) —p* (t) sin p(t)sin O(t),
(4.11)
@* (t)sin p(t) cos O(t) + > (t) cos p(t) sin 6(t),

O*(t)sin6(t))

dir. p(t) taban egrisinin koordinatlart p,, p,, P, olmak lizere 6*= p Ao yardimiyla
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c*=pAcC
= (0'1*, 0,*,0, *)
=(—p,cosd— p,singsinf, p,cos @+ p, cos psin b,
p, sin @sin &—p, cos gsin 0)
ve (4.11) denklemi kullanilirsa
—p, C0sd— p,singsin@ = B*cospcosd —p*sin psin b,

P, COSE + P, COSpsSin @ = @*sin pcosé + p*cospsin b,

p, singsin @ — p, cospsin g = @*cos

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin bir 6zel ¢oziimii

p, =60*sing,
p, =—6*cosg,
Ps =p*

seklinde elde edilir.
(4.11) denkleminde verilen kiiresel ortotomik regle yiizeyin dagilma parametresi
onceki iki durumdaki gibi hesaplanirsa
* 2 *
sin’ H?todd(pt +60*cosdsin e(dﬂ ,40do%

o _ dt) dt ot 412)

X 2 2
(4] (%0
dt dt

dir. Eger kiiresel ortotomik regle yiizey acilabilir ise P, =0 olmalidir. Yani regle yiizey

X

acilabilir ise (4.12) denkleminden

e*(‘”’jz dp dp*
dt
y(t) =cotd, A(t) =-—gg= B(t) = — dtjeg:[

dt dt
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olmak tiizere
%+ At)y+B(t)=0

seklinde 1. dereceden bir lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel

denklemin ¢oziimiinden €(t) acis1 elde edilir. Bu ¢oziim integral sabiti i¢erdiginden

dolay1 taban egrisi P(t) olan sonsuz tane agilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey elde

edilebilir.

4.1.3. Ornek Diger iki 6rnekte oldugu gibi P(t) = (tz,t2,2t +1) egrisi gdz Oniine
alinsin. Gerekli hesaplamalar yapilirsa

(p:—%, *=2t+1, O=arccot(c), o* = +2t°
ve

o(t) = (—%sin H(t),%sin 6(t), —cos e(t)j

elde edilir. Agilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey

m(t,u) = p(t) +uo(t)

t t
=t —u—, t* +u—, 2t+1j
( J2 2

seklinde hesaplanir ve diger iki durumda alinan tanim aralig1 i¢in ayni grafik elde edilir

(Sekil 4.1).
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4.2. Acilabilir Kiiresel Ortotomik Timelike Regle Yiizeyler

Bu bolimde H kiiresinde yatan herhangi bir egriye karsilik gelen agilabilir

kiiresel ortotomik timelike regle yiizeylerin belirlenmesi {izerine yeni bir metot

verilecektir.

Orijin merkezli, dual hiperbolik birim kiire iizerindeki herhangi bir nokta

X =(%,%,,%;) olmak iizere X noktast kutupsal koordinatlar cinsinden
% =% +e&x*=sinh@cosd,
%, = X, + &X,* =sinh @sin 9,
Xy = X, + X * =cosh ¢
seklinde ifade edilir. Burada ¢=gp+ep , 0=0+¢0", sirasiyla, dual hiperbolik ve dual
acilardir. (2.6) den
%, =X +&X =sinhpcosf+&(p*coshpcosd—H*sinhpsing),
K, = X, +&X, =sinh gsin @ + & (p*cosh psin 6+ 0 *sinh pcos 6),
%3 =X, + &%, =Ccosh g+ &(p*sinhg)

seklinde elde edilir.
(2.1) kullanilarak 5253 diizleminde yatan biiyiik gemberin X(t) =(%,%,,%,) ile
baglantili kiiresel ortotomigi &(t)=(—%,%,%) seklinde elde edilir ve kiiresel

koordinatlar cinsinden ifadesi
&(t) = (—sinh g(t) cos 4(t), sinh p(t) sin (1), cosh g(t) )
+& (—(/)* (t) cosh @(t) cos A(t) + 8™ (t) sinh ¢(t) sin O(t),
(4.13)
@™ (t) cosh p(t) sin G(t) + 8* (t) sinh ¢(t) cos O(t),

@*(t)sinh (t))
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dir. &(t) ye E® de karsilik gelen regle yiizey m(t,u)= p(t)+uc(t) yardimiyla
hesaplanir, burada p(t) regle yiizeyin taban egrisidir. p(t) taban egrisinin koordinatlari

P, P,, P; olmak iizere *= pA o yardimiyla

c*=pA O
2(0_1*102*7 o, *)
=( p, cosh ¢ — p,sinh psin @,—p, sinh ¢ cos & — p, cosh ¢,
2 3 3 1

— p,sinhpcos @ — p, sinh psin 0)
ve (4.13) denklemi kullanilirsa

p, cosh @ — p, sinh gsin @ = —p*cosh ¢ cos & + & *sinh psin G,
—p, cosh @ — p,sinh @ cos @ = p*cosh gsin @+ 6*sinh ¢ cos o,
—p, sinhpsin & — p, sinhpcosd = p*sinh ¢

lineer denklem sistemi elde edilir. p,, p,, P, bilinmeyenlerinin katsayilar matrisinin

ranki 2 dir
0 cosh ¢ —sinh ¢sin @
—cosh g 0 —sinh ¢ cosé
—sinhpsind —sinhpcosé 0
ve
0 cosh ¢ —sinhgpsingd —@*cosh gcosé +6*sinh psin @
—cosh ¢ 0 —sinhgpcosd  @p*cosh gsin @+ 6*sinh pcosd
—sinhgsin@ —sinhpcosd 0 p*sinh g

ilaveli matrisin ranki da 2 oldugundan bu lineer denklem sisteminin sonsuz ¢ézimii
vardir. Elemanter iglemler uygulanirsa

p, +tanhpcosfp, = —p*sind—*tanhpcosd

p, —tanh psin@p, = —p*cosd + & * tanh psin &
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elde edilir ve bu denklem sisteminin genel ¢éziimii

p, =—(p, +0*)tanh pcosd — p*sin o,
p, =(p, +6*)tanh psin 6 —p*cos o, (4.14)

P; = P;
seklinde elde edilir. n—rank =1 oldugundan bir tane bilinmeyene keyfi deger

verilebilir. p,(t) =—-0*(t) seklinde secilir ise (4.14) nin 6zel bir ¢oziimii

p,=—-@*sin@
p, =—@p*cosd (4.15)
P; = -0*

olur.
(4.13) denkleminde verilen egriye karsilik gelen kiiresel ortotomik timelike regle

yiizeyin dagilma parametresi (2.2) yardimiyla

* 2 *
Sinhz(pdgde+(p*COSh(pSinh(p(dej +d£d(/’
p_ dt dt dt dt dt 416
x 2 2 ( : )
(d(pj J{d@j sinh®
@
dt dt

dir.
Eger kiiresel ortotomik timelike regle yiizeyi agilabilir ise P, =0 olmalidir. Yani

X

regle yiizey agilabilir ise (4.16) denkleminden

., dodo* . doY dedp*
sinh? p— —— + p*coshpsinhgp| — | + ———=0 417
a a2 Y ¢(dtj dt dt (4.17)
elde edilir. (4.17) den

* 2 *
d—edi+(/)*coth(p(d—9j + — 12 d_god(p =0
dt dt dt sinh“e dt dt

elde edilir ve bu denklem diizenlenirse

do do* doY’ deo* d
——+¢*| — | cothp————(cothp)=0 4.18
at a7 (dt] P~ g g o) (4.18)

bulunur. (4.18) denkleminde
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(]
y(t) =cothe, A(t)= _Tﬁt , B(t)=_dt_dt
dt dt
seklinde bir diizenleme yapilirsa bir 1. dereceden lineer denklem sistemi

‘;y + A1)y +B(t) =0 (4.19)

elde edilir
L} de iki timelike vektor ortogonal olamayacagindan, dayanak (taban) egrisi
spacelike bir egri olmalidir. O halde herhangi bir spacelike egri verildiginde bu egriyi

taban egrisi kabul eden agilabilir timelike ortotomik regle yiizey bulanabilir ve egrinin

bilesenleri kullanilarak, (4.15) den

—o*Si
& — M =tan 9 ,
p, —@*cosé
,\fpl +p,° \/ *sme go*cos6)2 =|p*,
P; = -0*
elde edilir. Yukaridaki esitlikler diizenlenirse
tang =12
P,
P*= \ p12 + p22 ' (4.20)
0*=-p,

elde edilir.
(4.20) den elde edilen degerler (4.19) diferansiyel denkleminde yerlerine

yazilirsa coth¢(t) i¢in ¢éziim bulunur. Bu ¢6zliim bir integral sabiti igerdiginden dolay1
taban egrisi p(t) olan sonsuz tane agilabilir kiiresel ortotomik timelike regle yiizey elde
edilebilir. (4.20) denkleminden elde edilen ¢*(t) biri pozitif digeri negatif olmak {izere

iki degere sahiptir. Herhangi bir tanesi segilerek elde edilen regle yiizey digerinin

tersidir.
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4.2.1. Ornek p(t)= (t,t, 2t° +1) egrisini goz Oniine alinsin. p(t) egrisinin hiz vektorii

p'(t) =(1,1,6t%) olmak iizere

((pi. P, P). (PR3 P),

<(1,1,6t2),(1,1,6t2)>L ,

=1+1-36t*

(P, p'(®),

! t< % icin p(t) egrisi spacelike egridir. Egrinin bilesenleri kullanilarak

——x
Y8 4

tan6?:&:£:1 = H:arctan(l):z,
p, t 4

g*=+p} +p} =P+ 12 =128,

0% =—p,=—2t3—1

elde edilir. ¢ yi hesaplamak i¢in

(%) 40 do

dt
y(t) =cotho(t), A(t)= Pt B(t) = d':j (p(it
ot o

terimleri elde edilmelidir.

do* d(-2t-1)

dt dt
d@_d(arctan(l))_ ju '_0
E_T_(Zj o
do* _d(V2t)
dt dt =\2.

Bu degerler (4.19) de yerlerine yazilirsa 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem elde

edilir.

%+A(t)y+ B(t)=0



W{“’f dodo
dy dt yo—dt dt _g
dt  de* dop*

dt dt

& _,
dt

Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii
y(t)=cothgp(t)=c, ceR
dir ve buradan da

@ =arccoth(c)
elde edilmis olur. (4.15) den

p,=—@*sind = sinez—%,
p, =—@*Ccosfd = cosé?:—%,
®»

P; = -0*
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elde edilir. Dayanak egrisi p(t) olan acilabilir kiiresel ortotomik timelike regle yiizey

ailesi
m(t,u) = p(t) +uoc(t)

esitligi ile verilir, burada

(1) :(iisinh ,—Lsinh ¢, cosh (oj
Y

o

dir.
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Sekil 4.2 Timelike regle yiizey.

c=2 ve

1 1
—_——<t<—=
D:{ 418 {18

-1<uxl

tanim aralig i¢in agilabilir kiiresel ortotomik timelike regle yiizey Sekil 4.2 deki gibidir.

4.3. Acilabilir Kiiresel Ortotomik Spacelike veya Timelike Regle Yiizeyler

Bu kisimda S’ de yatan egriye karsilik gelen agilabilir kiiresel ortotomik regle

yiizeylerin belirlenmesi iizerine bir metot verilecektir. Eger P(t) taban egrisi spacelike
(timelike) ise regle ylizey spacelike (timelike) olacaktir (Turgut, 1995).

Orijin merkezli, dual hiperbolik birim kiire iizerindeki herhangi bir nokta

~

X= ()?1, X, )~(3) olmak iizere (2.6) kullanilarak X noktasi kutupsal koordinatlar cinsinden
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%, =X, +&x* = cosh $cos f = cosh pcos 6+ & (p*sinh pcos @ — 9 *cosh psin 6),
%, = X, +&X,* = cosh @sin @ = cosh psin 6 + & (p*sinh psin 0 + 0*cosh pcos 9),

%, =X, +&x*=sinh @ =sinhp+ & (p*cosh p)
seklinde ifade edilir. Burada @ =@+&p™*, 0 =0+ 0™, sirastyla, dual hiperbolik ag1 ve

dual acidir.
(2.1) kullanilarak €€, diizleminde yatan bilyilk gemberin X(t) =(%,%,%) ile

baglantili kiiresel ortotomigi 5(t)=(—)?1,>?2,)~(3) seklinde elde edilir ve kiiresel

koordinatlar cinsinden ifadesi
&(t) = (—cosh g(t) cos A(t), cosh p(t) sin A(t),sinh (1))
+ g(—(p*(t)sinh o(t) cos O(t) + 6> (t) cosh p(t) sin O(t),
(4.21)
@* (t)sinh p(t)sin 4(t) + 6* (t) cosh ¢(t) cos O(t),
@*(t) cosh (1))

dir. &(t) ye E® de karsilik gelen regle yiizey m(t,u)= p(t)+uc(t) yardimiyla
hesaplanir, burada p(t) regle yilizeyin taban egrisidir. p(t) taban egrisinin koordinatlari

P, P,, P, olmakiizere 6*= P A, o yardimiyla

c*=pA O

=(0,*,0,%,0,%)

=( p,sinh @ — p, cosh psin 8, —p, cosh pcos & — p, sinh g,
—p, cosh pcos & — p, cosh psin )

ve (4.21) denklemi kullanilarak
P, sinh @ — p, cosh gsin & = —p*sinh ¢ cos & + & * cosh sin G,

—p, sinh @ — p, cosh @ cos & = p*sinh psin 8 + 6> cosh ¢ cos G,

—p, cosh gpsin @ — p, cosh pcosd = p*cosh ¢
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lineer denklem sistemi elde edilir. Bu lineer denklem sistemi sonsuz ¢oziime sahiptir ve
genel ¢coziimii

p, =—(p, +0*)coth pcosd —p*sin o,
p, =(p; +6*)coth psin @ —p*coso, (4.22)

Ps = Ps
dir. n—rank =1 den bir tane bilinmeyene keyfi deger verilebilir. p,(t)=-6*(t)

seklinde secilecek olursa (4.22) denklem sisteminin 6zel bir ¢oziimii

p, =—@*siné,
p, =—p*Cosé, (4.23)
P; = -0*

olarak bulunur.
(4.21) denkleminde verilen egriye karsilik gelen kiiresel ortotomik regle yiizeyin

dagilma parametresi

* 2 *
o sl 5] %
P, = L t L (4.24)

X 2 2
—(d(p] +(dej cosh? ¢
dt dt

Eger kiiresel ortotomik regle ylizey acilabilir ise P, =0 olmalidir. Yani regle

dir.

yiizey agilabilir ise (4.24) denkleminden

do do* . doY dedep*
cosh? p———+@*coshpsinhgp| — | —————=0 4.25
o a2 (D[dtj dt dt (4.25)
olur. (4.25) denklemi diizenlenirse
do do* doY’ deo* d
——+¢* — | tanhp————(tanhp)=0 4.26
at a7 (dt) ?="a a2 (4.20)

bulunur. (4.26) denkleminde
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( 9) do do*
e __dt dt
(0= tanhg, A)=-—g 5 B =~
dt dt
yazilirsa
dy
™ +A(t)y+B(t)=0 (4.27)

1. dereceden lineer diferansiyel denklemi elde edilir.
Herhangi bir egri verildiginde bu egriyi taban egrisi kabul eden acilabilir kiiresel

ortotomik regle yiizey bulunabilir ve egrinin bilesenleri kullanilarak, (4.23) den

—O*Si

& = M =tané@ ,

p, —@p*cosd

Jp2+p, \/ p*sing)’ +(-p*cosd)’ =|p™,
P; = -0*
bulunur. Yukaridaki esitlikler diizenlenirse
tang =2
P,
=+p’+p,’ (4.28)

0" =— Ps

elde edilir.
(4.28) den elde edilen degerler (4.27) diferansiyel denkleminde yerlerine

yazilirsa tanh ¢(t) igin ¢6ziim bulunur. Bu ¢6ziim bir integral sabiti igerdiginden dolay1
taban egrisi p(t) olan sonsuz tane acilabilir kiiresel ortotomik regle yiizey elde
edilebilir. (4.28) denkleminden elde edilen o*(t) biri pozitif digeri negatif olmak {izere

iki degere sahiptir. Herhangi bir tanesi segilerek elde edilen regle yiizey digerinin

tersidir.
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e 6
43.1. mmk;meL1L%+%e@mmmzmmmpupf—_ifj

2'2’ 22

olmak lzere

0. ) o)

1
= —+4—
2

1 _tlo
2 1
te(—11) igin p(t) spacelike egridir ve regle yiizey de spacelike regle yiizeydir.

p_t2

T
tanf=—=-——=1 = H=arctan(l) =—,
p, t/\2 4
t Y (tY
*=+[p2+p” =% [ = +[—j =t
@ P, + P, \/(\/Ej \/E
t6
0*=-p;=—-3
elde edilir. ¢ yi hesaplamak i¢in
w*[dﬁ)z d6 do*
_ _ o\t __dt dt
dt dt
terimleri elde edilmelidir.
6
dl-L_3
do* _ ( 6 ]:_P
dt dt ’
djw(zjo
dt dt 4
dp* d(t)
dt dt

bu degerler, (4.27) denkleminde yerlerine yazilirsa 1. mertebeden bir lineer diferansiyel

denklem elde edilir.

%+A(t)y+ B(t)=0



& _,
dt

Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii
y(t)=tanhe(t)=c, ceR
dir ve buradan da

@ =arctanh(c)
elde edilmis olur. (4.23) den

p,=—@*sind = sinaz—%,
®

p, =—@p*cosfd = cosez—&,
(p*

P; = -0*
bulunur. Dayanak egrisi olan acilabilir spacelike regle yiizeylerin ailesi
m(t,u) = p(t) +uc(t)

esitligi ile verilir, burada

o(t)= (% cosh @, — P cosh @,sinh (oj
®

o*

dir.
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Sekil 4.3 Spacelike regle yﬁzéy.

c=0 ve
_ -1<t<l
l-1l<u<1

tanim aralig i¢in agilabilir spacelike regle yiizey Sekil 4.3 deki gibidir.

4.3.2. Ornek p(t) :(t,t,Zt3 +1) alinsin. p(t) egrisinin hiz vektori p'(t) :(1,1, 6t2)

olmak tlizere

(p'(t), p'(t)), =1+1-36t",

te (— ? 18 ' iBJ icin p(t) timelike egridir ve regle yiizey de timelike regle yiizeydir.

tanezﬂzzzl = H:arctan(l):z,
p, t 4

gF=£\pl+p,t =+t =42t
% =—p, =-2t° -1,

elde edilir. ¢ yi hesaplamak i¢in
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- dﬁf do do~
_ _\dt ) _dt dt
y(t) =tanhp(t), A(t) = dp* B(t) = do*
dt dt
ifadeleri
= d(-2t3-1
de — ( ):—6t2,
dt dt
d_«9d<t_<1>)(z)o
dt dt 4
d@*_d(ﬁt)_ﬁ
dt dt '

seklinde elde edilir. Bu degerler, (4.27) denkleminde yerlerine yazilirsa 1. mertebeden

bir lineer diferansiyel denklem bulunur.

&,
dt

Bu diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinden
y(t) =tanhgp(t)=c, ceR
ve buradan da
@ =arctanh(c)
elde edilmis olur. (4.23) den
Py

p,=—@*sind = sinez—ﬁ,
p, =—¢@*cosd = cosez—&,
q)*

p, =0
olur. Dayanak egrisi p(t) olan regle yiizey ailesi
m(t,u) = p(t) +uoc(t)
esitligi ile verilir, burada

*

o(t) = [% cosh ¢, — P cosh @,sinh (p)
®

dir.
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Sekil 4.4 Timelike regle yiizey.

c=0 ve

tanim aralig1 i¢in acilabilir kiiresel ortotomik timelike regle yiizeyin grafigi Sekil 4.4
deki gibidir.
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