BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

ESKISEHIR BILECIK
ANADOLU UNIVERSITESI SEYH EDEBALI UNIVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitusi
Matematik Ana Bilim Dah

GENELLESTIRILMIS BIKOMPLEKS SAYILARLA
HOMOTETIK HAREKETLER

Giilsah OZAYDIN
Yuksek Lisans Tez

Tez Damismanm
Prof. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS

BILECIK, 2019
Ref. N0:10291557



D

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

ESKISEHIR BILECIK
ANADOLU UNIVERSITESI SEYH EDEBALI UNIVERSITESI

Fen Bilimleri Enstitisu
Matematik Ana Bilim Dah

GENELLESTIRILMIS BIKOMPLEKS SAYILARLA
HOMOTETIK HAREKETLER

Giilsah OZAYDIN
Yuksek Lisans Tez

Tez Damismani
Prof. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS

BIiLECIK, 2019



BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

ESKISEHIR BILECIK
ANADOLU UNIVERSITY SEYH EDEBALI UNIVERSITY

Graduate School of Sciences
Department of Department Mathematics

HOMOTHETIC MOTIONS WITH GENERALIZED
BICOMPLEX NUMBERS

Giilsah OZAYDIN
Master’s Thesis

Thesis Advisor
Prof. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS

BILECIK, 2019



BILECIK SEYH EDEBALI UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERi ENSTITUSU

YUKSEK LISANS
JURI ONAY FORMU

BILECIK SEYH EDEBALI
UNIVERSITESI

Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Y6netim Kurulunun
24/07/2019 tarih ve 40/09 sayili karariyla olugturulan jiiri tarafindan 09/08/2019
tarihinde tez savunma sinavi yapilan GULSAH OZAYDIN'in “Genellestirilmis
Bikompleks Sayilarla Homotetik Hareketler” bashkli tez ¢aligmasi MATEMATIK Ana
Bilim Dalinda YUKSEK LISANS tezi olarak oy birligi/ ey-¢eklugu ile kabul edilmistir.

JURI ~

= = v ] J ; /
UYE - g{ =

(TEZ DANISMANT) : 0 /- Dr - $1 Ak, ruAl D “Farivu <

OYE: Prod. Dr. NUlifer Banewmin ),l»/—f/

i )o
UYE : / /)/7 / 7 RSO & / ,,4 — A e | /

/!

ONAY
Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunun
koo tarihve Lo [ociiiiiiiin say1l1 karari.

iMZA/ MUHUR




TESEKKUR

Bu calismanin gercgeklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan,
kendisine ne zaman danmigsam bana kiymetli zamanini ayirip sabirla ve biiytik bir ilgiyle
bana faydali olabilmek i¢in elinden gelenin fazlasini sunan, giileryliziinii ve samimiyetini
benden esirgemeyen ve meslek hayatimda bana verdigi degerli bilgilerden
faydalanacagim saygideger danisman hocam Prof. Dr. Siddika OZKALDI KARAKUS a,
calismam boyunca benden bir an olsun destegini esirgemeyen esim Gokhan
OZAYDIN’a ve her daim varhig1 ile bana gii¢ veren, beni hi¢ yalniz birakmayan annem
Oznur DINC e ve babam M. Alaattin DINC e sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.



BEYANNAME

Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazim Kilavuzu na
uygun olarak hazirladigim bu tez caligmasinda, tez igindeki tiim verileri akademik
kurallar ¢ercevesinde elde ettigimi, gorsel ve yazili tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve
etik kurallara uygun olarak sunuldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat
yapilmadigini, baskalarinin eserlerinden yararlanilmas1 durumunda ilgili eserlere bilimsel
normlara uygun olarak atifta bulunuldugunu, tezde yer alan verilerin bu Universite veya

baska bir iiniversitede herhangi bir tez calismasinda kullanilmadigini beyan ederim.

veend o0/ 2019

Giilsah OZAYDIN



(GENELLESTIRILMIiS BIKOMPLEKS SAYILARLA HOMOTETIK
HAREKETLER)

OZET

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci bolimde giris kismina yer verilmistir.
Ikinci béliimde genellestirilmis bikompleks sayilar ve homotetik hareket ile ilgili gerekli
tamm ve Teoremler verilmistir. Uciincii boliimde bazi hiperyiizeylerde homotetik
hareketler g¢alisilmistir. M;, M, ve M; hiperylzeylerinde homotetik harekete ait

Teoremler ve Ornekler verilmistir. Son bdlimde Egﬁy genellestirilmis trikompleks

sayilar tanimlanarak, genellestirilmis trikompleks sayilar yardimiyla homotetik hareket
ve 1- parametreli homotetik hareketin tanimi, hizlari, ani pol noktasi, ivmesi ve ivme

merkezleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Genellestirilmis Bikompleks Sayilar; Homotetik Hareket;

Genellestirilmis Trikompleks Sayilar; Egﬁ Uzayinda Genellestirilmis Trikompleks

14
Sayilarla Homotetik Hareket



(HOMOTHETIC MOTION WITH GENERALIZED BICOMPLEX NUMBERYS)
ABSTRACT

This thesis consists of four chapter. In the first chapter “Introduction” part has been
presented. In the second chapter, terms definitions and theorems which are necessary for
generalized bicomplex numbers and homothetic motion have been given. In the third part,
homothetic motions have studied in some hypersurfaces. Theorems of homothetic
motions and examples in M,, M, and M5 hypersurfaces have been given. In the final
chapter, we have defined generalized tricomplex numbers. Homothetic motion with
generalized tricomplex numbers at Egﬁy and definition of 1-parameter homothetic
motion, velocity, pole points, acceleration and acceleration centers of homothetic motion

with 1- parameter have given.

Key Words: Generalized Bicomplex Numbers; Homothetic Motion; Generalized
Tricomplex Numbers; Homothetic Motions at Egﬁy with Generalized Tricomplex

Numbers.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

. n-boyutlu Oklid Uzay1

. n-boyutlu reel vektor uzayi

: Sabit uzay

: Hareketli uzay

: A matrisinin determinanti

:Norm

: Reel sayilar climlesi

: Kompleks sayilar climlesi

: Bikompleks sayilar ciimlesi

: Genellestirilmis bikompleks sayilar cimlesi
: Genellestirilmis trikompleks sayilar climlesi

: Homeomorfizm



1. GIRIS

1843 yilinda Sir William Rowan Hamilton doért boyutlu alanda kuaterniyon adi
verilen bir say1 sistemi gelistirdi. Kuaterniyon ve karmasik sayilar benzer 6zelliklere
sahip olsalar da kuaterniyonlarin ¢arpma tizerinde degisme 6zelligi yoktur. Bu ylzden
1892°de Corrado Segre tarafindan bikompleks sayilar adi verilen yeni bir say1 sistemi
kesfedildi. Bikompleks sayilar kuaterniyonlar cebirinin alt cebirlerinden birinin elemanlar
olup, Serge, bikompleks sayilar1 hatta trikompleks, ..., n-kompleks sayilar1 tanimladi.
Bikompleks sayilar uzaymin 4-boyutlu Oklid uzayma gomiilebilir oldugunu gosterdi.
Bikompleks idempotent elemanlarini ve bikompleks sayilarin idempotent gosterimini elde
etti. Kuaterniyonlarin aksine bikompleks sayilar degismeli dort boyutlu reel cebirdir.

C2 simgesi ile gosterilen bikompleks sayilar

Co ={x=x;14 x50+ x3j + x40j; i?=—-1,j2=—-1,ij =ji,x, € R1<
k < 4 } seklinde tanimlanir. Her x bikompleks sayis1 x = z; + z,j seklinde yazilabilir.
Burada z; = x;1 4+ x,i Ve z, = x5 + x,i karmasik sayilardir. j ise i birimden farkli bir
imajinerdir ve j2 = —1, ij = ji dzellikleri saglanir. Burada, bikompleks say1 bilesenleri
karmagik sayilardan olugan bir karmasik say1 olarak diisiiniilebilir. Bikompleks sayilarin
cebir, geometri ve analizde uygulama alanlar1 vardir. Cz de ilk diferansiyallenebilirlik
teoresi Price tarafindan gelistirildi.

Kabaday1 ve Yayli R* te bikompleks sayilarin yardimiyla homotetik hareketleri
tanimladi ( Yayl, 1992).

Ozkald1 Karakus ve Kahraman Aksoyak genellestirilmis bikompleks sayilart
tanimladi ve bazi cebirsel Ozelliklerini verdi. Ayrica, bikompleks sayilarda ¢arpma
islemini kullanarak dort boyutlu genellestirilmis lineer uzayda bazi hiperyiizeylerin Lie
grubu oldugunu gosterdiler. Bu Lie gruplarinin Lie cebiri oldugunu ispatladilar (Ozkald:
Karakus ve Kahraman Aksoyak 2015).

Bu tez ¢caligmasinda, baz1 hiperyiizeylerde genellestirilmis bikompleks sayilarla

homotetik hareketler verildi. E2

«py Uzaymnda genellestirilmis bikompleks sayilar

yardimiyla genellestirilmis trikompleks sayilarin tanimi verildi. Ayrica Egﬁy uzayinda

genellestirilmis trikompleks sayilarla homotetik hareket ve bir parametreli homotetik

hareketin 6zellikleri tanimland.



2. TEMEL TANIM ve KAVRAMLAR

2.1. Oklid ve Yar1 Oklid Uzayinda Bazx Temel Kavramlar
Bu bolimde E™ n —boyutlu Oklid uzayinda ve yar1 Oklid uzayinda bazi temel

tanim ve kavramlar verilecektir.

Tamm 2.1.1. V reel vektor uzay: lizerinde, g:V X V — R iki lineer fonksiyonuna iki
lineer form; eger bu iki lineer form simetrik ise g fonksiyonuna simetrik iki lineer form
denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.2. g,V Uzerinde iki lineer form olsun.

Vu €V, u=0igin g(u,u) > 0 6nermesi dogru ise g fonksiyonuna pozitif
tanimli

i)Vu €V, u+0icin g(u,u) < 0 dnermesi dogru ise g fonksiyonuna negatif
taniml1

iii)Vu €V, u#0icin g(u,u) = 0 6nermesi dogru ise g fonksiyonuna yari
pozitif tanimli

iv)Vu €V, u+#0 igin g(u,u) < 0 6nermesi dogru ise g fonksiyonuna yar1
negatif taniml

V)[Vw €V,g(w,u) =0]=>u=0 ise g fonksiyonuna non-dejenere (yoz
olmayan) bir form denir (O’Neill, 1983).

g fonksiyonu, V reel vektor uzaymin bir alt uzayma indirgenebilir. Bu indirgenen

simetrik bilineer form dejenere veya non-dejenere olabilir.

Tamm 2.1.3. g fonksiyonu, V reel vektor uzayinda iki lineer form olsun. g fonksiyonun
W alt uzayma kisitlanmasi g|,, negatif olacak bigcimdeki W alt uzaylarinin boyutlariin

en biiyiigiine g fonksiyonun indeksi denir ve v ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.4. g fonksiyonunun, simetrik iki lineer formun non-dejenere olmasi igin gerek

ve yeter sart V reel vektor uzayinin bir bazina karsilik gelen [gi j] matrisi igin
det(gl]) 0

olmasidir (O’Neill, 1983).



Tamm 2.1.5. Bir V reel vektor uzayi lizerinde non-dejenere simetrik iki lineer formuna
V reel vektor uzay1 tizerinde bir skalar ¢arpim denir. g fonksiyonu, V reel vektor uzayi
tizerinde pozitif tanimli bir skalar ¢arpim ise g fonksiyonuna V reel vektor uzayi lizerinde

bir i¢ carpim denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.6. V sonlu boyutlu bir vektoér uzayr olmak tizere V {izerinde bir skalar carpim

varsa V vektor uzayina skalar garpimli vektor uzayi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.1.7. V skalar ¢arpim uzayi tizerindeki bir u € V vektériiniin normu

lull = V1gw wl
seklinde tamimlanir. ||u||=1 ise u vektorii birim vektor olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.1.1. V'skalar carpimli bir uzay ve V # {0} ise V uzaymin bir ortonormal bazi
vardir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.9. u,v €V vektorleri icing(u,v) =0 ise u ve v vektorleri diktir

(ortogonaldir) denir ve u L v seklinde gosterilir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.10. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M manifoldu tzerindeki non-
dejenere, (0,2) tipindeki ve sabit indeksli g tensor alanina bir metrik tensor denir (O’Neill,
1983).

Tamm 2.1.11. M diferensiyellenebilir manifoldu tzerinde bir g metrik tensorii varsa M
manifolduna bir yari-Riemannian manifoldu denir ve g metrik tensoriinin v indeksine
(M, g) yari-Riemannian manifoldunun indeksi denir. M manifoldunun boyutu n olmak

lizere yari-Riemannian manifoldu M;} ile gosterilir (O’Neill, 1983).

Tanmm 2.1.12. R" Uizerinde

n—-v

n

i=1 j=n—-v+1

seklinde tanimli metrik tensér verilsin. Bu durumda (R™, g) uzayma yar1-Oklidiyen uzay

denir ve R” ile gosterilir. v = 0 igin R} = R™ Oklid uzay olarak adlandirilir.



R} uzayi lizerindeki g skalar garpimi, eu ile w nin R™ uzay: iizerindeki Standart ig

carpimina esit olur. Yani

g, w) = (eu).w

n—-v n

i= ]=n—v+1

esitlikleri saglanir. Burada ¢,

(- O
&= ( 0 _117>

ile verilen isaret matrisidir ve e = £ ve &7 = ¢ 0zellikleri saglanir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.13. V vektor uzayi iizerinde, g non-dejenere bir metrik ise g metrige skaler
carpim (yar1-Oklid) metrigi ve V vektor uzayina da skaler ¢arpim (yar1-Oklid) uzay: denir
(O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.14. n —boyutlu reel i¢ garpim uzay1 V olsun. V ile birlesen bir A afin uzayina

n —boyutlu Oklid uzay: denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamm 2.1.15. V vektor uzayi iizerinde, g pozitif tanimli bir metrik ise bu g metrigine

Oklid metrigi; V vektdr uzayma da Oklid uzay1 denir (O’Neill, 1983).
Tamm 2.1.16. E™, n —boyutlu Oklid uzay1 ve I S R agik aralik olmak iizere;
al — E"
s = a(s) = (a1(s), .., @ (s))

fonksiyonu diferansiyellenebilir ise a ya E™, n —boyutlu Oklid uzayinda (I, a) koordinat

komsulugu ile verilmis bir egri denir ve M ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.17. a:1 - R"™ egrisi verilsin. Her t € I i¢in a'(t) # 0 ise a egrisine dlzenli

(reguler) egri denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.18. E™, n —boyutlu Oklid uzayinda (n — 1) —boyutlu bir yiizey veya



(n — 1)-yiizey diye E™ uzayindaki bos olmayan bir M ciimlesine hiperyiizey denir. Oyle
ki bu M climlesi

M ={x€UCcCE"f:U- R,f diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve U ag¢ik ciimle }

olmak Uzere
x-fx)=C
Vfl, #0,Vvp €M

bigiminde tanimlanir. EZ uzayinda bir 1 —yiizeye diizlemsel egri denir. E* uzayimda bir
2 —yuzeye sadece yuzey denir. E™ de bir (n —1) —ylzey, n > 3 olmasi halinde

genellikle bir hiperyiizey olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1994).

Teorem 2.1.2. R} uzayinin biitiin lineer izometrilerinin R} uzayimin dogal bazina karsilik
gelen matrislerin cumlesi O,(n) ile gosterilsin. n X n bigiminde bir A matrisi igin
asagidaki onermeler denktir.

)A € 0,(n)

ii) AT =eA™ e

iii) A matris stitunlarinin ciimlesi (satirlarinin ciimlesi) R} i¢in ortonormal bir
bazdir.

iv) A matrisi R}, uzayinin ortonormal bir bazin1 R}, uzaymin ortonormal bir bazina

dontistiiriir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.19. 0, (n) cimlesinin det (A) = 1 sartin1 saglayan bir alt grubu SO, (n) olsun.

S0, (n) grubuna, special-ortogonal grup denir.

S0,(n) cimlesi,
S0,(n) ={A € 0,(n); det (A) =1}

seklinde tanimlanur.



Tamm 2.1.20. S = | € R} igin AS =S esitligini saglayan A € 0,(n) matrisine,

[ 1.
semsiye matrisi denir (Yayli, 1988).

2.2. OKklid ve Yar1 Oklid Uzaymda Homotetik Hareket

Bu bélimde homotetik harekete ait genel tanim ve kavramlari verilecektir.

Tamm 2.2.1. E™, n boyutlu bir Oklid uzay1 olsun. E"™ uzaymnda uzaklik fonksiyonu d

olmak uzere,
f:E*"—> E"
fonksiyonu i¢in eger,
d(f(x), f(y)) =dx,y); Vx,y € E"
ise f’ye E™’de bir izometri denir (Yayli, 1988).
Tamm 2.2.2. E™ uzaymin bir £ izometrisi X = (x4, x5, ..., X,) € E™igin,

fX) =+t x,+t, 0, x,+t,); LERTI<ZSI<n

ise f fonksiyonuna E™ uzayinda bir 6teleme denir.

E™ uzayindaki 6teleme hareketinde, hareketli uzaydaki X noktasina sabit uzayda

karsilik gelen nokta Y ise
Y=fX)=X+C
seklinde tanimlanabilir. Burada X, Y ve C ler nx1 tipindeki matrislerdir (Yayli, 1988).

Tamm 2.2.3. E™ uzaymnda tanimlanan bir f izometrisi igin,
f(0) = 0;0 € E™ olacak sekilde bir O noktas1 varsa f fonksiyonuna O etrafinda bir

donme denir.



E™ uzayindaki bir donme hareketinde hareketli uzaydaki X noktasina sabit uzayda

karsilik gelen nokta Y ise
Y=f(X)=A4X; A€ 0(n)
seklinde tanimlanabilir (Yayl, 1988).

Tamm 2.2.4. E™ uzayinda A nxn tipinde ve det(4) = 1 olan bir ortogonal matris, C
matrisi ise nx1 tipinde bir matris ve A ile C t(zaman) parametresine bagli fonksiyonlar

olsun.
Y=A4X+C; X,Y € E"

izometrisine E™ uzayinda bir genel hareket denir.

Y = AX + C izometrisinde hareketli uzaydaki X € R, noktasina sabit uzayda
karsilik gelen nokta Y € R olur. Burada A.X hareketin donme ve C de Gteleme

hareketlerine karsilik gelen kismidir.

Tanmim 2.2.5. A nxn tipinde bir semsiye matrisi ve X, Y ve C ler nx1 tipindeki matrisler

olsun. E™ uzayindaki semsiye hareketi
YIT_[A C1[X
[1l=1lo il
seklinde tanimlanir (Yayli, 1988). Buradan da,
Y=AX+C
esitligi elde edilir.

Tamm 2.2.6. E™ uzayinda A € 0 (n) bir ortogonal matris, h = hl,, bir skaler matris ve a

nx1 tipinde bir matris olsun. O halde,

Fo [hA a]

0 1

doniisiimiine, E™ uzayinda bir homotetik hareket denir (Yayli, 1988).



Tamm 2.2.7. E™ uzayinda | € R bir agik aralik, 0 € J ve h : ] = R bir fonksiyon, A €
O(n) bir ortogonal matris ve a nx1 tipindeki matris, t(zaman) parametresine gore

diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsun. O halde,

Fo = [{OA®) a®)]

seklinde tanimlanan F(t) cimlesine, E™ uzaymda 1 —parametreli homotetik hareket

denir. Burada h(t) hareketin homoteti skalasi olarak tanimlanir. B = h. A alinirsa,
[Y(t)] _ [B(t) a(t)] [X (t)]
1 0 1 1
semsiye hareketinden
Y=BX+a
elde edilir.

Tamm 2.2.8. Y = BX + a homotetik hareketinin t’ye gore tiirevi alinirsa,

dY _ dB ax da
- = _X B - hatad
dt dt + dt + dt

homotetik hareketin hiz denklemi elde edilir.

Burada, B noktasinin sabit diizleme gore vektorel hizina mutlak hiz vektorii denir
ve U, ile gosterilir. B noktasi hareketli diizlemin bir noktasi olarak alinirsa, stiriiklenme
hiz vektdrii olur ve ¥ ile gosterilir. B noktasinin hareketli diizleme gore hiz vektoriine,
yani B noktasinin hareketli diizlemde yoriingesini ¢izerken sahip oldugu vektorel hiza B

noktasmin rolatif (izafi) hiz vektorii denir ve ¥, ile gosterilir.

% = Z—I:X +B C;—)t{ + % ile verilen hiz denkleminde rolatif, mutlak ve siiriiklenme

hiz1 sirasiyla,

-

d .
7 =% hareketin mutlak hizi,
m-oat

- dB da . o _es
Vs = EX t hareketin siiriiklenme hizi,

3. = B hareketin rélatif (dénme) hiz1
r dt



olarak tanimlanir (Yayli, 1988).

Tamm 2.2.9. Siiriiklenme hizinin sifir ( Z—l:X + % = 0) oldugu an, hareketli ve sabit

uzaylarin her ikisinde de bir ¢ aninda sabit olan noktadir. Bu ortak sabit noktaya hareketin
t anindaki ani pol noktas1 denir. Bu noktanin sabit uzaydaki adi sabit pol noktasi; hareketli
uzaydaki adi da hareketli pol noktasidir ve Y = BX + a homotetik hareketinin her ¢t

aninda bir tek ani pol noktas1 vardir (Yayli, 1988).

Tamm 2.2.10. BX + a homotetik hareketinin t parametresine gore tiirevinden

dYy _ dB dx  d i e a1 , .
pl EX + B T d—‘; esitligi elde edilmisti. Simdi tekrar ¢’ye gore tiirev alinirsa
L dy . _dX  dB . da s d’vy o d?B -+, d?x .. d?a
Y=—, X=— B=— a=—VeY=—,B=— ,X=—, d=—
dt dt dt dt dt? dt? dat? dat?
icin,

Y=BX+d+2BX+BX
elde edilir. Burada
Y hareketin mutlak ivmesi;
BX + d hareketin siiriiklenme ivmesi;
2BX hareketin coriolis ivmesi;
BX hareketin rolatif (donme) ivmesi olarak tanimlanir (Yayli, 1988).
Tamm 2.2.11. Pol Noktalar1 ve Pol YOrungeleri

Bir parametreli harekette her ¢ aninda siiriiklenme hizi sifir olan noktalar hareketli
ve sabit dizlemde, sabit olmak zorundadir. Bu noktalara hareketin ¢ anindaki pol

noktalar1, donme polii veya ani donme merkezi denir.

Boylece ¥s = 0 denkleminin ¢oziimii hareketli diizlemdeki pol noktalarmi verir.
Bu noktalarin geometrik yeri hareketli pol egrisidir. Bunun sabit diizlemdeki karsiligi
sabit pol noktasidir ve sabit pol noktasinin geometrik yeri sabit pol egrisi olarak

tanimlanir.
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4-boyutlu Oklid uzayinda genel donme hareketinin tanimi, bir noktay: sabit
birakan ve uzaklig1 koruyan pozitif determinantli lineer doniisiimler olarak asagidaki

sekilde tanimlanir (Moore, 1919).

Birbirine dik olan iki diizlemi, diizlem anlaminda de§ismez birakan donmeye

genel donme adi verilir. Bir genel donme matrisi

cosmyt —sinmyt 0 0
sinmyt cosmyt 0 0
0 0 cosmyt —sinm,t
0 0 sinm,t cosm,t

ile tanimlanir. Burada m; ve m, srrasiyla X;X, ve X;X, degismez diizlemlerindeki

donme oranlaridir.

Ey yar1 Oklid uzayinda ise E* Oklid uzayi iizerinde tanimlanana benzer olacak
sekilde dénme ve basit dénme tanimlanabilir. Ornek olarak E3 yar1 Oklid uzaymnda

farkl1 iki tipte genel donme matrisi asagidaki gibi tanimlanabilir:

cosmyt —sinm,t 0 0
sinmyt cosmyt 0 0

0 0 cosm,t —sinm,t

0 0 sinm,t  cosm,t
coshm,t 0 0 sinhm,t

0 coshm,t sinhm,t 0

0 sinhm,t coshm,t 0
sinhm;t 0 0 coshm;t

2.3. Genellestirilmis Bikompleks Sayilar

Bu bélimde genellestirilmis bikompleks sayilar ile ilgili bazi temel tanim ve

kavramlar verilecektir.

Tamm 2.3.1.
Cop ={x =211+ X0+ x3j + x4ij | 1 < k < 4icin x;, € R, i* =
—a, j2 = —p, ij = ji} seklinde tamimlanan climleye genellestirilmis bikompleks sayilar

cumlesi denir. Burada a = 8 =1 alinirsa bikompleks sayilar elde edilir. Burada xy,
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1 < k < 4 icin reel sayilar ve bazlar1 {1, i, j, ij} seklindedir.

Tamm 2.3.2. Toplama ve Carpma

Genellestirilmis bikompleks sayilar ciimlesinin iki elemant x = x;1 4+ x,i +
X3j + xuijvey =y, 1+ yi+ ysj+ y,ijolsun.

Genellestirilmis bikompleks sayilarda toplama ve c¢arpma islemi sirasiyla

asagidaki sekilde tanimlanir:
X+y=x11+ X0+ X35+ x47 +y11+ yi+ y3j+ y,ij
= (x1 +y)1+ (x2 + )i+ (x3 +y3)j + (x4 + Yo
xy=(x11+ 220+ x3] + )11+ y2 L+ y3) + yal))

= (x1y1 — axyy, — Bx3ys + afxyys) + (1Y, + %2y — BX3Ys —
Bxyy3)i+ (x1y3 + X3Y1 — axpys — ax,y,)j + (X1Ys + X4y1 + X2¥3 + X3Y,)ij

Tamm 2.3.3. Skaler ile Carpim

Vx €Cup icinx =x;1+ x30+ x3j + x40j seklinde tanimlanan x
genellestirilmis bikompleks sayisi ile ¢ € R skalerinin ¢arpimi1

cx = cx 1+ expi + cxzj + cxyij € Cop
seklinde tanimlanir. Buradan, yukaridaki aritmetik islemlere dayanarak iki 6nemli sonug
elde edilir. C,p, toplama ve skalerle garpma islemine gore dort boyutlu bir reel vektor
uzay1 belirtir ve genellestirilmis bikompleks sayilar carpma islemine gore degismeli reel
cebirdir. Bu cebire genellestirilmis bikompleks sayilar cebiri denir (Karakus ve Aksoyak,
2015).

Genellestirilmis bikompleks sayilar cebiri birlesmeli oldugundan matris gosterimi
elde edilebilir.

T: Cop — Hom (Cgp, Cup)
x > T(x) =Ty Cop = Cup

y - T,(y) =xy

) T,(y+z)=x(y+2z)
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=xy +xz

=T () + Ti(2)
i) T, (Ay) = x(4y)

= Alxy)

=AT(y)

oldugundan T, doniisiimii lineerdir. Simdi, bu lineer doniisiimden yararlanarak, reel
sayilar climlesi iizerinde {1.0,J,ij} bazina bagli olarak tanimlanan x genellestirilmis

bikompleks sayisinin matris gosterimini bulalim.

y=1icinT, (1) =x.1=x;1+ x50+ x3j + x40

y=1iicinT, (i) =x.i =x,0 —ax, + x3ij — ax,j
=—ax,t xq0 — axgj + x3ij

y =jicinT,(j) = x.j = x9j + x4 — Bxz — P4l
= —fx3 — x4l + xqj + x51]

y =1ij icinT,(ij) = x.ij = x10j — ax,j — fxzi + afix,

= afix, — Bx3l — ax,j + x11j

olur. Elde edilen sonuglar sutun olarak matriste yerine yazilirsa, x = x;1 + x,i + x3j +

x41j genellestirilmis bikompleks sayisina karsilik gelen matris x; € R,1 < i < 4 olmak

Uzere,
X, —ax, —fx3 afx,
T=[% * —Bxy —Px3
*Nxg —ax, x; —ax,
X4 X3 X2 X1

seklinde elde edilir. Matrisler climlesi ise asagidaki gibi tanimlanir:
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X, —ax, —fx3 afix,

X X —Bx, —fx .
Qaﬁ’: Mx: 2 1 '84 '83;xl~E]R{,1SlS4

x3 _ax4 x1 _axz

X4 X3 X2 X1

Qqp climlesi matrislerde toplama ve skaler ile ¢arpim islemine gore reel vektor

uzayidir. Ayrica bu vektdr uzayr matrislerde ¢arpma iglemine gore bir cebirdir (Karakus
ve Aksoyak, 2015).

Teorem 2.3.1. C,pz Ve Qqp cebirleri izomorfturlar. Bu iki cebir arasindaki izomorfizm

asagidaki gibi tanimlanir:
f : (Ca[? - Qaﬁ ’

X, —ax, —fx3 afx,

_ . . LN | X2 X1 _ﬁX4 _ﬂX3
flx=x11+ x50+ x3j + x40j) = Xs —aXe X,  —a%,
Xq X3 X2 X1

Ispat: Vx,y € C,p ve L€ Rolmak lizere

fc+y)=f)+ Q)
f(Ax) = Af (x)
fOy)=fOf W)

ozellikleri saglamir. Bu nedenle C,z Ve Qqp cebirleri izomorfturlar.

Not 2.3.1. Teorem 2.3.1 den C,z daki herhangi bir genellestirilmis bikompleks say1, Qq g

da bir matris ile temsil edilebilir. Ayrica Tanim 2.3.2 ile verilen iki genellestirilmis

bikompleks saymin ¢arpimi matris ¢arpimi yardimiyla agsagidaki sekilde verilebilir:

X, —ax, —fx3 afxg\ /1
X2 X1 —Bxs —Pxs3 Y2
X3 —0Xy X4 —ax, |\ V3
X4 X3 X5 X1 Va

Xy =
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Ayrica genellestirilmis bikompleks say1 x = (x;1 + x,i) + (x3 + x,40)j seklinde
yeniden yazilabilir.

Tanim 2.3.3. Eslenik (Konjuge)
Genellestirilmis bikompleks sayilarda i birime gore eslenik, j birimine gore
eslenik ve hem i hem j birimine gore eslenik olmak tizere {i¢ farkli eslenik tanimlanar.

Bu eslenikler sirasiyla asagidaki gibi verilmistir.
xt = [ (g + x20) + x3 + x40)) 159=(00y — x20)+(x5 — x40) J,
xt2 = [ (x4 x30) + (x3 + x40)j 122=(x1 + x,0)— (x5 + x40) j,
xts = [(oxg +x20) + (x5 + x40)j 1%=(xx1 — x20)— (o3 — x41) j.

Ayrica

x_xtl = (x% + a(x% —_ ﬁx?z) - aﬁxi) + 2(x1x3 + ax2x4-)j’

x.x2 = (x% —ax3 + Bx? — aPfx2) + 2(x1x, + fx3x,)i,

x. x5 = (x} + ax? + px3 + afx2) + 2(x1 x4 — ax,x3)ij,

seklinde hesaplayabiliriz.

Onerme 2.3.1. Genellestirilmis bikompleks sayilarda i birimine, j birimine ve hem i hem
de j birimine gore swrasiyla, 1 < k <3 olmak Uzere tim ¢, eslenikleri asagidaki

ozellikleri saglar.
i) Ap + 8q)tk = Ap'k + §qtk
i) (p)k =p
iii)) (p. @)™ = p*.q",
Burada p,q € Cup, 4,6 € R’dir.

Ispat: Bu ozelliklerin ispati rutin islemler yardimiyla kolaylikla gérilebilir.
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3.BAZI HIPERYUZEYLERDE GENELLESTIRILMIS

BiKOMPLEKS SAYILARLA HOMOTETIK HAREKETLER

Bu bolumde genellestirilmis bikompleks sayilar1 kullanarak bazi

hiperyuzeylerde homotetik hareketleri inceleyecegiz.

3.1. M, Hiperytzeyinde Homotetik Hareket
M, hiperyiizeyi asagidaki gibi tanimlansin.

My = {x=(%1,%,X3,X;) € Rgg: 13+ ax, x, =0, x # 0}.

Genellestirilmis bikompleks sayilar1 kullanarak M; hiperyilizeyini asagidaki gibi

yazabiliriz:
My = {x=x1+ xp0+ X35 + X4ij € RGp: X33 + ax, x, = 0,x # 0},

M, hiperyuzeyinin matris gosterimini ise genellestirilmis bikompleks sayilar1 kullanarak

X, —ax, —fx3 afix,

— x x —Bx, —Px
M, =< M, =|"? ! Bxa =B, D X X3+ axy;x, =0,x# 0
x3 _ax4_ x1 —Ofxz

X4 X3 X2 X1

seklinde ifade edebiliriz. Burada M,, x genellestirilmis bikompleks sayisinin matris
gosterimidir. M, hiperytzeyi Uzerindeki metrik,

g1, x) = x.x" = x;2 + ax,? — PBx3? — afx,?

ile tanimlidir. M, hiperytiizeyi Gizerindeki herhangi bir x elemanmin normu,

lxll = Vg G, )l = x.x4]

ile tanimhdir. Bu metrik, dort boyutlu ]Rzﬁ uzaymda Riemann veya yart Riemann

metrigidir. Baz1 6zel durumlarda dort boyutlu Oklid veya Yar1-Oklid Uzay belirtir.
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Teorem 3.1.1. M; hiperyiizeyinde asagidaki 6zellikler saglanir.

DV x,y € Myicin [[x.yll = |lx||. [[yll
i)V x € M, icin ||x||* = det ( M,).

Ispat:

) llx.yll= J 19, o). 9,00)|

= \/lgl(x, x)|-19: (v, ¥)I

=J19:(x, 01 191, ¥
= il vl
ii) Basit hesaplamalar yardimiyla ispat kolayca goriilebilir.

Onerme 3.1.1. M, hiperyiizeyindeki birim genellestirilmis bikompleks sayis1 bir dénme

matrisi belirtir.
Ispat: Teorem 3.1.1 den ispat agiktir.
Teorem 3.1.2. M;, bir degismeli Lie grubudur.

Ispat: M, diferansiyellenebilir bir manifold ve matrislerde carpma islemine gore bir
grup belirtir (Karakus ve Aksoyak, 2015).

Grup iglemi ;

My > My

1

(,y) > x.y -
seklindedir. Burada,

_yh 1
Ny, Y12+ ay,? — Bys? — afy,

> (V1 =Y2, Y3, —Ya)
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dir. Teorem 2.3.1 de tanimlanan £ doniistimii bir lineer izomorfizm oldugundan ( M, .)
bir Lie grubudur.
M, hiperyiizeyi Uzerindeki birim genellestirilmis bikompleks sayilar ciimlesini M, " ile

gosterirsek:
M"={x € My: g.(x,x) =1}
={x € M;: x°+ ax,?— Bx3*> —afx,? =1}
elde ederiz.

Teorem 3.1.3. M;*, M, hiperylzeyinin 2 —boyutlu bir Lie altgrubudur (Karakus ve
Aksoyak, 2015).

vy, M, hiperylzeyinde bir egri olsun. Bu durumda y egrisi

S (GER AGE S AGIES A ESAGAAGI G
ay; (t)V4(t) =0

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda y egrisine karsilik gelen B matrisi

nt) —ay, () -Br,() apy.t)

B=M,(t) = 7,0 n®  =Br,) -Br) (3.1)

7:(t) —ay,(t) 7(t) —ay,(t)
AV 7,(t) 7(t)

olarak elde edilir.
Simdi B matrisini kullanarak, ]R‘,f[ﬁ uzayinda M; hiperylzeyi Uzerinde bir

parametreli hareketi tanimlayabiliriz.

Tamm 3.1.1. R, ve R, sirasiyla ]leﬁ uzaymda sabit ve hareketli iki uzay olsun. Bu

durumda Ry’in R’ye gore bir- parametreli hareketi R,/R ile gosterilmektedir. M,

hiperylzeyi tUzerinde bir parametreli hareket,

1=l 5107 @2)
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seklinde veya
X=BX,+C (3.3)

seklinde tanimlanir. Burada B, M; hiperylzeyinde y(t) egrisine ait matris, C, ¢t

parametresine bagli 4x1 bir reel matris , X ve X, sirasiyla R‘;{B uzaymdaki herhangi bir

noktanin R ve R,’daki konum vektorleridir.
Teorem 3.1.4. Esitlik (3.3) te verilen ifade bir homotetik hareket belirtir.

Ispat: y egrisi M, hiperyiizeyi iizerinde bulundugu i¢in orijinden gegmez. Bu nedenle

(3.1) esitliginde verilen matris

i nt) —ay,t) -Brst) apy, (t)_

h h h h

7,(t) 7 () —Br,(t) —Brs(t)
h h h h

PEWO=N L0 ) a0 -ane| &4

h h h h

AV, 7,(t) 7(t)
h h h h

seklinde yazilabilir. Burada

hlc R,t-h®) = ly®l = V12 + ay,2 — Bys2 — aBys?|
y(©) € My, y1(0)y3(t) + ay,(t)y.(t) =0

olur. Bu esitligi kullanarak esitlik (3.4) deki reel yari-ortogonal A matrisini elde edebiliriz.

Bu nedenle Als A = ¢ve detA = 1’dir. Burada

10 0 0
0Oa 0 O
£ =

00 -8 0
00 0 -op

olup A, h ve C sirasiyla yari-ortogonal matris, hareketin homotetik skalasi ve oteleme

vektoriidiir. Boylece esitlik (3.3) homotetik hareket belirtir.
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Ag¢iklama 3.1.1. R‘;B’daki ¥’ nin normu,

ly®ll = V2 + ar? — Bys? — aBy,?|

olarak hesaplanmisti. Bundan sonra y,2 + ay,? — By3% — aBy,? > 0 olarak kabul

edecegiz.

Sonug 3.1.5. y(t), M, " yiizeyinde bir egri olsun. O halde M, hiperyiizeyi izerinde (3.3)
esitligi ile verilen bir parametreli hareket, bir ddnme ve bir 6teleme sonucu olusan genel
bir harekettir.

Ispat: y(t), M;" yiizeyinde bir egri olsun. O halde
r? + ay,? — Bys® — apr® =1

olur. Bu nedenle (3.3) nolu esitlikte verilen B matrisi, reel-yar1 ortogonal matris haline

gelir. Bu da
BTe B = ¢ ve detB = 1 demektir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.1.6. y(t), teget vektorii y(t) M, hiperyuzeyinde olan bir birim hizli egri olsun.

B matrisinin tiirevi de reel yari-ortogonal matristir.

Ispat: y(t) birim hiz egrisi oldugu igin
)712 + “)722 - ,3)'/32 - “,3)'/42 =1

olur. Ayrica, y egrisinin teget vektorii M, hiperyuzeyinde bulundugundan
1073 + ay(0)y.(t) =0

dir. Boylece
BTeB= ¢ ve detB=1

olur.
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Teorem 3.1.7. y(t), teget vektorii y(t) M, hiperyiizeyinde olan bir birim hizli egri olsun.

Bu durumda hareket bir regiiler harekettir ve h skalerinden bagimsizdir.

Ispat: Teorem 3.1.6 dan dolay1 detB =1 olup B matrisinin determinant1 h den

bagimsizdir.

Teorem 3.1.8. y(t), konum ve teget vektorii M, hiperyizeyi Gzerinde olan bir birim hizli

egri olsun. Esitlik (3.3) ile verilen hareketin pol noktalari
XO = _B_lé
olur.

Ispat: y egrisinin konum vektorii M, hiperyiizeyi lizerinde oldugundan ve Teorem 3.1.4
ten dolayi esitlik (3.3) bir homotetik hareket olur. Ayrica y(t) birim hizli egri ve y(t) €
M, oldugundan ve Teorem 3.1.6. dan dolay1 detB = 1’dir. Bu nedenle

BX,+C=0

esitliginin yalniz bir ¢oziimii vardir. Buradan esitlik (3.3) te verilen hareketin pol noktasi
X, = —B7C

olarak elde edilir.

Sonug 3.1.9. y(t), konum ve teget vektorii M, hiperylizeyin tizerinde olan bir birim hizli
egri olsun. R, da her t anina karsilik gelen pol noktasi, 6teleme vektoriiniin hiz vektori

olan C nin B~ etrafinda zit yonde dondiiriilmesiyle elde edilir.

Ispat: Teorem 3.1.6. dan B matrisi reel yari-ortogonal matristir. Ayrica B~ matrisi de

bir reel yari-ortogonal matristir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi « ve B reel sayilarinin bazi degerlerine goére M, hiperylizeyi uUzerinde

homotetik hareketlerle ilgili ¢esitli ornekler verecegiz.
Ornek 3.1.1. @ = B = 1 igin M, R% lizerinde bir hiperyiizey olur.

y:Ic R - M, c R}
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cosh(at) cos(bt) + cosh(at) sin(bt) i

—sinh(at) sin(bt) j + sinh(at) cos(bt) ij)’ @b &R, (3.5)

y(®) = ho (
seklinde bir y egrisi verilsin. (3.1) ve (3.5) nolu esitlikler kullanilirsa, B matrisi y egrisi
ile birlikte bir homotetik matris olur. Burada h : I € R — R bir homotetik skaladur.
Ayrica (3.5) esitliginde, h(t) = 1 almrsa, y egrisi M, ylizeyinde olur. B matrisi de R}
uzaymda bir ddnme matrisi tanimlar. Eger (3.5) esitliginde h(t) =1, a=0 ve b =

1 secersek,

y(t) = cost + sint i (3.6)

elde ederiz. Esitlik (3.1) ve (3.6) y1 kullanarak;

cost —-sint O 0
sint  cost 0 0
- 0 0 cost —sint
0 0 sint  cost

R? uzayinda B donme matrisini elde ederiz. Boylece (3.6) denklemi ile verilen
egri, teget vektorii M, hiperyuzeyinde olan bir birim hizli egri olur. Yukaridaki matrisin
tiirevi ile elde edilen B matrisi de reel yari-ortogonal matristir. Ayrica R% uzaymda bir

dénme matrisidir. Benzer sekilde, (3.5) esitliginde h(t) =1, a =1 ve b = 0 alinirsa,
y(t) = cosht + sinht ij (3.7)
esitligi elde edilir. Esitlik (3.1) ve (3.7) kullanilarak B matrisi;

cosht 0 0 0

0 cosht —sinht 0

0 —sinht cosht 0
sinht 0 0 cosht

B=

olarak elde edilir. (3.7) esitligi ile verilen egri, bir birim hizli egridir ve teget vektori M,
hiperyiizeyi (izerindedir. Ayrica yukaridaki matrisin tiirevi olan B matrisi R uzayinda

bir dénme matrisidir.
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Ornek 3.1.2. a =1, B = —1 icin M;, R* uzayimda bir hiperytzey olur.
y:Ic R > M;cR*

cos(at) cos(bt) + cos(at) sin(bt) i

y(8) = h(t) <_ sin(at) sin(bt) j + sin(at) cos(bt) ij

), ab € R, (3.8)

seklinde bir y egrisi verilsin. (3.1) ve (3.8) esitlikleri kullanilarak, y egrisinin matris
gosterimi, homotetik dlgegi h : I € R — R olan bir homotetik matris olarak elde edilir.

Ayrica, h(t) = 1 icgin y egrisi M; hiperyizeyi izerinde kiiresel bir egri olur. Yani
y(t) € Ml* == Ml n 53

olur. Bu egrinin matris gdsterimi R* uzayinda bir dénme matrisi belirtir. Ustelik

h(t) =1, a =0ve b =1 alirsak;
y(t) = cost + sint i (3.9)

elde ederiz. Esitlik (3.1) ve (3.9) kullanilarak, yukaridaki egrinin matris gésterimini

cost —sint O 0
sint  cost 0 0
- 0 0 cost —sint
0 0 sint  cost

seklinde elde ederiz. Bu matris R3 (izerinde genel doniisiim matrisidir (Moore, 1919).

Ayrica Teorem 3.1.6. dan, B matrisi de reel ortogonal matristir.
Ornek 3.1.3. a = f = —1icin M;, R% uzayinda bir hiperyiizey olur.
y:Ic R > M;c R}

cosh(at) cosh(bt) + cos h(at) sinh(bt) i

+ sinh(at) sin h(bt) j + sin h(at) cos h(bt) ij)’ a,b € R, (3.10)

y® = h()

seklinde bir y egrisi verilsin. (3.1) ve (3.10) nolu esitliklerden, B matrisi y egrisine gore

homotetik 6lgegi h : I € R — R olan bir homotetik matris olur. Ayrica,
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h(t) = 1 alirsak, y egrisi M, "yiizeyinde bir egri ve B matrisi R3 uzayinda bir dénme
matrisi olur.

3.2. M, Hiperylzeyinde Homotetik Hareket
M, hiperylizeyi asagidaki gibi tanimlansin.

My = {x=(%1,%,X3,% ) € Ryg: 1%, + Bx3x4 =0, x # 0}

Genellestirilmis bikompleks sayilar1 kullanarak M, hiperyiizeyini asagidaki gibi

yazabiliriz:

My = {x=2x1+ x0+ X3j + x40 € Rip: x1%, + Bx3x, =0, x # 0},

M, hiperyuzeyinin matris gosterimi ise genellestirilmis bikompleks sayilari kullanarak

X, —ax, —fx3 afix,

—_ X X —Bx, —PBx

M, ={ M,=["? 1 Bxa ‘83, XX, + Bxzx, =0, x #0
x3 _ax4_ x1 _axZ
X4 X3 X2 X1

seklinde ifade edilebilir. Burada M,, x € M, genellestirilmis bikompleks sayisinin

matris gosterimidir. M, hiperytzeyindeki metrik,
g (x,x) = x.xt2 = x,2 — ax,? + Bx3? — afx,?

ile tanimlidir. M, uzaymdaki herhangi bir x elemaninin normu,

lxll = V1g2CGe, 0)l = x. xt2]

ile tanimlidir. Bu metrik, dort boyutlu R? p uzaymda Riemann veya yari Riemann

metrigidir. Baz1 6zel durumlarda dort boyutlu Oklid veya Yar1-Oklid uzay: belirtir.
Teorem 3.2.1. M, hiperylizeyinde asagidaki 6zellikler saglanir.
i) Vx,y € My icin [lx.yll = [lxIl. llyll,

i)  lxll* = det (M,).
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Ispat:

i) lx.yll= 19206, %). g, ¥l
= \/Igz(x,x)l- l9,.9)|
=\/|gz(x,x)| -\/lgz(y.y)l

= [Ix]l- Iyl
i) Basit hesaplamalar yardimiyla ispat kolayca gorilebilir.

Onerme 3.2.1. M, hiperyiizeyindeki birim genellestirilmis bikompleks sayis1 bir dénme

matrisi belirtir.
Ispat: Teorem 3.2.1 den ispat agiktir.
Teorem 3.2.2. M, hiperyuzeyi, bir degismeli Lie grubudur.

Ispat: M, hiperyiizeyi diferansiyellenebilir bir manifold ve matrislerde carpma islemine
gore bir grup belirtir (Ozkald: Karakus S. And Kahraman Aksoyak F., 2015). Grup
islemi ;

M, - M,

(x,y) > x.y 1

seklindedir. Burada,

y' 1
y = N_y - y12 _ ayZZ + ﬁy32 _ aﬁy42 (}’1;—)’2. Y3, _y4,)

Teorem 2.3.1 de tanimlanan f doniisiimii bir lineer izomorfizm oldugundan (M, ,.) bir
Lie grubudur.
M, hiperytizeyi Uzerindeki birim genellestirilmis bikompleks sayilar ciimlesini

M," ile gbsterirsek:
My"={x € My: g,(x,x) =1}

={x € My: x;2— ax,2+ fx3> —afx,? =1}
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olur.

Teorem 3.2.3. M,*, M, hiperyiizeyinin Lie altgrubudur (Karakus ve Aksoyak, 2015).

Y, M, hiperylizeyinde bir egri olsun. Bu durumda;
y:IcR-> M,

t = y(@®) = yi(®) + 20 + y2(O)j + v (O,
Y1 (©y2() + Bys3(O)ya(t) =0

seklinde ifade edilebilir. Daha sonra y egrisine karsilik gelen B matrisi

nt) —ar,(t) -Brt) opr,t)

B= My(t) _ 7,(t) 7(t) =Br,(t) —Byst) (3.11)

7)) —ay, () M) —ay,(t)
7:(t) 75(t) 7,(t) 7(t)

olarak elde edilir.
Simdi B matrisini kullanarak, ]R;tﬁ uzaymnda M, hiperylzeyi Uzerinde bir
parametreli hareketi tanimlayabiliriz.

Tammm 3.2.1. R, ve R, sirasiyla R:;B uzayinda sabit ve hareketli iki uzay olsun. Bu

durumda, Ry’ R’ye gore bir- parametreli hareketi R,/R ile gosterilmektedir. M,

hiperytzeyi tzerinde bir parametreli hareket,

1= To SIT7] 312
seklinde veya
X=BX,+C (3.13)

seklinde tanmimlanir. Burada B, M, hiperylzeyinde y(t) egrisine ait matris, C, t

parametresine bagli 4x1 bir reel matris , X ve X, R‘éﬁ uzayinda herhangi bir noktanin

sirasiyla R ve R,’daki konum vektorleridir.

Teorem 3.2.4. (3.13) de verilen esitlik bir homotetik hareket belirtir.
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Ispat: y egrisi M, hiperyiizeyi iizerinde bulundugu i¢in orijinden gegmez. Bu nedenle

(3.11) esitliginde verilen matris

I nt) —ay,t) -prt) apy, (t)_
h h h h
O nl)  =Br.t) -Br®)
B=M,)=hl " h h o oha (3.14)
Y 7:()  —ay,(t) 7 (t) —ay,(t)
h h h h
74(t) 75(t) 7,(t) 7(t)
h h h h |

seklinde yazilabilir. Burada

h:lc R,t = h(t) = ly®ll = VIri® — ar,® + Brs? — aBra?|
dir. y(t) € M, oldugundan y, (t)y,(t) + Bys;(t)y,(t) = 0 dur.
Bu esitligi kullanarak esitlik (3.14) deki reel yari-ortogonal A matrisini elde

edebiliriz. Bu durumda As A = ¢ ve detA = 1 saglanir. Burada

1 0 0 0
0 -« 0 0
E =
00 g 0
0 0 0 -op

olup, 4, h ve C sirasiyla yari-ortogonal donme matrisi, hareketin homotetik skalas1 ve

Oteleme vektoriidiir. Boylece esitlik (3.13) bir homotetik hareket belirtir.

Agiklama 3.2.1. R} puzaymdaki y egrisinin normu,

Iy Ol = VIr? = ar? + Brs? — aBya?|

ile bulunur. Bundan sonra y;2 — ay,% + Bys? — aBy.? > 0 olarak kabul edecegiz.



27

Sonug 3.2.5. y(t), M," yizeyinde bir egri olsun. O halde M, hiperyiizeyi tizerinde (3.13)
esitligi ile verilen bir parametreli hareket, bir donme ve bir 6teleme sonucu olusan bir
genel harekettir.

Ispat: y(t), M," yiizeyinde bir egri olsun. O halde

2

V12— ay? + Bys® — afyt =1

olur. Bu nedenle (3.13) nolu esitlikte verilen B matrisi, reel-yar1 ortogonal matris haline

gelir. Bu da
B¢ B = ¢ ve detB = 1 demektir.
Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.2.6. y(t), teget vektorii y(t) M, hiperylizeyinde olan bir birim hizli egri

olsun. Bu durumda B matrisinin tlirevi de reel yari-ortogonal matristir.

Ispat: y(t) birim hizl egri oldugundan
7= av + Byt = s’ =1
dir. Ayrica, y egrisinin teget vektorii M, hiperyuzeyi uzerinde bulundugu igin
V1(O72(8) + By )y, () =0
dir. Boylece
BTeB = svedetB=1
dir.

Teorem 3.2.7. y(t), teget vektori y(t) M, hiperylzeyinde olan bir birim hizli egri
olsun. Bu durumda hareket bir regiler harekettir ve A skalerinden bagimsizdir.
Ispat: Teorem 3.2.6 dan detB = 1 ve bu nedenle B matrisinin determinant1 4 skalerinden

bagimsizdir.

Teorem 3.2.8. y(t), konum ve teget vektorii M, hiperylzeyi Gizerinde olan bir birim hizli

egri olsun. Esitlik (3.13) ile verilen hareketin pol noktalari
XO = _B_lé

drr.
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Ispat: y egrisinin konum vektorii M, hiperyiizeyi lizerinde oldugundan, Teorem 3.2.4
ten

X=BX,+C

denklemi bir homotetik hareket olur. Ayrica y(t) birim hizli egri, y(t) € M, oldugundan

ve Teorem 3.2.6 dan detB = 1’dir. Bu nedenle

denkleminin yalniz bir ¢6ziimii vardir. Buradan esitlik (3.13.) denklemi ile verilen

hareketin pol noktalar1
XO = —B_IC
olarak elde edilir.

Sonug 3.2.9. y(t), konum ve teget vektorii M, hiperyizeyi iizerinde olan bir birim hizli
egri olsun. R,’da her t anina karsilik gelen pol noktasi, 6teleme vektoriiniin hiz vektori

olan C nin B~ etrafinda z1t yonde déndiiriilmesiyle elde edilir.

Ispat: Teorem 3.2.6 dan B matrisi reel yar1-ortogonal matristir. Ayrica B~ matrisi de bir

reel yari-ortogonal matristir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi « ve B reel sayilarinin bazi degerlerine gore M, hiperylizeyi Uzerinde

homotetik hareketlerle ilgili ¢esitli 6rnekler verecegiz.

Ornek 3.4. a = B = 1 icin M,, R% uzayimda bir hiperylizey olur.
M, hiperylzeyi Uzerinde
y:Ic R -> M,c R}

cosh(at) cos(bt) — sinh(at) sin(bt) i

v() =h(®) <+ cosh(at) sin(bt) j + sinh(at) cos(bt) ij) b R, (315)
bir y egrisi verilsin. (3.11) ve (3.15) nolu esitlikleri kullanilirsa, B matrisi bir homotetik

matris olur ve
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h:Ic R ->R
bir homotetik skaladir.
Ayrica h(t) = 1 icin B matrisi R3 uzayinda bir dénme matrisi olur.
Ornek 35. @ = —1, B = 1 igin M,, R* uzayinda bir hiperyiizey olur.
y:Ic R-> M,c R*

cos(at) cos(bt) — sin(at) sin(bt) i ) ab €R,  (3.16)

y(@) = h(t) <_|_ cos(at) sin(bt) j + sin(at) cos(bt) ij

seklinde bir y egrisi verilsin. (3.11) ve (3.16) esitlikleri kullanilarak, y egrisinin matris
gosterimi, homotetik 6lcegi h: I € R — R olan bir homotetik matris olur. Ayrica,

h(t) = 1icin, y egrisi M," yiizeyi Uizerinde kiiresel bir egri olur. Yani
y(t) EM," = M,nS3

olur. Bu egrinin matris gdsterimi R* uzayinda bir ddnme matrisi belirtir.

Ornek 3.6. « = § = —1 igin M,, R4 uzayinda bir hiperyizey olur.
y:Ic R -> M,c R}

cosh(at) cos(bt) + sinh (at) sinh(bt) i

v(®) = h(t) <+ cosh(at) sinh(bt) j + sinh(at) cosh(bt) ij) @b € R, (3.17)

seklinde bir y egrisi verilsin. (3.11) ve (3.17) esitliklerinden, y egrisine gbre B matrisi
homotetik 6l¢egi h : I € R — R olan bir homotetik matris olur. Ayrica, h(t) = 1 alirsak,

y egrisi M," yiizeyinde bir egri ve B matrisi R3 uzayinda bir dénme matrisi olur.

3.3 M5 Hiperyuzeyinde Homotetik Hareket
M5 hiperylizeyi asagidaki gibi tanimlansin.

My = {x=(%x1,%,X3,%) € Rgg: X1X4 — %, X3 =0, x # 0},

Genellestirilmis bikompleks sayilar1 kullanarak M5 hiperyiizeyini asagidaki gibi
yazabiliriz:
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M3 = {x= x11+ le+ X3j+ X4,l] € Réﬁ X1Xg4 — Xg X3 = O,X * 0}
M, hiperyuzeyinin matris gosterimini ise genellestirilmis bikompleks sayilarin matris

gosterimini kullanarak

X, —ax, —fx3 afix,
7 _| %2 X1 —fxys —Px3
M3 Mx -

x3 —(Zx4 x1 _axz

X4 X3 X2 X1

y X1X4 — X323 =0, x #0

seklinde ifade edebiliriz. Burada M, , x € M5 genellestirilmis bikompleks sayisinin

matris gosterimidir. M5 hiperytzeyindeki metrik,
g3(x,x) = x.xB3 = x,% + ax,? + Bx3? + afix,?

ile tanimhidir. M5 hiperytizeyi lizerindeki herhangi bir x elemaninin normu,

lxll = V1gs(x, 0] = +/]x. xt3]

ile tanimhidir. Bu metrik, dort boyutlu ]R‘;ﬁ uzayinda Riemann veya yar1 Riemann

metrigidir. Baz1 6zel durumlarda dort boyutlu Oklid veya Yar1-Oklid Uzayi belirtir.

Teorem 3.3.1. M; hiperylizeyinde asagidaki 6zellikler saglanir.

) Vx,y € Maicin |lx.yll = lix|l. llyll,
i) [lxll* = det (My).

Ispat:

) Mﬂhﬁ%@ﬂg&wﬂ

= JlosGe 0l la,0)

:\/|g3(x,x)| .Jlgg(y.y)l

= [lxll- Iyl
ii) Basit hesaplamalar yardimiyla ispat kolayca gorulebilir.
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Sonug 3.3.2. M3 hiperylizeyindeki birim genellestirilmis bikompleks sayis1 bir donme
matrisi belirtir.
Ispat: Teorem 3.3.1 den agikga goriilebilir.
Teorem 3.3.3. M3, bir degismeli Lie grubudur.

Ispat: M; diferansiyellenebilir bir manifold ve matrislerde carpma islemine gore bir

grup belirtir. Grup fonksiyonu ;

.t M3 > M;g
(,y) > xy 7!
seklindedir. Burada,

_ t3 1
y =2 — (Y1, —Y2, Y3 —Va)

Ny — yi2+ay,2+Bys2+aBy,

dir. Teorem 2.3.1 de tanimlanan £ doniigiimii bir lineer izomorfizm oldugundan (M5, .)
bir Lie grubudur.
M, hiperylizeyi Gzerindeki birim genellestirilmis bikompleks sayilar ciimlesini M3™ ile

gosterirsek:
M;"={x € M3: g5(x,x) =1}
={x € My: x4 ax,?+Px3°+afx,2 =1}
olarak elde ederiz.

Teorem 3.3.4. M3*, M, hiperylzeyinin Lie altgrubudur. (Karakus ve Aksoyak, 2015).

¥y, M; hiperylzeyinde bir egri olsun. Bu durumda;
y:Ic R > M;

t = y(®) = v+ 2(Oi + y3(O)j + v ()i,
Y1(©)ya(®) — y2(O)y3(t) =0
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seklinde ifade edilebilir. Daha sonra y egrisine karsilik gelen B matrisi asagidaki gibi elde

edilir.

nt) —ay, () By, ) apy.t)

B = My(t) _ 7.0 n@®)  -Br.@) -Brt) (3.18)

7:(t) —ay,(t) 7(t) —ay,(t)
AV 7,(t) 7(t)

Simdi B matrisini kullanarak, ]ngﬁ uzaymda Mj; hiperylzeyi zerinde bir parametreli

hareketi tanimlayabiliriz.

Tamm 3.3.1. Ry ve R, R‘,}(ﬁ uzayimda sabit ve hareketli iki uzay olsun. Bu durumda R,’in

R’ye gore bir- parametreli hareketi R, /R ile gosterilmektedir. M5 hiperylzeyi lzerinde

bir parametreli hareket,

[i=1o 3Y] @19
seklinde veya
X=BX,+C (3.20)

seklinde tamimlanir. Burada B, M; hiperylzeyinde y(t) egrisine ait matris, C, ¢t

parametresine bagl 4 X 7 bir reel matris, X ve X, ]R‘;B uzaymda herhangi bir noktanin

sirastyla R ve R,’daki konum vektorleridir.
Teorem 3.3.5. Esitlik (3.20) de verilen ifade bir homotetik hareket belirtir.

Ispat: y egrisi M, hiperyiizeyi iizerinde bulundugu icin orijinden gegmez. Bu nedenle

(3.18) esitliginde verilen matris
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i nt) —ay,t) -pr.t) apy, (t)_
h h h h
7,(t) 7(t) =Br.(t) —Brs(t)
B=M()=hl " h h o oha (3.21)
Y 7:()  —ay,(t) 7 (t) —ay,(t)
h h h h
74(t) 75(t) 7,(t) 7(t)
L h h h h |

seklinde yazilabilir. Burada

h:lc R,t—h(t) = lly®Oll = VIr? + ay? + Bys? + aBr?|
dir. y(t) € M3 oldugundan
Y10y (8) = y2(Oy3 () = 0
dir.
Bu esitligi kullanarak, esitlik (3.21) deki reel yari-ortogonal A matrisini elde

ederiz. Bu durumda Ate A = ¢ ve detA = 1’dir. Burada ¢,

0
0
0

O™ O O

0
a
0
0

™
I
cocoR

ap

ile verilen g; metrigine karsilik gelen isaret matrisidir. Boylece A, h ve C sirasiyla reel
yari-ortogonal matris, hareketin homotetik skalas1 ve 6teleme vektoriidiir. Boylece esitlik

(3.20) bir homotetik hareket belirtir.

Aciklama 3.3.1. R‘éﬁ uzayindaki y egrisinin normu,

YOIl = VIn? + ay,? + Brs® + aBys?|
ile bulunur. Bundan sonra y;2 + ay,? + Bys? + aBy,® > 0 olarak kabul edecegiz.

Sonug 3.3.6. y(t), M;" yiizeyinde bir egri olsun. O halde M5 hiperyiizeyi tizerinde (3.20)

esitligi ile verilen hareket, bir donme ve bir 6teleme ile olusan bir genel harekettir.
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Ispat: y(t), M;* yiizeyinde bir egri olsun. O halde

V12 + “)/22 + ﬁ)’32 + “ﬁ)’z}z =1

dir. Bu nedenle (3.18) esitligi ile verilen B matrisi, reel-yar1 ortogonal matris haline gelir.
Bu da

BTe B = ¢ ve detB = 1 demektir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.7. y(t), teget vektori y(t) M5 hiperylzeyi lizerinde olan bir birim hizli egri

olsun. Bu durumda B matrisinin tlirevi de reel yari-ortogonal matristir.
Ispat: y(t) birim hizl bir egri oldugu icin
i+ ap’ + Byt + aByt =1
olur. Ayrica, y’nin teget vektorii M5 hiperyiizeyi lizerinde bulundugundan
Y1(O)74(8) — a y,()y3() =0
dir. Boylece
BTe B= evedetB =1
olur.

Teorem 3.3.8. y(t), teget vektori y(t) M5 hiperyizeyi Uzerinde olan bir birim hizli egri

olsun. Bu durumda hareket bir reguler harekettir ve A skalerinden bagimsizdir.

Ispat: Teorem 3.3.7 den detB =1 olup B matrisinin determinant: 4 skalerinden

bagimsizdir.

Teorem 3.3.9. y(t), konum ve teget vektorii M4 hiperylzeyi Uzerinde olan bir birim hizli

egri olsun. Esitlik (3.20) ile verilen hareketin pol noktalar1
XO = _B_1C

olur.
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Ispat: y egrisinin konum vektérii M5 hiperyiizeyi iizerinde oldugundan, Teorem 3.3.5 ten
esitlik (3.20) bir homotetik hareket olur. Ayrica y(t) birim hizhi egri, y(t) € M,

oldugundan ve Teorem 3.3.7 den detB = 1’dir. Bu nedenle

denkleminin yalniz bir ¢6ziimii vardir. Buradan esitlik (3.20) de verilen hareketin pol

noktasi

Xo = _B_lc

olarak elde edilir.

Sonug 3.3.10. y(t), konum ve teget vektorii M5 hiperyiizeyi tizerinde olan bir birim hizli
egri olsun. R,’da her t anina karsilik gelen pol noktasi, 6teleme vektoriiniin hiz vektori

olan C nin B~* etrafinda z1t yoniinde dondiiriilmesiyle elde edilir.

Ispat: Teorem 3.3.7 den B matrisi reel yari-ortogonal matristir. Ayrica B~* matrisi de bir

reel yari-ortogonal matristir. Bu da ispati tamamlar.

Simdi a ve B reel sayilarmin bazi degerlerine gore M5 hiperylzeyi Uzerinde

homotetik hareketlerle ilgili ¢esitli drnekler verecegiz.
Ornek 3.7. @ = B = 1 igin M3, R* uzayinda bir hiperyiizey olur.
y:IcR-> M;c R*

cos(at) cos(bt) + cos(at) sin(bt) i

v(®) =h(®) <+ sin(at) cos(bt) j + sin(at) sin(bt) ij)’ b eR, (322

seklinde bir y egrisi verilsin. (3.18) ve (3.22) nolu esitlikler kullanilirsa, y egrisinin matris
gOsterimi B matrisi, bir homotetik matris olur. Burada h : I ¢ R — R bir homotetik
skaladir. Ustelik (3.22) esitliginde, h(t) = 1 alinirsa, y egrisi M;™ ylizeyinde bir egri ve

B matrisi de R* uzaymda donme matrisi olur

Ornek 3.8. « = 1, = —1 icin M3, R} uzayinda bir hiperyiizey olur. M; hiperyiizeyi

Uzerinde
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y:Ic R > M;c R}

cosh(at) cos(bt) + cos h(at) sin(bt) i

+ sinh(at) cos(bt) j + sinh(at) sin(bt) ij)’ @b € R, (323

r(© = o) (
seklinde bir y egrisi verilsin. (3.18) ve (3.23) esitlikleri kullanilarak, y egrisinin matris
gosterimi, homotetik 6lgegi h: I ¢ R — R olan bir homotetik matris olur. Ayrica,

h(t) = 1 icin, y egrisi M5 hiperylizeyi Uzerinde kiiresel bir egri olur. Yani
y(t) € M3* = M3 n S3

olur. Bu egrinin matris gosterimi R3 uzaymda bir ddnme matrisi belirtir.
Ornek 3.9. a =B = —1 igin M3, R} uzayinda bir hiperylizey olur. M, hiperylizeyi

Uzerinde
y:Ic R > M;c R

cosh(at) cosh(bt) + cosh(at) sinh(bt) i

+ sinh(at) cosh(bt) j + sinh(at) sinh(bt) ij)’ @b € R, (3.24)

r(® = h(o) (
seklinde bir y egrisi verilsin. (3.18) ve (3.24) nolu esitliklerden, y egrisinin matris
gosterimi B, homotetik 6l¢egi h: I € R — R olan bir homotetik matris olur. Ayrica,
h(t) = 1 alinirsa, y egrisi M3" yiizeyinde bir egri ve B matrisi R3 uzaymda bir donme

matrisi olur.
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4.E, g, UZAYINDA GENELLESTIRILMIS TRIKOMPLEKS

SAYILARLA HOMOTETIK HAREKET

4.1. Genellestirilmis Trikompleks Sayilar

Tamm 4.1.1.
Cop={z=21+ 2i+ z3j + z4ij |1 <m < 4igin z, € R,i*—a,j* = -,

ij =ji,a,p € R }genellestirilmis bikompleks sayilar cimlesi igin z w € C,z olsun.
TChup={x=2z+kwl|zw € ((Iaﬁ,k2 =-y,y€ R}

seklinde tanimlanan ciimleye genellestirilmis trikompleks sayilar ciimlesi denir.
z=z11+4 zyi+ z3j+ z,ij ve w=2z51+ zgi+ z;j + zgij almirsa x

genellestirilmis trikompleks sayisi;
Xx=2z;14 zyi + z3j + z40j + k(251 4+ z4i + zj + zgij)
X =211+ z,i + z3j + z4ij + z5k + zgik + z,jk + zgijk

seklinde elde edilir. Burada 6zel olarak @ = § = y = 1 alinirsa trikompleks sayilar elde
edilir (Price, 1991).

Tamm 4.1.2. iki Genellestirilmis Trikompleks Saymnin Toplami
X1 =2z; + kw; ve x, =z, + kw, iki genellestirilmis trikompleks say1 olmak {izere,

X1 V€ x5 sayilarinin toplamlari,
X1+ x, =21+ kwy + 25, + kw,
= (Zl + Zz) + k(W1 + Wz)

seklinde tanimlanur.

Genellestirilmis trikompleks sayilar climlesi toplama islemine goére kapalidir.
Yani iki genellestirilmis trikompleks saymin toplami yine bir genellestirilmis trikompleks
sayidir. (TCgp,+) ikilisi bir Abel gruptur ve etkisiz eleman1 (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

genellestirilmis trikompleks sayisidir.
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Tamim 4.1.3. Genellestirilmis Trikompleks Sayilarda Skaler ile Carpim

x=z+kw€ TCup, A €R olsun. Bir genellestirilmis trikompleks saymin skalerle

carpimi,
Ax = Az + Akw € TCgup
seklinde tanimlanur.

Tamm 4.1.4. iki Genellestirilmis Trikompleks Saymin Carpimi
k* = —yve z,u,w,v € Cypicin, x =z +kwvey =u+ kv € TC,p olsun. Bu

iki genellestirilmis trikompleks saymin ¢arpima,

xy =(z+ kw)(u + kv)
= zu + kwu + kzv + k*wv
= (zu — ywv) + k(zv + wu)

seklinde tanimlanir.

TCgp ciimlesi toplama ve skalerle garpma iglemlerine goére R cismi Uzerinde 8-

boyutlu bir vektdr uzayi belirtir. TC,z uzaymimn bir baz1 {1,1, , ij, k, ik, jk, ijk} olur.

Daha dnce genellestirilmis bikompleks sayilarda gosterildigi gibi genellestirilmis
trikompleks sayilarda da ¢arpma islemi ile Hamilton operatorii izomorfturlar. Bunu

gostermek icin,

T:TCup— TCyp
x> T(x)=Tc: TChp — TCyp

y - T,(y) =xy
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seklinde bir lineer doniisiim tanimlayalim. Bu lineer doniisiimden yararlanarak, reel
sayilar ciimlesi tzerinde {1,1,J,ij, k, ik, jk, ijk} bazmna bagli olarak x genellestirilmis

trikompleks sayisinin matris gosterimini bulalim.
y=1i¢inT, (1) = z; 1+ z,i + z3j + z,ij+ zck + zgik + z5jk + zgijk
y=iicin T,(i) = z4i — az, + z3ij — az,j + zsik — azgk + z,ijk — azgjk
=—azyt 240 — azuj + zZ3ij — azgk+ zsik — azgjk + z;ijk
y =jiCinT,(j) = zyj + z,ij — Bz3 — Bz4i+ zsjk + z¢ijk — Bz, k + —Bzgik

= —fz3 — Pz4i + z1j + zij — fz7k — Pzgik + z5jk +
Zgljk

y =ijicin T, (ij) = z1ij — az,j — Bz3i + afz, + z5ijk — azgjk — Bz, ik +
afzgk

= afzy, — fz3l — az,j + z1ij + afzgk — Pz;ik — azgjk +
Zsijk

y =kicin T, (k) = z1k + z,ik + z3jk + z,ijk — yzs — yzgi — yZ5] — Y Zgij
= —YZs —YZel — VZ7] — VZgl] + Z1k + z,ik + z3jk + z,ijk

y =ik icin T, (ik) = z,ik — az,k + z3ijk — az,jk — yzsi + ayz, — yz,ij +
ayzgj
=Qyze — YZsi + ayzgj — yz,ij — az,k + z1ik — az,jk +
Z3ijk
y = jkigin T, (jk) = zjk + z,ijk — Bzsk — Bzyik — yzsj — yz¢ij + Byz; +

Byzgi

=PByz; + Byzgl — vzsj — VZelj — Bz3sk — Bz4ik + z1jk +
Z,ijk



40
y == l]k I(;II’I Tx(l]k) - Zlijk - aZij - ﬁZgik + (lﬁZ4k - ]/Z5ij + a]/Z6j +
Byz;i — aPyzg

=—afyzg + Byz;i + ayzej — yzZsij + afzk — Bzgik —
azyjk + z1ijk

olup

2y —az, —Pfzz afzy, —yzs ayzg Pyz; —aPfyzg]
Z 7 —Bzy, —Pzz —vzZ¢ —VZ5 Przs By z;
23 —CZZ4 Zl —CZZZ _)/Z7 CZ]/ZS _)/ZS 0()/26

T — Z4 Z3 ) Z7 —YZg —VZ7; —VZg —YZs

Y o lzs —aze —Bz; aBfzg  z;  —az, —Pz3  afz,
Zg Zsg —Pzg —Pz, Zy Z —pz, —Bz3
Z7 —CIZB ZS —OCZ6 Z3 —CZZ4 Zl _aZZ
[ Zg Zy Zg Zs Zy Z3 Zy Z1

olarak elde edilir. x genellestirilmis trikompleks sayisi {1, k} bazina bagli olarak x = z +

kw seklinde yazilirsa x in 2x2 tipinde matris gosterimi,
y=1icinT, =z+kw;
y=kicin T, =—-w+kz;

n=ly 2]

seklinde olur.

4.2. Genellestirilmis Trikompleks Sayilarda Eslenik ve Modiil

x = z + kw genellestirilmis trikompleks sayisinin eslenigi

7' = (21 + )" = 71 — 2] = (2 — z10) — (23 — Z40)j
ve

wh = (W + wy ) =Wy —Wyj = (25 — z41) — (27 — 2gi)j
icin

xB3 = (z+ kw)'s =z — kw’s
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=[(zy — z10) — (23 — 240)j] — [(z5 — z61) — (27, — zgi)jlk
=Zy — Zyl — Z3] + z41] — Zsk + zgik + z;jk — zgijk

olarak tanimlayacagiz. Buradan hareketle x € TC,z elemaninin normu da

Ix|I2 = x.x% =22+ az, 2+ Bzs 24+ aPz, > + yzs 2 + ayzg® + Byz, >+ afyzg’
+ 20j(2124 — 2923 + YZ5Zg — VZgZ7) + 2ik (2124 + PZ325 — 7525

— B2z427) + 2]k(2127 + QzyZg — Z3Z5 — AZ4Z¢)
seklinde hesaplanir. Ozel olarak « = § = y = 1 alinirsa,
lx|I? =x.x3 =22+ 2,2+ 23 24+ 2,2+ zs 2 + 22 + 2,2+ 252
+2ij(2124 + Z5Zg — 2373 — ZgZ7)
+2ik(212¢ + Z32g — ZyZ5 — Z4Z7)
+2jk(2127; + 2325 — 2325 — Z4Z¢)
esitligi elde edilir (Babadag, 2009).

43.E ?,q,y Uzayinda Genellestirilmis Trikompleks Sayilarla Homotetik Hareket

X = (21, 22,23, 24, Z5, Zg, Z7, Zg) OlSuN. Egﬁy uzayinda

— — 8
M; = {x = (21,23,23,24, %5, 2Z6,Z7,Zg) € R® | 2127 + QZ,2g — 7325 —

az,zg =0, x #0 }C ESp,

_ _ 8
M, = {x = (21,23, 23, %4, Zs5, Z6, Z7, 2g) € R® | 224+ Y 2525 — 2,23 —

YZgZy =O, x#0 }CECEX;,B]/

M3 = {x = (21,22, 23,24, Zs5, Z¢, 27, Zg) € R8| 2126 + P232g — 2,75 —

Bzyz; =0, x #0 } C EJp, iin

M = M; 0 M, 0 Mj, E3p, uzayinda bir hiperyiizey ve
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Sapy=(21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 25) € Egp,, |2,° + az,” + Pz3° + afzy® +yzs® +

+afze® + Byz,* + aByzg* = 1} ise Egp, uzaymda bir yari elipsoid olur.

Sonug¢ 4.3.1. Yukaridaki islemlerden x genellestirilmis trikompleks sayisinin, Egﬁy

uzayinda bir M = M; N M, N M5 hiperyiizeyinde tanimlanabilecegi sonucu ortaya ¢ikar.
Simdi de V t € [ i¢in bir egri tanimlayalim.

a:lcR—McES, icin

t = a(t) = (z1(1), 22 (1), 23 (1), 24 (1), 25 (1), Z6 (1), 27 (1), 25 (1))
ve o(t) r. mertebeden diferansiyellenebilir bir egri olsun. Bu durumda a egrisinin matris

gosterimi olan B, asagidaki gibi olur.

2y —az; —Pfzz afz, —vzs ayze Pvz; —afyzg]
Z2 Z —Bzy —Bzz —yvzg —vzs Pyzs Byz;
Z3 —QzZs 73 —-az, —YyzZ; QYyZg —VZs ayzeg

B = T,(a) = Zy  Z3 Z3 41 —VZg —VYZ7 —VYZe —VZs
zs —azg —Pz; afzg z; —az, —fz3 afz,
Ze  Zs —Bzg —Pz; 1z, Z1 —Bzy —Pz3
Z; —QZg  Zs —QZgs Zz < —QZy 7 —Qz,
zg  z, Zg Zs Zy Z3 Z, VA

V t € [ igin a orijinden gegmeyen bir birim hizli egri olsun. O halde,

h: 1 c R > R

t—ht) = lla(@ll

= \/Izlz + az,2 + Bz3% + afz,? + yzs? + afzs? + Byz,? + afyzg?| # 0

icin B matrisi asagidaki gibi tekrar yazilabilir.
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(21 —QZp —Bz3 afz, —yzs ayzs Pyz; —afyzg]

h h h h h h h h

Z  zn —Pzs —PBzz —vze —vzZs PBvzs  Byz

h h h h h h h h

Zz —0Zy Z —Qz, —Yi; QyZg —YZig ayzg

h h h h h h h h

Zg Z3 Z2 Z —YZg —VYZ; —VZg —YZs

_lh h h h h h h h _
B=h zs —azg —Pz; afzg z, —az, —Pzz afz, | hA

h h h h h h h h

Zs Zs —Bzg —Pz, 22 Z1 —P2,4 —fz3

h h h h h h h h

Z7 —(XZS ZS —0{Z6 Z3 _aZ4_ Zl _aZZ

h h h h h h h h

Zg Z7 Zg Zs Zy Z3 Zy A

h h h h h h h h

a(t) € Micin ATe A = & ve det(4) = 1 olur. Burada

O O OO OT™WO O
]
OOOO_@OOO

cCoococococoRm
coocococogq o
coo< oocoo
cof8 cocooo
cPococoococo
Q

Tooocooo

dir. B = h. A esitligindeki A matrisi bir reel yar1 ortogonal matris, X,Y ve C matrisleri
8x1 tipinde matrisler, h bir homotetik skala ve A ile C, t(zaman) parametresine bagl
fonksiyonlar olsun. Bu durumda hareketli uzaydaki X € R, noktasina sabit uzayda

kargihik gelen nokta Y € R olur. EZ py Uzaymdaki semsiye hareketinden elde edilen

Y B hA C || X
1/ ]o0 11
esitligi Egp, uzaymda bir homotetik harekettir.

4.4. ES, Uzaymda Bir parametreli Homotetik Hareket

B=nhA esitligindeki 4 matrisi bir reel yar1 ortogonal matris oldugu i¢in,



h(t) = lla(®)lI=

= V1212 + az,2 + Bz32 + afz,® + 252 + afze? + Byz,2 + afyzg 2| =1

alinirsa,

BeBT = ¢ ve det(B(t)) = 1 olur. Burada

1 00 0 0 0 0 01
0O a 00 00 0 O
0O00pf 0 0 O 0 O
000 af 0 O 0 O

€=lo oo o y o 0 o
000 0 0 a 0 O
000 0 0 O By O
0 00 0 0 0 0 ofyl

dir. Bu nedenle B matrisi de bir reel yar1 ortogonal matris olur. Yani B matrisi de

ES py uzaymnda donme hareketine kargilik gelen matristir.

B=h.Aigin,

Y()| | B(t) C) || X(t)
110 11
t parametresine bagli,
Y=BX+C

denklemi 1-parametreli homotetik hareket belirtir.

4.5. Egﬂy Uzayinda Bir Parametreli Homotetik Hareketin Hizlar

44

Y = BX + C homotetik hareketin ¢ye gore tirevi alinirsa, homotetik hareketin

hiz denklemi,

dY _ dB ax dac
= _X B - -
dt dt t dt t dt

olarak elde edilir.
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o _dy o _dX 5 dB 4 _ dC
Y=— X=—B=—,0=—
dt dt dt dt

ifadeleri yerlerine yazilirsa,
Y=BX+BX+C

olur. Burada a, birim hizl bir egri ve Vt € I icin a(t) € M oldugundan, B(t) matrisi
de bir reel yar1 ortogonal matristir. Buradan BT eB = ¢ ve det(B(t))=1 olur. B(t) matrisi

de donme hareketine karsilik gelen matristir. Yani
Y hareketin mutlak hizi,
BX hareketin dénme hizi,
BX + C hareketin siiriiklenme hizidur.

4.6. EﬁﬂyUzaylnda Bir Parametreli Homotetik Hareketin Ani Pol Noktasi

Y = BX + BX + C esitliginde siiriiklenme hizmin sifir oldug: an,
BX+C=0

seklindedir. Yani hareketli ve sabit uzaylarin her ikisinde de bir £ aninda sabit oldugu
noktadir. Bu ortak sabit nokta hareketin ¢ anindaki pol noktasidir. Bu noktanin sabit

uzaydaki adi sabit pol noktasidir.

det (B (t)) = 1 oldugu i¢in ve BX + C = 0 esitliginden yararlanilarak Egﬁy

uzayindaki homotetik hareketin ani pol noktas1
X=-B'C
olarak yazilabilir.

Sonug 4.6.1. Y = BX + C homotetik hareketi igin Egﬁy uzayinda her t aninda tek bir

(X = —B~! () ani pol noktas1 vardur.
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4.7. Ey g, Uzaymnda Bir Parametreli Homotetik Hareketin (r-7). Mertebeden Ivme
Merkezleri
Y = BX + C homotetik hareketinde tiirev alinirsa;

Y = BX + BX + C hiz denklemi, tekrar tiirev alinirsa;

Y = BX + C + 2BX + BX seklinde ivme denklemi elde edilir. Burada B.X + C
hareketin siirliklenme ivmesidir. Siiriiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalara ivme
merkezi ve r. mertebeden siiriiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalara da (r-1).
mertebeden ivme merkezleri denir.

a’(B)
atr

ar)

ve €D ==—=
atr

Simdi, B™ = icin,
BMX + ¢™ = 0 denkleminin ¢6ziimiinii arastiralim.

vt € I igin a r. mertebeden regiiler bir egri ve a” (t) € M olsun. a nin r. mertebeden

reguler olmas,

?:1(“1@)2

# 0 olmasint; a” (t) = (24, 24, Z3, 24, Zs, Z, Z7, Zg) € M olmasi da
Z1Z7 + QZyZg — Z3Z5 — AZyZg = 0,
Z1Zy +VZ5Zg — 2323 — VZeZ7 = 0,
Z1Zg + P232g — 2325 — 2427 = 0
olmasim gerektirir. Buradan,
det( Tyr(p) = [x.x" = 2,% + az,® 4+ Bz3* + afz,® + yzs® + aPze” + Byz,* +
afyzg?]? denklemi elde edilir. Bdylece, det( BM) = [ ?=1(ai(r))2]2 olur. Yani

det( BM) # 0 elde edilir. Buradan B nin tersinin yazilabilecegi sonucu ¢ikar. O

halde Egﬁy uzayinda bir homotetik hareketin (r-7). mertebeden ivme merkezi,
X=[B (T)]_l. (—C)™ seklinde elde edilmis olur.
Ornek 4.1: Ozelolarak @ = B = ¥y = 1 alalm. a(t) € S7 ve ||&(t) || = 1 igin a egrisini

al clR—>MCcE®8 tel
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(cost sint cost sint cost sint cost sint)
2’ 27 2 2" 27 2

seklinde tanimlayalim. a egrisi boyunca bir homotetik hareket tanimlanabildigini
gostermek igin oncelikle a egrisinin matris gosteriminin ortogonal matris oldugunu

gostermeliyiz. « egrisinin matris gosterimi

rcost —sint —cost sint —cost sint cost —sintq
2 2 2 2 2 2 2 2
sint cost sint —cost —sint —cost sint cost
2 2 2 2 2 2 2 2
cost —sint cost —sint  —cost sint —cost sint
2 2 2 2 2 2 2 2
sint cost sint cost —sint —cost —sint —cost
— 2 2 2 2 2 2 2 2 —
B=h cost —sint —cost  sint cost —sint —cost sint | hA
2 2 2 2 2 2 2 2
sint cost —sint  —cost sint cost —sint  —cost
2 2 2 2 2 2 2 2
cost —sint cost —sint cost —sint cost —sint
2 2 2 2 2 2 2 2
sint cost sint cost sint cost sint cost
- 2 2 2 2 2 2 2 2 -

seklinde elde edilir. BT B = I oldugundan ve a, E® uzayinda daha énce verilen 6zellikleri

sagladigindan E® uzayinda a egrisi boyunca bir homotetik hareket tamimlanir.
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