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BEYAN

Eisenstein Serilerinin Carpanlarina Ayrilmasi Uzerine adl1 yiiksek lisans tezinin hazirlik ve
yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bagkalarinin eserlerinden
yararlandigim bdliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim
verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali
Universitesi veya baska bir {iniversitede baska bir tez ¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin
tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul

ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢aligmanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | | DESTEK ALINMAMISTIR | X

Destek alind ise;

Destekleyen kurum; TUBITAK

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK
)
ETiK KURUL onay1 var ise;
ETiK KURUL Kkarar tarih/sayr:  |...ccoooieniiiinininieinnenine. [oveveeens
Siileyman Sait DUNDAR
./../12026

Imza



ON SOz

Yiiksek lisans tez donemimde danismanligimi yiiriiten, bu tez konusunu ¢aligsmami saglayan;
calismanin her agamasinda bilgi, tecriibe ve degerli Onerileriyle beni yonlendiren, destegini
higbir zaman esirgemeyen kiymetli hocam Prof.Dr. ilker inam’a en igten tesekkiirlerimi

sunarim.

Yogun calisma siirecinde motivasyon destegi, limit verici konusmalar1 ve olaganiistii sabr1 ile
her zaman yanimda olan kiymetli esim Sevval Diindar’a; akademik hayatin zorluklarin1 benden
once yasamis, bilgi ve tecriibeleriyle yoluma 151k tutan ve bu siirecte manevi destegini her
zaman hissettiren Fatmanur Diindar’a goniilden tesekkiir ederim. Hayatim boyunca her kosulda
yanimda olan, beni bugiinlere getiren, maddi ve manevi desteklerini hi¢bir zaman esirgemeyen

kiymetli annem Sevim Diindar’a ve babam Arif Diindar’a minnet ve siikranlarimi sunarim.

Son olarak, meslek hayatimin en kiymetli parcast olan sevgili dgrencilerime. Derse ilk
girdikleri andaki ¢ekingen bakislarindan, bir konuyu anladiklarinda yiizlerinde beliren o icten
giiliimsemeye kadar gegen her an, bu yolculugun benim i¢in ne kadar anlamli oldugunu bana
defalarca hatirlatti. Zorlandiklarinda vazgegmemeyi, basaramadiklarini diisiindiikleri anlarda
yeniden denemeyi se¢meleri; kiigiik ilerlemelerin biiyiik 6zgiivenlere doniismesine taniklik

etmem, bu siirecin en degerli kazanimi olmustur.

Bir sorunun baginda uzun siire diisiinen, cevab1 buldugunda sevingle gozleri parlayan; hata
yapmaktan korkmadan soru soran, 6grenme cesaretini her daim canli tutan 6grencilerimle
birlikte olmak bana yalnizca G6gretmenligi degil, sabri, anlayisi ve umudu da yeniden
Ogretmistir. Onlarin hayallerine eslik edebilmek, yollarina kiiciiciik de olsa bir 151k tutabilmek
benim i¢in tarif edilemez bir mutluluktur. Bu c¢alismanin ardinda, bana her giin “neden bu
meslegi sectigimi” hatirlatan G6grencilerimin emegi ve varligi vardir. Tim 6grencilerime

yiirekten tesekkiir ederim.

Siileyman Sait DUNDAR
2026



OZET

EiSENSTEIN SERILERININ CARPANLARINA AYRILMASI UZERINE

Ug boliimden olusan bu calismada modiiler formlarin temel 6rneklerinden birisi olan Eisenstein
serilerinin bazi cebirsel 6zellikleri incelenmistir. Birinci boliim modiiler form tanimi gibi
calismanin devaminda kullanilacak temel kavramlar tanitilmistir. Tkinci béliimde ise Eisenstein
serilerinin ilk dért seviye igin carpanlarina ayrilmasi problemi incelenmistir. Ugiincii boliimde
ise giincel bir calismadan faydalanilarak carpimsal kuvvet serileri yardimiyla Eisenstein

serilerinin ¢arpimlari ¢alisilmigtir. Calisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Modiiler formlar, Eisenstein serileri, Eisenstein serilerinin c¢arpanlari,

Dedekind-eta fonksiyonu

i



ABSTRACT

ON FACTORIZATION OF EISENSTEIN SERIES

This three-part study examines some algebraic properties of Eisenstein series, a fundamental
example of modular forms. The first part introduces basic concepts used in the rest of the study,
such as the definition of modular forms. The second part examines the problem of factoring
Eisenstein series for the first four levels. The third part, drawing on a recent study, examines
the multiplication of Eisenstein series using multiplicative power series. This study is a

compilation.

Keywords: Modular forms, Eisenstein series, Factorization of Eisenstein series, Dedekind-eta

function
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1. MODULER FORMLAR VE EiSENSTEIN SERILERI

Bu boliimde ¢alismanin temelini olugturan modiiler formlar tanimlanip bu fonksiyonlara
onemli bir rnek teskil eden Eisenstein serileri tanitilacaktir. Modiiler formlar iist yar1 diizlemde

olduk¢a 6nemli simetrilere sahip karmasik fonksiyonlardir.

Tamm 1.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) H {ist yar1 diizlem ve k pozitif bir tamsay1 olmak

tizere f: H — C fonksiyonu eger

() vzeHvey=(? Z) € T,(N) igin,

b
f(Gra) = 0t

(i)  f fonksiyonu H iizerinde analitik
(i)  f fonksiyonu Q U {ioo} kiimesinin her noktasinda analitik
kosullarini sagliyorsa ise f’ye I5(N) icin k agirlikli N seviyeli modiiler form denir.

Ik sart 6zel olarak fonksiyonel esitligi olarak isimlendirilir ve sadece bu ilk sart

saglaniyor ise bu durumda f’ye zayif modiiler form denir.

k agirlikli 1 seviyeli cusp formlar uzay1r S,(I") ile gosterilir ve cusp formlar f
fonksiyonunun oo’da sifir olmasi durumuna denir. Ayrica I (N) denklik alt grubu i¢in modiiler
form tanimlanirsa modiiler formlar uzay1 M, (FO (N )) ile gosterilirken cusp formlar uzay1 ise

S (N) ile gosterilir.

Ornek 1.2. Modiiler formlara temel drneklerden biri olan k agirlikli Eisenstein Serileri z € H,

k > 2 tamsay1 ve (0,0) # (m,n) € Z? olmak iizere

[0/0) [0/ 1
0= 3 3 ot
k(2) (m + nz)*
m=—00o n=—0oo
olarak tanimlanir.

Teorem 1.3. (Cohen ve Stromberg, 2017) k > 2 i¢in G, (z) € My, (I') dir.

Tamm 1.4. (Cohen ve Stromberg, 2017) k > 2 bir ¢ift tamsay1 olmak lizere k agirlikli

normallestirilmis Eisenstein serisi



2k ¢ i
Ex(z) =1 _B_z o-1(M)q
kn=1

olarak tanimlanir. Burada By, k-inc1 Bernoulli sayisin1 ve a bélen fonksiyonu ay_;(n) =

Yam d*~t olarak tammlidur.

Teorem 1.5. (Stein, 2007) f = Y ,a(n)q"™ ve g = Ym_ob(n)q™ ifadeleri M (I,(N))
uzayinin elemanlari olmak tizere

kdy
§=—=
12

say1st tanimlanir ve burada dy sayisi I (N) ’in PSLy(Z)’deki goriintiistiniin indeksini ifade eder.

Burada eger 0 < i < S i¢in a;=b; ise 0 zaman f = g olur ve S sayisina da Sturm sinir1 adi verilir.



2. EISENSTEIN SERILERININ CARPANLARINA AYRILMASI

Bu boéliimde (Cohen, 2021)’de yer alan seviyeleri 1, 2, 3 ve 4 olan Eisenstein serilerinin

carpanlarina nasil ayrildig1 goriilecektir. Her bir seviyeye bir alt bolim ayrilmistir.

2.1. Seviye 1 durumu

Bu boliimde miimkiin olan en kiigiik seviye olan seviye 1’deki sonuglar ele alinacaktir.

Buradaki en temel formiil
Ef — E62 = 1728n%**

olup, dikkat edilirse bu 6zdesligin her iki tarafi da 12 agirlikli ve 1 seviyeli modiiler formlardir.

Bu seriler iki farkli sekilde ¢arpanlara ayrilabilir.

[lk olarak asagidaki durumlarla baslayalim.

Tanmm 2.1.1.p = “1+V=3 olmak {izere asagidaki serileri tanimlayalim:
F1j(1) = Es(v) — (—1)/V—-17281"* (1)
ve

G1,j() = E4 (1) — 12p7n%(2).

Teorem 2.1.2. (Cohen, 2021) Asagida 6zdeslikler dogrudur:
Fijt+1) =Fpj(2),
F1,j(_1/T) = T6F1,j+1(7),
F1,j(T)F1,j+1(T) = E; (1),
Gy,j(T+ 1) = Gy j41(2),
G1,j(_1/T) = 1461,]-(1'),

Gl,j (T)G1,j+1(T)G1,j+2(T) = E62 ().



Ispat. Dogrudan hesaplama yapilarak
Fij(t +1) = Eg(7) — (=1)/V=17287"2(x) = Fy ;41 (7)
Benzer sekilde goriilebilir ki
Fy;(=1) E¢() = (=1)/vV=1728n"*(1)
= 1%E, (1) — (—1)/V=1728n'%(7)
= 1°F,; j41(7)

olur. Diger o0zdeslikler de modiiler formlarin ozellikleri kullanilarak benzer sekilde

ispatlanabilir.

Teorem 2.1.3. (Cohen, 2021)

i) fi,® =250 - (F22) B(7,) - (3 - LDE,((r +1)/2)

6

fonksiyonu tanimlansin bu takdirde, bu fonksiyon;

ffj (r) = fl,j(T):

—1)/ —3
@@ = E@,  fi (ﬂ> —o

2

foia+ D =fi;u@,  fi,(CY) =((-1-(1IV=3)/2)1f1;4: (@

ozdesliklerini saglar.

(ii)
910 = B/DE (1) = (1/4) X osmsz  E,((T+m)/3)
m#j (mod3)
seklinde tanimlansin. Bu durumda bu fonksiyon 3|1; ise E; = 1 ve 3 t j ise E; = —1 olmak
lizere;

gf,j(f) = G1,j(T),



g1,j(T)gl,j+1(T)g1,j+2(T) = Eq(1), gl,j(_j + V_l) =0,
91,;(t+1) = gq41(2), 91,;(=1/1) = g1%g9, ; (1)
ozdesliklerini saglar.

Ispat. Yukarida tanimlanan f've g fonksiyonlar1 I'(2) ve I'(3) iizerinde modiiler oldugundan ait
olduklar1 uzaylarda Sturm smir1 kullanilarak sagladiklar1 6zdeslikler kolayca goriilebilir.

Benzer sonuglar seviye 2, 3, 4 i¢in de gegerlidir.

Uyar 2.1.4. Bu son sonug bize gosteriyor ki E, Eisenstein serisi agirlig1 2 ve seviyesi 2 olan
iki tane eslenik Eisenstein serisinin ¢arpimi olarak yazilabilir, diger yandan E Eisenstein serisi

ise agirlig1 2 ve seviyesi 3, {i¢ tane eslenik Einstein serisinin ¢arpimi olarak yazilabilir.

2.2. Seviye 2 Durumu

Bu bdliimde 2 seviyeli Eisenstein serilerini ¢carpanlara ayrilmas: durumu incelenecektir.

Notasyon basitligi acgisindan 1 agirhikli asagidaki Dedekind-eta carpimi su  sekilde

gosterilecektir;

n2(7) = n(0)n(27)

Bu seviye i¢in asagidaki Dedekind-eta carpimi 6zdesliklerini kullanacagiz:

Ezz,z(T) - E2,4(T) = 128n'°(21) /(1) 'Ezz,z (1) + Ezu(7) = 2n'e(v)/n®(21)

Seviye 2 durumundaki temel formiil;

E22,2(T) - E2,4(T) = 2567]?



seklindedir.

Bu Eisenstein serileri iki farkli sekilde carpanlara ayrilabilir, ilk olarak asagidaki

fonksiyonlar1 tanimlayalim.

Tamm 2.2.1. 7, fonksiyonu yukarida tanimlandigi gibi olmak iizere F,;(t) ve G, ;(T)

fonksiyonlari
F,j(T) = E2,4(T) - (_1)j v _256773(’[) ve Gz,j(T) = Ez,z(T) - 4ij7]% (1)

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.2. (Cohen, 2021) Asagidakiler 6zdeslikler dogrudur.

Fz,j(T +1) = Fz,j+1(T):F2,j(_1/(2T)) = _4T4F2,j+1(T)
Fz,j(T)Fz,j+1(T) = Eﬁ‘,z(f),

Gz,j(T +1) = Gz,j+1(T)' Gz,j(_l/(ZT)) = _ZTZGz,j(T);
Gz,j(T)Gz,j+1(T)Gz,j+2(T)Gz,j+3(T) = E22,4(T)-
Ispat. Teorem 2.1.2’ye benzer sekilde yapilir.

Teorem 2.2.3.i.  E; _, = 6?/4 olmak lizere

foi(0) = 4E1_4(1) + (=1 2V=1(E1-4(t/2) = E1 -4 <¥))

seklinde tanimlanan f; ; (7) fonksiyonu asagidaki dzellikleri saglar:

fz%j(’f) = Fz,j(T) >

(1) +V=1\ _
2 ) =0

fz,j(T)fz,j+1(T) = E,,(7), fz,j(

fo;@+ 1) = 11D, fo;(=1/27)) = (1)) = Drfr41(7)

ii.



92, (D) = Z (1= 26,1 o(T + i/4)
0<i<3

olarak tanimlansin. Bu takdirde eger 4|j ise & = 1 ve 4 t j ise & = —1 olmak lizere

g%,j(‘[) = Gz,j(T),

-2
1_[ 92,j (1) = E34(1), g,;((4—)) + g =0,

0<j<3

1
92T+ 1) = g341(7), 92 <_ Z) = V—219,,(1).

Ozdesliklerini saglar. Seviye 1 durumundaki gibi bu kez I'(8) iizerimdeki modiiler form

uzaylarinin 6zellikleri kullanilarak ispat yapulir.

Uyari 2.2.4. Yukaridaki teorem bize gosteriyor ki E; 4(t) — 1jV—256n3(t) fonksiyonu klasik

modiiler formlarin 4. kuvveti seklindedir. Diger yandan
Ey (1) = 2E;(27) — E5(7)

ise 1 agirlikli iki tane eslenik Eisenstein serisinin ¢arpimi olarak yazilabilir.

2.3. Seviye 3 Durumu
Bir onceki alt boliime benzer sekilde 1 agirlikli n5(7) = n(r)n(37) fonksiyonunu

tanimlayalim.

Dikkat edilirse bu seviye i¢in elde edilen ilk 6zdeslik E3, = (6E1,_3)2 seklindedir.
Buna ilave olarak EZ,/E;, fonksiyonu analitik fonksiyon olup bir modiiler form belirtir.

Gergekten de kolayca goriilebilir ki
E34/E3; = E33,2 — 10873

0zdesligi dogrudur.



Buna ilave olarak
-3
)
nz1 \ d|n
ve
A EE)
3,1,-3 n/d
nz1 \ d|n

olmak tiizere
E3,4/E;,éz = _9(E3,—3,1 + 3E3,1,—1)

oldugundan Ej3,/ E;éz € M3(T(3), x—3) modiiler formlar uzaymdaki iki normallestirilmis

Eisenstein serisidir. O halde seviye 3 de kullanilarak olan iki temel formiil
E3, — E34/E35 = 10813 ve E3, — EF, = 3888n3E7_;
olur.
Her ikisi de iki sekilde carpanlara ayrilir. i1k olarak asagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.3.1. F; ;(7), G;(7), F3;(7), G3;(1) fonksiyonlari
Fy,j(@) = (Esa/E35) (@ — (1) 6v=3n} (D) ,
Gs,j(T) = E3,(7) —3¥4p/ni (1),
Fé,j(T) = E3,4(7) — (—1)j36\/—_3(U§E1,—3)(T) )
Gy, (1) = E3,(v) — (=1)/36V3(n3E1-3) (1),
seklinde tanimlanir.

Dikkat edilirse Tanim 2.3.1°den F; j = 6E;3F; ; oldugu gorilir.



Teorem 2.3.2. (Cohen, 2021) Asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

F3,j(T +1) = F3,j+1(T), F3,j(_1/(3T)) = _3‘/__3T3F3,j+1(1'),

F3,j(T)F3,j+1(T) = Eg,z(T),

G3,j(T +1) = G3,j+1(T)7 G3,j(_1/(3T)) = _3T263,j(T)7

G3,j(T)G3,j+1(T)G3,j+2(T) = (E§,4/E3,2)(T),

F3(t+1) =F; 4, (0), F3;(=1/(31)) = —97*F; ;,, (1),
F3;(0)F;4,(1) = E3,(7) ,

G4, (x + 1) = G} 111(0), G4, (—1/(3D) = 97463, (D),
G3,(T)G3 j41(7) = E34(7).
Ispat &nceki boliimlerdeki ilgili teoremlere benzerdir.

Teorem 2.3.3. (Cohen, 2021)
f3,; () = 6E; _3(27) + (=1)V3 By 5(1/2)) — By -5 (7 + 1/2))
fonksiyonu asagidaki 6zdeslikleri saglar:
fS%j(T) = F3,j(T),
f2,j@fs,j01 (D) = E3,(0), f5,;(((-1)/3++V=3)/6) =0,
fo;G+ D =f,10),  f3;(=1/B0) = ((-1)/3 =vV=3)/2)1f3,41(2).
Ispat bu kez I'(6) {izerinde tanimli modiiler form 6zellikleri kullanilarak yapulir.

Uyar12.3.4. Yukaridaki teoreme dikkat edilirse f3 ; bir modiiler formun kiipiidiir. Diger yandan

(BE ,(31) — E, (T)) /2 fonksiyonu 1 agirlikli iki tane eslenik Eisenstein serisi ¢arpimudir.



2.4. Seviye 4 Durumu

Basitlik igin % agirlikli olan ancak n(4t) ile karsilagtirilmasi gereken n,(7)

fonksiyonunu
14(t) = n(t)n(47)/n(27)
olarak tanimlayalim.

Diger durumlardan farkli olarak 2 agirlikli 4 seviyeli Eisenstein serilerinin uzay1 boyutu
seviye 2 ve 3 durumlarindan farkli olarak 2 olup E, , Eisenstein serisine ilave olarak yeni bir
Eisenstein serisi tanimlanmalidir. Bu Eisenstein serisini E’,,(7) ile gosterecegiz, tiirev

notasyonuyla karistirilmamasi gereken bu fonksiyonu
E,4'2 (T) = 4E2 (4T) - 4E2 (ZT) + EZ (T)
olarak tanimlansin.

Bu seviyede ¢ok fazla sayida Dedekind-eta ¢arpim 6zdesligi vardir.

Ey5(0) = 64(1) = n(20)%°/(n(Dn(4D))",
Ey5(1) = E'42(2) = 327(40)° /n(20)%,
Ey2(1) = E'42(2) = 20(1)%/n(20)*,
Ef,(1) — E5(1) = 64(n(0)n(41)/n(21))% = 64n5(0),
n(20)* = (n(Hn(D)° (D)% + 167(41)®).
Buradaki en temel 6zdeslik
EZ,(r) — E5(1) = 6403 (1)

olup. Iki farkli sekilde carpanlara ayrilabilir.

Tamm 2.4.1. f, ;(7) ve G, ; (1) asagidaki gibi tanimlanur:

Fyj(T) = E42(7) — (=1)/V=64n3(7) ve Gy j(v) = Eq(v) — (1) 85 (2).
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Teorem 2.4.2. (Cohen, 2021) Asagidaki 6zdeslikler dogrudur:
Fj(t+1) = Fyjy1(2), F,;(—1/(41)) = 4T°F, 4, (1),
Fyj(0)F, j41 (1) = E{,(7)
Goj(T+1) = Gyjrq(7), Gy j(—1/47) = —41%G4; (1),
Gy,j(T)Gy j(T) = Ey »(T)
Ispat diger seviyelere benzer yapilir.
Teorem 2.4.3. (Cohen, 2021)
i) fa,;(x) = 0(x/2 - (—1)7/4) fonksiyonu asagidaki dzellikleri saglar:
ffj (r) = F, j (),
fay @ fa (@) = B (0) = 02(D),

foj@+ D) = fan(@,  fi;(-1/(40) = A+ (~DNV-DE/DY*fij11(0).

ii) g4;(t) = 20%(21) — 0%((r + j)/2) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
94 (1) = Gy j(7)
g4,j(T)g4,j+1(T) = E;,(7)
9aj(T+ 1) =guj11(0),  gaj(—1/(40)) = (-1)/2V—11g,,(2)

Ispat. I'(8) iizerinde tanimli modiiler formlar 6zelligi kullanilarak goriiliir.

Uyari 2.4.4. Yukaridaki 6zdeslige dikkat edilirse f, ; bir dogal fonksiyonunun 4. kuvveti ve

1/2

((4E(47) — E2(1))/3)

1/2 agirhikh iki eslenik tekli teta serisi carpiminda 6te yandan f ;fy .1 = 62 6zdesligi dogru
olup bu fonksiyon 1/2 agirlikli 2 modiiler formun 2 farkl sekilde yazilmis halidir. Bu son

0zdesligin ispat1 icin teta fonksiyonunun
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o =] [a-aa+gmy

nz1

0zdesligi yardimiyla ispatlanabilir.
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3. CARPIMSAL KUVVET SERILERi iLE EISENSTEIN SERILERININ
CARPIMLARI

Bu béliimde (Xiong, 2025) da yer alan giincel sonuglar ele alinacaktir. Oncelikle

asagidaki tanimdan baslayalim.

Tamm 3.1. n bir pozitif tam say1 olsun. Eger n — a”/ a, fonksiyonu bir ¢arpimsal fonksiyon

ise ay,+ a;q + a,q®+ -+ kuvvet serisine c¢arpimsaldir denir. E,,(q) Eisenstein serisi
verildiginde E,,(q)g(q) ¢arpimida carpimsal olacak sekilde g(q) formal ¢arpimsal kuvvet

serisi goz Online alinacaktir.

Kolayca goriilebilir ki f ve g gibi Hecke eigenformun ¢arpimi yine Hecke eigenformu
olmak zorunda degildir. Bununla beraber f(q).g(q) c¢apimin bazi katsayilar1 ¢arpimsal

olabilir.

(Xiong, 2025)’de asagidaki soruya yanit aranmustir. f(g) (1.1) formunda bir Eisentein
serisi ve b, carpimsal ve f(q)g(q) = q + Yo, ¢, q" ifadesindeki ¢, de carpimsal olmak
iizere g(q),

f@9(@ =a+ ) baq"

olsun. Burada bu 6zellikteki f(q). g(q) ¢arpimlari incelenmistir. Dogal olarak buradaki temel
soru bu 6zellikteki tiim g(q) ¢arpimlar i¢in g —agilimlari bir modiiler formun q ag¢ilimi olup

olmadig1 sorusudur.

4 agirlikli modiiler formlarin uzay1 ve 12 agirlikli cusp formlarinin ve de 16 agirlikli

cusp formlarinin uzayinin boyutu 1 oldugundan

RN .
Eye(@) = 1-5— Y 034 (0)q
2k

n=1

ve A, (q) 1 seviyeli vem € {12, 16} agirlikli normallestirilmis cusp formu olmak {izere

E,(q)A12(q) = A16(q)
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0zdesligi dogru olur. Bu problem ile ilgili (Johnson, 2013) 2016 da I; (N) iizerinde taniml
(f.g) Hecke eigenform carpimi da bir eigenform olacak sekilde tam bir siniflandirilmasi
verilmistir. Bu problemle ilgili yapilmis 6nceki calismalar (Ghate, 2002), (Duke, 1999) ve
(Emmans, 2005) ¢aligmalardir.

Bu calismalarin ortak yonii ¢arpimdaki Eisenstein serisinin en az bir tanesi Eisenstein

serisi olmasidir. (Fakat Eisenstein serilerinde farkliliklar olabilir.)

n bir asalin kuvveti olmak iizere b,, katsayis1 g(gq)’ nun seciminden bagimsiz olup
(m,n) =1 icin ¢y, = CpCy iliskisi elimizdeki kisitlardir. Tam sayilarin birgogu bir asalin
kuvveti olmadigindan, denklem sistemlerinin ¢oziimleri olduk¢a nadir ve 6zeldir. (Xiong,
2025)’de k < 20 i¢in tiim ¢oziimlerin listesi verilmistir. Burada yalnizca bir istisna vardir, bu
istisna ise g(q)’nun modiiler degil hemen hemen modiiler olmasi1 durumudur, hemen hemen
modiiler formlar i¢in detayli bilgi (Kaneko ve Zagier, 1995) de bulunabilir yine (Xiong, 2025)’

de yeterince biiyiik k’lar i¢in ¢ozlim olmadig1 gdsterilmistir.

Buradaki temel strateji bpi degiskenleri ¢, , = ¢;,¢, biciminde olan esitliklerden

olusan denklem sistemlerini analiz etmektir. Bu esitliklerin katsayilar1 g asallar {izerinde ve %

iizerinde degismek iizere g2*¥~1 cinsinden olusan polinomlar olmak iizere verilebilir. Belli bir
k icin 40’ a kadar olan katsayilara bakildiginda denklem sayis1 bilinmeyen sayisint geger, bu

noktada 19 degisken ile ilgilenecegiz.

Dikkat edilirse bu denklem sistemlerinin ¢6ziimlerini bulmak magma gibi programlarin
limitine oldukg¢a yakindir. Daha biiyiik k degerleri i¢in ¢6ziim bulmak ¢ok zordur. Ciinkii f(q)
min katsayilar1 k’ ya bagl olup iisler artis gostermektedir. Buradaki ¢oziim p*~! bigimindeki
ifadeleri parametreler olarak ele alip uygun bir bilgisayar programi yardimiyla k y1 bulmaktir.
Ancak bu hesaplamay: bilgisayarda yapmak miimkiin degildir. Bu hesaplamay1 miimkiin hale

getirebilmek icin (Xiong, 2025)’de asagidaki strateji incelenmistir.

A tamlik bolgesi lizerinde x4, ..., x,,_1 gibin — 1 tane degiskene sahip n tane f; 4, ..., fi
polinomlarmi goz Oniine alalim 6te yandan B bir tamlik bolgesi olmak iizere ¢p: A — B

homeorfizmini dikkate alalim, bu homeomorfizm altinda f; ; nin goriintiisii fli olsun.

k ve L ile sirastyla A ve B tamlik bolgelerinin kesirler cisimleriolsun. 1 < i <j—1<

n igin

14



fi+1,j Vi fii ve fij yij nin x; ye gore sonucu olarak tammlayalim. Eger (ay, ..., a,—1) € Kn1t

tiim f;; = 0 igin bir ¢dziim ise (@1, ..., Ap—1) de tim f;,; ; = 0 ¢dziim olur.

Eger f,, € A sifirdan farkli ise bu durumda verilen denklem sisteminin K iizerinde

¢Oziimii yoktur. Bu hesaplamalar i¢in Burnstein teoremi kullanilmistir. Bu teorem hakkinda

detayl1 bilgi (Gelfond, vd., 1994)’de bulunabilir.

Bazi1 6zel polinomlar i¢in bu yok etme siireci belli bir noktaya geldiginde

fi,i =" :fi,n =0

elde edilmesine sebep olur. Hesaplamalarda bu durum da dikkate alinmistir.

3.2. k’ nin Kiiciik Degerleri Icin Coziimler

PP ile bir asalin kuvvetlerinin kiimesini gosterelim. Yani
P = {p™:p asal, n > 0}

olur.

@ =En(@. 9@ =q+ ) baq"

olmak tzere

oo

F@9@ =+ cund"

n=2
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde n > 2 igin
n-1

4k _
Cin = bn =5 ) Gos Dby

2k i3

elde edilir, ¢ mn = CkmCrn oldugu kullanilarak (m,n) = 1 olmak iizere
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m-1 n—1
4k _ 4k _
bn —5— Z O2k-1 (l)bm—i bp — 5— O2k-1 (l)bn—i
B Boie Lo

i=1

mn-—1

4k _
= bmn - Z O2k-1 (l)bmn—i

B
2k 3

olur. Esitligin sol tarafindaki parantezler a¢ilip b,,,, = b,,,b,, oldugu kullanilarak (2.1) olur.

n-1
Sen = ) Oair Db
i=1

seklindedir.

(m,n) = 1 olmak iizere

4k
Ek,mn = Sk,mn - <bm5k,n + bnSk,m - B Sk,mSk,n)
2k

olarak tanimlansin o halde ¢6ziilmesi istenilen denklem sistemi b, degiskenlerinden ve Ej ,, ile
bmn — bmby, polinomlarindan olusur. n < 40 olmak iizere tiim b,, ve Ej ;,’leri bulunduran alt

denklem sistemi g6z Oniine alinsin o halde

({bn}ns40; {Ek,n} U {bpmn — bmbn}mns4—0)

n<40

Sistemi yok etme metoduyla ¢dzmek istiyoruz. 11k olarak asagidaki teorem verilsin.

Teorem 3.2.1. (Xiong, 2025) | € P ve n € P oldugunu kabul edelim. Eger g <l <nisebu
takdirde

Coefbl(Ek,n) = ogk—1(n =)
b, Ey.,,’de lineer olarak yer alir. Ozel olarak egerp € P ve p + 1 & P ise bu takdirde

coefbp (E k}pﬂ) = 1 olmak tizere Ey 11, by,’de lineer olarak yer alir.

Ispat. (x,y) = 1 olmak iizere n = xy olsun, bu takdirde

4k
Ek,n = Sk,n - <bx5k,y + bySk,x - B Sk,xSk,y)
2k

olur.
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max{x,y} < n/2 <l oldugundan b; degiskeni Sy, Sk, veya Sy, Sk, de ortaya

cikmaz. Yalnizca Sy ,, de karsimiza ¢ikabilir, hipotez geregi

coefbl(Sk,n) = oy (n—1)
oldugundan ispat biter.
Problemi ¢6zebilmek i¢in asagidaki adimlar izlenecektir.
1.Adim: Bir Asalin Kuvveti Olmayan indislerin Elenmesi

b n = byby, oldugu kullanilarak bir eleme yapilabilir. Ger¢ekten de by, ,, gordiiglimiiz
yerleri by, by, ile degistirerek b,, , = b,, b, bicimindeki tiim polinomlar: eleyebilir. Ayrica n &

P olmak tizere b,, degiskenlerini kaldirabiliriz.
2.Adim Lineer Elenenler

Teorem 2.1 geregi p € P ve p + 1 € P oldugu durumda b, terimi Ej ,,; Einsentein
serisinde lineer olarak ortaya ¢ikar. b, igin Ej ;.1 = 0 esitligini ¢ozerek {b, },, dizisindeki
b, terimlerini ifade edebiliriz. Boylece denklem sisteminde hem b,’yi hemde Ej ,., yok

edebiliriz, buna ilave olarak bg, Ey, 15 de byg, Ey 21 de ve bzq, Ej 34 ‘de lineer olarak yer alir.

Bu ise bu giftleri de elememizi saglar, tiim bunlar beraber dikkate alindiginda denklem

sisteminde asagidaki ciftleri elemis oluruz.

(b5, Ek,6)' (bB' Ek,lS)' (blli Ek,lZ)' (b13' Ek,14)l (b16J Ek,Zl)l (b17' Ek,18)) (b19' Ek,ZO)
(b23, Ek,24)' (b25' Ek,26)i (b27P Ek,28)' (b29J Ek,30)l (b31' Ek,34)' (b32' Ek,33)) (b37' Ek,38)

Bdylece indirgenmis sistem ;
{b2, b3, by, b7}, {Ek,zz;Ek,35'Ek,36'Ek,39'Ek,4O}

seklindeki degiskenlerden ve polinomlardan olusur. Bu noktada denklem sistemindeki polinom

say1s1 bilinmeyen sayisini gegmektedir.
3.Adim Kalanlar Yardimiyla Eleme

Geriye kalan degiskenler artik herhangi bir Ej ,, de lineer olarak yer almazlar. Bu

noktada kalanlar1 devreye sokacagiz. Asagidakileri tanimlayalim:
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Fi 35 = ReSb7 (Ek,zerk,35)' Fi 36 = Resb7 (Ek,ZZrEk,36)
Fi 39 = ReSb7 (Ek,ZZIEk,39); Fia0 = Resb7 (Ek,ZZrEkAO)

Boylece asagidaki denklem sistemi elde edilir. Dikkat edilirse b, elenmis olur. Siradaki

adimda asagidaki degiskenleri tanimlayalim

Giz6 = Resb4(Fk,35'Fk,36)
G 39 = Resb4(Fk,35'Fk,39)
G a0 = Resb4 (Fk,SS'FkAO)

b, eleyelim.
({bZ' b3}i {Gk,36r Gk,39' Gk,40})
denklem sistemi elde edilir.

Dikkat edilirse Resy,, (Gk,i, Gk,j) = 0’ dir. Gergekten de n € {22,35,36,39,40} i¢in
(x,¥) = 1 olmak lizere n = (xy) yazarak min(x, y) < 7 oldugu goriiliir. Boylece E} ,,’deki b,
katsayis1 bu 6zellikleri n ler i¢in lineer olur. O halde Py ,, ve Qi b; den bagimsiz olmak iizere

Exn = Prubs + Qrn
yazilabilir. SageMath programinda yazilacak uygun bir kod yardimiyla
degb4(Pk,22) =1,
degy, (Prn) = 2(n € {35,36,39,40}),
degy, (Qrn) = 2(n € {22,35,36,39,40})
olarak hesaplanir. Ote yandan Ej 5,
A =ab, +bbZ +cb, +d
haline gelirken n € {35,36,39,40} i¢in her bir E}, , by, b; katsayilarindan bagimsiz olmak iizere
B =(a'b,+e)b,+ (b'bi+c'b, +d")

seklinde yazilabilir. B i¢in verilen iki farkli polinom karsilastirilarak bu polinomlar asagidaki

sekilde adlandirilabilir.

By = (a1by + e))b; + (b1bi + c1by +dY),
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B, = (a3by + e3)b; + (3§ + c;by + d3)

Bu takdirde herhangi bir Gy,
G = Resy, (Resb7 (A, By),Res,, (4, Bz))

seklinde yazilabilir. Gerekli hesaplamalar yapilarak a®’nin G ’nin bir ¢arpani oldugu bulunur.

Boylece (Pk,zz)2 ifadesi n € {36,39,40}. Gy,," yi boler. Nihayet degy, (Py,2) > 0
oldugundan i,j € {36,39,40} i¢in Res,,, (Gk,i, Gy, j) =0 oldugu sonucuna varilir.

Asagidaki ifadeleri tanimlayalim:

Gk 39 Gk 36
H = Res ’ , :
e b3 ((Pk,ZZ)Z (Pk,22)2>

Gk 39 Gk 40
H = Res . , :
e ((Pk,zz)z (Pk,22)2>

Bu durumda problemi iki farkli denklem sistemiyle ¢ozecegiz:

SYySk,1: ({bz}i {Hk,36' Hk,40})'
SYSk,2: ({bz; b3, by, b7}; {Pk,zz' Qk,22) Ex 35, Ex 36 Ex 39, Ek,40})
4.Adim
k = 2 durumu dikkat edilirse sys, ;, H; 35 ve H; 40 sadece b, degiskeni bulunduran
polinomlardir. Ortak bolenlerin en biiyiigii alinarak
b, = —528,—-288,—-24,—8,18,216
elde edilir.

Sys,  i¢in asagidaki ifadeleri tanimlayalim;

R;,, = Resy, (Pz,zz' Qz,zz)
R, 35 = Resy, (Pz,zz'Ez,ss)
Ry 36 = Resb3 (Pz,zz' E2,36)
R; 39 = Resy, (Pz,zz; E2,39)

ardindan

Ty 36 = Resb7(R2,35'R2,36)
Ty 39 = Resb7(R2,35;R2,39)
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Ve

Uzs6 = Resb4(R2,22'T2,36)
U39 = Resb4(R2,22'T2,39)

olarak tanimlansin Sagemath yardimiyla (U2,36, U2'39) = 1 oldugu bulunur. Bu ise sys, ,’nin

¢ozliim olmadig1 gosterilir.
Teorem 3.2.2. (Xiong, 2025) g(q) i¢in k = 2 durumundaki biitiin ¢6ziimler asagidaki gibidir.

A,(q) = q — 24q% + 252q° — 1472qg* + 4830g° + ---
Me(q) = q +216q* — 3348q° + 13888¢* + 52110¢° + -~
Ag(q) = q — 528q° — 4284q° + 147712q* — 10258509° + -
A,,(q) = q — 288q2 — 128844q3 — 2014208q* + 21640950q° + ---
0s(q) = n(2)®n(22)% = q — 8q% + 12q¢° + 64q* — 210q° + -

1 dE,

1800 4y (D =4 +18q° +84q° +292q" +630q° + -

1
Burada 1(z) = qz+ [[;=.(1 — q™) ve @g(q) 8 agirlikli ve 2 seviyeli normallestirilmis cusp

formdur.

Yukarida verilen @g(q)’nun Fourier katsayilar1 online modiiler form veri tabani olan
LMFDB’ de (2.8.a.a) etiketiyle bulunabilir. Teorem ispatina gegmeden 6nce asagidaki lemmay1

ispatsiz olarak verelim.

Lemma 3.2.3. (Xiong, 2025) hem g(q) hemde E,;,(q)g(q) ¢arpimsal fonksiyonlar1 olmak

uzere eger

g(q) = q+zbnq”
n=2

ise bu takdirde (g, q) fonksiyonu ilk 8 Fourier katsayis1 yardimiyla tek tiirde verilir.
Teorem 3.2.2°nin Ispatu.

[lk olarak yukarida listelenen alt1 serinin ¢dziimii oldugunu gorelim. Dikkat edilirse
dlmM4 ES dimSlZ = dim516 = dimSlg = dimSZO = dimSZZ == dimSZG = 1
seklindedir. Buradan
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E,(@)A12(q9) = A16(q)
E4(9)A16(q) = D20 (q)
E4(@)A15(q) = D22(q)
E4(q9)A22(q) = A26(q)

elde edilir. Boylece ilk dort seri denklem sisteminin ¢oziimii olur.
E, € My(SLy(Z)) ve ¢g € Sg(I5(2))
oldugu kullanilarak

E4(@)9s(q) € S12(IH(2))

elde edilir.

A12(q) + 25644, (qz)

modiiler formu 12 agirlikli iki seviyeli bir cusp formdur.

Ev(@)ps(q) ve Ar2(q) + 256A1,(q%)

modiiler formlarinin Fourier katsayilarinin ilk ii¢li kiyaslanacak olursa birbiriyle ayni1 oldugu
goriiliir. Diger yandan S;,(I((2)) uzay: i¢in Sturm sinir1 3’tiir. Boylece verilen iki cusp

formunun esit oldugu goriliir, yani

Eo(@)ps(q) = A12(q) + 256A1,(q%)

olur.
A1,(q) fonksiyonu carpimsal oldugu igin A;,(q) + 256A,,(q?) fonksiyonu da
carpimsaldir ve bdylece @g(q) bir ¢dziim olur. Ardindan E,(q)? = Eg(q) 06zdesligi

kullanilarak ve z ye gorev tilirev alinarak

dE, .
2E4(q)g(q) = 2miqEg(q)
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elde edilir. gE§(q) ¢arpimsal oldugundan uygun bir degisken degisimi yardimiyla %(q)
fonksiyonunda bir ¢6ziim oldugu goriiliir.

Simdi k = 2 igin tiim ¢6ziimlerin bunlar oldugunu gosterecegiz sirada G, 3¢ ve G, 39 da
b, = —528,—-288,—-24,—8,18,216
yazilarak ve (62'36, 62,39) hesaplanarak
b; = —4284,—-128844,252,12,84,—-3348

olarak bulunur, bu sekilde devam edilerek katsayilar i¢in asagidaki tablo elde edilir.

Tablo 3.1. Katsay1 tablosu

b, by be b, bg
gi(q) | 24 | 252 4830 -16744 84480
go(q) | 216 | -3348 | 52110 | 2822456 | -4078080
gs(q) | -528 | -4284 | -1025850 | 3225992 | -8785920
ga(q) | -288 | -128844 | 21640950 | -768078808 | 1184071680
gs(q@) | -8 12 210 1016 512
ge(@) | 18 84 630 2408 4630

Tabloya dikkat edilirse g;(q), ..., g¢(q) serilerinin ilk 8 terimiyle yukarida verilen 6
serinin ilk 8 terimi birbiriyle eslesir. Lemma 2.3 geregi bu seriler ilk 8 terimleri ayni oldugu
icin birbirlerine esit olur. Bu ise ispat1 bitirir.

Bu metodu 3 < k < 20 i¢in uygulayarak asagidaki 6zdeslikler elde edilir.

Teorem 3.2.4. (Xiong, 2025) f(q) € {E;x(q):3 < k < 20} i¢in ¢oziimler asagidaki
gibidir:
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Ee(q)A12(q) = A15(q)
Ee(q)A16(q) = 822(q)
Ee(q)A20(q) = Dy6(q)
Eg(q)A12(q) = Ay0(q)
Eg(q)A15(q) = Az6(q)
E10(q@)A12(q) = A32(q)
E10(q@)A16(q) = Az6(q)
E14(q@)A12(q) = Az6(q)

3.3.Ekstrem Monomialler ve Newton Poligonlar:

Onceki béliimlerde kiiciik k degerleri icin ¢dziimler bulunmustu, burada ise daha biiyiik
k degerleri icin farkli bir metotta bulunmaktadir. Ciinkii mevcut metot her bir kalani direkt

olarak hesaplamay1 imkansiz hale getirmektedir. Ilk olarak asagidaki tanimlarla baglayalim.

(24 a o « .
Tamim 2.3.1. x* = x;* -+ x,," olmak Gizere f(xy, ..., Xp) = Xgezn, Ca x* , olsun. Her bir i =

1,2,---,nicin eger B; = a; ve en az bir { i¢in 5; > «; oluyorsa

(ﬁli ""ﬁn) > (alﬂ""an)

olarak yazilir.

Kabul edelimki f, g € C[xq, x5, **, x,] ¢ok degiskenli polinomlari jenerik katsayilarina
sahip iki polinom olsun. Bu taktirde kalan tanim1 geregi Res, (f, g) nin ekstrem monomialleri

tarafindan belirlenir.

Tamm 3.3.2. x* = x;* -+ x,™ olmak {izere
fxg, e, xp) = z Co X%
a€eZl,
sadece sonlu sayida c, katsayisi sifirdan farkli olmak {izere bir cisim (veya halka) iizerinde
tanimli 0 dan farkl1 bir polinom olsun, bu durumda f’ nin Newton poligonu (veya daha genel

olarak Newton politopu)

N(f):=Conv({a € ZZ,: c, # 0})
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seklinde sifirdan farklt monomiallerin {istel vektorlerinin R™ deki dis biikey govdesi olarak
tanimlanir.
n = 2 durumda bu disbiikey gdévde R? de diizlemsel poligon belirtir. Buna ise f(x,y) nin

Newton poligonu denir.

Ornek 3.3.3.
flx,y) =3x*y? + 2x3 + 5xy3 + 7y? + x?y + 1

olsun. Bu durumda N (f) poligonu asagidaki sekilde gosterilmistir.

VAT
(1, 3)

(0,2) (4,2)

Y

-1 .
(0,0) (3,0) ?

Sekil 3.1. Poligon 6rnegi

Bu durumda f’ nin ekstrem monomiyelleri

seklindedir.

Tamm 3.3.4. P, Q c R? olsun. Bu durumda P ve Q nun Minkowski toplam1

P+Q:={p+qlpePqeq}

olarak tanimlanir. Eger P ve Q dis biikey poligonlarsa bu durumda P + Q da dis biikeydir.
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Dikkat edilirse her bir (a, b) € (C*)? her bir ¢oziimii Res,, (f, g) € C[x] polinomlarinin
kokiine karsilik geldiginden asagidaki sonug¢ dogrudan elde edilir.
Teorem 3.3.5. (Xiong, 2025) f(x,y) ve g(x,y) Newton polinomlar1 sirasiyla P = N(f) ve
Q = N(g) olan sifirdan farkli polinomlar olsun. Bu taktirde (C*)?: = (C \ {0})? igerisindeki

izole edilmis ortak sifirlarin sayis1 katliliklart sayilmak tizere

#{(x,y) € (C)2%: f(x,y) = g(x,y) = 0} < Area(P + Q) — Area(P) — Area(Q)
olur. Ustelik bu smir genel katsayilar igin elde edilir.
Ornek 3.3.6.
f(x,y) =3x%y + 2y? + 2,
glx,y) =x3+4x?y+y3+1

olarak verilsin. Bu takdirde

P = N(f) = Conv{(0,0), (0,2), (2,1)}
Q = N(g) = Conv{(0,0),(0,3), (3,0)}

olur. Minkowski toplamlar ise
P + Q = Conv{(0,0), (5,1),(3,0),(0,5), (2,4)}
koselerine sahiptir. P, Q ve P + Q’nun alanlari ise sirasiyla 2, 9/2 ve 31/2’dir. Boylece

31 9

dengeSy(f:g) :7_2 _EZ 9

olur.
Dogrudan hesaplama yardimiyla

Resy, (f,g) = —27x° — 48x7 + 53x° 4 36x°> + 80x* + 16x> — 28x* + 16

elde edilir ki bu da deg,Res,, (f, g) = 9 olmasm teyit eder.
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3.4. Biiyiik k Degerleri I¢in Coziimler

Onceki boliimlerde 8 < k < 20 ¢bziim olmadig goriilmiistii. Simdi ise bu sonucu
k > 8 durumuna genisletecek olup k > 8 igin ¢dziim olmayacag1 gosterilecektir. Ilk olarak
gerekli hazirliklar1 yapalim. p asal say1 olmak lizere x, ve her bir x,, cebirsel olarak bagimsiz

degiskenler olsun ve

E(q) = %0+ ) yaq" € RIlql]

formal kuvvet serisi tanimlayalim. Buradaki katsayilar ¢arpimsal olarak asagidaki gibi
tanimlansin

yi=1

n

Ypn = Zx{,

i=0
((m, n) = 1) olmak iizere
ymn = ymyn

Her bir k pozitif tam sayisi i¢in asagidaki 6zellestirme doniisiimlerini tanimlayalim:

2k-1

¢ Rlgll - Cllqll, %o = =7~ xp =P

Tanim geregi ¢, (V) = 02x_1(n) olup ¢ (E(q)) degeri E, (q) nin sifirdan farkls bir

skaler ile ¢arpimidir.

Burada ikinci boliimde oldugu gibi denklem sistemi iizerinde eleme yapilarak ¢oziime
gidilecektir ancak burada hesaplamalar R iizerinde yapilacaktir. (m,n) =1 ig¢in

Sp = XMy b,_; olmak iizere
Emn = Smn - (bmSn + bnSm - xOSmSn)
olarak tanimlayalim. Simdi

({bn}ns40; {En}ns40 U {bmn - bmbn}mns40)
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denklem sistemini gz dniine alalim. Ispata gegmeden 6nce asagidaki lemma verilcektir.

Lemma 3.4.1. (Xiong, 2025) f € R degiskenleri x, x5, X3, ... olan sabit olmayan bir polinom

olsun, bu takdirde yeterince biiyiik k degerleri i¢in ¢, (f) # 0 olur.

Daha once oldugu gibi n € P olmak iizere b,,,, = b, b, iliskisi kullanilarak tiim b,
degiskenleri elenecektir, bu degisken degisimin ardindan sadece n € P oOzelligindeki b,

degiskenleri kalacaktir.

Lemma 2.1 geregi p + 1 € P 6zelligindeki her bir p € P i¢in b, katsayis1 Ep,’de
coefbp (Ep+1) = Yp+1-p = Y1 = 1 olacak sekilde lineer olarak ortaya gikar. Dikkat edilirse
herhangi bir ¢, Ozellestirmesi altinda b, higbir zaman sifir olamaz. Bu nedenle ilk olarak

E

p+1 = 0 denklemi ¢oziilecek ve ¢ikan deger, kalan denklem sistemine yazilarak her bir b,

katsayis1 elenecektir, bu islemler yapildiktan sonra
({bZ' b3' b4' b7' b8' b16' b31}; {EIS' E217 E22' E34' E35' E36' E39r E4-0})
indirgenmis sistemi elde edilir.

Simdi bg, b1 ve b3, katsayilarini eleyecegiz. Bunun igin asagidaki polinomlar

tanimlayalim:
A= —x5 +2x3x3 — xX2x2% + x3x5 — X2 — 2x,X2 — 4x,%5 + 2x,X5 — 2X,
—x% = 2x3 + x5 + x;
B = —2x3 + x2x3 — 3x% + 2x,x3 — 2x, + X3 + X
C=—x2—2x,+x3

SageMath’da yapilan hesaplama yardimiyla

degy, (E1s) = 1, coefy, (E;5) = Ax§
degb16(E21) =1, Coefb16(E21) = ABx}
degy, (E34) = 1,coefy, (E3y) = ABCxg

olarak bulunur.
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Boylece artik bg, by ve b3, katsayilar1 elenebilir, bu elemelerin ardindan denklem

sistemi

({bz: b3' b4» b7}; {Ezz; E3s, E3, E3o, E40})
halini alir.

Simdi agagidaki kalanlar1 tanimlayalim:

F35 = Resb7(E22,E35), F36 = Resb7(E22;E36); F39 = Resb7(E22,E39), Fuo
= Resb7(E22,E40)

ve boylece
Gz = Resy, (F35,F36),  Gzo = Resy,, (F35,F39),  Gao = Resy, (F3s5, Fyo)

olur.

Burada b, E,,’ de lineer olup P,, ve Q,, b,’ nin se¢ciminden bagimsiz olmak iizere

Ey; = Pyyby; + Qpy

olarak yazilsin.

k = 2 durumunda oldugu gibi n € {36,39,40} i¢in (P,,)? her bir G, i béler, o halde
asagidaki ifadeleri tanimlayabiliriz:
Gzo9 Gz

G3g Gao )
(Py2)?%" (Py3)? .

H.. = R 2 40
36 es”3< (P2 ()2

), H40 = ReSb3 <
O halde asagidaki iki alt denklem sistemi elde edilir:

sysy: ({b}; {Hs6, Hyod),  SySa: ({by, b3, by, b7} {Py22, @22, E3s, E36, E39, E40})

Bu iki denklem sisteminin ¢dziimiiniin olmadig1 (Xiong, 2025)’de SageMath programi

kullanilarak Newton polinomlar1 ve Burnstein sinir1 yardimryla gosterilmistir.
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