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SIP OZELLIiGINE SAHiP GENELLESTIRiLMiS ADS MODULLER
OZET

1970” de Fuchs tarafindan tanimlanan, modiiller i¢in mutlak dik toplanan
ozelligi (absolute direct summand property, kisacast Ads ) son yillarda revagta
olan bir arastirma konusudur. 1986 yilinda Wilson modiiller i¢in dik toplanan
arakesit ozelligi (summand intersection property ya da kisacas1 SIP ) kavramimi
tanimladiktan sonra birgok matematik¢i bu 6zellik tizerinde arastirmalar yapti ve
halen yapmaktadir. Bu iki kavram her ne kadar baglantiliymis gibi goziiksede
birbirinden tamamen farkli kavramlardir. 2015 yilinda Takil Mutlu, hem Ads hem
de SIP o6zelligini saglayan yeni bir modil sinifi olan SA-modiil kavramini
literatiire kazandirmustir.

Bu tezde, Ads ve SIP ozelligini saglayan modil smifinmn bir
genellestirilmesi yapilmistir. Bu amagla 6nce ¢alismamizda kullanacagimiz modiil
teorinin temel kavramlar1 ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, SA modiiller olarak bilinen Ads ve SIP 6zelligini saglayan
modiil smifinin bazi 6zellikleri ispatlariyla birlikte verilmistir.

Son boliimde ise, SA modiillerin bir genellestirmesi olan SA-extending
modiiller tanimlanmustir. Keyfi bir halka tizerinde tanimli bir modiiliin SA-
extending olmasi i¢in gerek ve yeter kosul verilmistir. Ayrica, iki SA-extending

modiiliin dik toplaminin SA-extending olmasi i¢in gerekli kosul verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Ads; SIP; CS; Injektif Modiil; Yari-Injektif Modiil.



GENERALIZED ADS MODULES WIiTH THE SIP
ABSTRACT

In 1970, Fuchs defined modules for the absolute direct summand property
(Ads) in recent years is a subject of popular research. After defining the summand
intersection property (SIP) for Wilson modules in 1986, many mathematicians have
done many researches on this feature and still do it. Although these two concepts
seem to be connected, they are completely different concepts. In 2015, Takil Mutlu
added the concept of SA-module, which is a new module class that provides both
Ads and SIP property.

In this thesis, a generalization of the class of modules that provides Ads
and SIP property is made. Firstly, basic notions and theorems in the module
theory which will be used in this work are given.

Then, some of the properties of the class of module that provides the Ads
and SIP property known as SA modules are given with their proofs.

Finally, SA-extending modules, as a generalization of SA modules, are
defined. Necessary and sufficient conditions for a module on an arbitrary ring to
be SA-extending are given. Also a condition for the direct sum of two SA-

extending modules to be an SA-extending module is provided.

Keywords: Ads; SIP; CS; Injective Module; Quasi-Injective Module.
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1.GIRIS
Bu bolimde calismamizda kullandigimiz temel tanim ve teoremler
ispatlari ile birlikte verilmistir.

1.1 Aynistirnlamaz (Indecomposable) Modiiller

Tammm 1.1.1. M bir R—modiil ve N <M olsun. NAN'=0 ve M=N+N’
olacak sekilde 3 N'<M varsa M ’ye N ile N'’niin dik toplami ve N ile N’ alt
modiillerine de M ’nin dik toplananlari denir M =N®N’ ve N,N'<, M

seklinde gosterilir.

Ornegin, Z, modiiliiniin alt modilleri nZ (neZ) seklindedir.

vn,meZ i¢in NZNmZ#0 oldugundan nZ ve mZ alt modiilleri dik toplanan

seklinde yazilmaz.

Tamm 1.1.2. Bir M R—modiiliini M =N, ® N, seklinde yazilabilecek herhangi

N,, N, alt modiilleri yoksa M modiiliine ayristirillamaz (indecomposable)’dir

denir.

Ornegin, Rasyonel sayilar Q, Z—modiil olarak ayristirilamazdir. Eger

Q ayngtirilamaz degilse Q= N, ® N, olacak sekilde sifir ve Q ’dan farkli N,

N, <Q vardir. Bu durumda Oi%e N, ve Oi%e N, igin

O;tb.ai.%:bl.a.%e N, AN, #0

olur kibu N; "N, =0 olmasiyla geligir. O halde Q ayristirilamazdir.
Tamm 1.1.3. M bir R—modiil olsun. A, B<M olsun. A ve B ’nin toplami

A+B={a+bh:acAbeB}

seklinde tanimlanir. A+ B, M ’nin bir alt modiiliidiir.



Sonuc 1.1.4. (Modiiler Kural) M bir R—modiil olsun. C<B<M ve A<M

olsun. Bu durumda
C+(AnB)=BnN(A+C)
dir.

Kamt: (AnB)<A ve (AnB)<B oldugundan C+(AnB)<C+A ve
C+(AnB)<C+B’dir C+(AnB)<C+B ve C<B oldugundan C+B<B
dir. O halde

C+(AnB)cBn(C+A) (1.1)

Tersine be BN (A+C) alalim. Bu durumda b=a+c olacak sekilde

ae A ve ceC vardr.
b=a+c=>a=b-ceAnB
—b=a+ceC+(AnB)
oldugundan
BN(A+C)cC+(ANB) (1.2)
(1.1) ve (1.2)’den BN (A+C)=C+(AnB)dir.
1.2 Biiyiik (Essential) Alt Modiiller

Tanmmm 1.2.1. M bir R—modiil ve . N<M olsun. Her 0 X <M igin
NN X =0 ise M’ye N ’nin essential genislemesi ve N ’ye de M ’nin essential

alt modiilii denir. N <, M ile gosterilir.

Onerme 1.2.2. M bir R —modiil olsun. Bu durumda

(i) K<, M olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart Vm =0 i¢in K "mR =0 ’dur.
(i) X<Y <M igin X <, M olmasi igin gerekli ve yeterli sart X <, Y ve

Y <, M olmasidir.



(i) N<, M ve K<M ise NnK <, K drr.

(iv) N, <, K @<i<t) ise (N,n...nN,) <, (K N K dir.
(V) K<N<M igin %s% ise N <, M “dir .

(v meM ve N<M igin m‘lNz{reR:mreN} kiimesini

tanimlayalim. m™N <R, ’dir. Ayrica
N<, M=m'N< R,

dir .
(vii) N;<M; <M ve M =@M; olsun. EN; <, EM; =M olmast igin

iel iel iel
gerek ve yeter sart Viel i¢in N; <, M, ’dir.

(viii) f:M — N bir homomorfizmave B<, N = f*(B) <, M ’dir.

Kanit:

(i) K<,M ve 0#meM olsun. O halde gosterelim ki 0=mr eK

olacak bi¢imde reR wvardirr. Gergekten de R halkasi birimli oldugundan

memR’dir. Boylece mR alt modiilii bostan farkhidir. K<, M ise KnmR=0
dir. Dolayistyla 0= mr e K olacak bigimde I € R vardr.

Tersine, 0=meL <M olsun. Varsayimdan 0= mr € K olacak sekilde
re R vardir. Ayrica mr e L dir. Boylece KNL =0 olup K <, M “dir.

(i) X<Y<M iin X<, M olsun. Gosterecegizki X<, Y ve Y <, M
dir. Gergektende 0= L <Y olsun. O halde 0= L <M ’dir. Kabulden X "L =0
"dir. Her 0L <Y ve X <Y oldugundan X <,Y dir. Simdi 0K <M olsun.
Kabulden X <, M oldugundan X "K#0’dir. Gene kabulden X <Y ve

X,Y,K <M oldugundan
0#XNK<<YnK

dir. O halde her 0K <M i¢in Y "MK #0°dir. Y <, M “dir.



Tersine, X <Y <M olmak iizere X <, Y ve Y <, M olsun. Gosterecegiz
ki X<, M’dir. 0#B<M i¢in Y <, M oldugundan 0=Y NB<Y ’dir. X<, Y

oldugundan

0#XN(YNB)=(XNnY)nB=XnNB

dir. O halde X "B=0 yani X <, M "dir.

(iii) 0= X <K olsun. Gosterecegiz ki (NNK) X #0’dir. Gergekten de
N <, M oldugundan N "X = 0’dr.

0NN X=NnNn(KnX)=(NNnK)nX

O halde NN K <, K’dr.

(iv) Ispat1 t {izerinden tiimevarmmla yapalim. t=1 icin agiktir.
t=2 i¢cin N, <, K, N, <, K, olsun. Gosterecegiz ki (N, "N,) <, (K, nK,)
dir. A<(K,nK,) ve (N,AN,)NnA=0olsun. N,n(N,nA)=0ve N, < K
oldugundan N, =0 olamaz. N, "A=0’dir. Aym sekilde N,=0 olamaz.
A=0"drr.
t=k icin N; <, K, N, <, K, ..., N, <, K, iken

(NN, n..nN,) <, (K nK, n..nK,)

olsun.

Simdi t =k +1 i¢in dogrulugunu kontrol edelim.

S<(K,nK,n..nK,,,) ve (N,AN,n..nN, ,)nS=0 olsun.

N,"(N,n..nN,,nS)=0ise (N,n..NN,,,nS)=0"dr. (N, <, K)
N, "(N;n..nAN,,,;nS)=01ise (N;n..NN,,nS)=0"dr. (N, <, K,)
Bu sekilde devam edersek S =0’dir. O halde

(N,n..nN, ) <, (Kine.nK, ) *dir,



Bu 6zellik sonlu olmayan bir indeks kiimesi i¢in dogru degildir.

Ornegin, Z—modiil Z gz 6niine alahm. VneZ igin nZ <, Z dir. Fakat

(\nZ=0¢,7,

nez

dir.
(v) YSM ve YAN=0 olsun. Iki durumu kontrol etmeliyiz. Eger
Y <K ise

YNN=Y=0

olur. N <, M dir.

~| =

. Y M Y N = N
Eger K<Y ise 0# —<— dirr. Simdi —n—=0 olsun. —<, oldugundan
K K K K K

Y = .
K= 0°dir. Dolayisiyla Y =K *dir. Kabuliimiizle gelisti. O halde N <, M *dir,

(vi) 1k olarak m™N <R, oldugunu gosterelim. 0eR ve m0=0eN

oldugundan 0 e m™N ve m™N = @ ’dir. r,r,em N ve seR alalim.
mr,—mr, =m(r,—r,) €N

oldugundan (r,—r,) e mN ’dir.
(mr)s = m(rs) < N

ve buradan rs e m™N dir. Bdylece m™N <R, dir.
Simdi gosterecegiz ki N <, M iken m™'N <, R.’dir. Gergekten de

meM ve 0=I<R; olsun. Eger m[ =0 ise
mIEAN =ml
INnm™*N=I+0

drr.



Eger ml =0 ise
mlAN =0
dir. O halde mr € N olacak sekilde O#r I vardur.

mreN=rem™N

oldugundan 1~ m™N = 0’dir. Dolayistyla m™N <R, ’dir.

(vii) i=2 igin bakalim. N, ®N, <, M, ®M, fakat N, £, M, olsun. Bu
durumda N,NL=0 olacak sekilde 0#L<M, vardir. (N;+N,)nL=0"drr.
Gergekten de le (N, +N,)NL alnsm. I=n+n, olacak sekilde n €N,
n,eN, vardr. n,=l-neM,AM,=0 olup I=neN,NL=0"dr. Bu
sebeple (N, +N,)NnL=0’dir. N;@N, <, M, ®M, oldugundan L=0"dr. Bu
ise kabulle ¢elisir. O halde N, <, M, dir. Benzer sekilde N, <, M, de gosterilir.
n’ye gore tiimevarmm uygulayip genel sonug¢ bulunabilir.

Tersine K, <, M, ve K,<, M, ise K®K,<, M,®M, oldugunu
gosterelim. 0#X +X, e M, ®M, alinsin. X, =0 ise X, #0 olmali. K, < M,
oldugundan 0# X,r € K, olacak bigimde reR vardir. 0#(x +Xx,)reK &K,
olmasi nedeniyle K, @K, < M, ®M,dir. Xx,=0 olursa x, #0 olup benzer
sekilde ayn1 sonug bulunur. X, X, #0 olsun. K; <, M, oldugundan 0# X1, e K,
olacak bi¢imde I, € R var. Eger X,I, €K, ise K, K, =0 olmas1 X +X,#0
olmasin1 gerektirir. Boylece (X +X,) € K, @K, olur. Eger XK &K, ise
X,r, #0°dir. K, <, M, oldugundan 0= (X,1)r, €K, olacak bigimde r,eR
vardir. Ki,nK,=0 olmasi nedeniyle XIr,+X,1r, #0 dir. Ayrica
(X +x)nr, e K @K, dir. K ®K,<, M,®&M, dir. n’ye gore tiimevarim

uygulayip genel sonug bulunabilir.



(viii) f7(B)nU =0 olacak sekilde U <M olsun. xeBn f(U) igin
x=f(u) olacak sekilde ueU  vardr. x=f(u)eB oldugundan

f(u)e f(U)~B vebdylece ueU n f*(B)=0’drr. Bu durumda
x=fu)=f(0)=0

dir. Yani fU)nB=0’dr. B<, N oldugundan f@U)=0’dr. O halde

U <ker f = f*(0) dur.
f*0)< f(B)
dir. Boylece
U=f"*B)nU=0
dir.

Ornek 1.2.3. Q, Z—modiiliiniin her alt modiilii essential’dir. Bunu gormek i¢in

N, <Qp ve aeQ—N, alalm. 3r €Z vardir ki ar € N, dir. Gergekten

azﬂ, k=%e N, , r=0k,k olsun.

qkzﬁ: pk, € N,

kZ

ar =

oo

elde edilir. Boylece N, <, Q dir.



Tanim 1.2.4. 0= M, R—modiil olsun. Eger 0#K <M ayni zamanda K <, M
ise M’ye uniform (diizgiin) modiil denir.

Ornegin, M = Q/Z modiiliine bakalim.

N1=<1+Z> , N, =<1+Z>§@
2 3 7

k t
X==—+Z==+7Z (k,teZ
g Tyt ete?)

olsun.

2X=0+7Z=3X

Xx=0+Z=0
dir. N, £, M ve N, £, M, M diizgiin degildir.
1.3 Tiimleyen (Complement) Alt Modiiller

Tamm 1.3.1. M bir R—modil ve X <M olsun. Eger X <,Y <M iken

X =Y ise X alt modiiliine M >de kapah (closed) alt modiil denir.

Ornegin, Z, modiiliiniin 0 ve kendinden baska kapali alt modiilii

yoktur.

Tamm 1.3.2. M bir R—modiil ve. X <Molsun. X nNY =0 ozelligini

saglayan maksimal Y modiiline X ’in M ’de ki tiimleyeni denir.

Onerme 1.3.3. M bir R—modiil X,y <M ve XY =0 olsun. Bu durumda

Y <K olacak sekilde X ’in bir K tiimleyeni vardir (Anderson ve Fuller,
1974).



Sonug 1.3.4. Bir M modiiliinde her alt modiiliin tiimleyeni vardir.

Kamt: M bir R-modiil ve¢e X<M olsun. X"n0=0 olup (Onerme

1.3.3‘den) X’ inbir 0< K olan timleyeni vardir.

Onerme 1.3.5. M bir R—modiil olsun. X <M ve X ’in bir timleyeni

Y<M ise X@®Y <, M “dir.

Kanmt. XNY =0 oldugundan X +Y =X @Y <M ’dir. K<M wve
(X®Y)NK =0 olsun. (X®Y)nK =0 ise (X®Y)+K =(X®Y)®K ’dir.
O halde (X®@Y)OK=X®( @K)’dir. X (Y®K)=0 olur. Y, X’in
timleyeni oldugundan, Y@K =Y ’dir. Y NK =0 oldugundan K =0’dur.
Boylece X @Y <, M “dir.

Teorem 1.3.6. M bir R—modiil ve X, Y <M olsun. X Y =0 6zelligine

gore Y ’nin maksimal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

(X+Y)IY <, MTY
olmasidir.

Kamt. (X+Y)/YK/Y =0 olacak sekilde Y <K <M olsun. O halde
(X+Y)IYNK/IY=YIY ve (X+Y)nK=Y dir. Modiiler kuraldan
(X "K)+Y =Y ’dir. Ohalde X K<Y dir,. XNnK<XNY ve XNY =0
oldugundan X "K =0’dir. X ile arakesiti 0 olan maksimal alt modiil Y
oldugundan K=Y ve K/Y =0 dr.

Tersine X, Y<M ve (X+Y)/Y <, M/Y olsun. XnU=0 ve
Y <U <M olacak bi¢gimde keyfi bir ac (X +Y)nU alalim. a=Xx+Yy olacak
sekilde xe X, yeY vardirr x=a-ye X U =0 oldugundan x=0"dur.

Boylece a=yeY oldugundan (X +Y)nU =Y ’dir. O halde kabulden

(X+Y)/YAU/Y =0 ise U/Y =0’dir. Sonug olarak U =Y *dir.
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Tanim 1.3.7. M bir R—modiil ve X <M olsun. X ’in M ’de tiimleyeni oldugu
bir Y <M varsa X’e M’de tiimleyen alt modiil denir. X < M seklinde
gosterilir.
Her dik toplanan modiil tiimleyen alt modiildiir. Ornegin, X = A®B
A<N<X ve NnB=0 olsun.
N=NAX=Nn(A®B)=A®(NNB)=A
Ama tersine her tiimleyen alt modiil dik toplanan olmak zorunda degildir.
Ornegin, K bir cisim V *de K iizerinde boyutu 3 olan vektdr uzay: olsun.

V =y K+Vv,K+Vv,K alalim. Bu durumda

R:{[g ﬂ;kemev}

matris iglemleri ile tanimli birimli degismeli ve indecomposable bir halkadir.

0 vk

|:{{ Vl]keK}sRR
0 0
0 vk

1=47 " lkek <R,
0 0
0 vk

L=i[" "lkekl<r,
0 0

olsun. O halde J~(1+L)=0, In(J+L)=0, LN (I +J)=0 olur ve srrastyla

(I+L), (J+L), (1 +J) bu dzellige gére maksimal alt modiillerdir.

Yani (I+L)< R;, (J+L)< Ry, (1+J)<,R;’dir ancak sirasiyla

(1+L) £, Ry, B +K) £y Ry, (1+3) %,y Ry dir.

Onerme 1.3.8. M bir R—modiil olsun. A<M ve A<, B< M olacak sekilde

B<M vardir. B’ye A’nin M ’de ki kapamsi (closure) denir.
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Kamt: Onerme 1.3.3.’den A’, A’nin M *de ki tiimleyeni olsun. O halde A" de
M ’de A<B olacak bi¢gimde bir B tiimleyeni vardir. O halde bir ke K, a'e A’

ve 0#ae A vardir ki a=k+a’' seklinde yazilabilir.
a=a-keAnB=0
O halde a’'=0 ve 0=a=k e AnK olur. Béylece A<, B< M "dir.

Onerme 1.3.9. M bir R—modiil ve X <M olsun. X ’in M *de tiimleyen alt

modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X <,Y <M iken X =Y olmasidir.

Kamit: X <. M ve X <, Y <M olsun. Oyleyse bir K<M vardirki X, K ’nin

M *de ki tiimleyen alt modiiliidiir ve K M X =0 ozelligine gore X maksimaldir.

X <, Y ve K<, K oldugundan Onerme 1.1.1 (iv)’den
0=KnX <, KnY

O halde KNY=0 dr. X, K’nm timleyeni idi. O halde X =Y dir.
Onermel.3.8°den X <, Y <, M °dir.  Kabuliimiizden X =Y ’dir. O halde

X <. M “dir.
1.4. Injektif Modiiller

Tamm 1.4.1. R bir halka ve | bir R—modiil olsun. Her f:A—> B birebir
homomorfizmasi ve g:A— | homomorfizmas: i¢in ho f =g sartin1 saglayan

bir h: B — | homomorfizmasi varsa | *ya injektif modiil denir .

S
A——>B

g
h

I

Sekil 1.1. ho f = g homomorfizmasi.
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Teorem 1.4.2. (Baer Kriteri) | bir R—modiil olsun. | modiiliiniin injektif
olmasi igin gerek ve yeter kosul her U (sag) ideali igin her k:U — I, modiil

homomorfizmasmnin bir m:R— I, modiil homomorfizmasma

genisletilebilmesidir (yani m|, =K olmasidir) (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 1.4.3. (G,+) bir grup olsun. V¥xeG ve VneN i¢cin Ny =X olacak
bi¢imde y e G varsa G ye divisible grup denir.

Ornegin, Z divisible grup degil ancak @ divisible gruptur.
Teorem 1.4.5. Bir D grubunun injektif olmasi (D, injektif) i¢in gerek ve yeter

sart D ’nin divisible olmasidir.

Kamit: D injektif (Z—modiil) grup, deD ve n>0, neZ alahm. Her meZ
icin f(m)=nm olmak lizere f:Z — 7Z ve VmeZ i¢in g(m) =md olmak iizere
g:Z — D fonksiyonlarini tanimlayalim. f ‘nin bir monomorfizma, g ’nin bir
homomorfizma oldugu agiktir. D, injektif oldugundan g =ho f olacak bicimde

bir h;:Z — D homomorfizma vardir. Yani

9

Ny

(2]
<K

Sekil 1.2. : f ch =g homomorfizmasi.

Bu durumda
d=g@=(he )@ =h(f@®)
=h(n) =h(n.1)

=nh(@) e nD

O halde D,, divisible gruptur.
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Tersine D divisible olsun. Baer Kriteri ile D ’nin injektif oldugunu
gorelim.

Z’nin herhangi bir 0=1 idealinden D’ye keyfi bir f:1 >D
homomorfizmasmi alalim. n>0, neZ olmak iizere | =nZ. D divisible
oldugundan f(n)=nd olacak bigimde bir deD vardr. Her meZ i¢in
g(m)=md olmak ilizere g:Z — D fonksiyonunu tanimlayalim. g bir

homomorfizmadir. Her nk enZ =1 igin

g(nk) =nkd = knd = kf (n) = f (nk)
oldugundan g |,= f ’dir. Baer Kriterinden D, injektiftir.

Teorem 1.4.6. A bir R—modiil olsun. Bu durumda bir E bir R —modiil vardir
ki agsagidaki kosullar saglar;

(a) E, A’yiessential olarak kapsayan injektif modiildiir.

(b) E, A’yiessential olarak kapsayan maksimal modiildiir.

(c) E, A’yikapsayan minimal injektif modiildiir.

Bu kosullardan birini saglayan bir E, R-—modiiline A modiiliiniin

injektif hull’1 denir ve E(A) ile gosterilir (Sharpe ve Vamos, 1972).

Tamm 1.4.7. M bir R_-modil v¢n N<M olsun. Her ¢:N —> X
homomorfizmas1 i¢in  yw:M — X, w|y=¢ olacak bi¢imde bir ¥
homomorfizmas: varsa (yani her ¢:N — X homomorfizmas: bir y:M — X

homomorfizmasina geniglerse ) X modiiliine M — injektif modiil denir .
Eger M modiili M —injektif ise M ’ye yan-injektif (quasi-injective)
denir.

Lemma 1.4.8. Bir M modiilii yar1 —injektiftir gerekli ve yeterli sart
Vvf e End E(M) i¢in f(M) <M olmasidir (Mohamed ve Muller, 1990).

Lemma 1.4.9. H M, A-—injektiftir gerekli ve yeterli sart Vo e A igin

ael

M, lar A—injektiftir (Mohamed ve Muller, 1990).
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1.5. Extending (CS), Yan Siirekli (Quasi-Continuous) ve Siirekli
(Continuous) Modiiller
Bir X R-—modiilii igin asagidaki kosullar1 goz 6niine alalim;

(C)) X ’in her alt modiilii, X ’in bir dik toplanani tarafindan essential

olarak kapsanir.

(C,) X ’in herhangi bir toplananina izomorf olan her modil X ’in bir dik

toplananidir.
(C;) X’in X;, X, dik toplanan alt modiilleri X; "X, =0 ozelligini

saglasm. X, ® X, de X ’in bir dik toplananidir.

Tamm 1.5.1. Bir X, R—modiilii (C,) 6zelligini sagliyorsa CS —modiil (ya da
extending) denir (Dung vd., 1994).

Tamm 1.5.2. Bir X, CS-modili, (C,) ozelligini sagliyorsa X ’e siirekli

(continuous) modiil denir.

Tamm 1.5.3. Bir X, CS—modiilii (C,;) ozelligini sagliyorsa X ’e yari-siirekli

(quasi-continuous) modiil denir.

Onerme 1.5.4. Herhangi bir (yar1 — ) injektif X modiilii CS ’dir.

Kamt: Y <X, E(X)=E ®E, ve E(Y)=E, olsun. X (yar-) injektif modiil

oldugundan

X =XNE(X)=XN(E,®E,)=(XNE)®(XNE,)

dir,. 'Y<, E, Y<X ve Y<XNE <E oldugundan Onerme 1.1.1(iii)’den

Y < X NE, dir.

Onerme 1.5.5. X bir R—modiilii olsun. X ’in CS olmasi icin gerek ve yeter

sart X ’in her kapali altmodiilii X ’in bir dik toplananidir.
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Kamit: Y <M kapali bir alt modiil ve M, CS olsun. O halde Y<,Z<, M

olacak sekilde Z<M wvardr. Y kapal alt modiil oldugundan essential

geniglemesi yoktur. O halde Y =Z <; M “dir.
Tersine Y <M alalim. Onerme 1.3.8.°den Y <, X <, M olacak sekilde

X <M vardir. Kabuliimiizden X <, M ’dir. O halde M modiili CS sartin

saglar.

Onerme 1.5.6. X bir indecomposable R —modiil olsun. X modiilii CS olmas1

i¢in gerekli ve yeterli sart X ’in uniform olmasidir.

Kamit: X indecomposable modiili CS olsun. X ’in sifirdan farkli her alt
modiili X i¢inde essential olarak kapsanir. O halde X uniformdur.

Tersine X uniform bir modiil olsun. VY =0 ve Y <X i¢in Y <, X ve

X indecomposable oldugundan CS ’dir.

Onerme 1.5.7. X herhangi bir modiil ve Y <X olsun. Y, X ’in bir dik

toplaninda kapali ise X kapalidir.

Kanit. Y < Z <, X olsun. Bir modiilde her dik toplanan bir komplement alt

modiil oldugundan
Y<. 25, X
dir. Y'<Z ve Z'<X vardrr ki Y,Y’ 'niin tiimleyeni ve Z,Z’ niin tiimleyenidir.
Ayrica
Y A(Y'+2)=0
ve Y'+Z'<X dir. Gergekten de; yeY(Y'+2Z') alrsak y=y'+7

(y'eY',27eZ') vardr. y-y' =2'€eZnZ'=0 oldugundan y=y'eY nY'=0

dir. O halde y=y’'=z"=0 bulunur.
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Simdi Y <, L < X olacak sekilde bir L< X olsun. Bu durumda
YNY'+Z) <, Ln(Y'+2Z)

oldugundan L ~(Y’'+2Z') =0 dir. Boylece
[ZA(L+Z)]nY =[(ZAY)A(L+Z)]=Y'n(L+Z)=0

olur. Y<zZ~(L+z2)<(L+2Z") ve Y, Y’ ile arakesiti sifir olan maksimal alt

modiil oldugundan

Y =[Z A (L+2)]
dir. Y =[ZN(L+2Z")]<, L oldugundan
0=[ZN(L+Z")]nZ's, LnZ

yani LNZ'=0"dir. Boylece

(Z+L)nZ'=LNZ'=0

dir. Z<Z+L ve Z Z'’niin timleyeni oldugundan Z+L=2Z"dir. O halde
L<Z dir. Sonug olarak Y <,L<Z ve Y <, Z oldugundan Onerme 1.3.9.’dan

Y =L *dir. Buradan Y <; X *dir.

Teorem 1.5.8. Bir M modiilii i¢in asagidaki kosullar denktir;

1. M quasi- continuous modiildiir.

2. X ve Y, M ’nin birbirlerinin komplementleri olan iki alt modiilii ise
M =X @Y “dir.

3. Her f?=f eEnd,(E(M)) igin f(M)<M ’dir.

4. E(M)=E ise M =@M NE, dir.

iel iel

(Mohamed ve Muller, 1990)
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Teorem 1.5.9. M bir R- modiil olsun.
(1) M, injektiftir.
(2) M, yari injektiftir.
(3) M, siireklidir.
(4) M, yari sireklidir.

olmak iizere (1) = (2) = (3) = (4) gerektirmeleri vardir.

Kamt: (1)=(2) X, modiilii injektif ise her A i¢in A—injektiftir. Ozel olarak A
yi X alirsak X —injektiftir (yani yar1 — injektiftir). Tanimdan bunu gérmek ¢ok
kolaydir. Y <X olsun.

Yy ——=X
@
X

Sekil 1.3. ¢|,=¢ homomorfizmasi.

@|,=¢ olacak bigimde ¢ homomorfizmasi vardir. O halde

S
——> B

A
g
h
X
Sekil 1.4. g o f = h homomorfizmasi

go f =h olacak sekilde h vardir.
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(=) X R-modiili, Y<X, E(X)=E,®E, ve E(Y)=E, olsun.
M yar1—injektif oldugundan Lemma 1.4.8. ‘den

X=XNEX)=XN(E,®E,)=(XNE)®(XNE,)
elde edilir. Y <, E;, Y<X ve Y<XNE, <E, oldugundan Onerme 1.1.1.’den
Y < X nE,  dir. Boylece (C,) 6zelligi saglanir.

X'<y X olmak tizere f:X'— X bir monomorfizma olsun. X yar1—

injektif oldugundan Lemma 1.4.9.°dan X' X —injektiftir. Bdylece A= X' ise

A<, X olur. Boylece (C,) kosulu saglanmis olur.
3)=@) (C,)=(C;) gostermek yeterli olacakti. K ve L, X ’in dik

toplananlar1 ve. KL =0 olsun. O halde X =K@®K' olacak sekilde K'<X
vardir. TI1: X =K®K’'—> K’ olarak tanimlansin. KNL=0 ve TII(L)=L

oldugundan 11(L) < K'’dir. (C,)'den IT(L)<, X ’dir. O halde X =T1(L)® L’

olacak bicimde bir L' < X vardir. Bdylece
K'=TI(L)® (K’ L"

ve boylece
X =K ®TI(L)® (K' L")

diir. Buradan K@®II(L) <, X oldugundan K@ L <; M “dir.

Tersine bir 6rnek vermek gerekirse (yar1 — siirekli ama siirekli olmayan bir

modiil) X;=7Z, olsun. X indecompasable ve uniformdur. Bu sebeple yari—
sireklidir.  Simdi Y=nZ (n=0, 1 ve nez) diyelim. $:Y > X

izomorfizmadir. Fakat Y €, X; (C,) saglanmaz.
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1.6. Mutlak Dik Toplanan Ozelligine Sahip (Ads) Modiiller

Tamm 1.1.6. M bir R— modiil olsun. Herhangi bir M = A@ B ayrisimi i¢in; C
, A’nin M ’de ki bir tiimleyeni iken M = A@C oluyorsa M *ye Ads 6zelligine
sahiptir veya Ads —modiil denir (Fuchs, 1970).

Ornegin, indecomposable modiiller ve uniform modiiller Ads’tir.

Onerme 1.6.2. M bir R—modiil olsun. M, CS ve Ads &zelliklerine sahip ise

yar1 — siirekli modiildiir.

Kamt: M bir R—modiil ven M = A®Bseklinde yazilsm. C, M’de A’nin

tiimleyeni olsun. Onerme 1.3.9.’dan komplement her modiil kapalidir. C kapali

bir alt modiildiir. M, CS oldugundan C <; M *dir. O halde M =C@®D olacak

bigimde bir D<M vardir. M Ads oldugundan M =C ® A’dir. Bdylece (C,)

ozelligi saglandi. M yar1 — siirekli modiildiir.

Teorem 1.6.3. M bir R—modiil olsun. M ’nin Ads olmas1 i¢in gerek ve yeter
sart herhangi bir M =A®B ayrisiminda A’nin B—injektif ve B’nin A-

injektif olmasidir.

Kamt: K<A ve ¢:K — B bir homomorfizma olsun. X ={k—¢(k):k e K}
kiimesini tanimlayalim. Kk, —¢@(k) € X (k; €K) alalm. k €A ve ¢(k)eB
oldugundan k —¢(k;) €M *dir. O halde X <M ’dir. X "B=0"dir. Gergekten

de X ’in elemanlar1 A® B ’nin elemanlar1 oldugundan arakesit sifirdir. O halde
B’nin M de X <C olacak bigimde bir C tiimleyeni vardir. Kabuliimiizden M
Ads-modiildiir ve bu yiizden M =C®B’dir. Boylece a=c+b (ac A, beB,

C, c—-beC) formunda yazlabilir. Oyleyse 7,:M ->C ve 7,:M —>B
projeksiyon doniisiimleri olsun. 7,07/, :A— B’dir. Bu durumda i:K — A

icerme doniisiimii olmak tizere VK € K
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CATANDIEICATANUL)
= (0 m1,)(K)
= (7, (m |2 (K))
= 1,(K)
=7, (k= g(k) +4(k))
=1, (K =4(K)) + 7, (¢(K))
=7, (4(k)) = (k)

oldugundan B, A- injektiftir. Benzer sekildle A modiiliiniin de B —injektif
oldugu gosterilebilir.

Tersine M ’nin bir pargalanisi M =A@®B ve C, B’nin M ’de ki bir
timleyeni olsun. Y = An(B®C) kiimesini tanimlayalim. Y <M olsun. O

halde herbir yeY,b+c,beB,ceC ig¢in y=b+c seklinde yazilabilir.
7:B®C—>B projeksiyon doniisiimii olmak {izere ¢@=a7],:Y > B bir
homomorfizmadir. Gergekten de Vy,,y, €Y ve Vb,b,eB ve Vc,c,eC igin
y,=b +c, y,=b,+c, seklinde yazilabilir. Ve 7|, (y,+V,) =7, (y,)+ 7l (y,)
ve VbeB icin 7|, (by,) =bxl, (y,) dir. Simdi B, A-injektif oldugundan ¢
homomorfizmas1 bir y:A-—> B homomorfizmasina genisler. aeA igin
H =R(a—w(a))+C alt modiiline bakallm. b=ra-ry(a)+ceH "B, ceC,

reR olsun. O halde ra=b+ry(a)—ceY ’dir. Budurumda
p(ra) = (v ~i)(ra) = ry(a)
oyle ki

p(ra) =gp(b+ry(a)—c) =(zei)(b+ry(a)-c)



21

=7(0)+z(ry(a)) —7z(c) =b+ry(a)

oldugundan b=0 olur. O haldle H~B=0 olur. R birimli bir halka ve

BNC =0 ozelligine gore C maksimal oldugundan Vae A i¢cin a—w(a)eC

dir. Boylece Vme M i¢in

m=a+b=(a—y(@)+yw(@)+beB®C
dir. M =B®C vyazilabilir. O halde M Ads—modiildiir.

Ornek 1.6.4. Z, 7 —injektif olmadigmdan dolay1 M =(Z®Z), modiili Ads—

modiil degildir.

Ornek 1.6.5. Teorem 1.4.6.°dan Quasi—continuous modiillerin  Ads—modiil

oldugu agiktir.

Tamim 1.6.6. M bir R —modiil olsun. M’ nin keyfi iki dik toplananinin arakesiti
de yine bir dik toplanan ise, yani A,B <, M iken AnB <, M oluyorsa, M’ye dik

toplanan kesisim Ozelligine sahip (summand intersection property, kisaca, SIP)

modiil denir (Wilson, 1989).

Lemma 1.6 7. M R -—modiiliiniin SIP olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her

M=A®B ayrisim1 ve her f:A—- B homomorfizmi i¢in Kerf 'nin bir dik

toplanan olmasidir.

Kanit: M =A®B SIP modil ve f:A—B homomorfizma olsun.
T={a+f(a)|lacA} alam. Bu gosterir ki M =T ®B’dir ve xeM olmak
tizere X=a+b seklinde yazilabilir (ac A, beB). x=a+ f(a)- f(a)+b’dr.
a+f(@)eT ve —f(a)+beB oldugundan M =T +B’dir. Simdi xeT "B
olsun. Burdan

x=a+f(a), acA ve a=x—-f(a)=AnB=0’dr. Boylece f(a)=0
ve Xx=0’dr. M SIP 6zelligine sahip oldugundan M ’nin bir dik toplanani
TN Adir. TnA=Kerf oldugundan Kerf M ’nin bir dik toplananidir.
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Tersine her M = A®@B ayrisimi ve her f : A— B homomorfizmasi igin

M ’nin bir dik toplanami Kerf olsun. M =N®N, ve M=K®K, ve
zly:M—>N,;, 7| M —>K dogal epimorfizma olsun. h=(z[ oz |)/N
tanmimlayalim. Bu gosterir ki h:N — N, tanimlidir. Boylece Kerh M ’nin bir
dik toplanamdir. Kerh=(NNK)®(NNK,)’dr. NnK, Kerh’nin bir dik

toplananidir ve Kerh M ’nin bir dik toplananidir. Boylece N K, M ’nin bir
dik toplanamidir.
Asagidaki orneklerden SIP modil smifi ile Ads—modil smiflarinin

birbirinden farkli oldugunu goriiliir.
N F F 0 F
Ornek 1.6.8 F bir cisimve R= olsun. Bu durumda N = ve
0 F 0 F
F F 5 . : R .
L= 0 0 sag R-modiillerdir. M = T ve X=M®N alalim. (Garcia,

. s R |0 O
1969)’dan X modiilii SIP 6zelligini saglamaz. Ancak M :E; 0 F =F

R : R .. . .
oldugundan M = N —injektiftir. Diger yandan, M =T cisimdir. Kendinden

ve 0’dan bagka alt modiilii yoktur. Bu yiizden M —injektiftir. Boylece X Ads—

moduldiir.

Ornek 1.6.9. p bir asal tam say1 ve K =(Z/ pZ)@®Q olsun. K ’nin tiim dik
toplamlar1 (Z/ pZ(—BO), 0eQ, 0®0 ve K oldugundan, K SIP’dir. @ injektif

oldugundan 7/ pZ —injektiftir. ~ Varsayalim ki Z/ pZ, Q- injektif olsun.

7.7 — pZ kanonik epimorfizma olsun. z(n)=n+ pZ(neZ) olur. Bu 7z ’yi

a:Q— Z/ pZ homomorfizmasima genisletebiliriz. a[ij =Xe pZ(xeZ) olur.
P

Boylece pa[ij:a(l)=7r(l)=l+ pZ olur. px+ pZ =1+ pZ ve bu yiizden
Y

1= O(mod p) olur. Bu geliskidir. Yani Z/ pZ, Q- injektif degildir.
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2. SA-MODULLER

Calismamizin bu bolimiinde SIP ve Ads 0Ozelligini saglayan SA-
modiillerle ilgili calismamizda isimize yarayacak olan tanim teorem ve lemmalar

verilecektir.

Tamm 2.1. SIP ve Ads 6zelligini saglayan modiillere SA —modiil denir (Takil
Mutlu, 2015).

Diger taraftan (Tercan ve Karabacak, 2007) makalesinde yazarlar SIP
modiillerin daha genel hali olan SIP —extending modiilleri asagidaki gibi
tanimlayarak, = SIP-extending kosulunu saglayan matris  halkalarim

incelemislerdir.

Tanmim 2.2. M modiiliiniin her M = A®B ayrigimindaki A,B<, M elemanlari
icin ANB <, D ozelligini saglayan D<; M varsa M modiiliine SIP —extending

modil denir.

SIP 6zelligini saglayan her modiil SIP-extending’dir. Ancak tersi her

< g A e zZ, 27,
zaman dogru degildir. Ornegin, R = 0

} SIP—extending modiil olmasima
4

ragmen SIP degildir. R ’nin tiim idempotentleri asagidaki gibidir. a,ceZ, ve

2be?Z, igin
a 2blfa 2b| [a 2b - a’ 2ba+2bc| (a 2b
0 ¢cl|/l0 c| |0 ¢ 0 c? 1o ¢
a’=a=a=0,a=1, c°=c=>c=0,c=1, 2ba+2bc=2b ‘dir. O halde

00 0 2b 1 2b 10 00
e1: ’ ez: 1 eg: 1 e4: ’ e5: 1
00 0 1 0 0 01 01

10
eﬁz{o 0} dir. Ve bu yiizden R; ’nin tiim dik ¢arpanlari agsagidaki gibidir:

0 0|4, 2Z, 00
eR= = < Re
0 0j]]0 2, 00
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e,RNeR £, R; oldugundan SIP-modiil degildir.

Ancak e,RNe,R<, e,R; oldugundan R; , SIP—extending modiildiir.
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3.SA-EXTENDING MODULLER

SIP —extending modiiller, SIP modiilerin bir genellestirilmesi oldugundan
hem Ads hem SIP —extending kosulunu saglayan modiillerin hangi 6zellikleri
sagladig1 sorusu akla gelen dogal bir sorudur. Calismamizin bu bdliimiinde, adina
SA-extending modiiller diyecegimiz hem Ads hem de SIP —extending kosulunu

saglayan modiil smifinin baz1 6zellikleri incelenmistir.

Tammm 3.1. Hem Ads hem SIP —extending 6zelligini saglayan modiillere SA-
extending modiil diyelim.
Tanimdan goriilecegi lizere, SA modiiller ayn1 zaman da SA —extending

olmasina ragmen tersi her zaman dogru degildir.

a x 00
. 0 b 0O
Ornek 3.2. F cisimve T= :a,b,x,ye F} olsun. T ’nin tim
0 0 by
0 00 a
sag idealleri
0 x 00
0 00O
I, = |xeF
0 00O
0 00O
0100
/|00 00
“\[o0oO0oO
0 00O
0 x 00
| 0 00O Ix F
= y (=
> ]lo 0 0 vy y
0 00O
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o O «+H O
o O O o

— O O O

o O «+H O
o O O o

o O o o



a x 00
0 00O
ls = la,xeF

0 0 0 a

0 0 0 a

1000 1100

0 00O 0 00O

= = < T

0 001 0 001

0 001 0 001

0O b 0O

0O b 0O

I, = |b,yeF

0 0 by

0 00O

0100 0100
0100 0100

= = < T

0010 0 011

0 00O 0 00O

bigimindedir. Simdi T ’nin tiim dik toplananlarini bulalim. Bunun i¢in

T ’nin tiim idempotentlerini hesaplayalim.

a x 0 Ofjla x 0 O a x 00
0 b 0 O0||0boOOf|0bOO
0 0b y||[0O0b vyl |0O0Db.y
0 00 all0 00 a| |0 00 a

kosulunu saglayana, x,b,y € F elemanlarini bulalim.

a’ ax+xb 0 0 a x 00
0 b 0 0 | |0boO0OO
0 0 b’ bytay| |0 0 b vy
0 0 0 a’ 0 0 0 a

esitliginden

27
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a’=a , ax+xb=x,b*=bve by+ay=y

denklemleri elde edilir. Buradan a=0,1, b =0,1 bulunur. Buna goére
e a=0, b=0ise y=0 bulunur.
e a=0, b=1ise x ve Y keyfi elemanlar olarak bulunur.
e b=0, a=1ise x ve Yy keyfi elemanlar olarak bulunur.
e a=1,b=1 ise x=0 vey=0 olarak bulunur.
Sonu¢ olarak T’nin tiim idempotent elemanlar X, yeF olmak {izere

asagidaki bigimdedir.

! I4X4 ve 04X4

o O O O
O O B+ X
o O O
O O O
o O O B+
o O O X
o O o o
P, < O O

Ik olarak T ’nin SIP—extending oldugunu gosterelim. Bunun i¢in keyfi

iki dik toplam alalim ve arakesitlerine bakalim.

ve f =

@D

Il
o O O O
O O B+ X
o B O O
O O O
o O O B+
O O O X
o O O O
< O O

Keyfi iki dik toplam olup ilk olarak e formunda ki idempotentler

tarafindan iretilen dik toplamlarin arakesitine bakalim. Asagidaki durumlar

gecerlidir:
0 x 0O 0 xX¥ 0 O
0100 01 0 O
e= ve e' = olsun. Bu durumda
0 01 vy 0 0 1Yy
0 00O 0 0 0 O



olur.

0 x 0 Ofja x 0 O
01000 Db 00O
eT = |a,b,x,yeF
0 01 y|{|0O 0 b vy
0 00 0|0 0 0 a
[0 X 0 O]la x 0 O
01 0 0|0 b OO
e'T = la,b, X, y,x,yeF
0 01 yi{0 0 by
0 0 0 0J[0 O O a
fa xb 0 O
0O b 00O
= la,b, X",y x,yeF
0 0 b Yy
0 0 0 0
1) x=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise
0 00O
0O b 0O
eT Ne'T = |b,yeF <, T
0 0 by
0 00O

2) x=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise

eT Me'T = |lbeF <, T

o O O O
o O T O
o T O o
o O o o

3) x=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise

29



0 00O
0O b 0O
eT Ne'T = |b,yeF <, T
0 0 by
0 00O

4) x=0, y=0 Ve xX'=0, y'=0 Ise

0 0O 0
0O b O 0
eT Ne'T = |b,y,aeF <, T
0 0 b y+vya
0 0O 0

5) x#=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise

0 xb O 0
0 b 0 0
eT Ne'T = la,b,yeF <, T
0 0 b y+ya
0 0 O 0

6) x=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise

0 0O 0
0O b O 0
eT Ne'T = |b,y,aeF <, T
0 0 b y+ya
0 0O 0

7) x=0, y=0 Ve x'=#0, y'=0 ise

x
(o

eT Ne'T = IX,beF <, T

o O O o
o O T

o T O o
O O O

8) x#0, y=0 Ve xX'=0, y'=0 Ise

30



31

0 00O
0O b 0O
eT Ne'T = |b,yeF <, T
0 0 by
0 00O

9) x=0, y=0Ve x'=#0, y'=0 Ise

x
o

eT ne'T = |x,beF:<, T

o O o o
o O T

o T O O
o O O o

10) x=0, y=0Ve x'=#0, y'=0 ise

0 xo 00
0O b 00
eT ne'T = |x,beF:<, T
0 0 b O
0 0 00O

11) x=0, y=0Ve x'=0, y' =0 ise

0 00O
0O b 0O
eT Me'T = |lbeF <, T
0 0b O
0 00O

12) x=0, y=0Ve x'=0, y'=0 ise

0 00O
0O b 0O
eT Me'T = |lbeF <, T
0 0b O
0 00O

Simdi f formundaki idempotentler tarafindan iiretilen dik toplananlarin

arakesitlerine bakalim. Asagidaki durumlar gegerlidir.
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}ab,xye{

O O > ©

o O o o

X o O O

T O O O

O O >

o O o o

X O O O

\IKJ
LL
w
>
3
S
<
\|\J -
. 5
w =
> ———
A o o > ®©
>
° © o o o
©
— X 0 o o
1
©
© o x5 ®© ©T © o o
I |
1
o o o o O O > o
< o o o o
T o oo
= *x O o o
© © o o — © o o
Il Il
=

}abxx'y’eF}

0, y#0 ise

0
a

a x+xb 0
0 0 O
0 0 ya
0 0

0
0
0

0, y=0 ve x

1) x

}a,b,Y c F}g T

©
00V|

o O o

0 0 a

o O o

c O O O

0, y=0ve x'=0, y

fTfT

0 ise

2) x



33

TAFT = lacF <, T

o O O W
o O o o
o O O o
L O O O

3) x=0, y=0 Ve xX'=0, y'=0 Ise

TAFT = lacF <, T

o O O W
o O o o
o O O o
L O O O

4) x=0, y=0 Ve xX'=0, y'=0 ise

a 00 o0
0 00 O
fTNfT = ly,a,YeF <, T
0 0 0 Ya
0 00 a

5) x=0, y=0 Ve xX'#0, y' =0 ise

a x+Xb 0 0
0 0 0
fTfT= la,b,y,X,)YeF <, T
0 0 0 Ya
0 0 0 a

6) x=0, y=0 Ve x'=0, y'=0 ise

a x 0 0
0 00 O
fTNfT = Ix,a,YeF <, T
0 0 0 Ya
0 0 0 a

7) x=0, y=0 Ve x'#0, y'=0 ise



a x+Xa 0 0
0 00
fTNfT = la,x, X eF:<, T
0 00
0 0 0 a

8) x=0, y=0 Ve xX'=0, y'=0 Iise

a x 00
0 00O
fTNfT = la,xeF <, T
0 000
0 0 0 a

9) x=0, y=0Ve x'=#0, y'=0 ise

a x+Xa 0 0
0 0 0
fTnfT = la,x, X e F <, T
0 0 0
0 0 0 a

10) x=0, y=0Ve x'=#0, y'=0 ise

a x+Xa 0 O
0 00
fTNfT = la,x, X eF:<, T
0 0 0
0 0 0 a

11) x=0, y=0Ve x'=0, y' =0 ise

fTinfT= la,xeF <, T

o O O W
O O O X
o O O O
D O O O

12) x#0, y=0Ve x'=0, y'=0 ise
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fTNfT =

o O O W

Simdi € ve

toplananlarm arakesitine bakalim. Asagidaki durumlar gecerlidir.

1)x=0,y=0

eT N T =

o O o o

2)x=0,y=0

eT N fT =

o O O o

3)x#0,y=0

eT N T =

o O O o

4)x=0,y#0

eT N fT =

o O o o

O O O X

f

o O O o

o O O o

xb

xb

o O O o

la,xeF <, T

» O O O
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formundaki idempotentler tarafindan {retilen dik

O O O o

o O O o

o O O o

o O O o

o O O O

|y,aeF < eT

Ix,beF <, fT

o O o o

|x,b,a,yeF <, eT
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oldugundan T; modili SIP —extending’dir.

Simdi T ’nin Ads —modiil oldugunu gosterelim.

eT dik toplananinin tim timleyenleri 1, ve |g; fT dik toplananmnin tim

timleyenleri I, ve I, dir. Ayrica

T=eT®l,=eTOI,=fTOI,=TDI,

0100
) e ) 0100
oldugundan T  Ads-modiildiir. Ancak e =e= ve
0 010
0 00O
0 00O
2 0100 o
f2P=1= 00 1 0 almirsa €T N fT £, T oldugu gériiliir. Bundan dolay1 T
0 00O

SIP —modiil degildir.

Sonug¢ olarak T SA-extending modiil olmasma ragmen SA —modiil
degildir.

Teorem 3.3. Bir M modiiliiniin SA —extending modiil olabilmesi i¢in gerekli ve
yeterli sart agagidakilerin saglanmasidir:

1. M ’nin her dik toplanan S, T ¢ifti ve her ~:M —S projeksiyon
doniistimii icin ker z, M ’nin bir dik toplaninda essential’dir.

2. M =A®B ayrisimi gz oniine alindiginda A’nin M i¢indeki her C
timleyeni ve 7:M —B projeksiyon doniigimi i¢in 7|.:C—>B  bir

izomorfizmadir.

Kamit: M modiilii SA —extending olsun. Ilk olarak (1)’in saglandigmi gorelim.
M =S @S’ ayrisimini goz oniine alalim. z:M — S projeksiyon doniisiimii i¢in

Kerz=S" olup Kerz| =S'"T dir. M, SA-extending modiil oldugundan

Kerz |, =S"NT bir dik toplananda essential’dir.
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Simdi (2)’nin saglandigin1 gérelim. M = A®B, 7:M — B projeksiyon

doniigimii ve C, A’mn timleyeni olsun. XeKerz|. alahm. Bu durumda

xeCA=0 olup Kerr|.={0} *dir. Boylece 7| bire-birdir,
A®C =(A®C)NM = (ABC) N (ADB)=[(A®C)NB]+A
oldugundan
7(C) = 7(A®C) = z[(A®C) NB] = (A®C) ~B

dir. M SA-extending oldugundan A®C =M olup

7(C)=(A®C)~nB=M ~B=B

bulunur. Boylece 7|, 6rten olur. Sonug olarak 7 |. bir izomorfizmadir.

Tersine (1) ve (2) sartlarin1 kabul edelim. M =A®B ve C, A’nmn
timleyeni olsun. Bu durumda (2)’den 7|, (C)=B olup M =A®B=A®C dir.
Boylece M Ads modiildiir.

Diger taraftan Sve T, M ’nin iki dik toplanani ise, M =S®S'=T ®T'
olacak bicimde S’, T'<M vardir. 7:M — S’ projeksiyon doniisiimii olsun.

Kerz|,=SNT olup kabulden Kerz|,=SNT, M ’nin bir dik toplaminda

essentialdir. Boylece M ’nin SIP —extending oldugu goriiliir. Sonug¢ olarak M ,
SA —extending modiildiir.

Bir Ads modiiliin dik toplananlarminda Ads olmasma ragmen (Takil
Mutlu, 2015) bir SIP—extending modiiliin dik toplananlarinin SIP —extending
olup olmadig1 sorusu hala agiktir. Bu durumda bir SA —extending modiiliin dik
toplamlarininda SA —extending modiil olup olmadigi agik sorudur. Ancak
asagidaki Lemma bir SA —extending modiiliin dik toplananlarinin 6zel bir

durumda SA —extending oldugunu gosterir.

Lemma 3.4. M bir SA-extending modiil ve N M ’nin bir dik toplanan1 olsun.

Eger N, essential altmodiillerinden her birinin M igindeki tek kapanisi ise N,

SA —extending modiildiir.
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Kanit: (Takil Mutlu, 2015)’den N Ads-modiildiir. Simdi N ’nin SIP —extending
modiil oldugunu gosterelim. N <; M oldugunda M =N @ N’ olacak sekilde
N’<M vardir. K ve L, N ’nin dik toplananlar1 olsunlar. Boylece

M ’nin de dik toplananlaridir. Kabulden M ’nin bir T, dik toplanani vardir
dyleki KNL<, T,°dir ve M =T,®T, olacak bigimde T, <M vardir. Buradan

KALAN'<NAN’'=00lup KnL~AN’=0"drr.

0=(KNL)NAN's, T,AN"  oldugundan T ~N’'=0’dr. Ayrica
KNLcNANT, T, oldugundan N NT, <, T, dir. 7'M —>T,  kanonik
projeksiyon donisimii olsun. g:N —T, donisimi 7 ’nin N’ye kisitlanigt
olsun. K=g*(NNT,)  alalim. NNT, <, T,  oldugundan
K=g*(NNT)<, g7(T,) =N “dir.

Ayrica K=(NNT)®(NNT,) diir. Bunu  gérmek  icin
xe(NNT)®(NAT/) alam. xeca+b olacak sekilde ae NNT,, b=NANT/
vardir.  Buradan g(x)=g(a)+g()eT,AN olup xeg™(T,nN)=K dir.

Boylece
(NNT)®(NNT,)cK

elde edilir. Diger taraftan xe K alalim. xeM oldugundan x=y+z olacak
bigimde yeT, ve zeT, vardrr. Buradan g(X)=yeNNT, olup zeN elde
edilir. Burada xe(NNT)®(NAT,) olur. Yani K< (NAT)®(NAT,) dir.
Boylece K =(NNT,)®(NNT,) diir.

NNT, <, T, oldugundan K=(NAT)®(NNT)<, T, ®(NAT,) diir.
Ancak K<, N ve kabulden N, essential olan altmodiillerinin M iginde ki tek

kapanis1 oldugundan T, ®(N NT,) = N olmalidir. O halde T, = N ’dir. Boylece

T, <4 M oldugundan T, <; N’dir. Sonug olarak K ~L, N 'nin bir dik toplaninda

essentialdir.
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SA —extending modiillerin dik toplamlar1 SA —extending olmak zorunda
degildir.

Ornek 3.5. Z, modiiliinii géz oniine alalim. 7 ayristirilamaz oldugundan dik

toplamlart 0 ve kendisidir. O halde Z, SA-extending modildir. Ancak Z
modiilii Z— injektif olmadigindan Z®7Z Ads-modil degildir. Dolayisiyla
7Z.®7 , SA—extending modiil degildir.

Tamm 3.6. R bir halka ve xR olsun. r(x)={aeR|xa=0} kiimesi R ’'nin

bir sag idealidir. Bu kiimeye X elemaninin sag sifirlayicist denir. Benzer

bicimde bir X < R kiimesinin sag sifirlayicisi da
r(X)={aeR|vxe X,xa=0}
olarak tanimlanur.

Lemma 3.7. M =M, ®M, bir R modiil olsun. Eger r(M,)+r(M,)=R ise M
’nin her N altmodiilii N =N, ® N, oyleki N, <M, ve N, <M, olacak bigimde
yazilabilir (Hamdouni vd., 2005).

Lemma 3.8. M ve N, SA-extending modiiller olsunlar. Eger r(M)+r(N)=R
ise M ®N, SA-extending modiildiir.

Kamt: ilk olarak M @ N ’nin SIP —extending oldugunu gosterelim:

A ve B, M @®N ’nin herhangi iki dik toplanani olsun. Lemma 3.7.’den M,,
M, <M ve N,, olmak iizere A=M,®N, ve B=M,®N, olarak yazilabilir.
A, B, M®N oldugundan M ®N=A®A =B®B’ olacak bicimde A’

B'<M @N vardir. Boylece
ME&@N=(M,®&@N,)®A'=(M,®N,)®B’
dir. Modiiler kuraldan

M=MnMON)=M,&Mn(N,&A)=M,®MN(N,®B))
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olup M;, M,<; M oldugu goriiliir. Benzer sekilde N,, N,<; N oldugu
gortliir.
M ve N SIP-extending oldugundan M, "M, < M'S M ve

N, "N, <, N'<; N olacak bigimde M’, N’<M vardir. Simdi
M,AM,))®(N,AN,)=(M,&N,)n(M,®&N,)=ANB
dir. Boylece
ANnB=(M;,nM,)®(N,nN,)<, M'®&®N'<, M®N

oldugundan M @ N SIP —extending modiil olur.

Diger taraftan C A ’nin bir tiimleyeni olsun. Bu durumda C =M, ® N/

olacak bigimde M, cM ve N, = N vardir. Buradan
M, 'AM, =(M, ®N, )M, < (M, ®N,Yn(M,®N,)=C~A=0
N, AN, =(M, ®N, )" N, < (M, &N, )" (M, ®N,)=CnA=0

oldugundan M,’ "M, =0 ve N,’"N,=0’drr. Boylece M,, M, in tiimleyeni
ve N/, N,’in tiimleyenidir. M ve N Ads-modiil oldugundan M =M, ®M,’ ve

N =N, ®N, *diir. Béylece

M@&N=(M,®M,)®(N,®N,)=AdC

elde edilir. Boylece M @N Ads—modiil olup M @ N, SA-extending modiil

olur.
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