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OZET

Bikompleks sayilar teorisi uzun zamandir ¢alisgilmaktadir. Bu tez ¢alismasinin
birinci boliimiinde bikompleks sayilar teorisinde gerekli olan homotetik hareket, Lie
grubu, Lie Cebiri, Matris Lie grubu, egriler, Hiperyiizey, Dual sayilar, Hamilton
operatorii gibi temel kavramlar verilmistir.

Ikinci boliimde bikompleks sayilar ciimlesi tanimlanmis ve bu ciimle iizerinde
toplama, ¢ikarma ve eslenik kavramlart verilmistir. Ayrica, bikompleks sayilarin reel
matris gosterimleri, kompleks matris gosterimleri, Matris Lie grubu yapisi, M Lie
grubunun x;x, = x,x3 hiperyiizeyindeki Lie cebiri olusturulmus ve M’ nin manifold

yapis1 goz Oniine alinmastir.

Uciincii boliimde, genellestirilmis bikompleks sayilar tanimlanmis ve eslenik
Ozelikleri verilmistir. Daha sonra genellestirilmis bikompleks sayilarin reel matris
gosterimi elde edilmistir. Ayrica, M Lie grubunun x;x, = x,x3  hiperyiizeyindeki
genellestirilmis bikompleks sayilarin Lie cebiri olusturulmustur. ¢ = =1 i¢in
bikompleks sayilardaki esitliklerin elde edildigi genellestirme kullanilarak
dogrulanmistir. Son olarak da dual genellestirilmis bikompleks sayilarin tanimi verilip

eslenik 6zeliklerine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Bikompleks sayi, Lie grubu, Lie cebiri, Homototik hareket,
Hamilton operatorii, Hamilton matrisi, Genellestirilmis bikompleks sayi, dual say1, dual

genellestirilmis bikompleks say1



ABSTRACT

Bicomplex numbers theory has been studied for a long time. The first chapter in
this thesis, basic concepts such as homothetic motion, Lie groups, Lie algebra, matrix
Lie group, curves, hypersurfaces, Dual nhumbers, Hamilton operator which are required

in theory of the numbers are given.

In the second part of the thesis, the set of bicomplex numbers is defined and
subtraction and conjugate concepts are given. In addition, real matrix representations,
complex matrix representations, the matrix Lie group structure, Lie algebra on
hypersurfaces of x;x, = x,x3 0f M Lie group is generated and manifold structure of

M is considered.

In the third part of the thesis, the generalized bicomplex numbers are defined
and conjugate concepts are given. Then, real matrix representation of generalized
bicomplex numbers is obtained. Morever, Lie algebra of the generalized bicomplex
numbers on hypersurfaces of x;x, = x,x3 of M Lie group is generated. For the
special case @ = f = 1 equalities in the bicomplex number are confirmed by using the
generalization. Finally, the generalized dual bicomplex numbers are defined and

conjugate concepts are mentioned.

Key Words: Bicomplex number, Lie group, Lie algebra, matrix Lie group, homothetic
motion, Hamilton operator, Hamilton matrix, generalized bicomplex numbers, Dual

number, generalized dual bicomplex numbers.
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GIRIS
Tarihi 1800’ li yillara dayanan bikompleks sayilar ilk olarak 1892°de Corrada
Serge tarafindan tanimlanmigtir. Bikompleks sayilar kuaterniyonlar cebirinin alt
cebirlerinden birinin elemanlar1 olup, Serge, bikompleks sayilar1 hatta trikompleks, ...,
n-kompleks sayilar1 tanimladi. Bikompleks sayilar uzaymimn 4-boyutlu Oklid uzayina
gomiilebilir oldugunu gosterdi. Bikompleks idempotent elemanlari ve bikompleks

sayilarin idempotent gosterimini elde etti.

1894°de Scheffers tek kompleks degiskenli fonksiyonlarin bikompleks
fonksiyonlara bir genellestirilmesini verdi. Bikompleks sayilarla ilgili gelismelerin en
cok kaydedildigi yillar 1928-1940 yillaridir. Ozellikle 1933°de yazdigi makalede,
Ringleb’in bikompleks degiskenli analitik fonksiyonlarla tek kompleks degiskenli
analitik fonksiyonlarla arasindaki baglantiyr vermesi ile bu konudaki c¢aligsmalar hiz
kazanmistir. Giiniimiizde, hiperkompleks sayilar ya da kuaterniyonlar teorisi alanlarinda

bu sayilarla yapilan caligmalara rastlanmaktadir.

Bottema ve Roth (1979) reel ve dual kuaterniyonlarin uzay kinematigine
uygulamalarini ifade etmistir. Hareket matrislerinin formlari vermistir. Hacisalihoglu
(1983) reel ve dual kuaterniyonlar1 ve sagladiklart ozelikleri ayrintili bir sekilde
incelemistir. Birim dual kuaterniyonlar yardimiyla donme ve kayma operatorlerini ifade
etmistir. Ayrica vida operatdriiniin donme ve kayma oparetorlerinin bileskesi olarak
yazilabilecegini gOstermistir. Vida hareketlerinin bilesimini ve Euler agilarinin

denklemlerini vermistir.

Agrawal (1987) dual kuaterniyonlari, Hamilton operatorleri ile formiillegtirmistir
ve bu operatorlere karsilik gelen dual matrislerin 6zeliklerini ifade etmistir. Bu
Ozelikleri bir nokta ve bir dogrunun vida hareketlerinin kinematik denklemlerini
gelistirmekte kullanmigtir. Kula (2003) split kuaterniyonlar1 incelemis ve Hamilton
operatdrlerini ve 6zeliklerini vermistir. Ayrica Minkowski-3 uzayinda vida hareketlerini
tanimlamistir.  Olmez (2006) genellestirilmis kuaterniyonlar ve uygulamalarini

gostermistir.



Bu tezde bikompleks sayilar

i?=-a,j?==p, ij=ji, (D*=(0D*=ap

alarak genellestirilmis bikompleks sayilar elde edilmistir. Bikompleks sayilarin ve
genellestirilmis bikompleks sayilarin eslenik durumlart incelenmistir. Bikompleks
sayilar ve genellestirilmis bikompleks sayilarin matris Lie Gruplart x;x, = x,x5 hiper
yiizeyindeki Lie cebirleri elde edilmistir. Ayrica Hamilton operatdrlerine benzerliklerine
deginilmistir. Son olarak da dual bikompleks ve dual genellestirilmis bikompleks

sayilara deginilmistir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bolimde tezde gerekli olan bazi kavram ve tanimlari verecegiz.
1.1. Afin Uzaylar

Tamm 1.1.1 Afin Uzay

A # @ bir ciimle V de F cismi iizerinde bir vektor uzayi olsun.

Eger bir
fiAXA—>V
(P,Q) - f(P,Q) = PQ

dontsimii P,Q € A noktalari i¢in

asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V ile birlestirilmis bir afin

uzay denir .
i) VP,Q,R€Aicin PR=PQ + QR dir.
ii) VPEAve YVa €V igin ﬁj = a olacak bi¢imde bir tek
Q € A noktas1 vardir.

ﬁj vektoriinde P noktasina baslangic noktast ve @  noktasina ug¢ noktasi

denir (Hacisalihoglu 1980).
Tanim 1.1.2 Afin Cati

Bir V vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun .

Py, P4, ...,P,, € A noktalariigin PogPq, PoP,,...,PoP,, € A vektorlerinin sistemi

V ’ nin bir bazi ise

{Py, Py, ..., B }



nokta (n+1) —lisine A afin uzaymin bir afin ¢atis1 denir (affine frame). Burada
P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve P, noktasina da ¢atinin bitim noktas1 denir

(Hacisalihoglu 1980).
Teorem 1.1.1

Bir vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir Py € A

noktasi se¢ildiginde baslangici P, olan bir afin ¢at1 vardir (Hacisalihoglu 1980).

Teorem 1.1.1.°in ifadesine gore V nin bir baz1  {ay, a5,..., a, } olsun.
Herbir j, 1<j<n i¢in m = a; olacak sekilde bir tek P; € A noktasinin

var oldugunu biliyoruz.
O halde {P,,P,,...,B,} nokta (n+ 1) —lisi bir afin ¢atidir ve
{ai, az,..., a, } bazi verildiginde tektir.

Tanmm 1.1.3

Bir F cismi {lizerinde tanimlanan iki vektor uzay1 V; ve V, ile birlestirilmis

afin uzaylar sirasi ile A; ve A, olsun
f: A = A,

bir doniisiim olsun. Herhangi bir P € A, noktas1 i¢in bir
Xp: ViV,

dontigimiinii  su sekilde tanimlayalim. a € V; vektorii ig¢in @ = ﬁ olacak sekilde

ikinci afin aksiyomuna gore tek olarak var olan nokta Q € A, olduguna gore

Xp(a) = f(P)F(Q)

dir (Hacisalihoglu 1980).
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Sekil 1.1 Afin doniisiim.
1.2. Oklid Uzay1

Tamim 1.2.1 Oklid Uzay1

n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 V olsun. V ile birlesen bir A afin uzaymna
n-boyutlu Oklid uzay: denir ve E™ ile gdsterilir (Hacisalihoglu,1980).

Tanim 1.2.2

E™ n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X olsun. E™ de bir afin koordinat

sistemine gére X noktasinin koordinatlart (xq, x5, ..., x,) olsun.
x;: E™ > IR
bilesenlerine E™’ in i-yinci koordinat fonksiyonu denir.
IR™ standart reel afin uzay olmak tizere IR™’de bir
<.>:IR"XIR™ — IR
I¢ carpimini

(& Y) =(X,Y)

n

= Z XiYi

i=1



biciminde tanimlayalim. Bu i¢ ¢arpima IR™ ’de standart i¢ ¢arpim veya Oklid i¢

carpimi denir. Standart i¢ ¢carpimin tanimli oldugu IR™ vektor uzayi ile birlesen IR™

afin uzayma n- boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E" ile gdsterilir (Hacisalihoglu,
1980).
Tamim 1.2.3 Oklid Catisi

Bir n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzay1 V olsun. V ile birlesen E" Oklid uzayinda
siralt bir {Py, Py, ..., B,} nokta (n+1) -lisi igin eger  {PoPy, PoPs, ... PPy}
vektor sistemi V’nin bir ortonormal bazi ise { Py, P;,..., P, } catisina dik ¢at1 (Oklid
Catis1) denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tanim 1.2.4
E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir noktaX ve bu noktanm bilesenleri
(x4, X3, ..., X, ) olsun
x;:E™ > IR
bilesenlerine E"’ in i -yinci koordinat fonksiyonu denir. Buna gore  (xy,x3,..., X,)
reel sayilar1 n -lisine Oklid koordinat sistemi denir (Hacisalihoglu, 1980).

1.3. E™ °de Egriler

Tanmm 1.3.1 n- boyutlu Oklid uzayr E" ve IR ’nin bir irtibath acik alt

ciimlesi I olmak iizere,
a:l € IR — E™
doniistimii diferansiyellenebilir ise a(l) ciimlesine E™ ’de bir egri denir.
Tanmim 1.3.2 Hiperyiizey

E™, n-boyutlu Oklid uzayinda (n-—1) boyutlu bir yiizey veya (n-1) -yiizey

diye E™ deki bos olmayan bir M ciimlesine denir. Oyle ki bu M ciimlesi



M ={XEU cE"|f:U—22 IR U a(;lkciimle}
x-flx)=C
Vfl,#0, VpEM bi¢ciminde tanimlanir. E* de bir 1-yiizeye

diizlemsel egri denir. E3 ’de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir. E" de bir (n—l)-
ylizey, n>3 olmasi halinde daha ¢ok bir hiperyiizey olarak adlandirilir (Hacisalihoglu
1994).

1.4, Diferansiyellenebilir Manifoldlar

Tanim 1.4.1 M bir Hausdorff uzayr olsun. M’ nin her bir agik ciimlesi
E™ ’nin bir agik alt climlesine homeomorf ve M sayilabilir ¢oklukta agik ciimlelerle

ortiilebiliyorsa M’ ye n-boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu, 1980).

Tamim 1.4.2 M  bir topolojik manifold olsun. U € M agik alt ciimlesinden
E™ bir V agik alt cimlesine bir
X:U—>V

homomorfizim verilsin. (X,U) ikilisine M ’de bir koordinat komsulugu veya harita
denir (Hacisalihoglu 1980).

Xx; =y;ox olmakiizere x; lere X haritasina bagl koordinat fonksiyonlar1 denir.



Tamm 1.4.3 M n-boyutlu topolojik manifold ve A’ da «a indislerinin
ciimlesi olsun. U, € M acik alt ciimlelerinin {U,}, € A  ailesi M ’ nin Ortiisii
olsun. Her bir U, 'min E™ deki bir V, acik alt ciimlesine homeomorf oldugunu

kabul edelim. Boylece elde edilen (X, V, ) haritalarinin

S ={(Xa Va) }aea
ailesine M ’nin koordinat komsulugu sistemi veya atlasi denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanim 1.4.4 n- boyutlu topolojik manifoldunun bir atlas1 S = {(X4, V) }aea

olsun.
Xa(Va) nXﬁ(VB) * d)

olacak sekilde her (a,8) € AX A igin X, 'o Xp Ve Xﬁ_l o X, fonksiyonlari

r €IN i¢in C" smifindanise S atlasina C" sinifindan atlas denir (Hacisalihoglu
1993).

Tamm 1.4.5 Diferansiyellenebilir Manifold

M  bir n-boyutlu manifold ve M’ nin bir S atlast1 C" sinifindan ise M ’ye

n-boyutlu diferansiyellenebilir manifold denir.
1.5. Lie Grubu, Lie Cebiri ve Matris Lie Grubu
Tamm 1.5.1 Lie Grubu

Bir M diferansiyellenebilir manifoldu ve bir G grubu verilmis olsun.

Eger asagidaki aksiyomlar saglanirsa (M, G) ikilisine bir Lie Grubu denir.

L, : M’ nin noktalar1 G’ nin elemanlar ile ¢akisir.
Ly: M XM ->M
(a,b) » ab™?
islemi her yerde diferansiyellenebilirdir.

M’ ye Lie grubunun temel manifoldu ve G ’ye de temel grubu denir
(Hacisalihoglu, 2006).



Tamim 1.5.2 Lie Cebiri
V  bir vektor uzayr olmak tizere
I VxV->sV
(X,Y) = [XY]
islemi,
1) Bilineer
2) Antisimetrik
3 [[x,Y1,z] +[[Y, 21, X] + [[z, X],Y] = 0
ozeliklerine sahip ise (X, [,]) ikilisine bir Lie Cebiri denir (Hacisalihoglu, 2006).
Tammm 1.5.3 G bir Lie grubu olsun. Belli bir g, € G noktasinda
Ly, : G- G
doniisimiit V g € G igin
Iy, ) = 909

seklinde tanimlanir ve G izerinde bir sol paralelizm (6teleme) adinmi alir

(Hacisalihoglu, 2006).

Tanim 1.5.4 Matris Lie Grubu

{[aij]nxn taj € IR} matris uzaymin bir alt manifoldu, matrislerin ¢garpma igslemine

gore bir grup ise bu gruba Matris Lie Grubu denir (Hacisalihoglu, 2006).

Tamim 1.5.5 G bir matris Lie grubu ve G iizerinde bir vektor alan1 da X

olsun. Eger V go, g1 € G igin

I(go)*X(gl) = X(gog1)
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yani Vg € G i¢in
I(g)*OX = XOI(g)
iIse X vektor alanina bir sol invaryant vektor alani denir.
X1 = {X Xe X l[(g)*OX = XOI(Q)}

ciimlesi X vektor alanlar1 uzaymin bir alt uzayidir. Bu alt uzaya sol invaryant vektor

alanlarinin uzay1 denir (Hacisalihoglu, 2006).

Teorem 151 G bir matris Lie grubu ve G nin sol invaryant vektor

alanlarinin vektor uzayr x; olsun. Bu durumda
X1 =Tg(e)
dir. Buradae, G nin birim elemanidir.

Tammm 1.5.6 G Lie grubunun Lie cebiri G iizerindeki sol invaryant vektor
alanlarmin Lie Cebiri olarak tanimlanir. Bunun yaninda G Lie grubunun Lie cebiri
olarak G nin e birim noktasindaki T (e) tanjant uzayini Lie cebir yapisi ile birlikte
alabiliriz (Hacisalihoglu, 2006).

1.6. Homomorfizm

Tanmm 1.6.1 (G,.) ve (H,»x) ikigrupve f :G — H’ ye bir fonksiyon

olsun Va,b € G i¢in
f(a.b) = f(a) * f(b)
ise f’ye G ’den H ’yebir homomorfizma denir.
1.7. Dual Sayilar
Tanmm 1.7.1 Dual Sayilar

Va,a* € IR olmak iizere bir A = (a,a*) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu

sekilde tanimlanan IR X IR ciimlesi ID ile gosterilsin.
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ID ={(a,a”) : a,a” € IR}  izerindeki i¢ islem ve esitlik su sekilde

tanimlanir: (Hacisalihoglu 1983)
Tamm 1.7.2 (Toplama)

A= (a,a*) ve B=(b,b*) € ID olmak iizere

@ :IDXID - ID
i¢ islemi:

A®B=(aa)® (b)b")=(a+b, a*+b")

seklinde tanimlanir ve  ID’ deki toplama islemi olarak adlandirilir (Hacisalihoglu,
1983).

Tanim 1.7.3 (Carpma)
A= (a,a*) ve B = (b,b") € ID olmak iizere
® :IDXID - ID
i¢ islemi:
AQ® B=(aa) © (bb*) =(ab,ab™ + a*b)
seklinde tanimlanir ve ID ’deki ¢arpma olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 1.7.4 (Esitlik)
A= (a,a*) ve B=(b,b") € ID olmak iizere
a=b,a =b"
ise A ile B esittir denir. A = B seklinde gosterilir (Hacisalihoglu 1983).
Tamm 1.7.5
IR reel sayilar climlesi olmak iizere

ID = IR X IR
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climlesi lizerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanimlanmis ise
ID ciimlesine dual sayilar sistemi ve V(a,a*) € ID elemanina da bir dual say1 denir
(Hacisalihoglu 1983).

Tanmmm 1.7.6  Bir A= (a,a”) € ID dual sayisinda “a” reel sayisina A’nin

(13 * 99

reel kismi, “a® ” reel sayisina da A’ nin dual kism1 denir ve ReA =a , Dud =a*

seklinde yazilir (Hacisalihoglu 1983).
Tanmm 1.7.7

(0,1) dual sayist kisaca & ile gosterilir ve dual birim olarak adlandirilir
(Hacisalihoglu 1983).

Teorem 1.7.1
A = (a,a”) € ID olmak lizere
A=a + ea’

seklinde yazilabilir. Bu durumda
(a,a*)=a+¢ea’

dir (Hacisalihoglu 1983).
Sonug 1.7.1
e Qe == (00)

oldugu gortiliir.
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2. BiIKOMPLEKS SAYILAR VE OZELIiKLERI

Bu boliimde genellestirilmis bikompleks sayilari daha iyi anlayabilmek ve
genellestirilmis bikompleks sayilarla olan iligkisini verebilmek icin bikompleks sayilar

ve bikompleks sayilara iligkin bazi bilgiler verecegiz.

2.1. Bikompleks Sayilar
Tamim 2.1.1 Bikompleks Sayilar Tanim

Bir bikompleks say1 sirali dort saymnin - +1, i, j, ij gibi dort birime

eslik etmesiyle tanimlanabilir. Burada birinci birim 1 bir reel, diger {i¢ birim ise

ozeliklerine sahiptir. Boylece bikompleks say1 xq, X5, x5, x4 € IR olmak iizere

X =x, +ix, +jx;+ijx, biciminde ifade edilebilir. Burada x;,x,,x3,x, reel

sayilarina x bikompleks sayinin bilesenleri denir.
Bikompleks sayilar cimlesini €, ile gosterelim. Buna gore,
C,={xlx=x +ixy, +jx3+ijx,, xx EIR, 1<k <4}
bigiminde ifade edilebilir. ¢, de iki eleman toplanabilir ve bir skaler ile ¢arpilabilir.
€, detoplama ve skaler ile carpma islemi asagidaki sekilde tanimlanir.
Tanim 2.1.2 (Toplama islemi)

Bikompleks sayilarda skaler ile toplama islemi asagidaki sekilde tanimlanir.

Vx=x+ix,+jxs+ijxg, y=y,+1iy,+jys+ijy, € (€, i¢in
bikompleks sayilarda toplama islemi

®:¢, X ¢,

Y) 2 x@y =1 +y) +ilxy +y,) +jlxz +y3) + (x4 + ys)
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seklinde tanimlanir.

Boylece (€, @) ikilisi bir Abel gruptur. Buradaki etkisiz eleman sifir
bikompleks sayis1  (0,0,0,0) sirali dortliistidiir.

Tamm 2.1.3 Skaler ile Carpma
Bikompleks sayilarda skaler ile ¢garpma islemi asagidaki sekilde tanimlanir.
Vx=x,+ix,+jxs+ijx, € C,ve Va€ IR igin skaler ile carpma islemi
O :IRX(C, - C,
(a,x) 2 a O x=ax; +iax, +jaxs + ijax,
seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan dis islem
LaQ@®y)=(a Ox)P (a®y); Va€elIR,Vx,y €,
iL(a+b)Ox=0@Ox)D (b Ox); Va,b € IR,Vx € (,
. (abh)Ox=aOBOx);VabelR,Vxe (,

iv.10x=x, Vxe(,

ozeliklerine sahiptir. O halde {C,, @ , IR,+,. , ®} sistemi bir reel vektor uzayidir
(Price, 1990). Bu uzay1 C, ile, ¢, deki @ islemini kisaca “ +” ile gosterecegiz.

Tamm 2.1.4 Carpma
X : ¢2 X ¢2 - ¢2
y)-xQ®y

islemi asagidaki ¢arpim tablosu ile tanimlanir.
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R +1 i ] ]
+1 |1 i ] ij
i i -1 -

(E2.1)

Buna gore,
x®y = (x1+ixy +jxs +ixy) @ (y1 + iy +jys + ijya)
= (1Y1 — X2Y2 = X3Y3 + X4Ys)
+i (1Yo + X2Y1 = X3Va — X4Y3)
+j (X1Y3 = X2¥a + X3Y1 — X4Y2)
+ij (X1 + X2Y3 + X3Y2 + X4Y1)
boylece bikompleks sayilar asagidaki dzeliklere sahiptir.
a) Vx,ye(, icin x @y € (¢, dir.
b) Vx,y,z€(,icinx®@ (y® z) = (x @ y)® z’dir.
c)Vx,ye(C,igin x @ y=y ® x’dir.
d Vx,y,ze(, ch x@ (B2 =xQy) D (xQ 2)
x®yY)®z=(x®z)® (v Qz) dir

Bu ozeliklerle birlikte {C,, @, IR, +,. , ©, ®} sistemi bir cebirdir. Bu
cebire bikompleks say1 cebiri denir ve kisaca €, ile gosterilir. Bu cebirin bir bazi

{1, i, j, ij } veboyutu 4 tiir.
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Tamm 2.1.5 Bikompleks Sayilar Uzerinde Temel Islemler:
Bikompleks sayilar icin esitlik bagintisi
Vx=xy+ix,+ jx3+ijxy,
y=y1tiy, +jys + iy, € ¢, igin
x=yoex=y ,1<i<4
seklinde tanimlanir.

Eslenik:

Bikompleks sayilarda eslenik kavrami i, j ve ij birimlerine goére olmak

tizere li¢ farkli sekilde tanimlanir.

X = xq + ixy + jx3 + ijx, bikompleks sayis1 z = x; + ix, ve w = x5 + ix, kompleks

sayilar1 yardimiyla x = ( x; + ix,) + j(x3 + ix,) seklinde diizenlenirse

x=w+jz , j2=-1 seklinde yazilabilir. Buna gore bikompleks sayismnin i, j ve
J J y g

ij birimine gore eslenikleri sirasiyla x*(i) , x*(j) ve x*(ij) olmak tizere

1) x*(i)) =wH+jz=w+jz

= (x1 —ixp) + j(x3 —ixy)

=x1 — Xy +Jx3 — ijxy

X @ x" = x12 + 1% — x3% — x,% + 2j (%1 %3 + x2x,)

2) x*(j)=wH+jz=w—jz
= (3 + ixz) — j(x3 + ixy)

= X1 + ix2 _jX3 - in4
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XQ®x* =x% — x5+ x5 —x2 + 2i(x1x, + x3%4)
3) x*(j)=w+jz=w—jz

= (x1 — ix2) — j(x3 — ixy)
= xl - ixz _jx3 + ijx4

XQ®x* =x% + x5 + x5+ x2 + 2ij(x1x4 — xp%3)
olarak tanimlanir (Price, 1990).
2.2 Eslenik Ozelikleri
2.2.1 (i) Birimine gore eslenik oézelikleri
(i) birimine gore eslenik asagidaki dzelikleri saglar.

Vx=12z+jz, , y=w;+jw, €(, olmak lizere

a) Vx,ye(, icin (x+y)' =x"+y"

b) Vx,y €(C, i¢in (x —y)" =x"—y"

c) Vxe(€, icin (x)* =x

d Vx,ye(, icin (xQ@y)=x"Qy"

e) x =z, +jz, icin x @ x* = |z|% + |2,|* + 2jRe(2,23)
f) vxeQ,, VAE IR icin (Ax)* = Ax*

g Vx,ye(€, , VA€ IR igin (Ax + Ay )* = Ax* + Ay”*

Ispat:

Q) Vx=2z,+jz, , y=w;+jw, €, i¢in

(x+y) =[(z1 +jz2) + (wy + jwy)]*

= [(z1 + wy) +j(z2 + W)
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= (Zl + Wl) +j(Z2 + Wz)

=z +twy +j(z+w;)

(z1 + jzz) + (wq + jwy)
— x* + y*
elde edilir.

b) Vx=2z+jz, , y=w;+jw, €(, i¢in

(x —y)" =x" —y" oldugu ( a) sikkindaki gibi benzer bir sekilde yapilabilir.

c) Vx=2z+jz, €C, icin x* =z; + jz, dir.

(") =) +j(z)

=z +jz,

elde edilir

d) VX=Zl+jZZ ) y=W1+jW2 E¢2 lgln

X' Qy" = (2z1+jzz) (wg +jwy)

= (21 +)72) - (Wi +jwy)

= 0wy — W, +j(Zw, + wr) (%)

(x @ y)" = [(z1 +/z2). (Wi + jw2)[*
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= [(zywy — Z,W,) + j(Z,wy + ZWR)]
= Z3Wy — W5 + j(Zawy + Z3wy) (**)
(*) ve (**)°dan
XY =(x®y)
elde edilir.
e) Vx=2z+jz, €C, icin x*=2; +jz; olmak lizere
XQx"=(z1+j22) (21 +]73)

=217 +j(Z1Z_2) +j(ZZZ_1) — Z37,

= (2121 — 2323) + j (2123 + 2277)

= |z, — |2,|* + j (212 + 2,77) *)
elde edilir.

zy = X1 +ix, € €y ve z, = x3 + ix, € C; olmak iizere,

z1Z; = (x1 +ixy) - (x3 —ixy)

= (x1x3 + X2%x4) + i(X2X3 — X1%X4)

ZyZ; = (X3 +ix4) " (X1 — ix3)

= (x3x1 + X3x4) + i(X1X4 — X2X3)
elde edilir. Buradan
2175 + 2377 = 2(x1x3 + X2x4) = 2Re(212;) (**)

oldugu goriiliir. (**) ifadesini (*) da ifadesinde yerine yazarsak



Bu durumda;
x Q@ x* =|z|* + |2, — 2jRe(2,77)
x|l = 112112 — |z,]? + 2jRe(z,27)|

elde edilir.

AVvx=z+jz, €C, ve VA€ igin
(Ax)* = (Azy + jAzy)" i¢in
= Az, + jAz,
= Az +jz3)
= Ax*
elde edilir.
g Vx=z,+jz, , y=w;+jw, €C, ve VAEC( igin
Ax + Ay)* = [A(zy + jzp) + A(wy + jwy)]*

= A7 + jzz) + A(Wy + jwy)
=Ax* + Ay”*

elde edilir.
2.2.2 (j) Birimine gore eslenik ozelikleri

(J) birimine gore eslenik asagidaki 6zelikleri saglar
x*(j) yi kisaca x" ile gosterelim.
Vx=2z,+jz, , y=w;+jw, €(C, olmak lizere

a) Vx,ye(, icin (x+y) =x"+y"
b) Vx,y €€, i¢cin (x —y)" =x" —y"

20



ispat:
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c) Vxe(€, icin (") =x

d Vx,ye(l, icin x®y) =x"Qy"

e) x =2z, +jz, € €, icin x ® x" = |z,]? — |2,|?

f) vxe(,, V1€ IR igin (Ax)" = Ax"

g Vx,ye(€,, VA € IR i¢in (Ax +Ay)" = Ax" + Ay"

a) Vx=2z+jz,, y=w;+jw, € (€, i¢in

(x+ )7 =[(z1 + wy) + (22 + wy)j]"
= (21 + wy) — j(2zz + wy)
= (21 — jzz) + (W — jwy)
=X+

elde edilir.

b) Vx=2,+jz, , y=w;+jw, €, icin

(=) =x" =y

oldugu (a) sikkindak i gibi benzer bir sekilde yapilabilir.

c) Vx=2z,+jz, € (, igin

()" = ((z1 +jz)")"
= (21— jzz)"
=21 — (=))z;
=z1+]2;

d) Vx=2z1+jz,, y=w;+jw, €C, igin

(x @ ¥)" = [(z1 +jz2)(wy + jwy)]"



= [(zywy — z3wy) + j(z1w; + Zowy)]"
= (21w — 2,w3) — j(ZyW2 + Z3w4) (%)
x" @ y'= (21 —jza)(wy — jwy)
= (zyw1 — jzawp — jZowy + j2Z,w5)
=(zyw1 — Wy zy) — j(Z1Wy + Z,wy) (%)
(¥) ile (**) esitliklerinden
x®y) =x"Qy"
elde edilir.
e) Vx=2z +jz, € (, i¢in
X Qx" = (z + 25j). (21 — z5))

_ .2 2 . .
= 2121+ 723" — JZ1Zy + ] 712,

= le - 222

= |z1|? = |2,/ (21,2, € ¢; oldugundan )

lxll = Vllz:]* = |21?|

elde edilir.

f) Vx=2z,+jz, €C,, VielR i¢in
(Ax)" = (Azy + Ajzy)"
= Az; — Ajz,

=AMz, —jzp)

= Ax"

22
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9 Vx=2z;+jz, , y=w; +jw, €, veVA€E(, igin
Ax + Ay)" = [(Azy + Ajzy) + (Awy + Ljw,)]"
= [(Azy — Ajzy) + (Awy — Ajw,)]
= (Azy — jAz) + (Awy — jAwy)
= Mz, — jzz) + Awy — jwy)
=Ax" + Ay"

elde edilir.

2.2.3 (ij) Birimine gore eslenigin o6zelikleri

ij) birimine gore eslenik olan x*(ij) > yi kisaca xt ile gdsterelim. ij ’ye
] g J g ]y

gore eslenik asagidaki 6zelikleri saglar.

Vx=2+jz, , y=w;+jw, € (, olmak iizere

a) Vx,y €, icin (x+y)t=xt+yt

b) Vx,y €€, i¢in (x—y)=xt—yt

c) Vxe(, icin (xH)'=x

d vx,yel€, icin (x®@y):=x"'QRyt

e) Vx=1z +jz, €C, icin x @ x" = |z, + |2,1% — 2jIm(z,23)
fy vxed(€,, VA€ IRigin (Ax)t = Axt

) Vx,y€(,,VA€ IRigin (Ax + Ay )t = Axt + Ayt

Ispat:
a) Vx=2z+jz,, y=w;+jw, € (, igin
(x+ ) =[(z1 +wy) +j(z2 + W]

=2z;+w; _j(Zz +w,)



= (21 —jz1) + (Wy — jwy)
= xt + yt

elde edilir.

b) Vx=2z+jz, , y=w;+jw, €€, igin

(x—y)f=x"—y'

oldugu (a) sikkindaki gibi benzer bir sekilde yapilabilir

C) Vx=12z+jz, € ¢, igin

=x elde edilir.

d) Vx=2z+jz, , y=w; +jw, €(, i¢in,
xt @yt = (21 — jzz) (Wi — jwy)
=(Z1wy — 23W3) — j(Z1 w3 + Z;Wy) ()
(x @ )" = [(z1 + jz2) (W + jw2)]*
= [(zlw1 — Zy,W5) +j(zzw1+zl)]

= [(z1 — jz) (wy — jwp)]*

= ZqiWy — ZaW; — J(Ziwy — ZpW3)

= Z1W1 — ;W — J(ZiWy + Z,Wh) (++)

(*) ve (**) ’dan

24



25

X Qyt=(x @yt
elde edilir.

e) Vx =z, +jz, €C, igin

xt=7-j5
x @ xt = (2 +j2,)(71 — jz)
= 2171 + 232; — j(212; — 2377)
= |z1|* + 1221 = j(2122 — 2,71) *)
Ayrica
2125 = (X1 + ix3) (X3 — ixy)
= Xx1X3 + X%, + 1(X3X3 — X1X4)
7125 = (X1 — ixz)(x3 + iXy)
= x1X3 + X3X4 + i(X1X4 — X3X3)
7175 — 7175 = 2i(Xpx3 — x1X4) = 2Im(2,23) (*%)

(**) ifadesini (*) da ifadesinde yerine yazarsak

x @ xt = 1z11% + |2,]* — 2jIm(z,2;)

lxll = V1121 121221? = 2jim(2,7,)]

elde edilir.

f) Vx=Zl+jZZE¢2,V/1€IR lg:ln

(Ax)t = (Az; + Ajzy)E

=21 = Az,
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=Mz —jzz)
= Axt
elde edilir.
PVx=2z,+jz, , y=w; +jw, €€, ve VA€ igin
(Ax + Ay)t =[(Azy + Awy) + j(Az, + Awy)]E
= (221 + 2wy) — j(Az; + w,)
= (421 + Awy) — j(AZ + Awy)
= (473 — jAZz) + (Awy — jAW;)
= Mz — jzz) + A(wy — jwy)
= Axt + Ayt
elde edilir.
2.2.4 Esleniklerin birbirlerine gore durumlar:

Daha once bikompleks sayilarin, i, j ve ij birimlerine gore esleniklerinin
ozelikleri incelenmistir. Burada da esleniklerin birbirlerine goére durumlari

incelenecektir.

x*, xin i  birimine gore eslenigini; x”, x'in j birimine gore eslenigini ; x¢ ,
x'in ij birimine gore eslenigini gostermek tizere;

X =z; + jz, olmak lizere

oldugunu biliyoruz. Bu durumda asagidaki 6zelikler saglanir.

a) (x*)=xt
b) (x)f=x"

C) (xr)* — xt



d) (x")t =x"
e) (xr)t - xr
H @y =x

9 ((x)Nf=x
h) ((x))" =x
) (D)) =x
D (@O =x
K) ((x"))"=x
) (")) =x

a) Vx=2z+jz, €, Y 24,2, € (; igin

X" =2z +jz;

Ve

X)) =2 —jz,

olarak tamimlanir. O halde (x*)" = x* elde edilir.

b) Vx= Zl +sz € ¢2 lg:ll’l

X =7+ 5
ve
) =7~ %

=2z, —jz, (2, z, € ¢; oldugundan Z; = z;)

= (x")
()" = x"
elde edilir.
c) Vx =2z +jz, €, i¢in

x" =2y —jz,

(") =2 —jz,

27



() =t
elde edilir.
d Vx =2z +jz, € (;, igin
x" =2y —jzy
ve
"N =7 +jz;
dir. Buradan

(x")t =x*
elde edilir.

e) Vx=2z +jz, €(;igin

dir. Bu durumda

elde edilir.
f) Vx=2+jz, €, icin

xt =71 —jz,

ve
(' =7 — (—jzz)

bu durumda
D =7z +jz;

(24,2, € C; oldugundan z; = z;)



elde edilir.

g Vx=2z+jz, €, igin
X' =7z1+jz;
(x)' =72 —jz
(I =2 +jz,
() =x
elde edilir.
h) vx =z, +jz, € ¢, icin
x* =2z, +]jz;
() = (71 — jz2)
()" = (71— jz)"
()Y =7 —j(—jz)

=2z, +]jz;

elde edilir.

i) Vx=2z +jz, €(,i¢in

t =

X" =7 =z,
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&) =F 47

() =Z +j5
dir. Bu durumda

() =x
elde edilir.

j) Yx =2z, +jz, € (, igin
xt =7 - 7
) =z -jz
=2z1 =]z

(D))" =2 = (=)z,

=2z, +]jz,

I
x

elde edilir.
k) Vx =2z +jZ2 € ¢2 1(;11’1

x" =2z, —jz,
) =747
(DY) =7+ jz,

=2z, +]jz,

I
=

elde edilir.



31

1) Vx =2z, +jz, € ¢, i¢in

x" =2z, —jz,
") =7 -7
() =7 (-7,
=2z +jz,

=Xx

elde edilir.

2.3  Bikompleks Sayilarin Reel Matris Gosterimi
Bu boliimde bikompleks sayilarin reel matris gésterimlerini inceleyecegiz
s={x|x=x; +ix, +jxs+ijx,, x, €IR, 1<k <4}

bir reel vektor uzayidir. €, nin bir baz1 {1, 1, ,ij} dir. Bikompleks sayilarin reel matris

doniisiimii T olmak tizere;

T: ¢, — Hom(C,, C,)

x—Tx) =T,

doniigiimii

vy € (,igin

Te:Cy — €,

y=L()=x®@ y=y®x

seklinde tanimlanir. Burada T, lineer bir operatordiir.
Vx,y €C,,VA € IR igin

. T, (y+2)=xQ®@ (W +2)



=x® O x® 2)

=Tx(y) © Tx(2)

ii. T,(ly)=x8 ()

=Ax ®

= AT,(y)

y)

oldugundan T, lineerdir. T, lineer doniisiimiine karsilik gelen matris

T,(D)=xQ® 1=x;+ix, +jxs+ijx,

T,(i) =x ® i=—x,+ix; —jx4+ijx3

T,(J) =x @ j=—x3—ix,+jx; +ijx,

T.(ij)) =xQ® ij =+x, —ixz — jx, + ijx;

oldugunda

Xy X1 —Xg —X3
T(x) =

X3 —Xg4 X1 X

Xg4 X3 X2 X1
ya da

X1 —X —X3
X2 X1 TXy
X3 —Xg X
X4 X3 X2

T)=[1 1t j ]

100 0 0 -1 0 0
0100 10 0 0
T=215 o 1 o|**2|0 o o -
00 0 1 0 0 1 0

olup burada asagidaki adlandirmalar yapilarak
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(E 2.3)
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1 0 0 0
0100
E1=0010
0 0 0 1
0 0 -1 0
oo 0o -1
E3_100 0
01 0 0

T(X)= x,E; + x,E, + x3E5 + x4E, seklinde yazilabilir. Buna gore

E,.

G={T)|xe ¢}

S O r O

o O o

o O O

ile tanimlanan G ciimlesi IRf uzaymin bir alt matris uzayidir.

G = S,{E;, E5, E3,E4} ve boy G = 4dir.
1€ ¢, icinT(1) = E,
i€ C,icinT(i) = E,
j€ CyicinT(j) = Eg

ij € C,icinT(ij) = E,

oldugu goriiliir. Ayrica

0 -1 0 07[0 -1
gz_|1 0 0 0]lL 0
2710 o o -1/l0 o
0 0 1 ollo o

_ o o O

o OO
(e)

(e}
S O O

33
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o OO

oS o o

elde edilir.

O O O -

elde edilir.
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elde edilir.

O O —H O
0001_A
- O O O
01_.00
—_—

_EZ

elde edilir

0
0
0
1

EyEs

S O - O
000_

— O O O

elde edilir.
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E2 =E2=—F,
E,E; = E3E, = E, (E2.4)
E;E, = E,E; = —E,

esitlikleri saglanir.

24 Bikompleks Sayilarin Kompleks Matris Gosterimi

Bu boliimde bikompleks sayilarin kompleks matris gésterimi yapilacaktir.

> ={x|x=x; +ix, +jx;+ijxs,x, € IR , 1<k<4}
C={x|x=(+ ixy) +j(x3+ ixy); j2=-1, 1<k<4)
C={xlx=2z+jz,; zy=x,+ix, , Z,=x3+ix, € ¢, j2=-1}
¢ ={z+jz | j*=-1, 7,7, € @y }

€, , bikompleks sayilarin ciimlesi, ¢; kompleks sayilar tizerinde iki boyutlu bir

vektor uzayidir. Bu uzayim bir baz1 {1,;} dir.
Bikompleks sayilarin kompleks matris dontisimii T olmak iizere

X =2z +jz, € ¢, i¢in

T: ¢; = Hom((,, C,)
x—>Tkx)=T,
T,:C, - C,
y-TL()=xy=yx
dontigimii

T, Yy ,z € ¢, igin
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I) Tx(y +2z)= Tx(y) + Tx(z)

i) Vy ze€ (C,,VA€ IR icin T,(ly) = AT,(y)
Ozelikleri saglandigindan lineerdir. Bu doniistime karsilik gelen matris,
T,(1)=x.1= (2, +jz5). 1 =2z, + jz,

T.()=xj=(z1+jz2).j = -2, + jzy

oldugundan

dir.

Vx=2z+jz, € €, igin

- 7 s
_ 2, [é (1)] + 7, [(1) _01] =TT, (E 2.6)
- “——
T, T,

Burada 6zel olarak  z; ve z, kompleks sayilarini

Zy =a , Z, = b gibi bir reel say1 alirsak

=1l ]

elde ederiz. Buise x= a+jb, j?=—1 kompleks sayisinin matris gdsterimi olur.
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2.5 Matris Lie Grubu

Tanim 2.1.1 > de bikompleks sayilarin ctimlesi (€, ile gosterilmisdi.

Bikompleks sayilarin matris doniigiimiinii T ile géstermistik. Simdi,

v —x, x x| |%EIR  1<k<4

cumlesini ele alalim.

{N,+, IR,+, -, -} sistemi bir vektor uzayidir. Gosterebiliriz ki N climlesi matris

carpimi islemine gore bir cebirdir.

x1 _xz —X3 X4

T : ¢2 -> N T(X) = X3 —X4 X, —x,

X4 X3 X, X,
(x1, x2, x3,%4 ) # 0
T,1:1 ve oOrtendir.

AyricaVx,y € (,ve VAEIRigin

T(x+y)=T(x)+T(y)
Tx.y)=Tx).T®)
T(Ax) = AT(x)

dir. O halde T fonksiyonu bir cebir izomorfizmidir. ¢, ve N ‘nin izomorf olmasi
nedeni ile €, {izerindeki incelemeleri N ’nin lizerinde yapacagiz. N ciimlesine cebirsel

olarak soyle de bakilabilir. Bunun i¢in bir



matrisi ele alalim.

X13 =

X21 =

X1 =

€ IR}

Bu matrisin elemanlar1 asagidaki bagintilart saglasin.

Xop = X117 — X2 =0
X33 = X117 — X33 =0
Xga = X117 — X34 = 0
_x23 = x14 + x23 = O
—X32 > X154+ X3, =0
X41 = X14 — X410 =0
—x12 = x21 + x12 = O
Xoa = X13 — X24 = 0
_X31 = x13 + X31 == O
_X42 = x13 + X42 = O
_x34_ = x21 + X34, == 0

X43 = X13 — X3 =0

(E 2.7)
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(E 2.7) denklem sistemi homojen lineer denklem sistemi olup 16 bilinmeyenli

12 denklemden olusur. Sistemin katsayilar matrisinin ranki 12 olup ve ¢6ziim uzayinin

boyutu 4 olmalidir. 16 bilinmeyenin 4 tanesi keyfi segersek diger bilinmeyenler

bunlarin cinsinden bulunur.
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X13 = —X3
X14 = Xy

secildiginde;

matrisi elde edilir.

Bu matrislerin ciimlesi N oldugundan (E 2.7) ’de verilen denklem

sisteminin ¢6ziim ciimlesi N dir.
2.6 N ’nin Manifold Yapisi

g:N - IR*

X
T = X3 —Xy4 X1 —X5 - g(T) = (xll X2, X3, x4-)

g fonksiyonu 1:1 ve ortendir.
g(T) = IR* olup g(T) aciktir. x; ler siirekli oldugundan g ve g~! siireklidir.

(g,N) ikilisi N’ nin bir haritasidir. Ayrica {(g,N)} tek harital atlas
diferansiyellenebilirdir. Boylece N bu atlasla birlikte diferansiyellenebilir bir

manifolddur.

N’ nin ¢arpmaya goére grup yapisi yoktur. Simdi N’ nin bir alt ciimlesinin Lie

grup yapisini arastiralim.
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X1 —X2 TX3 X
X2 X1 X4 —X3
X3 —X4 X1 —Xp

| X124 = x2%5 ve (X1, X3, X3, X,) # 0,1 <k <4, x; €IR
X4 X3 X2 X1

2

cumlesini ele alalim

M c N dir. M nin homeomorfizmlerini kurmak icin IR* deki acik alt ciimlelerini

tanimlayalim.
Ay ={(xy,x2,%3) | x4 = 0,%; # 0}
Ay = {(x1,x2,%4) | x3 = 0,x, # 0}
Az = {(xy,x3,%4) | x, = 0, %3 # 0}

Ay = {(x2,x3,%4) | %, = 0,x, # 0}

X1 TX2 TX3 Xy
X2 X1 TXg —X3
X3 —Xg X1 —X
Xa X3 X X1

\ [x14 = x2x3 ve (X4, X3, X3, X4) #0, 1<k <4 , xkEIR,}

elde edilir.

2.7 Bikompleks Sayilarin Lie Grubu
Tanim 2.6 da N’ nin diferansiyellenebilir bir manifold oldugundan bahsedildi.

M’ nin lizerindeki grup islemi olarak matris carpim islemi agsagidaki sekilde tanimlanir.

)
MXM—-> M
(A,B) — A.B
X1 —X2 —X3 Xy Vi —Y2 —Y3 Vs
A= Xy X1 —X4 —X3 B = Y2 Vi Vs —Y3
X3 —Xg4 X1 —X Y3 Y+ Y1 —I2

Xg4 X3 X3 X1 Yo Y3 Y2 Y1



AB=7=

—X2 —X3 Xz |[)1

X1 Xy _xsl lYZ
—x,

X X,

—X4 X
3 X2
Zy TZp; TZ3z Z4

Z; Z1  TZy —Z3
Z3 —Zy I3 —Z

Z1 = X1Y1 — X2Y2 — X3Y3 + X4Ya
Zy = X1Y2 T X2Y1 — X3Ya — X4Y3
Z3 = X1Y3 T X3Y1 — X2Ya — X4Y>

Zy = X1Y4 T X2Y3 + X3V + X341

elde edilir.

oldugundan
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Va
—Y3
V2

1

det(z) = det(A.B) = detA.detB # 0

(21,22, 23,24) #* 0’ dur.

i) Ayrica z,z, = Z,z3’diir. Bu durumda A. BeM dir.

iii)VA,B,C e M icin (A.B).C = A.(B.C)
iv) VAEM i¢in LA=Al,=A
VAeEM i¢in
Al = =

oldugundan A~! € M dir.

- (X12+ x22+ X32+ X42)
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V) A.B = B.A’dir. Dolayisiyla (M, .) ikilisi bir Abel gruptur.

Simdi de M deki grup isleminin diferansiyellenebilir oldugunu gosterelim.

o MXM—>M
(4 , B) » A.B71
IR3 X IR3 F » IR3
(x1, X2, X3) X (Y1, Y2, ¥3) (fu f2 13)

Burada f;, f», f; fonksiyonlar1 x; ve y; Oklid koordinat fonksiyonlarina
baghdir. f;, f2, f3 fonksiyonlar1 diferansiyellenebilir oldugundan M bir Lie grubudur
(Babadag 1995).

2.8. Dual Bikompleks Sayilar

Tanimm 2.8.1 Bir A dual sayisi A =a+ ea” ile gosterilir.
Burada a, a* € IR ve ¢; £ # 0, &? = 0 kurallariyla belirli bir sayidur.
q =x1+ix, +jx3+ijx,
Q" =x1"+ixy" + jx3" +ijx,”
olmak {izere,

Q =q+ eq° seklinde tanimlanan bikompleks sayiya dual bikompleks say1

denir. Dual bikompleks sayilar ciimlesini (2 ile gdsterecegiz.

Q=q+ eq"=A1+A, i +A;j+A,0j A, Ay, A3, Ay birer dual

sayidir.
Al =x1+exy" , Ay =x,+exy,” , A3 =x3+ex3™ | Ay =x4+ex,”

dir.
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Tanim 2.82 VQ, P € (Y igin
Q=A,+iA, +jAzs +ijA, =q+ €q"
P=B;+iB,+ B3 +ijBy=p+ ¢ep”

dual bikompleks sayilarin toplami
Q+P=(A,+B;)+i(A, + B,) +j(A; + B3) + ij(A, + B,)
seklinde tanimlanir.
A € IR olmak fizere skaler garpma islemi ise
2Q = (AA1) + i(A43) + j(A43) + ij(A4,)
seklinde tanimlanir.

Tanim 2.8.3 Dual bikompleks sayilarda ¢arpma islemi

X: ¢,°x ¢,° - ¢f

@ P) -  QXP=QP
bi¢iminde bir iglem olup

€2 =0, ¢#0 olmak iizere

QP = (q+¢&q") - (p +&p”)

=qp +e(qp” +q'p)
olarak tanimlanir.

Tanmmm 2.8.4 [D, dual sayilar climlesini gostermek tizere, dual bikompleks
sayilarda eslenik i, j ve ij birimine gore olmak iizere ii¢ sekilde tanimlanir. (i)
birimine gore eslenik Q! ile, (j) birimine gore eslenik Q7 ile (ij) birimine gore

eslenigi de Q! ile tammlayacagiz.
ID = {A; : Ay = ay + €a;”, a, a,* € IR, e#+0, e2=0}

¢,° ={01Q = A, +id, + jAs +ijA,, 1<k<4, A, €ID}
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dir.
Ay, A,, A;, A, Direr dual say1 olmak iizere
VA, =ap+ea,” 1<k<4 i¢gin a,€IR, a,*€IR,ce+0, e2=0
Q=A,+iA, +jA; +ijA, = (AL +i4y) +j(As + iA,)

bir dual bikompleks sayidir. Bu durumda i, j ve ij birimine gore Q dual

bikompleks sayisinin eslenikleri
Qi = (Ay— A7) +j(A3 — i Ay)

Q" =(A1+i4;) —j(As +i4,)
Q' = (A1 —i4;) —j(A3 —iAy)

dir.
Tamim 2.8.5 Bir Dual Bikompleks Sayiin Normu

Ay, Ay, A;, A, Dbirer dual sayi
VA, =ay+ea, 1<k<4 icin a,€IR, a*€IR , ¢+0 , €2=0
VQ = (A, +i4;) +j(A; + iA,) € ¢2 icin

a) Q.Q'=[(A; +iA;) +j(A3 +14,)].[(Ay — i4p) +j(A; — iAy)]

= A5+ A% — A2 — A+ 2j[A1A5 + AA,]

Q1 = JAlz + Ay — As® — A+ 2j[A1As + Ay A,)

b) Q.Q" =[(4; +i4y) + (45 +iA,)]. [(A1 + i4;) — j(A5 +iA,)]

=A% — A% + A% — A+ 2i[A1 A, + A3A,]

Qll = JAlz — A%+ A3 — A+ 2i[A1 A, + AsA,)



¢) Q.Q° =I[(A; +iAy) + (43 +iA))].[(A; — i4;) — j(A3 — iA,)]

= A A A+ A+ 20 A1 A, — A AS]

||Q|| = \/A12 +A22 + A32 + A42 + 2 ij[A1A4 _A2A3]

elde edilir.

46
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3. GENELLESTIRILMIiS BIKOMPLEKS SAYILAR

Bu bolimde daha once verilen bikompleks sayilarin genellestirmesini
tanimlayacagiz. Ayrica genellestirilmis bikompleks sayilarin i, j ve ij’ ye gore
eslenik durumlarini inceleyecegiz. Ayrica burada 6zel olarak « =p =1 alarak

Boliim 2 de incelemis oldugumuz bikompleks sayilari elde ederiz.

C2p={q =1 +0ix, +jxs +ijxy i2 =—a, j2=—f, ij=ji, ()*=(D?=ap, a,f€IR}

ap=1a1q = (x1 +ixz) +j(X3 +ix4) ;0* = —a, j>=-p, ij=ji, (*=(D*=aB, af€EIR}
={qlq=2z1+jzy ; z1=x1+ixy, Zy=x3+1ixy E¢1‘j2=—ﬁ, i?=-a, a ,fEIR}

={qlq=21+]jz3 ; 21,2, E¢1,j2=—ﬁ,i2:—a , a ,BEIR}

q=(x+ixy) +jlxz+ixy) =2z +jz,

——

Zq Z,
Tamm 3.1 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Toplama Islemi
@ 0o x C2p — Clp
Vg, q, € C2p olmak iizere
G160 g2 = X1 +ixy +jx3 +ijxXg +y1 +iy2 +jy3 +ijys

= (x1 +y1) +ilxy +y2) +j[(x3 + ¥3) +i(x4 + y4)]
H_J H_J
Wy 1)
wy, w, € (; olmak lizere,

=wy +jw,

elde edilir.
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Boylece (€7 3, @) ikilisi bir Abel gruptur. Burada etkisiz elaman (0,0, 0, 0)

bikompleks sayisidir.

Tamim 3.2 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Skaler ile Carpim

Genellestirilmis bikompleks sayilarda skaler ile c¢arpma islemi

asagidaki sekilde tanimlanir.

©: IRx(Cipg— Clp
(g, x) = a O q=ax; +iax, + jaxs + ijax,

seklinde tanimlanan dis islem

Va € IR, Vqy, q; € €25 igin

) aO@®Dq)=(a0q)®d(a Oqp)

i) (a+b)Oq=(a®©q)®BOq)
i) (a.b) ©q=aO© (hOq)

V) 10q =¢q

Ozelikleri saglanir. Bu durumda {(II é,ﬁ, ® ,IR,+, -,@} ciimlesi bir vektor

uzayidir. Bu uzay1 ¢ 5 ile ,C % 5> deki @ islemini kisaca “ +” ile gdsterecegiz.

Tanim 3.3 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Carpma

Genellestirilmis bikompleks sayilarda ¢arpma islemi asagidaki sekilde tanimlanir.
® : ¢(2;_,'ﬁ X ¢(2;_,'ﬁ _)(]:i,ﬁ

(q1,902) 211 ® =9, ®qy



49

® islemini kisaca . ile gosterecegiz.
q1-qz = (X1 +ixy + jx3 + §xg). (v1 + iy2 +jys + §ya)
= (Y1 — axzyz — Bx3ys + afx4ys)
+i(x1Y2 + X2¥1 — BX3Ya — BX4Y3)
+j(x1Y3 — axays + X3y1 — Ax4y,)

+ij(x1ys + X33 + X3Y2 + X4Y1)

i i —a —aj (E 3.1)

Boylece genellestirilmis bikompleks sayilar asagidaki 6zeliklere sahip oldugu goriiliir.

a) Genellestirilmis iki bikompleks saymin ¢arpimi da genellestirilmis bikompleks
sayidir.

b) Genellestirilmis bikompleks sayilarda ¢arpma islemi birlesimlidir.

c) Genellestirilmis bikompleks sayilarda ¢arpma islemi dagilimlidir.

d) Genellestirilmis bikompleks say1 carpma islemi degismelidir.

Buna gore  {CZ5 &, IR, + -, ®, ®}  sistemi bir cebirdir. Bu cebire

genellestirilmis bikompleks sayilar cebiri denir. Bu cebirin bir baz1  {1,i,j,ij} dir ve
boyutu 4 diir.
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Tanim 3.4 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Eslenik
Daha once 2. Boliimde bikompleks sayilarin eslenikleriyle ilgili 6zeliklerden
bahsetmistik. Burada da genellestirilmis bikompleks sayilarin eslenik Ozeliklerine

deginecegiz.

Genellestirilmis bikompleks sayilarda eslenik kavrami ii¢ sekilde tanimlanir.
Buna gore
V=0 +ixy) +j(s+ixg) =2z +jz, € Cfp
\ J \ J

Y Y
Z Z

q (i) =2z, +jz; I birimine gore eslenigi q* ile,
() =2z, —jz, j birimine gore eslenigi q" ile,

t

q*(ij) =2z, — jz, ij birimine gore eslenigi q* ile gosterelim.

dir.
3.1 (i) Birimine Gore Eslenik ile Carpim

Vgells , Vz;, z, € ¢ olmak iizere
q=12+]jz;
q =7 +]jz
Z1 = x1 +ix,
Zy = X3 +ixy

olarak alalim bu durumda,
q.q9" = (z, +jzz)-(Z +]Z)

= (2121 — B727;) + j(212; + 2,21)
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= (%1% + axy? — B(x3% + axy?) + j[x1x3 — ixgx4 + iXyx3 + axyx, +

X3X1 — IX3Xy + iX4Xq + AXgX; ]

= x;% + axy? — B(x3% + ax,?) + 2j[x1%5 + axyx4]

dir.
3.2 (j) Birimine Gore Eslenik ile Carpim
Vqelig, Vzy, 2z, € ¢ olmak iizere

q=17z1+jz,

r

q =2z~ 7z,
Z1 = x1 + ixz

Zy = X3 +lX4

olarak alalim. Bu durumda,

q.q9" = (21 +jz3). (21 — jz,)
=2, — jz12; + 2,2, — j?z,°

(x1 4+ ix3)% + B(x5 + ix,)?% = x1% + 2x1200 — axy? + B(x3% + 2x3%x, — ax,?)

X2 — axy? + Bxs? — afx,? + 2i(x1x, + Pr3xs)

dir.

3.3 (ij) Birimine Gore Eslenik ile Carpim

Vg e i,ﬁ’ Vz;,2, € C; olmak iizere



Z1 = x1 +ix,
Zy = X3t ixy
olarak alalim. Bu durumda,
q-q9" = (21 +jz,). (Z1 — j72)
= 2121 — j212; + 2,7 — j*2,7;

= (x1 +ix) (xg — ixy) + B (a3 +ixy)(x3 — ixy) +j(2221 — 212;)

=212+ axy? + B(z® + axy?) 4 j[(xz + ixg) (g — ixp) — (g + i) (3 — ixy)]

= x12 + axy? + B(x3% + axy?) + j[x1x35 + axgxy + ix4x, — ix3%,
—(x1%3 + axyx4 + ixyx3 — ix1X,)]
q.-q° = x1% + ax,? + B(xs? + axy?) + 2ji[xax; — x3%5]
= X% + axy? + Bxs? + afxy? + 20 (x1x4 — x2%3)
dir.
Ozelik :
Genellestirilmis bikompleks sayilar asagidaki 6zelikleri saglar
Va1, g2 € €75 icin
Q1 =% Hixy +jxs +ijx, , i2=—a,j?=—-f , ij=ji
Q@2=Y1+1y2tjyst iy,

olmak tizere ,

a (q1+q2)" =q:"+q2"
b. (@) =q

C. (91:92)" =q:".q2"

52
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d (1+9)"=q"+q"

e. (") =q

f. (q1-42)" = ai"q2"

0 (1+a)" ' =a'+q'

h. (@O =q

L (q1:02)" = a1 42"

i (@) =@ = (@I = (gD = (@)D" = ((g))f
oldugu goriliir.

ispat:
Bikompleks sayilarda yapildig: gibi benzer sekilde burada da yapilabilir.

3.4 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Reel Matris Gosterimi
Boliim 3’de bikompleks sayilarin reel matris gosterimi yapilmisti. Burada da
genellestirilmis bikompleks sayilarin reel matris gosterimi yapilacaktir.

C2p={qq=x+ix,+jxs+ijx, , xx €IR, ?=—a,j2=-f, ij=ji,({)?=(i)?=af}
Genellestirilmis bikompleks sayilar reel vektor uzayidir ve bir baz1 {1,i,],ij} dir.
T:¢2 5 — Hom(CZ4,C25)
¢ —T(q) =Tq
Tq:: € (21,5 —C (21,[;

9, = Tq1(q2) = q1 X q3
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olarak tanimlayalim.

i Tqi(qz+q3) =q1 x(q2+ q3)

= (q1 X q2) + (q1 X q3)

=Tq.1(q2) + Tq1(q3)

ii.  Tq(Aq92) = q1 X (Aq3)

= A(q1 X q3)

= ATq:1(q2)
oldugundan Tgq, lineerdir.

Simdi Tq; lineer doniistimiine karsilik gelen matrisi bulalim.

Tq (1) =q X 1=q; =x1 +ix;+ jxs +ijx,

Tqg (D) =qq X i=0q+ixy,+jxs+ijx,) X i =—ax, +x10 — axyj + x3ij
Tq:() = q1 X j=(xy+ixy +jxs +ijxg) X j=—Px3— Pxsl +x1j + x50

Tq:(ij) = q1 X ij = (xg +ixy +jx3 +ijxy) X ij = afxs — fxzi — axyj + x,ij

Tq, = Xz X1 —Pxa —Bx3

T % —axy, x —ax,

Xa X3 Xy X1
1000 0 —a 0 0 00 —8 0 0 0 0 aB
o100 1 0 0 0 00 0 -8 0 -8 0
Ta=xl 01 0/T™2|0 0 0 —|"™|1 0 0 ol|l"™[0o =« 0o o
000 1 0 0 1 0 01 0 0 1.0 0 0

olur. Burada asagidaki adlandirmalar yapilarak
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10 0 0 0 —a 0 0
o1 0 o0 11t 0 o0 o0
E1_0010 E2_000—a

0 0 0 1 0 0 1 0

00 -8B 0 0 0 0 aB

00 0 -p 0 0 -8 0
E., = E, =
711 0 0 o0 Y710 —a 0 0

01 0 0 1 0 0 0

Tq, = x1E1 + x2E, + x3E3 + x4E, seklinde yazilabilir. Buna gore

Gop ={Tq1lq1 €C éﬁ} Gqp Matris ciimlesi IR} uzayinin alt uzayidir.
SP{Ep E,, E3, E,} = Ga,ﬁ
dir ve boy G,z = 4 diir.

1e¢ (Zx'ﬁ igin
Tq(1) =q; X 1=q; =x; +ix; +jx3 + ijx,

i €€ picin

Tqi(iD) =q1 X i =(x;+ixy, +jx3+ijxy) X i =—ax, + x10 — ajxy + x3ij

dir.
E,? = —aE,; oldugunu gosterelim.
0 —a 0 0 0 —a O 0
2 1 0 0 0 1 0 0 0
E2 = .
0 0 0 —«a 0 0 0 —«a
0 0 1 0 0 0 1 0
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= —O(El

E;? = —BE; oldugunu gosterelim.

dir.

E, oldugunu gosterelim.

EyE3 = E3E),
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=E,

dir.

=E,

dur.
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0 ap 0 O
|- 0o 0o o
“lo 0 0 ap
1 0 -8 0
= —BE,
dir.
0 0 0 aglO0 O - O
0 0 - o|l|o o o -p
E3E4_0—a0 o[l1 o o o
1 0 o0 ollo 1 o o
0 af 0 O
-8 0o o0 o0
o o o0 ap
0 0 -8 O
0 —a 0 0
_ .1t 0o o o
=-F 0 0 0 —«a
0 0 1 0
= —BE;
dir.
E22=—OIE1
E32:—3E1

E2E3 = E3E2 = E4_
E,E; = E3E, = —BE;

Ozel olarak @ = B = 1 alinirsa, daha 6nce elde edilen bikompleks sayilar béliimiinde
yer alan ( E 2.4)’deki esitlikler elde edilir.
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3.5 Genellestirilmis Bikompleks Sayilarda Matris Lie Grubu
Genellestirilmis Bikompleks sayilarda Tanim 2.6 ’da verilen

M = {(xy, 3, X3, X4) | X124 = 2x3%3 , (X1, X, X3, X4) # T} hiperyiizeyi

tizerindeki Lie grup yapilarini elde edecegiz.
M = {(xp X2, X3, Xg) | X1X4 = X2%3 , (X1, X3, X3, X4) # 0 }
ciimlesi ele alinarak,

X=X tixy+jx3+ijx, . X1Xq = XX3 Ve i2=—a , ji=-B , ij=ji,

(X1, X2, X3, x4) #0
olmak iizere,

X1 —ax, —Bx; afix,

. Xy X —Bx, —Pxs3 —
M = X1X4 = XoX X1, X, X3, X4) # 0
X3 —ax, X, —axp 14 2230 (1, Xz, X3, %)
X4 X3 Xy X1

climlesi olusur. {IVI ,+, IR, } bir vektdr uzayidir. M’ nin iizerinde grup islemi olarak

matris carpimint ele alirsak

(x,y) —x.y

X1 —axy —PBxz afxy|[y1 —ay. —BYys aBfy.
X2 X1 —Bxs —Bx3||V2 1 —Bys —Bys3
X3 —0Xy X1 —axz||Ys —aYa V1 —aYs
X4 X3 X2 X1 1LY, V3 V2 V1

X.y =

Z, —az, —Pzz afz,]

_ |%2 Z1 —Bzy —Pz3
Z3 _(ZZ4 Z1 —OZZZ
Zy Z3 ) AN

Z1 = X1Y1 — AXpY, — BX3Y3 + afx,y,

Zy = X1Y2 + X¥1 — BX3YVa — BX4Y3



Z3 = X1Y3 + X3Y1 — AX2Ys — AX4Y
Zy = X1Ys T X2Y3 + X3V + X4Y1

dir.

Buna gore,

2124 — 2223 = aX1*(V4y1 — Y2¥3) + afya® (X1X4 — X2X3)
+y12 (1204 — X3%3) + ay,® (X1 x4 — X2X3)
+BYy3% (X1X4 — X2x3) + @x2*(V1Y4 — ¥Y2V3)
+Bx3%(V1Ya — ¥2¥3) + aBxs® (Y1Ya — ¥2¥3)
=0

oldugu gériiliir. O halde x.y € M olur.

Ayrica detz = det(x.y) = detx .dety , detx #0 ve dety #0
detz # 0 olmaldir.

Bu durumda, (zy,2,,23,2,) # 0
i. (x.y).z=x.(y.z) birlesimlidir.
ii. Vx €M icin I,.x = x.I, = x (birim eleman)

1
0
0

o KRR O
S O O

E =

oO™®™W o O

0 0

Q
=)

iii. Invers Eleman Ozeligi

Vx € M i¢in x~% i bulalim.

1 0 0 O X, —ax, —[fx3

10 a 0 O . %2 X1 —Px4
£=1o o B 0 olmak tizere X = Xs —ax, %
0 0 0 ap Xy X3 X,

60

oldugundan,

afix,
—Bx3

—ax,
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xT.e.x ’1ibulalim

X1 X4 = XZX3

a1 =

[ X1 X2 X3 X711 0 0 O
—ax; X1 —ax, X31|0 a 0 O
xT.e =
—Bxs —PBxs x1  x||0 0 B 0
laBx, —Pxz3 —ax; x]10 0 0 af
[ X1 ax, Bx; alfix,
_|maxy  axy  —afxy, afx;
—Bx3  —Bxy Bx1 afx,
lafix, —Paxz —afx, afx;
[ X1 ax; Bxs  aBx,][x1 —ax, —fxz afx,
T oy | %2 a0 —afxy afxs||x; x;  —fxy —fxs
—Bx3  —Bxy Bx1 afx;||x3 —ax, X1 —ax;
lafix, —Paxs —afx, afx;llxy  x3 Xy X1

hiperylizeyinde asagidaki esitliklerin saglandig1 goriiliir:

X2+ axy? + Bx3? + afx,?

—aX1X2 + aAx1xXy — aﬁX3X4 + aﬁX3X4 =0

_ﬁX1X3 - aﬁxe4 + ,BX1X3 + aﬁxZX4 =0

+afxix, — affx;x3 — afx,x3 + affxyx; =0

—aX1Xy + AX Xy — affx3x4 + afx3x, =0

a?x,% + ax,? 4+ a?Bx,® + afxs? = a[x? + axy? + Bxs? + afx,?]

afx,x3 — affx1x4 — afxyx1 + Affx,x3 =0



Ayq = —aA?Bxyx, — Bax,;xs + a?Bxyx, + afxix;3 =0

az1 = —Px3x; — afxax; + Pxixz + afxx, =0

Az, = +ﬁax2x3 — (,ZBX4X1 - ,8ax1x4 + aﬁx2x3 =0

azs = +x3% — af?x,® + Bxi? + afxy? = Bl + axy? + x3% + afx,?]

A34 = —af?x3%, + af?x,x3 — Baxix, + afx,x; =0

Ay = aBX4_x1 — aﬁx3x2 - aﬁx2x3 + aﬁxlx‘l- =0

Asp = —a*Bx4X; — afx1X3 + a?Bxyx4 + afx,x3 =0

Ay3 = —af?x3x4 + af?x3x, — afxyx; + afxyx, =0

Auq = @°B%x,% + af?x5® + a?fxy® + afix,?

= af[x1? + ax,® + Bx3? + afx,?]

A =x% 4 ax,? + Bx3% + afx,?

olmak tuzere:
a1 Q12 QAq3 Qq4 A 0 0 0
Wle.x=|Bt G2 G2 Gaf |0 (@) 0 O 1=
T az; Az a3z A3g 0 0 (BN 0
Ay QAyp QAuz  Ayg 0 0 0 (aﬁl)

xT.e.x = e

xT.e = dex1

(Ae) xT.e=x"1
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elde edilir.

1 0 0 O

1
0O — 0 O

1 a
Zg_l.xT.é':x_l— 0 0 l 0

B
0 0 O L
i af .
o MxM — M

(x,y) — x .y diferansiyellenebilir.
Boylece (M,.) bir Lie grubudur.
boy M = 3 diir.
3.6 Genellestirilmis Bikompleks Sayillarda M Lie Grubunun Lie Cebiri
E* de, M ={(xy, x5 X3, X4) | X1y = X3x3, (X1, Xz, X3, X4) #0 }

verilen M hiperytizeyinin 3-boyutlu Lie grubu oldugunu biliyoruz. Simdi M nin Lie

cebirini olusturalim.
M tizerinde @(0) = 1, yani a(0) = (1,0,0,0) olan bir egri
a(t) = a1(t) + @, (DI + az(t)j + a, (D
olsun.
a, (D) ay(t) — ay,(t)as(t) = 0 esitliginin her iki tarafinin tiirevi alinirsa

a1 (D) ay (V) + a1 (Dag(t) — az () az () — az(Daz(t) = 0

elde edilir. Eger t = 0 yazilirsa a,(t) = 0 elde edilir. Boylece Lie cebiri

P (L)
Bl m\ 0 a,y,

m=1,2,3

a—-1
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formundaki vektorlerle olusturulur. £ vektorii genellestirilmis bikompleks say1 olarak

{=¢ +¢ i+l
seklinde yazilabilir.
X |a—1 = é/
icin M iizerindeki X sol invaryant vektor alanlarini bulalim: £ egrisi

pO) =1, p'(0)=¢

sartin1 saglayan bir egri olsun. Bu durumda x bir bikompleks say1 olmak iizere [

egrisinin sol dtelemesi

L(B®) = xp(t)

dir. Bunun tanjant vektérii x8’(0) = x¢  dir. Ozel olarak, M iizerindeki sol invaryant

vektor alanlar X, ile gosterilirse,

= 0 , m=12,3

Oam |,_,

Xm |a—1

Bu vektor alanlar x = x;1 + x,i+x3j +x,ij olmak lizere (x;), = x 1, (x2), =x1,

(x3)y = xj oldugundan

X1=X1
=X11+X21+x31+x4l]

= (X1, X2, X3, X4)

X, =x1
= (x11 + x50 + x3) + x40))i
= X110 — axy + xX30] — ax,j

= (—axy, X1, —QAXy4, X3)

Xs3=x]j



= (x11 + xZi + X3j + X4_l])l
= X1jtx20)- fX3 — x4l

= (- Bx3, —Bx4x1, X7 )

elde edilir
Teorem 3.7.1
VQ,, Q, EM igin
N(Q1 %X Q2) = N(Q1).N(Q2)
dir.
Ispat:

VQ1 , Qz EM lg:m Q1 = Qg + ali + azj + a3ij ve

QZ = bO + bll + bz_] + b3l]

olarak alalim.

Q1 X Qz = (ao + ali + azj + a3ij) X (bo + bll + bz_] + b3l_])
= (agby — aa,b; — fayb, + afazbs)
+(aob; + a;by — faybs — Bazb,)i

+(a0b2 + azbo - aa1b3 - aa3b1)j

+(aghs + a;b, + ay by + aszby)ij

A= (aobo - aa1b1 - ﬁazbz + aﬂa3b3)
B = (agby + a;by — Bazbs — faszb,)

C = (aobz + a2b0 - aa1b3 - 0(a3b1)

D = (a0b3 + albz + a2b1 + a3b0)

65



olarak alirsak,
Q1 X Q;=A+Bi+C(Cj+Dij
dir.
< Q41,Q; >=agby + a1bya + a,b,f + azbzaf
N(Qy) = ap® + a%a + ay%B + azap
N(Qy) = by® + by°a + by’ B + bs’af
N(Q; X Q) = A* + B*a + C*B + aBD?
M bir hiperylizey oldugundan;

N(Q; X Q) — N(Q).N(Qz) = 4ap[(aoaz — a;a;) + (bobz — byby)]

ifadesindeki

(apaz —a;a,) =0

(bgbs — b1by) =0
oldugundan,

N(Q1 % Q2) —N(Q1).N(Q2) =0
olur. O halde;
N(Q1 % Q2) = N(Q1).N(Q2)

elde edilir.

3.7 Dual Genellestirilmis Bikompleks Sayilar

Bir 4 dualsayis1t A =a+ ea” ile gosterilir. Burada a,a” € IR ve
e, #0, €¢?=0 kuralyla belirli bir saydir.
Dual sayilar ciimlesi /D olmak iizere;

ID={A, : Ay =a,+ea,* , ax,a,*€R, e#0,e2=0}

66
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q = x1 + ixZ +]X3 + lJX4_ ve q* == xl* + ixZ* +]X3* + ij.X4,* (q,q* € ¢§Z,ﬁ)
olmak tizere

Q = q + eq* seklinde tanimlanan bikompleks sayiya dual genellestirilmis bikompleks

say1 denir. Dual genellestirilmis bikompleks sayilar ciimlesini (]Ii% ile gOsterecegiz.
Buna gore;

0 ={Q=q+eq = A, +iA, +jAs +ijA, ; Ak€ID 2=-a , j2=—f (j)?=af, 1<k<4}
dir.

Tamm 3.5 Genellestirilmis Dual Bikompleks Sayilarda Toplama ve Skaler

ile Carpma Islemi

VQ = Ay +iA, +jA3 +ijA, €C . P=B;+iB,+jB;+ijB, €2} icin

genellestirilmis dual bikompleks sayilarda toplama islemi
Q+P=(A,+B)+i(A, +By) +j(A3 + B3) +ij(A4 + By)
seklinde tanimlanir.
A € IR olmak iizere skalarla ¢arpma islemi ise
AQ = (AA4,) +i(14,) + j(143) + ij(1A,) seklinde tanimlanir.
Tanim 3.6 Dual Genellestirilmis Bikompleks Sayilarin Carpma Islemi

VQ = Ay +idy + jA3 +ijA, €CZy P =B;+iB, +jB;+ijB, €2 igin

genellestirilmis dual bikompleks sayilarda carpma islemi
X Gop X Cop ~ Cop
(@QP) -QXP=gQP
Q.P =[(A; + i43) + (A3 + iA)].[(B1 + iB;) + j(B3 + iBy)]
= (41By — ad;B; — BA3Bs + aBA4B,)

+i(A1B; + A;B; — BA3B, — fA4B3)
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+j(A1B3; — aA;By + A3B; — aAyB;)
+ij(A1By + A;B3 + A3B, + A4B,)
seklinde tanimlanir. Buna gore
2 ={Q=q+eq" =A, +iA, +jAs +ijA, ; Ak€ID P=—-a , j?=-B ,(i)?=aB, 1<k<4}

climlesi yukaridaki ¢arpma islemi ile birlikte dual genellestirilmis bikompleks sayilar

cebiri olur.
Tamim 3.7 Dual Genellestirilmis Bikompleks Sayilar Uzerinde Eslenik

Genellestirilmis bikompleks sayilarda oldugu gibi dual  genellestirilmis

bikompleks sayilar iizerinde de eslenik ii¢ sekilde tanimlanir.
(i) birimine gore Q' ile
(j) birimine gore Q" ile
(ij) birimine gére de Q! ile gosterilir.
VALEID , 1<k<4
ve  VQe(} icin
Q = (Ay +i4;) +j(As + iA,)
olmak iizere

Q' = (Ay — idy) + j(A3 — iAy)

Q" = (A1 +i4;) — j(A3 + iA,)

Q' = (A1 —i4;) — j(A5 — iA,)
dir.

Tamm 3.8 Dual Genellestirilmis Bikompleks Sayilar Uzerinde Norm

Dual genellestirilmis bikompleks sayilarda norm eslenik ii¢ sekilde tanimlandigindan

dolay1 norm kavrami da ii¢ sekilde tanimlanir.
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VA, € ID , 1<k<4
V Q= (A +i4,) +j(A; +i4,) € €25 igin
) Q.Q" = [(Ay +i4z) +j(A; +i4,)]. [(A; — i4y) +j(A; — i4,)]

=A% 4 ad,” — BA® — aBfA,” + 2j[A1 A5 + ad,A,)

Q| = JAlz + aAzz - ,BA32 - aﬁA42 + 2j[A1A3 + ad,A,]

elde edilir. Burada 6zel olarak « =pf =1 alinirsa bir dual bikompleks saymin (i)

birimine gbre normu elde edilir.

i) Q.Q" =[(Ay + iA;) + j(Az + i4p]. [(A1 + iA;) — j(As + 14,)]

= A% — ad,® + BAE — aBALC + 2i[A1A, + BASA,]

Q1 = JAf — ady® + BAsY — afA,” + 2i[A1A; + jAsA,]

elde edilir. Burada 6zel olarak a = = 1 alinirsa bir dual bikompleks sayilarda elde

edilen (j) birimine gére norm karsimiza ¢ikar.

i) Q.QF = [(Ay +i4y) +j(A3 +iA))]. [(Ay — i4;) — j(A3 — i4,)]
= A2+ ad,® + BAE + aBAS + 20 j[A1 A, — AyAs]

Q1 = JAE + ady? + BAsY + aBfAL” + 20 j[A1A, — AyAs]

elde edilir. Burada 6zel olarak a = =1 alinirsa dual bikompleks sayilarda elde

edilen (ij) birimine gore norm karsimiza ¢ikar.

4. SONUCLAR

C, ile gosterdigimiz bikompleks sayilar ctimlesi ve ¢i'ﬁ ile gosterdigimiz
genellestirilmis bikompleks sayilarin (i) , (j) ve (ij) birimlerine gore eslenik
ozelikleri verilmistir. Bikompleks sayilar ve genellestirilmis bikompleks sayilarin
reel matris gosterimi ve bikompleks sayilarda kompleks matris gosterimi

yapilmistir.
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Daha sonra bikompleks sayilarin reel matris gosteriminden yararlanarak N
cimlesi tanimlanmig, N’ nin €, ye izomorf olmasi ile N * nin manifold yapisi
gosterilmistir.  Benzer sekilde genellestirilmis  bikompleks sayilarda da

gosterilmistir.

N ’ nin ¢arpmaya gore grup yapisi olmadigindan N ’ nin bir alt climlesi olan
E* de M hiper yiizeyinde M nin Lie grup yapisi incelenmistir. Genellestirilmis
bikompleks sayilarda da E*’ de M hiperyiizeyinde Lie grup yapisi ve Lie cebiri

olusturulmustur.

Bu tezde ayrica dual bikompleks sayilar tanimi verildi. (2 ile gosterdigimiz
dual bikompleks sayilar ciimlesinin (i) , (j) ve (ij) birimlerine gore eslenik ve
norm tanimlari verildi. Bundan yararlanarak dual genellestirilmis bikompleks sayilar
da tanimlandi. Son olarak da dual genellestirilmis bikompleks sayilarin (i) , () ve

(ij) birimlerine gore eslenik durumlari ve norm kavramlari verildi.
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