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BEYAN

‘“Kapali Aralikta Taniml1 Berinde Déoniisiimleri I¢in Iterativ Yaklasimlar’> adli yiiksek lisans
tezinin hazirhk ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu,
bagkalarinin eserlerinden yararlandigim boéliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta
bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir
kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir iiniversitede baska bir tez ¢calismasi
olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirli
hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan

ederim.

Bu ¢alismanin,
Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca
desteklenmesi durumunda; projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarasi ile
birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmas1 durumunda ise ETIK KURUL tarih karar ve
say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.
DESTEK ALINMISTIR| | DESTEK ALINMAMISTIR | X
Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Proje Numarasi
Tiiri
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)

2- TUBITAK

ETIiK KURUL onay1
var ise;

ETIiK KURUL Karar tarih/sayi: [....cc.ooevnveierneireeneeenneennnnn. [eeen

-----------------------
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OZET
KAPALI ARALIKTA TANIMLI BERINDE DONUSUMLERI iCIN

ITERATIV YAKLASIMLAR

Bu tez ¢alismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde sabit nokta teorisinde yapilan
calismalarla ilgili literatiirde yer alan bilgilere yer verilmistir. Ikinci boliimde kullanilan tanim
ve teoremlerden olusan kuramsal temeller agiklanmistir. Ugiincii boliimde tezde kullanilan
materyal ve yontemler agiklanmis olup en sik kullanilan iterasyonlar, {izerinde ¢alisilan
doniisiim smiflari, sabit nokta teorisinde gegen onemli tanim ve teoremler ile iterasyonlarin
yakinsama hizlarina yer verilmistir. Bu bdliimde kullanilan mapple algoritmasina da yer
verilmistir. Dordiincii boliimde ise Berinde doniisiimleri i¢in verilen iterasyonlarin yakinsama
hizlar kargilagtirilarak sonuglar niimerik tablo ve grafik olarak sunulmustur. Besinci boliimde

de bulgulardan yola ¢ikilarak ulasilan sonuglar tartisilmustir.

Anahtar kelimeler: Sabit Nokta, Yakinsama Hizi, Yakinsaklik Teoremi, M-Iterasyonu.



ABSTRACT
ITERATIVE PROCESSES FOR BERINDE MAPPINGS DEFINED
ON A CLOSED INTERVAL

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, the literature and the studies on fixed
point theory is given. In the second chapter, the theoretical foundations consisting of the
definitions and theorems used are explained. In the third chapter, the material and methods
used in the thesis are explained and the most frequently used iterations, the classes of
mapping studied, the important definitions and theorems in fixed point theory and the rate of
convergence for the iterations for Berinde mappings are compared and the results are
presented as numerical tables and graphical representations. In the fifth chapter, the
conclusions reached based on the findings are dicsussed.

Keywords: Fixed Point, Rate of Convergence, Convergence Theorem, M-Iteration
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1. GIRIS

Gegmisten giiniimiize kadar yapilan ¢aligmalar incelendiginde sabit nokta kavraminin
ilk ortaya ¢ikis tarihinin 1900°1i yillar oldugu goriilmektedir. Lineer olmayan denklemlerin
¢Oziimiinde kullanmak {izere sabit nokta kavrami ilk olarak Henri Poincare tarafindan
tanimlanmigtir. Fakat sabit nokta kavramini teorem olarak ifade eden ve ispatlayan ilk
matematik¢i Lej Brouwer olmustur. Brouwer’in normlu lineer uzaylarda yapmis oldugu
caligmalar 1930 yilinda Schauder (Schauder, 1930: 172) tarafindan sonsuz boyutlu uzaylara
genisletilmistir. Tam metrik uzaylarda ilk sabit nokta ¢alismalari ise 1922 yilinda Polonyali
matematik¢i Stefan Banach tarafindan baslatilmistir. Banach’in sabit noktanin varligini ve
tekligini gosterdigi bu teorem Banach teoremi olarak da bilinmektedir. (Banach, 1922)

Sabit nokta teorisi, diferansiyel denklemler ve integral denklemlerin ¢oziimii i¢in
siklikla  kullanilmaktadir. Giiniimiizde, miihendislik alaninda kontrol problemlerinin
¢oziimiinde ve algoritmalarin test edilmesinde (Argyros ve Hilout, 2013: 1; Argyros ve
Hilout, 2007: 1) optimizasyonda (Ceng vd., 2011:1) kimyasal denklemlerin ¢6ziimiinde,
astronomi alaninda giines sistemindeki nesnelerin konumlarinin hesaplanmasinda (Bucur,
2017: 13), haberlesme ve telekomiinikasyon alaninda (Liu vd., 2010) ve iletisim
mithendisligindeki denklemlerin ¢éziimiinde, ayrica ekonomi ve oyun teorisi (Border, 1989;
Ok, 2007; Kohlberg ve Mertens, 1986) biyoloji ve tip alanlarinda da sabit nokta teorisinden
yararlanilmaktadir. (Chen vd., 2008: 1; Radde, 2010; Wang ve Cheng, 2009).

Bu calismada, yukarida uygulama alanlar1 verilen sabit nokta teorisinin bir kismi olan
sabit noktaya yaklasim iterasyonlar1 incelenmistir. Yaklagim iterasyonlarindan en yaygin
kullanilanlar1 verilmistir. Kapali aralikta siirekli doniisiimler igin verilen iterasyonlarin
yakinsama hizlar1 karsilastirilmis ve daha hizli yakinsayan bagka bir iterasyon tanimlanmaistir.
Yeni iterasyonun diger iterasyonlarla kiyaslanmasi i¢in sayisal drneklerle desteklenmistir.

Yaklasim iterasyonlari, daha hizli iterasyona ulagmak i¢in karsilagtirilmistir. Bir
iterasyonun hizli olmasi ise hem zaman hem maliyet agisindan caligmalarda avantaj
saglayacaktir. Bilimsel ¢aligmalarda kullanilan denklemlerin daha hizli ¢6ziilmesi sonuglara

daha erken ulagilmasina dolayisiyla gelismelerin de hizlanmasina neden olacaktir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
Bu boliimde sabit nokta kavrami, metrik uzay, acik ve kapali kiime, doniigiim, siirekli
doniisiim, konveks kiime, dizi c¢esitleri, monotonluk o6zellikleri ile dizilerde yakinsama

kavrami, normlu uzay ve Banach uzay1 tanimlarina yer verilmistir.

Tamm 2.1. X # @ bir kiime ve T: X — X tamiml1 bir doniisiim olsun. T'(x) = x denkleminin

X € X ¢oziimiine T doniisiimiiniin sabit noktalar1 denir. (Soykan, 2008: 242)
Tanmim 2.2. X # @ kiime ve d: X X X — R fonksiyonu V x,y,z € X igin
M1)d(x,y) =0
M2)d(x,y) =0 x =y
M3) d(x,y) = d(y,x)
M4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y)

sartlarin1 sagliyorsa d ye X lizerinde bir metrik denir. d ile birlikte X e metrik uzay denir ve
(X, d) ile gosterilir. (Soykan, 2008: 26)

Tamm 2.3. X bir metrik uzay ve A € X olsun. Vx € A i¢in D(x;r) S A olacak sekilde bir r
pozitif sayisi varsa A ya X uzayinin agik alt kiimesi denir. (Soykan, 2008: 39)

Tanmm 2.4. X metrik uzaymnin B alt kiimesinin X deki tiimleyeni agik kiime ise B ye X

uzaymin kapal alt kiimesi denir. (Kili¢ ve Erdem, 1982: 6)

Tanim 2.5. X ve Y bostan farkli iki kime ve T = {(x,y) : x € X Ay €Y}
X XY icinde bir bagint1 olsun. Eger
1. xe€XigindyeY 3 (x,y) €T
2. (y), (0,y) ET= y1 =y,

kosullar1 saglaniyorsa T ye X den Y ye bir doniisiim denir. (Balc1, 1999: 38)

Tamm 2.6. X = (X,d) ve Y = (Y, p) iki metrik uzay , T: X — Y bir doniisiim ve x, € X
olsun. Ve > 0 sayisi i¢in d(x, xg) < 8 oldugunda p(T (x),T(x,)) < € olacak sekilde bir
& > 0 sayis1 varsa f ye x, noktasinda siirekli denir. T, X uzaymin her noktasinda siirekli ise T

doniistimiine X uzayinda siirekli doniistim denir. (Soykan, 2008: 80)



Tanim 2.7. X kiimesi R iizerinde bir vektor uzay1 ve A € X olmak iizere, x,y € A ve

0<A1<1icin
1-MDx+AyeA
ise A kiimesine konveks kiime denir (Musayev vd., 2003: 538).

Tamim 2.8. (a, b) c R araliginda tanimli T: (a, b) — R fonksiyonu i¢in Vx4, x, € (a, b) ve
VA € [0,1] olmak tizere T(Ax; + (1 — A)xy) < AT (x1) + (1 — )T (x,) esitsizligi

saglaniyorsa T doniisiimiine konveks doniisiim denir (Musayev vd., 2003: 538).

Tamm 2.9. X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Verilmis herhangi
bir € > 0 i¢in m,n > n, oldugunda d (x,,, x,) < € olacak sekilde bir ny = n,(€) sayis1 varsa

(x,) dizisine Cauchy dizisi denir (Kilig¢ ve Erdem, 1982: 19).

Tamm 2.10. Vn € N i¢in x,, < M olacak sekilde bir M sayisi varsa (x;,)dizisi tstten sinirlidir
denir. Burada M sayisi dizinin bir st siniridir. Vn € N i¢in A < x;,, olacak sekilde bir A sayisi
varsa (x,) dizisi alttan siirhidir denir. Burada A sayisi dizinin bir alt siniridir (Nasibov ve
Kagar, 2008: 186).

Tamm 2.11. (x,,)g dizisi verilsin. Eger

LXg > X >X >.0..5 X, > Xppyq > -
esitsizlikleri saglantyorsa (x,,) dizisine azalan dizi denir.

Xg =X 2%y 2.2 X, = Xy = -
esitsizlikleri saglantyorsa (x,)dizisine artmayan dizi denir.

. xg <x1 <2y <o <Xy < Xppqg <o
esitsizlikleri saglaniyorsa (x,,)dizisine artan dizi denir.

IV.Xg <X <2, <...<xp < Xpy1 < ..
esitsizlikleri saglaniyorsa (x,,) dizisine azalmayan dizi denir (Nasibov ve Kagar, 2008: 184).
Tamm 2.12. X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,,) bu uzayda bir dizi olsun.

lim, 0 d(x,,x) =0

olacak sekilde bir x € X varsa (x,,) dizisi X uzayinda yakinsaktir denir. Burada dizinin limiti

x tir ve x,, — x ile gosterilir (Kilig ve Erdem, 1982: 12).



Tamim 2.13. X = (X, d) bir metrik uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. X uzayindaki her
(x,,) Cauchy dizisi yakinsak ise yani x,, = x € X ise (X, d) metrik uzayina tam metrik uzay
denir (Kili¢ ve Erdem, 1982: 20).

Tammm 2.14 N, lineer bir uzay olsun. ||.||: N - R fonksiyonunun x deki degeri ||x|| ile

gosterilsin. V x,y,z € NveV a € Rigin
N1) llx] = 0
N2) x| =0 x=0
N3) llax|l = |el. [Ixl
N4) |lx + yIl < [lxl + [l

sartlar1 saglaniyorsa ||. || fonksiyonuna N de bir norm denir. (N, ||. ||) ikilisine de normlu uzay
denir (Soykan, 2008: 59).

Tamm 2.15. N, normlu lineer bir uzay olsun. N, norm metrigine gore tam ise N ye Banach
uzayi denir (Soykan, 2008: 112).



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde sabit nokta teorisinde kullanilan 6nemli iterasyon ¢esitleri ve doniisiim
siiflart verilmistir.

3.1. iterasyonlar

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisinde sabit noktayr bulmak igin ¢esitli yaklasim
iterasyonlar1 kullanilir. Bu durumda segilecek olan iterasyonun hangi sartlarda ve hangi hizda
yakinsadigi ¢ok 6nemlidir. Bu boliimde Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S ve M iterasyonu
gibi hizli iterasyonlarin tanimlar1 ve neden bu iterasyonlarin kullanildiklar1 hakkinda bilgi
verilmistir.

3.1.1. Picard iterasyonu

E. Picard tarafindan 1890 yilinda, Banach daralma teoremini saglayan doniisiimlerin
sabit noktasina yakisamak i¢in kullanilmistir. X bir normlu uzay, K # @ ve K, X uzaymin
konveks bir alt kiimesi olmak {izere T: K — K tanimli bir doniisiim olsun. x, herhangi bir

nokta olmak tizere
Xnt1 = T (Xp), n=0,12,..

seklinde tanimlanmistir (Picard, 1890: 145).
3.1.2. Mann iterasyonu

W. R. Mann tarafindan 1953 yilinda, Banach daralma teoremini saglayan
dontigiimlerin sabit noktasina yakinsamak i¢in kullanilmistir. X bir normlu uzay, K # @, K X
uzayimin konveks bir alt kiimesi, T: K = K tanimli bir doniisiim ve x, herhangi bir nokta

olmak tzere

=0,1,2..
Xnt1 = (1 - an)xn + anT(xn)f n

seklinde tanimlanmigtir. Burada (a,,) € (0,1), lim,_, @, = 0, X0, &, = o sartlar1 saglanir
(Mann, 1953: 506).

3.1.3. Ishikawa iterasyonu

S. Ishikawa tarafindan pseudo-contractive ve Lipschitzian dontisiimleri i¢in 1974
yilinda, Mann iterasyonunun yetersiz kaldig1 durumlarda kullanilmak {izere tanimlanmistir. X
bir normlu uzay, K # @, K X uzaymin konveks bir alt kiimesi, T: K = K tanimli bir doniisiim

ve x, herhangi bir nokta olmak tizere



{xn+1 =(1- an)xn + anT(yn) n=2012,..
Yn = (1 - Bn)xn + ﬁnT(xn)
seklinde tanimlanir. Burada (@), (B,) € (0,1), lim, ., a, =0, lim,_, B, =0 ve

Yom 1 @, = oo sartlar1 saglanir (Ishikawa, 1976: 65).

Ishikawa iterasyonunda f,, = 0 alinirsa Mann iterasyonu elde edilir. Fakat Ishikawa

ve Mann iterasyonlarinin yakinsama sonuglari karsilastirildiginda genel bir iliski yoktur
(Berinde, 2007: 113).

3.1.4. S-iterasyonu

Agarwal, O’Regan ve Sahu tarafindan 2007 yilinda, asimptotik olarak genislemeyen
doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasmak i¢in olusturulmustur. Bu iterasyon Picard
iterasyonuna benzer fakat Mann ve Ishikawa iterasyonlarindan bagimsiz bir iterasyondur. X
bir normlu uzay, K # @, K X uzayinin konveks bir alt kiimesi, T: K = K tanimli bir doniisiim

ve x, herhangi bir nokta olmak tizere

{xn+1 = (1 — a)T(x) + anT () n=2012,..
Yo = (1= Br)xn + BrT (xy)

seklinde tamimlanmistir. Burada (a,), (B,) € (0,1), lim,, a, =0, lim,_, B, =0 ve

Yomeq AP (1 — By) = oo sartlari saglanir (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2007: 61).

3.1.5. Picard-S iterasyonu

F. Giirsoy ve V. Karakaya tarafindan 2014 yilinda, 6zel diferansiyel denklemlerin
¢Oziimii i¢in tamimlanmigtir. Bu iterasyon belirli kosullarda Picard, Mann ve Ishikawa
iterasyonlarindan daha hizli sabit noktaya yaklagmaktadir. X bir normlu uzay, K # @, K X
uzayinin konveks bir alt kiimesi, T: K = K tanimli bir doniisiim ve x, herhangi bir nokta

olmak tlizere

Xn+1 =T ()
Yn = 1- an)T(xn) + a,T(z,)
Zp = 1- .Bn)xn + BnT (x7)

n=2012,..

seklinde tanimlanmustir. Burada (a,,), (B8,) € (0,1), lim,_,, a,, = 0, lim,,_,,, B, = 0 sartlar1
saglanir. (Giirsoy ve Karakaya, 2014: 1)



3.1.6. S,- iterasyonu

W. Sintunavarat ve A. Pitea tarafindan 2016 yilinda, normlu uzaylarda dogrusal
olmayan ve Berinde daralma sartin1 saglayan doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasmak igin
tamimlanmustir. X bir normlu uzay, K # @, K X uzaymin konveks bir alt kiimesi, T: K - K

taniml1 bir doniisiim ve x, herhangi bir nokta olmak tizere

Xn+1 = (1 —ap)T(z,) + @, T (yp)
Yn = (1- .Bn)xn + .BnT(xn)
zp = (1 —y)x, + Yn¥n

n=2012,..

seklinde tanimlanmustir. Burada (a,,), (Bn), (#n), € (0,1), lim,,,, a, = 0, lim,_, B, =0
lim,,_, ¥, = 0 sartlar1 saglanir (Sintunavarat ve Pitea, 2016: 2553).

3.1.7. M- iterasyonu

K. Ullah ve M. Arshad tarafindan 2018 yilinda, diizgiin konveks Banach uzaylarinda
Suzuki genellestirilmis genislemeyen doniisiimlerin sabit noktalarina yaklagsmak igin
olusturulmustur. X bir normlu uzay, K # @, K X uzaymnn konveks bir alt kiimesi, T: K = K

tanimli bir doniisiim ve x, herhangi bir nokta olmak iizere

Xne1 = T(Vn)
Yn = T(2y,)
Zn = (1 - an)xn + anT(xn)

n=201,2,..

seklinde tanimlanir. Burada (,) € (0,1), lim,,_,,, a, = 0 sartlar1 saglanir (Ullah ve Arshad,
2018: 187).

A. Sahin, 2019 yilinda bu iterasyonu kullanarak hiperbolik uzaylarda genellestirilmis

genislemeyen doniisiimler i¢in bazi1 yeni sonuglar elde etmistir.
3.1.8. Karaca ve Yildirim iterasyonu

N. Karaca ve 1. Yildirim tarafindan 2013 yilinda, kapali aralikta tanimli siirekli
doniistimlerin sabit noktalarina yaklasim igin olusturulmustur. X bir normlu uzay, K # @, K X

uzayinin kapali bir alt kiimesi, T: K = K tanimli siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

Zn = (1 - an)xn + anT(xn)
Yn = (1- bn)Zn + bnT(Zn) n=0,1,2,..
Xnt+1 = T(yn)

iterasyonu tamimlanir. Burada (a,), (b,) € (0, 1) dir (Karaca ve Yildirim, 2013).



3.2. Doniisiim Siniflari

Bu boliimde daraltan doniisiim, genislemeyen doniisiim, Berinde doniistimii gibi
sabit nokta teorisinde 6nemli doniisiim siniflarinin tanimlari ve bu doniisiimlere 6rnekler

verilmistir.

Tanim 3.2.1. X = (X,d) bir tam metrik uzay ve T:X — X tanimli bir donligiim olsun.
Vx,y € X i¢in d(T(x),T(y)) < kd(x,y) esitsizligi 0 < k < 1 olmasi halinde saglaniyorsa T

ye daraltan doniisiim denir.

Ornek 3.2.2. T: R — R tanimli bir déniisiim olsun. T'(x) = Z?x olmak tizere

d(T(x), T()) = d (2?“%) =2d(x,y) denkleminde k=2 olup 0<k<1 sart
saglandigindan T daraltan dontigiimdiir.

Tamm 3.2.3. X = (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X taniml1 bir doniisiim olsun. Vx,y € X
icin d(T(x),T(y)) < k.d(x,y) esitsizligi k =1 igin saglanmiyorsa T ye genislemeyen

doniistim denir.
Ornek 3.2.4. T: R — R taniml bir doniisiim olsun. T (x) = cosx olmak iizere
d(T(x),T(y)) = d(cosx, cosy)

= |cosx — cosy|
= [2sin (532) sin (2)|
< 2.1 |sin (%)l

<2

x—y|

2

=[x -yl

=d(x,y)
denkleminde k = 1 olup 0 < k < 1 sart1 saglandigindan T genislemeyen doniisiimdiir.
Tanmim 3.2.5. X = (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X tanimli bir doniisiim olsun. Vx,y € X

i¢in

d(T(x), T(y)) < 8d(x,y) + Ld(y, T (x)) (1.6)



esitsizligini saglayan § € [0,1) ve L > 0 varsa T ye Berinde doniisiimii denir (Berinde, 2004:

45).
Ornek 3.2.6. X = E,;]ve T:X — X tanimli bir déniisiim olsun. Vx,y € X igin

e[

T =
() , X € E,l)

NIR N

ile tanimlansin. Bu durumda

Vx,y € E, 1) i¢in T(x) = g, T(y) = %oldugundan

N =a(z3) = - =fir-
= lx =yl +5lx -yl
a

1 1
< |y — - _Z
_4|x y|+3.|x >

olupé = ive L= é secilirse T bir Berinde doniisiimii olur.
vx € [13|vevy € [5,1) igin T(x) = 2, T() =  oldugundan
—4(1Y
d(T@),T») =d(3.%)
_ |1 _ z| - |1-_Y|
T2zl 2
1
=Z11-yl
<

1 1
1=yl+7 =]

N |-

olup § = %ve L= % secilirse T bir Berinde doniisiimii olur.
1 3]. . 1 5
VxE€ [E’ 1) vevy € [1,5] icinT(x)=x,T(y) = E oldugundan

d(T @), T =d(%.3)

x—1

2

X 1

2 2




2
2

<2lx-1] +l.|x——
2 4
olupé = éve L= % secilirse T bir Berinde doniisiimii olur.

Vx€ [1, %] icin T(x) = %ve T(y) = %oldugundan

1

1 1 1 1
dT@), T =d(33) =} -3 =0<olx -yl +2[x -3
olup 6 = 0 ve L = 2 segilirse T bir Berinde doniisiimii olur.

Tanim 3.2.7. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X tanimlanan bir déniisiim olsun. a € [0,1),

b,c € [0, %) olacak sekilde a, b,c € R ve Vx,y € X i¢in asagidakilerden en az biri dogruysa

Z1) d(T(x), T(y)) < a.d(x,y)
Z2) d(T(x), T(¥)) < b.[d(x,T(x)) + d(y, T(y))]
Z3) d(T(x), T(y)) < c.[d(x, T()) + d(y, T(x))]
T doniistimiine Zamfirescu doniisiimii denir (Zamfirescu, 1972: 292).
3.3. Baza Onemli Tamim ve Teoremler

Bu bolimde sabit nokta teorisinde kullanilan bazi 6nemli tanim ve teoremler

verilmistir.

Teorem 3.3.1. X = (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X tanimli bir doniisiim olsun. Vx,y € X
icin d(T(x),T(y)) < k.d(x,y) olacak bi¢imde bir k € [0,1) bulunabiliyorsa T nin X
iizerinde bir tek sabit noktasi vardir (Banach, 1922: 153).

Teorem 3.3.2. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X tanmimlanan bir Zamfirescu doniisimii
olsun. Yani a €[0,1), B,y € [0, ~) olacak sekilde @,y ER Ve Vx,y€X icin
asagidakilerden en az biri dogruysa

Z1) d(T(x), T(y)) < a.d(x,y)

22) d(T(x), T(y)) < B.[d(x, T(x)) + d(y, T(¥))]

Z3) d(T(x), T(¥)) < v.[d(x, T(y)) + d(y, T (x))]

bu durumda T nin tek bir x* sabit noktasi vardir ve (x,) dizisi ile tanimlanmis Picard

iterasyonu keyfi bir x, € X i¢in x* a yakinsar (Zamfirescu, 1972: 292).

Tamm 3.3.3. (a,,) ve (b,) sirasiyla a ve b sayilarina yakinsayan iki reel say1 dizisi olsun.
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[ :==1lim,_e % limitinin var oldugunu kabul edelim.
-

R1) L = 0ise (a,) — a’ya, (b,) — b’ye yakinsadigindan daha hizli yakinsar.

R2) 0 <l < oo ise (a,) ve (b,)in ayn yakinsama hizina sahip oldugu sdylenebilir
(Berinde, 2004: 99).

Tamm 3.3.4. (X, ||.||) normlu bir lineer uzay, (u,) ve (v,) de X de iki dizi olsun. (u,) ve
(v,) in ayn1 p € X noktasina yakinsadigi ve hata tahminlerinin agagidaki gibi oldugu kabul

edilsin.
”un - p” <a,VneN
”vn - p” < bn;vn EN

Burada (a,) ve (b,) pozitif terimli ve sifira yakinsayan iki dizi olsun. Eger (a,), (b,) den
daha hizli yakinsiyorsa (u,,), (v,,) den daha hizli p ye yakinsar (Abbas ve Nazir, 2014: 224).

3.4. Tablo ve Grafiklerin Olusturulmasinda Kullanilan Mapple Kodlar

Bu boéliimde tablolar ve grafikler elde edilirken kullanilan Mapple kodlar1 verilmistir.

restart:
with(LinearAlgebra):
with(linalg):
with(plots):
with(plottools):

T:=(2*x+3)/99:

for n from 1 to 500 do
alpha[n]:=0.08:
a[n]:=0.2:

b[n]:=0.3:
beta[n]:=0.3:
Gamma[n]:=0.2:

Picard Iterasyonunun Tanimlanmasi
x1[1]:=1.50:
x1[n+1]:=eval(T,x=x1[n]):

Mann iterasyonunun Tanimlanmasi
x2[1]:=1.50:

u2[n]:=eval(T,x=x2[n]):
x2[n+1]:=(1-alpha[n])*x2[n]+alpha[n]*u2[n]:

Ishikawa Iterasyonunun Tanimlanmasi
x3[1]:=1.50:

11



u3[n]:=eval(T,x=x3[n]):
y3[n]:=(1-beta[n])*x3[n]+beta[n]*u3[n]:
v3[n]:=eval(T,x=y3[n]):
x3[n+1]:=(1-alpha[n])*x3[n]+alpha[n]*v3[n]:

S Iterasyonunun Tanimlanmasi

x4[1]:=1.50:

u4[n]:=eval(T,x=x4[n]):
y4[n]:=(1-beta[n])*x4[n]+beta[n]*u4[n]:
va[n]:=eval(T,x=y4[n]):
x4[n+1]:=(1-alpha[n])*u4[n]+alpha[n]*v4[n]:

Picard S iterasyonunun Tanimlanmasi
x5[1]:=1.50:

u5[n]:=eval(T,x=x5[n]):
z5[n]:=(1-beta[n])*x5[n]+beta[n]*u5[n]:
w5[n]:=eval(T,x=z5[n]):
y5[n]:=(1-alpha[n])*u5[n]+alpha[n]*w5[n]:
v5[n]:=eval(T,x=y5[n]):

x5[n+1]:=v5[n]:

Sn Iterasyonunun Tanimlanmasi

x6[1]:=1.50:

u6[n]:=eval(T,x=x6[n]):
y6[n]:=(1-beta[n])*x6[n]+beta[n]*u6[n]:
z6[n]:=(1-Gamma[n])*x6[n]+Gamma[n]*y6[n]:
w6[n]:=eval(T,x=z6[n]):
ve[n]:=eval(T,x=y6[n]):
x6[n+1]:=(1-alpha[n])*w6[n]+alpha[n]*v6[n]:

M Iterasyonunun Tanimlanmasi
X7[1]:=1.50:

u7[n]:=eval(T,x=x7[n]):
z7[n]:=(1-alpha[n])*x7[n]+alpha[n]*u7[n]:
w7[n]:=eval(T,x=z7[n]):

y7[n]:=w7[n]:

v7[n]:=eval(T,x=y7[n]):

X7[n+1]:=v7[n]:

Karaca Iterasyonunun Tanimlanmasi
x8[1]:=1.50:
u8[n]:=eval(T,x=x8[n]):
z8[n]:=(1-a[n])*x8[n]+a[n]*u8[n]:
w8[n]:=eval(T,x=z8[n]):
y8[n]:=(1-b[n])*z8[n]+b[n]*w8[n]:
v8[n]:=eval(T,x=y8[n]):
x8[n+1]:=v8[n]:

Iterasyon Adimlarinin Tablo Halinde Cikt1 Alinmasi
end do:

12



for n from 1 to 500 do
print(n, x1[n], x2[n], x3[n], x4[n], X5[n], x6[n], X7[n]);
end do:

Yakinsaklik Grafiklerinin Elde Edilmesi
plotl:=plot([seq]([n,x1[n]],n=1..500), color=cyan);
plot2:=plot([seq]([n,x2[n]],n=1..500),color=brown);
plot3:=plot([seq]([n,x3[n]],n=1..500),color=blue);
plot4:=plot([seq]([n,x4[n]],n=1..500),color=yellow);
plot5:=plot([seq]([n,x5[n]],n=1..500),color=green);
plot6:=plot([seq]([n,x6[n]],n=1..500),color=black);
plot7:=plot([seq]([n,x7[n]],n=1..500),color=red);
plot8:=plot([seq]([n,x8[n]],n=1..500),color=black);

plots:-display([plot1], [plot2], [plot3], [plot4], [plot5], [plot6], [plot7]);

13



4. ARASTIRMA BULGULARI
Bu boliimde literatiirde hizli olarak bilinen bir ¢ok iterasyonun sabit noktaya

yakinsama hizlar karsilastirilacaktir.

4.1.Berinde Déniisiimleri I¢in Iterasyonlarin Yakinsama Hizlarinin
Karsilastirilmasi

Tamim 4.1.1. M- iterasyonu

Xn+1 = T(yn)
Yn =T(z,)
Zn = (1 —ap)x, + a,T(xy,)

n=20,12,..

a, B,y € (0,%) olmak tizere (@p)meo » (Brdmeo V& (Vn)meodizileri sirasiyla [a, 1 — a],

[8,1 — B] ve [y,1 — y] araliklarinda olsun.

Teorem 4.1.2. K, (X, ||. ||) Banach uzayinin bos olmayan, kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
T:K - K tanimh (4.8) zayif daralma kosulunu saglayan, sabit noktast p olan bir doniisim

olsun. M,S,, Picard-S ve S iterasyonlarmin sirasiyla (x,), (w,), (pn) ve (&,) dizileri
tarafindan tanimlandigimi kabul edelim. a,fB,y € (0, %) olmak tizere (ay), (Bn)ve (vn)

dizileri sirasiyla [a,1—«a], [8,1 —B] ve [y,1 —y] araliklarinda olsun. Bu durumda M

iterasyonu S ve Picard-S iterasyonlarindan daha hizli yakinsar. Ayrica eger
a(2-y) <y
ise M iterasyonu S,, iterasyonundan daha hizli yakinsar (Alagoz vd. 2018: 298).
Ispat: vn € N i¢in M iterasyonu kullanilarak;
IXn+1 —pll = IIT () —plI
< 6llyn —pll
= 6T (zn) — pll
< 8% ||z, — pll
= 8211 — an)xy + @ T (xn) — 0l

< 52[(1 - an)”xn - p” + an5||xn - p”]

=(1 - (1= 8an)d?llx, —pll (4.1)
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Buradan vn € N igin
llxn = pll < {(1 = (1 = 8)a)§%}"llxo — pll bulunur.
a, ={(1— (1 = 8)a)d?}"||x, — pl| secelim.
Picard-S iterasyonunu kullanirsak;
I —pll < 11 = Bpn + BuT (pr) — Pl
< (1 = Bllpn —pll + BullT(0n) — pli

< (1= Bllpn —pll + Brdllpn — pli
=1 -1 =8)B)llp. —pl
(4.2) ve Picard-S iterasyonu kullanilarak;
lan = pll < (1 = )T (py) + T (1) = pl|
< (A = a)lIT(pr) = pll + axlIT () = pll

< (1= a)dllpn —pll + @ dllm — pl

< (1 - a)sllp, — pll + ax6(1 — (1 = 6)B)lpn — Dl

=(1-01- 6)“11,311)6”1711 - P”
(4.3)’ten Vn € N igin

lpne1 —2ll = IT(gn) —plI

< bllgn —ll
<(1-01=8a,L,)8%p, — pll elde edilir.

Boylece Vn € N icin

P — pll < {((1 = (1 = 8)aB)5%)} " llpo — pll olur.

bn = {(1 - (1 = 8)ap)s?}"llp, — pll olsun.

Teorem 4.1.2 de kanitlandig gibi (Sintunavarat ve Pitea, 2016: 2553) Vn € N i¢in

”un - p” < {1 - (1 - 6)B[Vn —an + an)/n]}n”uo - p”

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)
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ve
16, —pll < [1 = (1 = 8)aB]*lISo — pll (4.6)

¢ ={1=10=8)Bly —a+ayl}'llu, —pll ve
dp = [1 = (1= 8)aB]"|[§o —pll segilsin.
a(2 —y) <y oldugundan
1-(1-6)py—a+ay) <1—01-056)ap < 1 elde edilir.
Mann ve Ishikawa iterasyonlarinin tanimi kullanilarak
limysollxn = pll <limpoe[(1 = (1 = 8)a)8?]™lxe — pll = 0
limy oo llpn =PIl Slimyeo{(1 = (1 = 8)aB)é"}" llpo — pll = 0

limyoscollity, =PIl <limpoeo[(1 = (1 = Ay — a + ay]]"llug — pll = 0

lim,, o |IE = pll <lim, o1 — (1 = &)aB]™IE, — pll = 0 esitsizlikleri elde edilir.

Yukaridaki iterasyonlarin yakinsama oranlarini asagidaki gibidir.

. a .
lim,,_, 0 b—” = lim {

n n—oo

(1-(1-8)a)"s2" } llxo—pll _
(1-1-8)ap)™62™) |po—pll

_(1_ ne2n —
an _ lim{ (1-(1-8))"8 n} llxo—pll _
n—oo ([ 1]

lim — = =
n=e o 1-(1-8)Bly-a+ay lluo—pll

{(1—(1—6)a)"62”} llxo—pll _

lim,,_, & = lim =
d [1-(1=8)aB]™ ) ||&—Dll

n n—-oo

Teoremi desteklemek amaciyla, zayif daralma kosulunu saglayan doniisiimlerin sabit

noktalarina farkli iterasyonlarla yaklasilmistir. Verilen orneklerde her bir doniisiimiin

grafikleri, sabit noktalar1 ve hangi iterasyonun kac¢inci adimda sabit noktaya yaklastig

incelenmistir.

Ornek 4.1.3. D = [—10,10], R normlu uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere
T:D — D tanimli bir déniisiim ve Vx € D igin T'(x) = cos(sinx) olsun.
a = =y =0.2secelim. Vn € N icin a,, = 8, = y,, = 0.5 secelim.

Bu durumda T nin sabit noktasinin p = 0.7681691568 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay), (B,) ve (y,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.
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Rastgele bir baslangi¢ noktast x, = 1 i¢in, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S,

Sn ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.1. de verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon

slirecinin diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadigi aciktir. Grafik 4.1. de yakinsama

davraniglarin1 gostermek icin bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1.3 {in Niimerik Degerleri

Boo~vooswnr

WWWWRRNRNNNNNONNNNRE R R R R PR PR
WNPRPOOONOIRWNRPRPOOOM~NOUNWNPR

Picard
1.0
0.6663667454
0.8149612096
0.7467069000
0.7780594582
0.7636177375
0.7702653454
0.7672040628
0.7686135612
0.7679645330
0.7682633778
0.7681257724
0.7681891333
0.7681599584
0.7681733922
0.7681672065
0.7681700547
0.7681687433
0.7681693471
0.7681690691
0.7681691971
0.7681691381
0.7681691653
0.7681691528
0.7681691585
0.7681691559
0.7681691571
0.7681691566
0.7681691568
0.7681691567
0.7681691568
0.7681691567

Mann
1.0
0.8331833727
0.7858003386
0.7729300989
0.7694538132
0.7685157414
0.7682626571
0.7681943807
0.7681759615
0.7681709925
0.7681696519
0.7681692904
0.7681691928
0.7681691664
0.7681691594
0.7681691575
0.7681691570
0.7681691568

Ishikawa
1.0
0.8692086522
0.8123617455
0.7875142686
0.7766392722
0.7718779897
0.7697931937
0.7688803027
0.7684805602
0.7683055173
0.7682288677
0.7681953036
0.7681806062
0.7681741703
0.7681713522
0.7681701181
0.7681695777
0.7681693410
0.7681692374
0.7681691921
0.7681691722
0.7681691635
0.7681691598
0.7681691581
0.7681691573
0.7681691570
0.7681691569
0.7681691568

S
1.0
0.7023920249
0.7874065972
0.7625499169
0.7698121615
0.7676888737
0.7683095634
0.7681281109
0.7681811560
0.7681656489
0.7681701822
0.7681688569
0.7681692444
0.7681691312
0.7681691642
0.7681691546
0.7681691573
0.7681691566
0.7681691568

Picard S
1.0
0.7984708592
0.7722438677
0.7687175983
0.7682429806
0.7681790940
0.7681704944
0.7681693369
0.7681691810
0.7681691600
0.7681691571
0.7681691568

Sn

1.0
0.7198745702
0.7782326757
0.7660732993
0.7686056834
0.7680782384
0.7681880930
0.7681652127
0.7681699781
0.7681689857
0.7681691924
0.7681691494
0.7681691582
0.7681691565
0.7681691568

M

1.0
0.7818814397
0.7689539250
0.7682140443
0.7681717241
0.7681693036
0.7681691652
0.7681691572
0.7681691568
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Sekil 4.1. Ornek 4.1.3 {in Grafigi

Ornek 4.1.4. D = [0,5], R normlu uzayiin bir alt kiimesi olmak tizere

4
T:D — D tanimli bir doniisiim ve Vx € D igin T(x) = e++x% olsun.

a=f =y =0.1segelim. Vn € N icin a,, = B, = ¥, = 0.1 secelim.
Bu durumda T ’nin sabit noktasinin p = 1.757944871 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay,), (B,) ve (y,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢ noktas1 x, = 1.5 igin, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn
ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.2 de verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin
diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadigr agiktir. Sekil 4.2 de yakinsama davraniglarini

gostermek i¢in bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.
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Tablo 4.2. Ornek 4.1.4 {in Niimerik Degerleri

SBoovouorwnr

B PEADDMDADDDEDRPOWWWWWWWWWNNNNNNNNNNRPRRPERRERRERRE
OO PR WNPFPOOONOUIRARWNPFPOOONOORARWNRPOOONOOOIE, WN -

109
110
111
112
113
114
115
116

Picard
15
1.896480879
1.693078718
1.790575528
1.742081387
1.765789615
1.754097680
1.759839365
1.757013835
1.758402878
1.757719673
1.758055626
1.757890407
1.757971656
1.757931699
1.757951349
1.757941686
1.757946438
1.757944101
1.757945250
1.757944685
1.757944963
1.757944826
1.757944894
1.757944860
1.757944877
1.757944868
1.757944873
1.757944871

Mann
15
1.539648088
1.573049066
1.601230287
1.625038210
1.645173450
1.662218246
1.676658144
1.688899271
1.699282188
1.708093101
1.715572984
1.721925044
1.727320871
1.731905521
1.735801740
1.739113477
1.741928827
1.744322492
1.746357849
1.748088689
1.749560685
1.750812628
1.751877474
1.752783227
1.753553686
1.754209083
1.754766618
1.755240915
1.755644410
1.755987678
1.756279712
1.756528164
1.756739539
1.756919372
1.757072371
1.757202541
1.757313289
1.757407513
1.757487680
1.757555886
1.757613916
1.757663288
1.757705295
1.757741036
1.757771444

1.757944866
1.757944866

Ishikawa
15
1.537365787
1.569222549
1.596408092
1.619626087
1.639469263
1.656438177
1.670956490
1.683383476
1.694024313
1.703138607
1.710947467
1.717639418
1.723375350
1.728292674
1.732508833
1.736124256
1.739224868
1.741884220
1.744165287
1.746122011
1.747800607
1.749240679
1.750476174
1.751536192
1.752445684
1.753226047
1.753895629
1.754470169
1.754963165
1.755386196
1.755749197
1.756060690
1.756327986
1.756557357
1.756754186
1.756923090
1.757068033
1.757192414
1.757299150
1.757390745
1.757469346
1.757536797
1.757594680
1.757644353
1.757686980

1.757944854
1.757944857
1.757944859
1.757944861
1.757944862
1.757944864
1.757944865
1.757944865

S
1.5
1.894198578
1.694994211
1.789106492
1.743010895
1.765216739
1.754430959
1.759649197
1.757119722
1.758344716
1.757751199
1.758038699
1.757899419
1.757966891
1.757934205
1.757950038
1.757942369
1.757946084
1.757944284
1.757945156
1.757944733
1.757944938
1.757944838
1.757944888
1.757944863
1.757944876
1.757944869
1.757944873
1.757944871

Picard S
15
1.694095457
1.742569058
1.754272097
1.757069342
1.757736261
1.757895173
1.757933031
1.757942050
1.757944199
1.757944711
1.757944833
1.757944862
1.757944869
1.757944871

Sn
15
1.892122150
1.696701170
1.787819073
1.743813981
1.764729410
1.754710442
1.759492078
1.757205954
1.758298039
1.757776137
1.758025502
1.757906344
1.757963281
1.757936076
1.757949075
1.757942863
1.757945831
1.757944412
1.757945091
1.757944766
1.757944923
1.757944846
1.757944884
1.757944865
1.757944875
1.757944869
1.757944873
1.757944871

M

15
1.703323017
1.746627190
1.755612676
1.757464848
1.757846094
1.757924547
1.757940689
1.757944011
1.757944695
1.757944835
1.757944864
1.757944870
1.757944871
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Sekil 4.2. Ornek 4.1.4 iin Grafigi

Ornek 4.1.5 : D = [0,5], R normlu uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere

T:D — D taniml bir doniisiim ve Vx € D icin T(x) = \/9 —In(x? + 4) olsun.
a = =y =0.3secelim. Vn € N icin a,, = 8, = y, = 0.4 secelim.
Bu durumda T’nin sabit noktasinin p = 2.576000104 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay), (Bn) ve (yp)dizileri ve a, f ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢c noktas1 x, = 2.5 igin, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn
ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.3 te verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin
diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadig agiktir. Sekil 4.3 te yakinsama davraniglarini

gostermek i¢in bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.
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Tablo 4.3. Ornek 4.1.5 in Niimerik Degerleri

Co~Nouh~wNn P

Picard
2.5
2.583161298
2.575326937
2.576063398
2.575994153
2.576000664
2.576000052
2.576000109
2.576000104

Mann
2.5
2.533264519
2.551967991
2.562485298
2.568399701
2.571725770
2.573596277
2.574648220
2.575239819
2.575572527
2.575759639
2.575864868
2.575924049
2.575957331
2.575976049
2.575986575
2.575992495
2.575995825
2.575997698
2.575998751
2.575999344
2.575999676
2.575999864
2.575999969
2.576000028
2.576000061
2.576000080
2.576000091
2.576000097
2.576000100
2.576000102
2.576000103
2.576000104

Ishikawa
2.5
2.532009280
2.550536654
2.561260810
2.567468345
2.571061526
2.573141421
2.574345361
2.575042259
2.575445656
2.575679163
2.575814328
2.575892568
2.575937857
2.575964072
2.575979247
2.575988031
2.575993116
2.575996060
2.575997763
2.575998749
2.575999319
2.575999649
2.575999840
2.575999951
2.576000016
2.576000054
2.576000075
2.576000087
2.576000094
2.576000098
2.576000101
2.576000103
2.576000104

S
25
2.581906059
2.575542083
2.576035630
2.575997348
2.576000318
2.576000087
2.576000106
2.576000104

Picard S
2.5
2.575444911
2.575996055
2.576000075
2.576000104

Sn

2.5
2.581152517
2.575651379
2.576023710
2.575998506
2.576000213
2.576000097
2.576000105

M

2.5
2.575621889
2.575998224
2.576000095
2.576000104
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Sekil 4.3. Ornek 4.1.5 in Grafigi

Ornek 4.1.6 : D = [0,5], R normlu uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere

1

+3 6
X )6 olsun.

In(x2+9)

T:D — D tanimli bir donilisiim ve Vx € D i¢in T(x) = (

a = =y =0.18 segelim. Vn € N icin a,, = 8, = ¥, = 0.6 secelim.
Bu durumda T’nin sabit noktasinin p = 1.406289435 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay,), (Bn) ve (y,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢c noktas1 x, = 1.5 igin, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn
ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.4 te verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin
diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadigi agiktir. Sekil 4.4 te yakinsama davraniglarini

gostermek i¢in bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.
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Tablo 4.4. Ornek 4.1.6 nin Niimerik Degerleri

Picard Mann Ishikawa S Picard S S n M
1 1.5 1.5 15 15 15 15 15
2 1.400267336  1.440160402 1.442399813 1.402506748 1.406384496  1.403399007 1.406289435
3 1.406527162 1.418463974  1.420151421 1.406295619 1.406153014 1.406233718
4 1.406128596 1.410607935 1.411558779 1.406146814 1.406152436 1.406150036
5 1.406153952 1.407764669 1.408240316 1.406152655 1.406152435 1.406152506
6 1.406152338 1.406735800 1.406958752  1.406152426 1.406152433
7 1.406152441 1.406363514 1.406463825 1.406152435 1.406152435
8 1.406152434  1.406228809 1.406272690
9 1.406152435 1.406180069 1.406198876
10 1.406162434  1.406170370
11 1.406156052  1.406159361
12 1.406153744  1.406155109
13 1.406152908 1.406153467
14 1.406152606  1.406152833
15 1.406152497  1.406152589
16 1.406152457  1.406152494
17 1.406152443  1.406152457
18 1.406152438  1.406152443
19 1.406152436  1.406152438
20 1.406152435  1.406152436
21 1.406152435

1,420

1,415

1,410

1,405 /

1,400

T T T T
0 10 20 30 40
Picard —— Mann Ishikawa S = - Picard S Sn M

Sekil 4.4 Ornek 4.1.6 nin Grafigi
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Ornek 4.1.7.: D = [0,5], R normlu uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere
T:D — D tanimh bir doniisiim ve Vx € D i¢in T(x) = In(x? + 2)olsun.
a = =y =0.35secelim. Vn € N i¢in a,, = ,, = ¥, = 0.8 secelim.
Bu durumda T ’nin sabit noktasinin p = 1.319073676 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay), (B,) ve (v,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢ noktasi x, = 1 i¢in, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn ve
M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.5 te verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin diger
tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadigi agiktir. Sekil 4.5 te yakinsama davraniglarini

gostermek icin bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.

Tablo 4.5. Ornek 4.1.7 nin Niimerik Degerleri

Picard Mann Ishikawa S Picard S S n M

1 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

2 1.098612289 1.078889831 1.121470466  1.141192923  1.194625642  1.149690283  1.201990130
3 1165320006  1.137248432  1.195468747  1.218348146  1.269275328  1.227604588  1.274928595
4 1.211336838  1.180970026  1.241414852  1.261706437  1.299026338  1.269384518  1.302330091
5 1243386845 1.213964010 1.270177211 1.286319291  1.310988125 1.292014895 1.312711942
6 1.265823266  1.238971033  1.288252248  1.300350097 1.315810405 1.304322086  1.316655085
7 1.281574901 1.257975985  1.299633544  1.308364156 1.317756305 1.311027176 1.318153981
8 1.292652202  1.272444701 1.306807688  1.312946072  1.318541804 1.314683345 1.318723924
9 1.300450407  1.283472671  1.311332637 1.315567062 1.318858931 1.316677869  1.318940665
10 1.305943823 1.291884728  1.314187683 1.317066766  1.318986971 1.317766179  1.319023092
11 1.309815306  1.298304881  1.315989485 1.317925015 1.319038668  1.318360087  1.319054439
12 1312544515 1.303206681  1.317126741  1.318416216  1.319059542  1.318684212 1.319066361
13 1.314468849  1.306950248 1.317844610 1.318697358 1.319067970 1.318861112  1.319070894
14 1.315825854  1.309809832  1.318297773  1.318858277  1.319071373 1.318957660 1.319072619
15 1.316782876  1.311994491  1.318583847  1.318950384  1.319072747  1.319010356  1.319073275
16 1.317457855  1.313663705  1.318764443  1.319003105 1.319073302 1.319039116 1.319073524
17 1.317933932  1.314939191  1.318878455 1.319033282 1.319073525 1.319054813 1.319073619
18 1.318269730 1.315913880  1.318950431  1.319050555 1.319073616  1.319063382  1.319073655
19  1.318506588 1.316658743  1.318995869  1.319060442  1.319073652  1.319068058  1.319073669
20 1.318673661 1.317227991 1.319024556  1.319066101 1.319073666  1.319070610 1.319073674
21 1.318791510 1.317663040 1.319042666  1.319069341  1.319073673 1.319072002 1.319073676
22 1.318874639  1.317995534  1.319054099 1.319071195 1.319073676 1.319072761

23 1.318933277  1.318249653  1.319061318  1.319072256 1.319073177

24 1.318974640 1.318443873  1.319065875 1.319072864 1.319073404

25 1.319003817  1.318592313  1.319068752  1.319073212 1.319073528

26 1.319024398 1.318705766  1.319070567  1.319073411 1.319073596

27 1.319038916  1.318792479  1.319071713  1.319073524 1.319073632

28 1.319049157  1.318858754  1.319072438  1.319073590 1.319073652

29  1.319056381  1.318909409 1.319072895  1.319073627 1.319073662
30 1.319061476 1.318948125 1.319073183  1.319073648 1.319073669

31 1.319065070 1.318977715 1.319073365 1.319073661 1.319073673

32 1.319067606  1.319000332  1.319073480 1.319073668 1.319073675

33 1.319069394  1.319017618  1.319073552  1.319073672 1.319073676

34 1.319070656  1.319030830  1.319073597 1.319073673
35 1319071546  1.319040928 1.319073625 1.319073675
36 1.319072174  1.319048647 1.319073644 1.319073676
37 1319072617 1.319054546  1.319073656
38  1.319072929 1.319059055  1.319073664
39 1319073149 1.319062501  1.319073669
40 1.319073304 1.319065135 1.319073672
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41 1319073414  1.319067148
42 1319073492 1319068687
43 1319073546 1319069863
A4 1319073585 1319070762
45 1310073612 1319071449
46 1310073631 1.319071974
47 1310073645 1319072376
48 1310073654 1319072682
49 1319073661 1319072916
50 1319073666  1.319073095
51 1319073669 1319073232
52 1319073671 1319073336
53 1319073673 1319073416
54 1319073674 1319073477
55 1319073675 1.319073524
56 1319073676 1319073560
65 1.319073667
66 1.319073669
67 1.319073671
68 1.319073672

1345

1,32

1,30

128

1.26

124

T . T ¥ T E T

30 40

50

60
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Ishikawa S — Picard S

S n

Sekil 4.5 Ornek 4.1.7 nin Grafigi
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Ornek 4.1.8.: D = [0,5], R normlu uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere

T:D — D tanimli bir doniisiim ve Vx € D i¢in T(x) = sin(ln(x + 7)) olsun.

a = =y = 0.05secgelim. Vn € N icin a,, = 8, = ¥, = 0.7 secelim.

Bu durumda T ’nin sabit noktasinin p = 0.6346857989 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay), (Bn) ve (v,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢ noktas1 x, = 1.5 igin, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn

ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.6 da verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin

diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadigr agiktir. Sekil 4.6 da yakinsama davranislarini

gostermek icin bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.

Tablo 4.6 Ornek 4.1.8 in Niimerik Degerleri

Boo~voorwnr

NP R RRRRERER R,
QWO ~NOUDWNER

Picard
15
0.5776640069
0.6384747951
0.6344341428
0.6347025146
0.6346846892
0.6346858731
0.6346857943
0.6346857997
0.6346857989

Mann
15
0.8543648048
0.6903939138
0.6488092817
0.6382662631
0.6355934744
0.6349159010
0.6347441313
0.6347005869
0.6346895478
0.6346867494
0.6346860402
0.6346858605
0.6346858148
0.6346858031
0.6346858001
0.6346857992
0.6346857990
0.6346857989

Ishikawa
15
0.8840844724
0.7065662368
0.6554027479
0.6406567077
0.6364066959
0.6351817852
0.6348287494
0.6347269996
0.6346976739
0.6346892218
0.6346867857
0.6346860836
0.6346858811
0.6346858230
0.6346858056
0.6346858009
0.6346857995
0.6346857990
0.6346857989

S
15
0.6073836745
0.6355517308
0.6346583388
0.6346866703
0.6346857714
0.6346858002
0.6346857989

Picard S
15
0.6364995713
0.6346896195
0.6346858074
0.6346857989

Sn

15
0.6162820301
0.6350778140
0.6346774493
0.6346859774
0.6346857956
0.6346857989

M

15
0.6356533161
0.6346868808
0.6346858005
0.6346857989
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Sekil 4.6 Ornek 4.1.8 in Grafigi
Ornek 4.1.9.: D = [0,5], R normlu uzaymin bir alt kiimesi olmak iizere

1
x3-8

T:D — D tanimli bir doniisiim ve Vx € D i¢in T (x) = cos(=—)olsun.

a = =y = 0.05secelim. Vn € N i¢in a,, = 8,, = ¥, = 0.35 segelim.
Bu durumda T ’nin sabit noktasinin p = 0.7075657287 € D oldugu agiktir.

Ayrica (ay,), (B,) ve (y,) dizileri ve a, B ve y parametreleri Teorem 4.1.2 nin kosullarini

saglar.

Rastgele bir baslangi¢ noktasi x, = 1.5 i¢in, Picard, Mann, Ishikawa, S, Picard-S, Sn
ve M iterasyonlarinin degerleri Tablo 4.7 de verilmistir. Dolayisiyla, M-iterasyon siirecinin
diger tiim iterasyonlardan daha hizli yakinsadig: agiktir. Sekil 4.7 de yakinsama davranislarini

gostermek i¢in bu yinelemelerin grafikleri verilmistir.
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Tablo 4.7 Ornek 4.1.9 un Niimerik Degerleri

SBoo~voosrwNE

B EADDMDMDEDBEPEDRERDRPOWWWWWWWWWWNNMNNNNNNNNRPRERRPERPERRERERERRE
CONO U, WNPFPOOONOOUOITRARWNPFPOOONOUIRARWNRPFPOOONOOIAWNPEF

15
0.2701020601
0.7304252635
0.7049775011
0.7078464491
0.7075351339
0.7075690612
0.7075653653
0.7075657681
0.7075657244
0.7075657291
0.7075657287

15
1.069535721
0.9167395079
0.8321063527
0.7826479415
0.7531180694
0.7352988765
0.7244841655
0.7178989671
0.7138814238
0.7114275502
0.7099277092
0.7090106005
0.7084496717
0.7081065389
0.7078966169
0.7077681830
0.7076896023
0.7076415226
0.7076121045
0.7075941046
0.7075830911
0.7075763523
0.7075722289
0.7075697060
0.7075681623
0.7075672177
0.7075666397
0.7075662861
0.7075660697
0.7075659373
0.7075658562
0.7075658066
0.7075657764
0.7075657578
0.7075657465
0.7075657395
0.7075657353
0.7075657326
0.7075657311
0.7075657301
0.7075657295
0.7075657291
0.7075657289
0.7075657288
0.7075657287

1.5
1.196541289
1.008736678

0.8942348047
0.8237604371
0.7800811927
0.7528932085
0.7359261770
0.7253208707
0.7186855099
0.7145314902
0.7119299176
0.7103002266
0.7092791973
0.7086394460
0.7082385711
0.7079873696
0.7078299549
0.7077313100
0.7076694930
0.7076307545
0.7076064784
0.7075912653
0.7075817316
0.7075757572
0.7075720132
0.7075696670
0.7075681968
0.7075672754
0.7075666980
0.7075663360
0.7075661092
0.7075659671
0.7075658780
0.7075658222
0.7075657872
0.7075657654
0.7075657516
0.7075657429
0.7075657375
0.7075657341
0.7075657321
0.7075657308
0.7075657299
0.7075657293
0.7075657290
0.7075657288
0.7075657287

1.5
0.3971076284
0.7259701506
0.7057846988
0.7077329421
0.7075499836
0.7075672107
0.7075655891
0.7075657419
0.7075657273
0.7075657287

15
0.7276427593
0.7077772138
0.7075678978
0.7075657507
0.7075657287

15
0.5265289075
0.7196610394
0.7065273547
0.7076533721
0.7075583201
0.7075663548
0.7075656757
0.7075657329
0.7075657283
0.7075657287

1.5
0.7147330621
0.7076180745
0.7075661086
0.7075657312
0.7075657287
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4.2 Kapah Aralikta Tamimh Siirekli Fonksiyonlar I¢in Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde, keyfi bir kapali aralikta tanimli siirekli fonksiyonlar i¢in sabit nokta ile
ilgili yakinsama teoremleri verilmistir. Ilk olarak bu alandaki calisma (Cholamjiak ve Baiya,
2016: 505) tarafindan asagida (4.7) ile tanimlanan {i¢ adimli iterasyon kullanilarak elde

edilmistir.
p1 € E ve
Th = (1 - an)pn + anT(pn)

qn = (1- b, — Cn)rn + bnT(rn) + CnT(pn) (4.7)
Pn+1 = 1- ap — .Bn)Qn + anT(CIn) + .BnT(rn)

n>1 igin, burada 0<b,+c, <1 ve O<a,+f,<1 ile
(@), (Bn), (ay), (by) ve (cy) [0, 1) de dizilerdir.

Ote yandan 2014 yilinda Karaca ve Yildirrm (Karaca ve Yildirim, 2015: 257) yeni bir

iterasyonu asagidaki gibi tammlamuslardir: u; € E ve (u,) dizisi sdyle tanimlansin
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wy, = (1 —apu, +a,T(uy,)
u, = (1 — b )w, + b,T(wy,) (4.8)
Unsr =T ()

burada (a,) ve (b,) dizileri (0,1) arahigindadir. (4.8) iterasyon siirecinin Picard
(Picard, 1890: 145), Mann (Mann, 1953: 506) , Ishikawa (Ishikawa, 1974: 147) ve Agarwal
ve ark. (Agarwal vd., 2007: 61) iterasyon siireglerinin tiimiinden daha hizli oldugunu
gostermislerdir. Ayrica Banach uzayinda genislemeyen doniisiimler i¢in bir yakinsama

teoremi kanitlamiglardir.

Bu ¢alismada Karaca ve Yildirim’in tanimladig (4.8) iterasyonu kullanilarak, kapali aralikta

tanimli Berinde doniisiim sinifina ait fonksiyonlar i¢in sabit nokta teoremleri elde edilmistir.

Teorem 4.2.1. E reel sayilar iizerinde kapali bir aralik olsun ve T: E — E siirekli bir doniisiim
olsun. x; € E igin, (u,) dizisi (4.8) ile tanimlansin, burada (a,,) ve (8,) [0,1] de dizilerdir
oyle ki lim,,_,o @, = 0, lim,,_,o, B, = 0 Ve lim,,_,o|T(u,) — v,| = 0. O halde {u,} simirlidir

ancak ve ancak (u,) T nin sabit noktasina yakinsar.

Ispat. Eger (u,) T nin bir sabit noktasina yakinsarsa, o zaman (u,,) in sirl oldugu agiktir.
(up) in smrh oldugu varsayildiginda amag, (u,) in yakinsak oldugunu gostermektir.

Olmadig varsayilsin. O halde

a = liminf,_,, U, b = limsup, e U, Ve a < b olacak sekilde a,b € R vardir. Ik
olarak, eger a <m < b ise T(m) = m oldugu gosterilecektir. T(m) # m oldugu kabul edilsin.
O zaman, genelligi kaybetmeden, T(m) —m > 0 oldugu varsayilsin. T siirekli bir dontisiim

oldugundan
lx —m| <8iginT(x) —x >0 (4.9)

olacak sekilde bir § € (0, b — a) vardir.

(u,) dizisi hipotezden dolay1 kapali bir aralikta yer alir. T nin siirekliligi, (T'(u,)) in baska

bir siirl kapali araliga ait oldugunu gosterir. Yani (T (u,,)) siirhidir ve
wp = (1 = Buuy + BnT (Un)

oldugundan (w,,) smirhdir ve boylece (T (wy,)) smirhdir.

Benzer sekilde

Up = (1 - an)Wn + anT(Wn)

30



oldugundan (v,) ve (T (v,))simirhdir. (4.8) takip edilirse
Un+1 — Un = T(Wn) = vy + an(TWy) — wn) + Bn (T (Un) — un)
Un = Un = Bn(T(up) — un) + an(T(w) — wy)
Wn = Up = (T (Un) — un)
Teorem 4.2.1 in varsayimiyla, |u,41 — u,| = 0, |v, — u,| = 0 ve |w,, — u,| = 0 alinir.

Boylece Vn > N igin
8 8 8
|un+1_un| <§a |vn_un| <§VE |Wn_un| <§ (4-10)

olacak sekilde bir N sayis1 vardir.
b = limsup,,, U, >m

oldugundan u,, > m olacak sekilde k; > N vardir. k = ny, olsun, bu durumda wu; > m olur.

Uy, i¢in sadece 2 durum vardir:

5
Duruml:u, > m+ 3 (4.10) dan
5 8
U1 — U > — 3 Uk+1 > Uy -3 = MVEe Upyq = M.

Durum 2: m < uy <m + 3, (4.10)'dan

26

1) 268 é
m—§<vk<m+?vem—§<wk<m+?.

Boylece
|lu, —m] <§, v, — m| <§Ve |lwy, — m| <%
olur. (4.9) kullanilirsa
T(up) —ur >0, T(v) — v >0, T(wy) —wy, >0
olur. (4.8) iterasyonundan
Upsr = U + T (W) — v + ap(T(wy) — wy) + Bre(T (i) — x) dir.
Durum 1 ve Durum 2’den uy,; = m olduguna ulasabiliriz. Yukaridaki argiimani kullanarak,
U4z > Ugsz > Ugya > m...  elde ederiz. Boylece, Vn =k = ny igin u, >m dir. a =

liminf,,_,, u, = m ile a < m bir geliski olusturur. Béylece T(m) = m olur. (u,) dizisi i¢in

asagidaki iki durumu ele aliyoruz:
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Durum 1’ : a < u,, < b olacak sekilde u,, vardir. O halde T (u,,) = u,, olur. Boylece

wy, = (11— ﬁm)um + BmT(um) =Un
U = (1 — ap)uy + anT(Wy) = Uy,

Un+1 = f(vm) =T(Upy) = Uy

Tiimevarim metodundan w,,, = U411 =Umsz = Upez = -+ elde ederiz. Boylece u, = u,,

olur. Buda u,, = a ve u,, = a varsayimimizla ¢elisir.

Durum 2’: Vn i¢in u, <a ya da u, = b ecsitsizlikleri saglanir. Ciinki b —a >0 ve

. - b— : .
|Up+1 — Up| = 0 olmak lizere Vn > Ny igin |Uyqq — Uy | < Ta olacak sekilde bir N, vardr.

Bu, Vn > N, i¢in u,, < a ya da Vn > N, i¢in u, = b oldugu anlamima gelir. Vn > N, igin
u, <a ise b =limsup,_,u, <a olup bu ise a<b ile gelisir. Dolayisiyla (u,)

yakinsaktir.

Son olarak, (u,,) in T’nin bir sabit noktasina yakinsadigi gosterilecektir. u, > pve T(p) # p
oldugunu kabul edilsin. T’nin sirekliliginden (T'(u,)) smrhdir. wy,, = (1 — B u, +
BnT (u,) ve B, = 0 oldugundan w, — p elde edilir. Benzer sekilde v,, = (1 — a,)w, +
amT(wy,) ve a, = 0 olup v, = p bulunur. p;, = T(vy) — u, olsun. T’nin siirekliliginden
limy o P = limp o (T(vy) —u,) =T(p) —p # 0 elde edilir. w # 0 olmak tlizere w =
T(p) — p yazarsak, (4.8) iterasyonundan u,,; —u, = T(v,) — u, buradan da p, - w # 0

oldugundan
Up = Uy + ZRZ1 Pk (4.11)

Y =1 Pk serisinin 1raksak oldugunu biliyoruz, bu u,, = p ile ¢elisir. Boylece T(p) = p

olur. Yani (u,), T nin bir sabit noktasina yakinsar.

4.3.Yakinsama Hizi
Bu bolimde, (4.7) ve (4.8) iterasyonlarinin yakinsama orani hakkinda sonuglar

verilecektir. Bunun i¢in bazi yararl tanimlar ve lemmalar kullanilmustir.

Tamim 4.3.1. E reel sayilar kiimesi iizerinde kapali bir aralik ve T: E — E tanimli, siirekli bir
dontigim olsun. (u,) ve (x,) dizileri T nin sabit p noktasina yakinsayan iki dizi olsun.

vn = 1igin

|un _pl < |xn_p|
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ise (uy,) dizisi (x,) dizisinden daha hizli yakinsar (Rohoades, 1976: 742).

Lemma 4.3.2. E reel sayilar kiimesi tizerinde kapali bir aralik ve T: E — E tanimli, stirekli ve
azalmayan bir dontisiim olsun. (a,) n=1, (by) n=1, () =1, (@) =1, (Bn) meq dizileri [0, 1)
araliginda, 0 < b, +c, <1 ve 0<a,+ L, <1l (x,) =, tarafindan tanimlansin. Bu
durumda asagidakiler saglanir (Cholamjiyak ve Baiya, 2016: 505).

L T(x) <xqisevn = 1igin T(x,) < x,, Ve (x,) p= artmayandir.

. T(x1) > xgise Vn = 1igin T(x,) > x, Ve (x;,) n=q azalmayandir.

Lemma 4.3.3. E reel sayi1 kiimesi {izerinde kapali bir aralik ve T: E — E siirekli ve azalmayan

bir déntisiim olsun. (a,), (B,), (a,), (b,) Ve (c,) dizileri [0,1) de
O0<b,+c,<lvea,+p,<1
kosullarini saglasin. (p,,), (4.7) tarafindan tanimlansin. Bu durumda asagidakiler saglanir

(1) vn = 1ig¢in (p,) artmayan bir dizi ve T (p;) < py ise T(pn) < Pn
(2) vn = 1ig¢in (p,) azalmayan bir dizi ve T (p;) > p; ise T(p,) > pn-

Lemma 4.3.4. E reel say1 kiimesi tlizerinde kapali bir aralik ve T: E — E tanimli

stirekli ve azalmayan bir doniisiim olsun. (a,) ve (B,), [0,1) de diziler ve (u,) dizisi (4.8)

tarafindan tanimlansin. Bu durumda asagidakiler saglanir

(1) vn = 1igin (u,) artmayan bir dizi ve T (u;) < uq ise T(u,) < u,

(2) vn = 1i¢in (u,) azalmayan bir dizi ve T (u;) > u4 ise T(u,) > u,.

Ispat. (1) : T(u;) < uy olsun. (u;) < wy < uy. T azalmayan oldugundan T(w;) < T(u;) <
w;. Diger taraftan T(w;) <v; <w;. T azalmayan oldugundan T(v,) < T(w;) < v;.
T(vy) =uy < vy ve T(uy) < T(vy) = uy. Boylece T(uy) < u, elde edilir. Timevarim ile
vn = 1igin T(u,) < u,. Buradan vn > 1igin T(u,) < w, < u,. T azalmayan oldugundan
vn=1igin T(wy) < T(u,) <w, <u,. Tw,) <v, <w,. T(v,) <Tw,) < u,. Boylece

vn > 1i¢in uy,; < u, yani (u,) artmayandir.
(2): (1) deki benzer islemleri yaparak istenen sonucu gosterebiliriz.
Lemma 4.3.5. E reel say1 kiimesi {lizerinde kapali bir aralik ve T: E — E tanimh

stirekli ve azalmayan bir doniisim olsun. (), (8,), (a,), (by) Ve (c,), [0,1) de diziler
olsun. u; = p; € E igin (u,) ve (p,) sirasiyla (4.8) ve (4.7) tarafindan tamimlanan diziler

olsun. O halde agagidakiler saglanir:
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(1) vn=>1icinT(py) < ppiseu, < p,
(2) vn=>1icin T(p1) > py iSe u, = py

Ispat. (1) : T(py) <p; olsun. u; =p; oldugundan T(u;) <u,;. (4.8) iterasyonundan
T(u;) <w; <uy. T azalmayan oldugundan T(w;) < T(uy) < wy < uy. Boylece T(w,) <

v; < wy. (4.7) ve (4.8) iterasyonlar1 kullanilarak asagidaki tahmin elde edilir:
wi—1=0—a)w —p)+ a1(T(u1) - T(pl)) =0

Bu yiizden w; = ry ve ayrica
vi—q =0 -b)w; —1p) + b1(T(W1) - T(ﬁ)) + 01(7”1 - T(pl)) = 0.

T azalmayan oldugundan T(q,) < T(v;). Diger taraftan T(p;) < p;. (4.7) iterasyonundan
T(p1) <r <p;. T azalmayan oldugundan T(ry) < T(p;) <r;. (4.7) iterasyonundan
T(r) < q; < 1. T azalmayan oldugundan T(q;) < T(ry) < q1. Ardindan T(w;) < vy <wy
esitsizliginde w; = r; sonucunu kullanarak T(r;) < v; <r; elde edilir. T azalmayan
oldugundan T(v,) < T(r;) <wv; ve buradan da T(v;) < T(r;) < q; bulunur. Yukaridaki

argiimanlar1 kullanarak

U —p1=TWw) —q + a1(‘h - T(‘h)) + ,31(‘11 - T(ﬁ)) <0.

Boylece u, < p,. Varsayalim ki u; < p; olsun. Buradan T (u;) < T(py). Lemma 4.3.2 (i)

ve Lemma 4.3.3 (i) den T (py) < pr Ve T (uy) < ug. Ardindan T'(uy) < wy, < uy ve T(wy) <

T (uy) < wy. Buradan wy, — i, = (1 — a) (up — pr) + ak(T(uk) - T(pk)) <0.
Boylece wy, < 1. T(wy) < T (1),

Ve — qx = (1 = b)) (W, — 1) + by (T (wy) = T (1)) + (i — T(py)) < 0.
Boylece vy, < qi, T(vy) < T(qy). Buradan

U1 — Prrr = Tk — @i + a(qr — T(q)) + Br(qx — T()) < 0, upyq < Wiyq
elde edilir. Tiimevarimla Yn > 1 i¢in u,, < p,, sonucuna varilir.

(2): Lemma 4.3.2 (ii) ve Lemma 4.3.3 (ii) den, (i) deki kanitlarla Vn > 1 i¢in u,, = p, oldugu

kanitlanir.
Teorem 4.3.6. E reel say1 kiimesi iizerinde kapali bir aralik ve T: E — E tanimli

stirekli ve azalmayan bir doniisiim, F(T) bos olmayan ve sinirlt bir kiime olsun. (a,), (8,),

(a,), (by) ve (cp), [0,1) de diziler olsun. u; = p; € E igin (u,) ve (p,) sirasiyla (4.8) ve
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(4.7) tarafindan tanimlanan diziler ve p € F(T)ye yakinsak olsun. O halde (4.8) iterasyonu
(4.7) iterasyonundan daha hizlidir.

Ispat: L = inf{€ F:p = T(p)} ve U = sup{p € E:p = T(p)} olmak iizere u, i¢in ii¢ durum

vardir;

Duruml:u, =p; > U. T(wy) <uy ve T(p1) < p; oldugu bilinmektedir. Lemma 4.3.4 (1)

kullanilirsa, Vn > 1 i¢in u,, < p,, bulunur. vn > 1i¢in U < w,,.

vn > 1 i¢in |u, — p| < |x, — p| oldugundan 0 < u,, —p < p,, — p olur. (4.8) iterasyonunun

(4.7) iterasyonundan daha hizli oldugu goriiliir.
Durum2:u; =p; < U.T(uy) > uq ve T(p,) > pq oldugu bilinmektedir.

Lemma 4.3.4 (1) kullanilirsa, Vn > 1 i¢in u,, = p, bulunur. vn > 1 i¢in u,, < L Vn > 1 igin
|lu, —pl < |x, —pl oldugundan 0 <u, —p <p,—p olur. (4.8) iterasyonunun (4.7)

iterasyonundan daha hizli oldugu goriiliir.

Durum 3 : L <u; = p; < U. Kabul edilsin ki T(u;) # u; olsun. T(u;) < u, ise Lemma
4.3.2 (1) den (u,,) azalmayandir ve limiti p dir. Lemma 4.3.4 (1) denvVn > 1 iginp < u, <
pn. Buradan vn>1 icin |u, —p| <|p,—pl|. Buradan (4.8) iterasyonunun (4.7)
iterasyonundan daha hizli olduguna ulasilir. T(u,) >u, ise Lemma 4.3.2 (2) den
azalmayandir ve limiti p’dir. Lemma 4.3.4 (2) den Vn >1 i¢in p > u, = p,. Buradan
vn >1 igin |u, —p| < |p, — p|. Buradan (4.8) iterasyonunun (4.7) iterasyonundan daha

hizl1 olduguna ulagilir.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu tezde daraltan doniisiim sinifinin bir genellemesi olan Berinde doniisiimleri igin
belirli iterasyonlarin arasinda yakinsama hizlart teorik olarak karsilastirilmis ve teoremi
desteklemek amaciyla, zayif daralma kosulunu saglayan doniisiimlerin sabit noktalarina farkli
iterasyonlarla kullanilarak Matlab programinda sonuglar niimerik tablolar grafiksel
gosterimler ile desteklenmistir. Bu konuyla ilgilenen arastirmacilar i¢in kullanilan

algoritmalar da tezde sunulmustur.

Bunun yaninda (Karaca ve Yildirim, 2015) tarafindan tanimlanan iterasyon ile kapali aralikta
tanimli stirekli fonksiyonlarin sabit noktalarinin varlig1 {izerine bazi teoremler de derleme

olarak sunulmustur.

Tezde kullanilan yontem ve metotlar yakinsama hizi karsilastirmalarinda kullanilabilecek
onemli bir ara¢ oldugundan yeni arastirmacilar icin de Onemli bir literatiir kaynag: teskil

etmektedir.
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