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BEYAN

“ 4- Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Bir Egriyle Baglatih Integral Egrileri”adli
yiiksek lisans tezi hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina
uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun
olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin
herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir iiniversitede baska
bir tez calismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda
dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru

oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,
Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi
durumunda; projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarasi ile birlikte, ETIK
KURUL onay1 alinmas: durumunda ise ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin
beyan edilmesi gerekmektedir.
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ON SOz

Bu tez calismasinin ortaya ¢ikmasinda emegi gegen, bilgi ve deneyimleriyle yolumu
aydinlatan, her agsamada rehberligini esirgemeyen, sabriyla ve yapici yaklagimiyla beni motive
eden basta degerli danisman hocam Saym Prof. Dr. Onder Gékmen YILDIZ’a en icten
tesekkiirlerimi sunarim. Tez slirecinde karsilastigim zorluklarda yanimda olan, fikirleriyle katki
saglayan, moral destegiyle beni cesaretlendiren kiymetli hocalarima ve arkadaslarima da ayrica
tesekkiir ederim. Ayrica, bu ¢alismam TUBITAK Bilim Insan1 Destek Programlar1 Bagkanlig
(BIDEB) 2211-Yurt i¢i Lisansiistii Burs Programi kapsaminda desteklenmistir. Sagladigi burs
destegi icin TUBITAK a tesekkiir ederim. Bununla birlikte, her zaman yanimda olan, sevgisi
ve destegiyle beni giliclendiren, kendimi gelistirmem igin tiim imkanlarin1 seferber eden,
hayattmin her alaninda yanimda hissettigim saygideger aileme en derin tesekkiirlerimi

sunuyorum.
Bu siirecin her aninda bana katki sunan herkese sonsuz tesekkiir ederim.
Selin KAYNAR

2025



OZET

4-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA CATILANDIRILMIS BiR EGRIYLE
BAGLANTILI INTEGRAL EGRILERI

Bu calisma 3 béliimden olusmustur. Birinci boliimde giris kismina yer verilmistir. ikinci
boliimde, Oklid uzayinda temel kavramlara ayrilmistir. Ayrica 4-boyutlu Oklid uzayinda

Frenet ¢atisina gore helisler ele alinmis ve bu helislerin (genel helis, slant helis ve B, —slant

helis) karakterizasyonlar1 verilmistir. Ardindan 4 —boyutlu Oklid uzayinda baglantili egrilerin
tanimi ve bazi karakterizasyonlar1 verilmistir. 4 —boyutlu Oklid uzayinda gatilandirilmis egriler
incelenmistir. Uciincii béliimde bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu béliimde
4— boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis bir egriyle baglantili integral egrileri iizerinde
caligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Frenet vektorleri, Catilandirilmis egri, Frenet ¢atisi



ABSTRACT

INTEGRAL CURVES ASSOCIATED WITH A FRAMED CURVE IN 4-
DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

This study consists of three chapters. The first chapter includes the introduction. In the second
chapter, fundamental concepts in Euclidean space are presented. Additionally, helices in 4-
dimensional Euclidean space are examined according to the Frenet frame, and the
characterizations of these helices (general helix, slant helix, and B2—slant helix) are provided.
Then, the definition of connected curves in 4-dimensional Euclidean space and some of their
characterizations are given. Curves with frames in 4-dimensional Euclidean space are also
studied. The third chapter forms the original part of this study. In this chapter, integral curves
associated with a framed curve in 4-dimensional Euclidean space are investigated.

Keywords: Frenet vectors, Osculating curve, Frenet frame
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

. n— Boyutlu Oklid Uzay1
: 4- Boyutlu Oklid Uzay1
: Vektor Uzayi

: I¢ Carpim Fonksiyonu
: Norm

: Oklid Uzayinda Bir A¢ik Aralik

: Vektorel Carpim

: R" Oklid Uzayinda i— yinci Frenet Vektorii
: R" Oklid Uzayinda i — yinci Frenet Egriligi
: R* Egrisinin Frenet Vektorleri

: R* Egrisinin Egrilikleri

: R* Catilandirilmis Egrinin Uyarlanmis Catis

: R* Catilandirilmis Egrinin Uyarlanmis Catistya Gore Egrilikleri



1.GiRiS

3- boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, klasik diferansiyel geometrinin en kapsamli
ve derinlemesine incelenen alanlarindan birini olusturmaktadir. Son yillarda, bu alanda
ozellikle helisler, slant helisler ve baglantili egriler lizerine yogunlasan calismalar dikkat
cekmektedir. Egriler igerisinde en ¢ok ilgi gorenler regiiler egriler olup, bunlar arasinda helis
egrileri 6nemli bir arastirma sahasi teskil etmektedir. Genel helis, teget vektoriiniin sabit bir
dogrultu ile sabit bir a¢1 yaptig1 egri olarak tanimlanirken; slant helis, asli normal vektoriiniin
sabit bir dogrultu ile sabit bir a¢1 yaptig1 egri olarak tanimlanmaktadir. Choi ve Kim, klasik
Frenet catisi ile iliskili olarak asli-dogrultu egrisi ve binormal-dogrultu egrisi adin1 verdikleri
yeni egri tiirlerini literatiire kazandirmiglardir (Choi, J. H., ve Kim, Y. H., 2012: 9116-9124).
Bu yeni tiirlerin incelenmesi kapsaminda, helisel egriler s6z konusu baglantili egriler
aracilifiyla karakterize edilmistir. Ayrica, bazi 6zel egriler, konum vektorlerinin ait olduklar
altuzaylara bagl olarak rektifiyan, oskiilator ve normal egriler seklinde siniflandirilmistir. Bu

tiir egriler lizerine, farkli uzaylarda ve farkli ¢atilar kullanilarak ¢alisma yapilmstir.

Diferansiyel geometride, Frenet ¢atisinin egri boyunca anlik doniis eksenini belirleyen
Darboux vektor alam1 w = 7T + kB, uzay egrileri icin 6nemli bir yere sahiptir. Konum vektori
her zaman rektifiyan diizlemde yatan egri, rektifiyan egri olarak tanimlanir. Chen, 2003 yilinda
rektifiyan egrilerle ilgi bazi1 karakterizasyonlar1 vermistir (Chen, B. Y., 2003; 110: 147-152).
Bu karakterizasyonlara gore rektifiyan egrilerin konum vektorlerinin, Darboux vektorii
yoniinde oldugunu ve dolayisiyla rektifiyan egrilerin kinematik olarak egrinin her noktasinda

konum vektorleri, ani donme eksenini belirleyen egriler olarak yorumlanmaktadir. (Chen, B.,
ve Dillen, F 2005; 33: 77-90). Daha sonra, 2005 yilinda ilarslan ve NeSovié, Rlsuzaymda
konum vektérii yardimryla normal egri tanimi vermislerdir (Ilarslan, K., 2005: 53-63). Onder
ve arkadaslar1 2008 yilinda R*” teki B, —slant helisleri, ikinci binormal vektorii ( B, ) sabit bir

yOnle sabit bir a¢1 yapan egriler olarak tanimlamig ve bu egrilerle alakali baz1 karakterizasyonlar
vermisglerdir. Choi ve Kim, ii¢ yeni egri tiirli tanimlamiglardir: asli (binormal) dogrultu egrileri,
asli donor (binormal dondr) egriler, ve PD-rektifiyan egriler. Ayrica, bu egrilerin, genel ve slant
helis olma durumlariyla ilgili baz1 karakterizasyonlar vermislerdir (Choi, J. H., ve Kim, Y. H.,
2012: 9116-9124). Choi ve Kim’in yaptig1 calismadan hareketle Macit ve Diildiil, 4-boyutlu
Oklid uzayinda, asli dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi, B, —dogrultu egrisi ve B, —rektifiyan

egriyi tanimladilar (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).



Bu tezde 4-boyutlu Oklid uzayinda singiiler noktali ¢atilandirilmis bir egri igin integral
egrisi kavrami kullanilarak 7, —dogrultu egrisi, 77, —dogrultu egrisi ve 77; —dogrultu egrisi
tanimlar1 yapilmistir. Daha sonra bu dogru egrilerinin genel helis ve slant helis olma

durumlartyla ilgili karakterizasyonlar verilmistir. Son olarak da 77; —rektifiyan egri tanimi

verilip bir egrinin 77, — rektifiyan egri olmasiyla ilgili karakterizasyon verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. R, reel sayilar cismini gostermek iizere R"={(v,..,v,): 1<i<n, v, eR}
esitligiyle belirli R" kiimesinde toplama islemi

(Vi VeV )+ (U Ug ey Uy ) = (V4 U,V + Uy, VU )

esitligiyle tanmimlanir. Skalerle carpma islemi 4 €R ve (v,,V,,...,V,) € R" olmak iizere
AV, Vs V) = (AV, AV, .y AV,)

esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere birlikte R", R cismi iistiinde bir vektdr uzayidir

(Hacisalihoglu, 2014: 1).
Tamm 2.1.2. R" vektdr uzaymda v = (Vl,v2 V) Ve W= (Wl,W2 ..., W, ) olmak tizere
():R"xR" >R

(v,w) —(v,w)= Zn:viwi

esitligiyle tanimlanan fonksiyon, R" uzayinda bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpim

fonksiyonuna, R" uzayinm Oklid i¢ carpimi denir (Sabuncuoglu, 2014: 1).

Tamm 2.1.3. R", n-boyutlu Oklid uzayr olmak iizere VV=(V,,V,,...,v,)€R" i¢in v

vektoriiniin normu
V[=~/<v.v>
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamm 2.1.4. R®, 3—boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere V=(V;,V,,V,) ve W= (W, W,,W,)

vektorlerinin vektorel carpimi
VX W = (V, W, — WoVy, VoW, — W,V , VW, — WV, )

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).



Tamm 2.1.5. R*, 4-boyutlu Oklid uzaymmn standart bazi {e,,€,,€;,6,} olmak iizere
X=(X0 %, %0 %), Y=(Y1 You V5, Vs) Ve 2=(2,,2,,25,2,) vektorleri igin vektorel garpim,

e e € ¢

XXYXZ= 2 % N
Yi Y2 Ys Vs

, 1, I, 1,

seklinde tanimlanir (Williams ve Stein, 1964: 231).

Tamm 2.1.6. «:1 > R" diizgiin bir doniisiim olmak iizere o ya R"de bir egri denir

(Sabuncuoglu, 2014: 39).

Tamim 2.1.7. «, n- boyutlu Oklid uzayinda bir egri olsun.

a i
{ dx],

vektorli, o egrisinin «(t) noktasindaki hiz vektorii olarak adlandirilir ve genellikle a'(t)

biciminde gosterilir (Sabuncuoglu, 2014: 46).

Tamm 2.1.8. «: | — R", N —boyutlu Oklid uzaymda tanimli bir egri olsun. Eger her t e | igin
o '(t) # 0 sart1 saglaniyorsa bu egri diizenli (regiiler) olarak adlandirilir. Buradaki a'(t) tiirev

vektoriiniin sifir olmamasi, egrinin her noktasinda tanimli ve yonii belirlenmis bir h1z vektoriine
sahip oldugunu, dolayisiyla egrinin o noktada duraksamadan ilerledigini ifade eder

(Hacisalihoglu 2000: 150).

Tamm 2.1.9. o, R" de bir egri olmak iizere VSe |l , i¢in ||a'(5)|| =1 ise « egrisine birim hizli
egri, Sel parametresi ise egrinin yay-parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000: 149).
Tanmm 2.1.10: R" de bir parametrik egri
a:l >R"
s—>a(s)
olsun. X eZ(R") olmak tlizere Vsel i¢in ?j—?z X (a(s)) oluyorsa, « egrisine X vektor

alaninin bir integral egrisi denir (Hacisalihoglu 2000:52).



Tamm 2.1.11: o, R" de bir egri olsun. 3={a"a",....a"} sistemi lineer bagimsiz ve
Va", k>r igin, a" e Span{9} olmak iizere ¢ sisteminden elde edilen {W,W,,...W }
ortonormal sistemine, « egrisinin Serret-Frenet r— ayakli alam ve sel igin

{W,(s),W,(S),...W.(S)} ye a(s) noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklis1 denir. Her bir

W, 1<i<r vekroriine ise i-yinci Serret-Frenet vektdrii adi verilir (Hacisalihoglu 2000: 158).

Tamm 2.1.12: R" Oklid uzayimnda birim hizl1 bir egri ve o egrisinin «(s) noktasindaki Serret-

Frenet r —ayaklis1 {W,(S),W,(S),....W.(S)} olsun. Buna gére, 1<i<r,

k: 1 >R,

s>k (5)= (W (5) Wiy (s))

bi¢iminde tammli k; fonksiyonuna « egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve k;(s) reel

sayisina da a egrisinin «(s) noktasindaki i-yinci egriligi adi verilir (Hacisalihoglu, 2000:

173).

Tamm 2.1.13: «:1 > R" birim hizh bir egri ve « egrisinin Sel igin Serret-Frenet r—
ayaklist {W,(S),W,(S),...,W.(S)} bigiminde verilsin. & egrisinin egrilikleri K, K,,...,K, , olmak

uzere

Wl,(S)Ikl(S)WZ,(S),
W (5) =~ (MW, (5) +k (Wia(s),  15i<n

W, (s) =k, (s)W,,(s)

esitlikleri mevcuttur. Yukaridaki esitlikler ayn1 zamanda Serret-Frenet tiirev formiilleri olarak

da adlandirilir ve yardimiyla

W) | T o k(s) o o 0 0 0 [Wi(s) |

W, (s) | [~k (s) k,(s) O 0 0 0 || Ws(s

W, (s) 0 0 0 0 kn_z.(s) 0 Koa(S) || W, (s)
o | Lo o 0o “Ha(s) 0 Jlw(s) |

seklinde de verilebilir (Hacisalihoglu, 2000: 155).



Ozel Hal: n=4 icin

W, =T (Teget vektor alani),
W, =N (Normal vektor alani),
W, = B, (Binormal vektor alanz),

W, = B, (Ikinci Binormal vektdr alan)
seklinden adlandirilir.

Teorem 2.1.14: a, 4—boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak iizere a egrisinin
Frenet vektorleri

seklinde verilebilir (Aléssio, O., 2009: 455-471).

Teorem 2.1.15: «, 4—boyutlu Oklid uzayinda birim hizli bir egri olmak iizere « egrisinin

egrilikleri
k=[]
kz — <Bl’ a > ’
kl
B ’a(4)
_(B.a)
klkZ

dir (Aléssio, O., 2009:455-471).



2.2 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Baglantih Integral Egrileri

Bu kisimda 4-boyutlu Oklid uzaymnda baglantili egrilerin tamimi ve bazi
karakterizasyonlar1 verilecektir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).
Tamm 2.2.1. o, R* de bir Frenet egrisi ve {T, N, B,,B,} de a nin Frenet catis1 olsun. & nin

normal vektor alanin integral egrisine « mnin asli dogrultusu denir (Macit ve Diildiil,

2014:1025).

Tamm 2.2.2. o, R* de bir Frenet egrisi ve {T, N, B,,B,} de a nin Frenet catis1 olsun. & nin
birinci binormal vektér alaninin integral egrisine B, —dogrultu egrisi denir (Macit ve Diildiil,

2014:1025).

Tamm 2.2.3. o, R* de bir Frenet egrisi ve {T.N, B,B,} de a Frenet gatis1 olsun. & nimn
ikinci binormal vektor alaninim integral egrisine B, —dogrultu egrisi denir (Macit ve Diildiil,

2014: 1025).

Teorem 2.2.4. «, egrilikleri K,K,,K, olan bir egri ve @, a nim asli dogrultu egrisi olsun. &

egrisinin egrilikleri

El =4/ klz + k22 )
. \/(kz' kKK, )2+ K2K2 (K +K2)
k =
’ (k +k3)
— \) I(12 + k22 [Z(I(zl)z klk3 + kzlkz (k3,k1 - 2k1’k3) + kz (_k1’k3,k2 + ks (_kzﬂkl + k2k1” + klkzksz))J
k3 = ! !
(ky ky —k, k2)2 + k22k32 (k12 + kzz)

seklindedir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).
Ispat: @ egrisinin Frenet elemanlart {f W, El,gz,Rl,Ez,Es} olsun. a asli dogrultu egrisi
oldugundan N ='=T dir. Dolaysiyla, T'=N' = —kT +k,B, dir. & birinci egriligi Teorem

2.1.14°den k, =k?+k? seklinde elde edilir. Teorem 2.1.13 kullanilirsa, @ egrisinin normal,

birinci binormal ve ikinci binormal vektor alanlari

-k k
N=—==T+ —=%.=8B,
NN



5. 1 K Ky ¢, KK —kkok,

2 2 2 2 2
\/k;k§ +k2k2k? +(kl'k2 —kz'kl) vk +k, VKL +k;

Kk, + kK K,

k2 +k?

B, + B, |,

Ez _ kzzksT + k1k2ksBl + (klrkz - kz'k1)Bz

\/k;k§ + k12k22k§ + (klr kz - kzrkl)2

seklinde elde edilir. Yine Teorem 2.1.14 g6z 6niinde bulundurulursa @ egrisinin ikinci ve

ticlincii egriliklerini

\/(kz' k, —k'k,)? + k2k2(k? +Kk2)
(ki +k3) ’

B <§g#§
Ks=>——+

Tk
JKZ2 k2 [2(k2')2 ok + K, K, (K K, — 2K, Ks) + K, (=K, K K + K (=K, K, + Kok, + Kk k2 ))}
) (ky'k, —kky)? +k2K2 (k2 +K2)

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.5. o egrisinin egrilikleri K;,K,,K; ve @, a nin B, —dogrultu egrisi olsun. ¢ nin

egrilikleri

K1 21/k§'+k32,

‘= —k2k2Zk2 —k2k,k — 2k, kikok; — (kak )" —(Kkik, )’
JKEKZ 4 k2k2kZ + (kik, —kiky)? (K +k2)

. JKZ K2 (20k5)? Kok, + koK (—2kik, + kiky) + K, (—hikKs +kikok, —kgkok, + kfk2k3))
’ (k3)" k, — 2K, kokaks + k2 (K ) + k2K, (K, +k, )

bigimindedir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).



ispat: a egrisinin Frenet elemanlart {'I:,I\Al,él,éz,lzl,lzz,&} olsun. @, B,—dogrultu egrisi

oldugundan B,=d'=T dir. Dolayistyla, T'= B, =—k,N +k,B,dir. B, —dogrultu egrisinin

birinci egriligi Teorem 2.1.14°den

= [~k,N +k;B, || = /KkZ +kZ

seklinde elde edilir. Teorem 2.2.6” 1 kullanilirsa, B, —dogrultu egrisinin asli normal vektdr alani

k, =

~An
(94

|—|>

N =

>

% N+ K g
21
KK JKZ +K?

seklinde elde edilir. Ayrica,

=

G" = k)N —k,N'+ KiB, + kBj = kk,T —KiN + (k2 —k2) B, + kB,

@'} Q"% 6" = (koK —koky )T +(—kkoky )N +(—k1k22)82,

~n s m

&' 6" x & = ki + KK + (Kgk, — ok, )’

esitliklerinden B, —dogrultu egrisinin ikinci binormal vektor alani

B. — (kaé _k£k3)T + (_klkzks)Bl + (_k1k22)Bz
JKEKE + KKK + (K, K, — K, k,)?

2

A

olarak elde edilir. |_5>1 =B, xT xN esitligi kullanilirsa, B, —dogrultu egrisinin binormal vektor

alan1

. 1 (—kikok? —kk3) B (ks(k;kz—kgks))N . (—kz(k§k2+k;k3))B
=

2 2 2 2 2 2 2
\/k;‘kf +k2k2K? +(k3'k2 —k ’k3) JKE + K] K +K] JKE +K

2

seklinde elde edilir. Yine Teorem 2.1.14 g6z 6niinde bulundurulursa B, —dogrultu egrisinin

ikinci egriligi

2 |1



_ —kPKKS —kikokS — 2kokikoks —(kgk)® = (kgk, )
Jkak? +kZk2k? + (kik, —koks)? (k2 +KZ2)

olup,
o) = (Kjk, + 2kk; )T+ (KK, = kg + K+ kok? )N + (3K k) — 3koks ) By +(—kok? k5 +k7)B,

ve

esitliklerinden B, —dogrultu egrisinin ii¢iincii egriligi de

L JKZ+k2 (20k3) Kok + Kok (=2Kkgk, + iky) + K, (—kik kg + ik k, — kg, + kfk2k3))
(K2)* K, — 2k;kokoks + k2 (K3 ) + k2, (K, +k, )

3

seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.6. « egrisinin egrilikleri K;,K, K, ve @, & nin B, —dogrultu egrisi olsun. ¢ nin

egrilikleri
ki =[k,|,
k2 =k,,

ks =sgn(k,)k,
bi¢imindedir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).
ispat: @ egrisinin Frenet catis1 {T, N, B1, B2,ki,k2,ks} olsun. B, —dogrultu egri tanimindan
B,=a'=T yazlabilir. Bu esitligin tirevi ahmrsa T =B,=-k,B, elde edilir. @ mn birinci

egriligi ki = |k3| seklinde elde edilir. Ayrica @ 1n asli normal vektor alani, birinci binormal

vektor alan1 ve ikinci binormal vektor alanlart Teorem 2.1.13 yardimiyla
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N = —sgn(k,;)B,,
B. =sgn(k,)sgn(k;)N,
B> = —sgn(k,)T

biciminde elde edilir. & nin ikinci ve ti¢lincii egrilikleri Teorem 2.1.13 yardimiyla

(B,a")
k2= =sgn(k, )k,,
K1
K (B0 k, )k
P kiko sgn( 3) '
seklinde elde edilir.

Teorem 2.2.7. a, R” uzaymnda bir Frenet egrisi ve @,  nin asli dogrultu egrisi olsun. «

slant helistir gerek ve yeter sart @ genel helistir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).

Ispat: « nin Frenet catis1 {T, N, B,,B,} olmak tizere a asli dogrultu egrisi oldugundan

N=&'=T dir. Buradan,
a, slant helistir < (N, u) =cosd, (€ =sabit, u = sabit birim vektor )
= <‘F,u> = cosd
< a genel helistir.

Teorem 2.2.8. a, R* uzayinda bir Frenet egrisi ve &, o yoniindeki B, — dogrultu egrisi

olsun. a , B, —slant helistir gerek ve yeter sart &, genel helistir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).

Ispat: o nin Frenet catisimi {T,N, B,,B,} olmak iizere B,— dogrultu egrisi tanimindan,

B,= a'=T dir. Buradan,
a , B, —slant helistir < <Bz,v> =cosé, (0 = sabit, v=sabit birim vektor )
& (Tv) = cosd
< @ genel helistir.

Tanmm 2.2.9. o, R* te Frenet elemanlar {T, N, B,, B,,k;,k,, ks} olan bir Frenet egrisi ve @,

a nin B, —dogrultu egrisi olsun. Eger & egrisinin konum vektorii her zaman o nm asli

11



normalinin ortogonal tiimleyeninde bulunuyorsa, yani 4,4,,4; diferensiyellenebilir

fonksiyonlar olmak tizere
a=AT+4B +4B, (2.1)

oluyorsa, a egrisine B, —rektifiyan egri denir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).

Teorem 2.2.10. &, R* te egrilikleri k;,k,,K, olan bir Frenet egrisi olsun. @, B, —rektifiyan

egriye kongurenttir gerek ve yeter sart ¢ € R olmak {izere

2

—[C—kSJ + (s—cj@dsjﬁl =0 (2.2)
k K,

dir (Macit ve Diildiil, 2014: 1025).

Ispat: Kabul edelim ki @, B, —rektifiyan egri olsun. B, —rektifiyan egri tanimdan dolay1 &,
a egrisinin B, —dogrultu egrisidir. O halde Teorem 2.2.7.den T =—B,, B, = —sgn (k;) N,

B, =T dir. Bu esitlikler (2.1) denkleminde yerine yazilir ve tiirevi alinirsa

A5 +sgn (K, ) Ak, =1,
—sgn (kg ) 44 + Ak, =0,
Ak, —sgn (k; ) 4.k, =0,
A =0

elde edilir. Bu denklemin son esitliginden 4, =C = sabit elde edilir. 4, degeri iigiincii esitlikte

. ck : o :
yerine yazilirsa A, = ———2— bulunur. A, degeri de birinci esitlikte yerine yazilirsa

sgn (k; )k,
< ds elde edilir. Elde edilenler ikinci esitlikte yerine yazilirsa
2

—[CT%] + [S—CI@ s}lzl =0
kZ kZ

esitligi elde edilir.

ﬂgzs—c.[

Tersine, kabul edelim ki @, R* te (2.2) esitligini saglayan herhangi bir egri olsun. X (s)

vektorli a egrisinin Frenet elemanlart yardimiyla
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X :07+CE~32+C~ﬁI\~I— s—c_[éds T
k, k,

bi¢iminde yazilan herhangi bir vektor olsun. X vektoriiniin diferansiyeli alinir ve (2.2) esitligi
kullanilirsa X' =0 elde edilir. Buradan X vektoriiniin sabit vektér oldugu goriiliir.
Dolayisiyla,

a= —céz—%ﬂ +[s—cIdes] T+X

2

3
2
yazilabilir. Son esitlikte B, = —T,N =-sgn(k,)B,, T =B, esitlikleri yerine yazilir ve

diizenlenirse

a=cT +sgn(k3)ck7k3 Bﬁ(s—cf%dsJ B, + X
2

2
elde edilir. Bu da @ egrisinin bir B, —rektifiyan egriye kongurent oldugu anlamina gelir.

2.3 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler

Bu boliimde singiiler noktali egriler ve bu egrilerin davranislarini incelemek icin gerekli olan

baz1 kavramlar verilecektir.
A, kiimesi
{,uZ(/.Ll,,uz,uS)eR4 xR xR\ g, 1) = 6.0, § =1,2,3}
seklinde tanimli olsun. v birim vektor olmak iizere v = g4 x 1, x g4, esitligiyle tammmlanir. O
halde {v, z4, 11,, 145} kiimesi ortonormal bir kiimedir (Akyigit & Yildiz, 2021: 259).
Tamm 23.1. u=(m, p,0) i¢in (y,14)=0 lise (y,u):1 >R*xA, ikilisine bir

catilandirilmis egri denir. Eger (, #) bir ¢atilandirilmis egri olacak sekilde bir s = (14, £4,, 14;)

varsa y egrisine de bir baz (taban) egrisi denir (Honda ve Takahashi, 2016: 265).

(7,1):1 > R*xA, bir ¢atilandirilmis egri olsun. O halde (y,x) catilandirilmis egrisinin

{V, g4, 11, 11} ortonormal catisi igin
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2 () +k

-] ) () +1(t ) (t),
~h(t) s (t) =k (1) 4, (1) =1 (1) s (1)
esitlikleri verilebilir. Bu esitlikler Serret-Frenet tipli tiirev formiilleri olarak adlandirilir ve

matris yardimiyla

m't)) )0 f(t) g(t) h(t)fm(t)
w1 =)0 () k(1)) (t)
w' W) 1-0(t) -0 0 () | (t)
v (t)| | -h(t) —k(t) —I(t) 0 |[v(t)

seklinde ifade edilebilir. Ayrica diferansiyellenebilir o : 1 — R doniisiimii vardir dyle ki:
7'(t)=a(t)v(t)

dir. Burada  f(t),g(t),h(t),j(t),k(t) vel(t) dizgin egrilik fonksiyonlaridir.

(f.g.h j.kla)l >R diizgiin bir doéniisiim olmak iizere

( f(t),g(t),h(t), j(t),k(t),I(t), a(t)) ye y(t) mn gatlandirilmus egrilikleri denir. & (t,)=0
olmast i¢in gerek ve yeter kosul t, nin 7 nin bir singiiler noktas1 olmasidir. Singiiler noktalarda

bir egrinin davranigini incelemek amaciyla, ¢atilandirilmis egrilerin egrilikleri kullanilabilir

(Akyigit ve Yildiz, 2021: 259).
Teorem 232 (y,u) ve (7.i):1 > R*xA, catilandirlmis egrilerin egrilikleri sirasi ile
(f.g.h j.klLa) ve (f,g, , 7,k~,l~,o7) olsun. (f,g,h,jk 1) ve (F,g’, 1.k, ,07)
egrilikleri gakisik ise (,4) ve (7, /1) catilandinlmus egrileri denktirler (Honda ve Takahashi,
2016: 265).

(7,1):1 > R*xA, catilandirilmis bir egri ve egrilikleri f (t),g(t),h(t), j(t),k(t),

I(t),a(t) olsun. 8,9,y , Euler agilar1 diizgiin fonksiyonlar olmak tizere 7 =(7,,7,,7,) € A,,

n cos@cosy —cos@siny +singcosysingd  singsiny +cos@cosy sing || i
1, |=| cosdsiny  cos@cosy +singsinysind  —sin@cosy +cos@siny siné || u,
15 sin@ singpcosé COS @ Ccos 6 s
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bi¢iminde verilebilir. Basit hesaplamalar ile
V=T X0, X0y = [y X fly X flg =V
oldugu kolayca goriilebilir.

(y,u):1 >R*xA, de bir catilandinlmis egridir. 6,9 ve y (Euler agilar) diizgiin

fonksiyonlar1 igin

taﬂ:lsin(o—kCOS(o,
cosé

h=cotd(lcosp+ksing)
denklemleri saglansin; Bu durumda (v,7,,7,,7;), (7,77) boyunca uyarlanmus bir ¢ati olusturur

ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri

!

t

<

Ol 7T o pr)y o o] v
m (| _[-pt) 0 a(t) 0 |n()
IR ROl EX
2 (1) 0 0 -r(t) 0 |[n(1)

seklinde ifade edilebilir. v, 7, 7, ve r, vektorleri sirasiyla genellestirilmis teget vektord,

genellestirilmis asli normal vektorii, genellestirilmis binormal vektorii ve genellestirilmis ikinci

binormal vektorii olarak adlandirilir. Burada (p(t),q(t), r(t)) diizgiin fonksiyonlar y(t) in

catilandirilmis  egrilikleri  olarak  adlandirilir.  Egrinin  ¢atilandirilmis  egrilikleri

( p(t),q(t),r(t )) ile acilar1 arasindaki iliski,

p =-hsecdsecy,

q=—(j-¢)sind-y/,
-cosé ,. |,

- cosy/( =)

seklindedir, burada

f =—sing(6'—rsiny),

g=—cosg(d'-rsiny),
cosy
cosd

j=r

dir (Akyigit ve Yildiz, 2021: 260).
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Tamm 2.3.3 ( Vs ,U) 11 = R*x A, de bir atilandirilmis egri ve {V, MMy 773} , 7’ nin uyarlanmis
catis1 olsun. ¥’ nin genellestirilmis normal vektorii sabit bir yon ile sabit bir ag1 yapiyorsa
catilandirilmis slant helis denir (Ates, M., ve AKyigit, M., 2023: 15-26).

Tamm 2.3.4 ( 2 ,u) 11 = R*x A, de bir atilandirilmis egri ve {V, MMy 773} , 7’ nin uyarlanmis

catis1 olsun. y’ nin genellestirilmis birinci binormal vektorii sabit bir yon ile sabit bir ag1

yapiyorsa catilandirilmis 7, —slant helis denir (Ates, M., ve Akyigit, M., 2023: 15-26).

Tamm 2.3.5 ( Vs ,U) 11 = R*x A, de bir atilandirilmis egri ve {V, MMy 773} , 7’ nin uyarlanmis

catist olsun. ¥’ nin genellestirilmis ikinci binormal vektorii sabit bir yon ile sabit bir ag1

yapryorsa catilandirilmis 7, —slant helis denir (Ates, M., ve Akyigit, M., 2023:15-26).
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3. 4-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA CATILANDIRILMIS BiR EGRIYLE
BAGLANTILI iINTEGRAL EGRILERIi

Bu béliim tezin orijinal kism1 olup 4 — boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis bir
egrinin uyarlanmig ¢atisindan hareketle yeni integral egrileri tanimlanacaktir. Dogrultu egrileri
olarak adlandirilan bu egriler ile ilgili baz1 karakterizasyonlara yer verilecektir. Ayni1 zamanda
bu egrilerin helis olma durumlar1 incelenecektir. Daha sonra dogrultu egrisi ve catilandirilmis

rektifiyan egri tanimlar1 goz 6niinde bulundurularak yeni bir egri ¢esidi tanimlanacaktir.

Tammm 3.1.1 7, R* de bir ¢atilandirilnus egri ve {v.m.n,,m,} de y’ nm bir uyarlanms ¢atisi
olsun. y’ nin 1, genellestirilmis vektor alaninin integral egrisine y’ nin 7, — dogrultu egrisi
denir ve y bigiminde gosterilir.

Tanmm 3.1.2 7, R* de bir catilandirilmig egri ve {v, m, 772,773} de ¥’ nin bir uyarlanmis gatisi
olsun. y’ nin 7, genellestirilmis birinci binormal vektor alaninin integral egrisine y 'nin 77, —
dogrultu egrisi denir ve y bigiminde gosterilir.

Tanim 3.1.3 7, R* de bir ¢atilandirilmis egri ve {v, 1y, 773} de y’ nin bir uyarlanmis ¢atisi
olsun. y’ nin 77, genellestirilmis ikinci binormal vektor alaninin integral egrisine y * nin 77; —
dogrultu egrisi denir ve y bigiminde gosterilir.

Not: Vtel i¢inn,,n, Ve n, vektor alanlar sifirdan farklidir. Dolayisiyla 77, — dogrultu, 77, —
dogrultu ve 717, — dogrultu egrileri regiilerdir.

Teorem 3.1.4. y, bir ¢atilandirilmig egri ve 7, 7’ nin 77, —asli dogrultu egrisi olsun. 7, —

dogrultu egrisi 7’ nin Frenet ¢atisi

f:771'
:\/m 772q pV
~ _(-a%p'+ pag’)v—(pap'— p’q’) 7, +(p’ar +o°r )y 3.1)

2422

\/p2+q2\/pq r’+q'r’+(qp’- pq)
5 _ ~(9°r)v+(par)m, +(ap'~ pa’)m,
2 \/pzqzr2+q r2 + qp +pq,)2

seklindedir.
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=

Ispat. y, 77, —dogrultu egrisi oldugundan T (s)=7'(s)=m(s) dir. ’ nmn uyarlanmus ¢at:

formiilleri g6z oniinde bulundurulursa, 7’ nin ikinci tiirevi ve ikinci tiirevinin normu

}7”=—pV+Q772

ve

|7 =+ p*+0°

biciminde elde edilir. 77, —dogrultu egrisinin asli normal vektorii Teorem 2.1.13den

N =

(7,9-pv)

2 2

P +q
seklinde elde edilir. 7 nin tigiinci tirevi
7" ==pv+ (=P =0 )+ g, +arn,
dir. Buradan hareketle 7 'x 7 "x 7™ vektorii ve bu vektoriin normu
7'x7"x7" =qrv+ parn, +(ap’ - pa’)n, (3.2)

ve

|7 7" 7" = p?a?r? +*r* +(ap’ - pq’)’ (3.3)
seklinde elde edilir. (3.2), (3.3) denklemleri ve Teorem 2.1.13 yardimiyla 7, —dogrultu

egrisinin ikinci binormal vektorii

5 __(a'r)v+(par)n, +(ap' pa)n,

2

© [ egirt (ap'+ pa)’

bigimde elde edilir. Son olarak 77, —dogrultu egrisinin birinci binormal vektorii B, =B, xT x N

esitligi yardimryla

(=a”p’+ pag’)v —( pap’ - p°a’)n, +(p°ar +4°r ),

2

B = 2 2 242 4.2 1 am)\2
JP?+02 pPir? +q°r? +(ap’ - pq’)

seklinde elde edilir.
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Teorem 3.1.5 y catilandirilmig egrisinin 77, —dogrultu egrisi y ’ nin Izl, IZZ, IZS egrilikleri

k, =+ p*+0?,
\/p2q2r2+q r*+(ap'- pq’)’
p?+q’ ’

. W(q(—p (2rg’+qr')+arp”)+ p(q’r® +2rq” +q(q'r’—rq”)))

3T 2.,2,2

N2
p’a’r’ +q'r* +(ap’— pq’)

dir.
Ispat: 7, 1, —dogrultu egrisi olsun. 7'(s)=n,(s) ve k =|7| esitliklerinden 77, — dogrultu
egrisinin birinci egriligi

k =\p*+q

_ g , —=m
bi¢iminde elde edilir. 7" ve k, = < 1IZ > esitlikleri g6z 6niinde bulundurulursa
1

(—ap'+ paa’)v - ( pap’ - p°a’)m, +(p°ar +¢°r ),
JP? 07\ PP +q'r? + (ap' - pa)’

VP’ +q’

—pv+(-p* =" ) +a'n, +qrn3>

\/p2q2r2+q r*+(gp’' - p’)’
p*+¢°

olarak elde edilir. ¥, 1, — dogrultu egrisinin dordiincii tiirevi
79 =(=p(~p —a*)=p")v+(-3pp' =300 )7+ (a(-p* —0”)=ar’ + 0" ), +(2rq' +ar' ),

(5.7)

2

dir. 7 ve k, = esitlikleri goz dniinde bulundurulursa

19



<(—q p'+ pad’)v —(pap’ - p*q')m, + ( p7ar +°r ), (

N [ m— (=p(=p* ~a7) = p")v+(-3pp'~300") 7, + (9 (~p* ~ 0 )~ar’ +.0")n, + (2rq'+ ar') >

2.42,2

J—\/pqr+qr+qp pq')’

p*+q

) W(q(fp’(qu’Jrqr’qup”)Jr p(qzr3 +2rq? +q(q'r'- rq")))

(a((p?+a7)r*+ ")~ 2papq’+ pq”

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.6 y bir catilandirilmis egri ve 7, y nn 7,

—dogrultu egrisi olsun. y nin Frenet
catisi

=,

=17,
N = —qr, + 117, 1
JoZ+r?
5 _ (pa’+par®)v—(r'g’+arr')m —(ara'—ar),
-

\/(127\/( p°q* + p*g°r? +(—rq’+qr')2)) |

A

~ ((-rq’+ar")v—parp, - pa’r )
,=—
(\/( p%q" + p2q2r2+(—rq'+qr')2)j
seklindedir.

Ispat: 7, n, —dogrultu egrisi oldugundan T=p'= n, dir. y’ nin uyarlanmis ¢at1 formiilleri

g6z oniinde bulundurulursa y ’ nin ikinci tiirevi ve ikinci tiirevinin normu

7' =—Qn, + 11,

ve

=

bi¢iminde elde edilir. 7, —dogrultu egrisinin asli normal vektorii Teorem 2.1.13’den

|\"| — _q771 + r773

seklinde elde edilir. 7’ nin Ggiincii tiirevi
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7" = pav = +(—0 = 1% ), +1'n,

dir. Buradan hareketle 7'x<y"x 7™ vektorii ve bu vektoriin normu

P'xp"x " =(-rq’ +qr')v—(par)n, — pa’n, (3.4)

ve
3.5)

||}7X};”X};m” — \/p2q4 + p2q2r2 +(_rqr+qrr)2
seklindedir. (3.4), (3.5) denklemleri ve Teorem 2.1.13 yardimiyla 77, —dogrultu egrisinin ikinci
binormal vektorii

~ ((~ra'+ar’)v—parp, - pa’n,)

,=—
(\/( g’ + p2q2r2+(—rq'+qr’)2))

A

bi¢imde elde edilir. Son olarak 77, —dogrultu egrisinin birinci binormal vektorii I_5>1 = I§2 xT x N
esitligi yardimiyla

A

_(po + par?)v—(r’q’+qrr’)n, —(arq’ - g°r')
1 (\/QZT\/( p°q* + p2q2r2+(—rq'+qr’)2))

seklinde elde edilir.

Teorem 3.1.7 y catilandirilmig egrisinin 77, —dogrultu egrisi y > nin kAl, I22,|23 egrilikleri

k,=+/q%+r?,
X \/pzqz (qz +r2)+(rq’—qr’)2
k2 = '
(a7 +17)
R ( ,qZ +r2 (p3q2r+qp!(rq1_qr1)+ p(r(zqrz _qq!!)+q(2qrrr+qr/!))))
ky =
( p2q? (qz + r2)+(rq’—qr')2)

dir.

ispat: 7, 77, —dogrultu egrisi olsun. 7' =7, ve k, =|7'| esitliklerinden 77, —dogrultu egrisinin
birinci egriligi
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bigiminde elde edilir. 7" ve k, = esitlikleri g6z 6niinde bulundurulursa

. _(87)
K,

(pa®+ par®)v —(r*q’+arr')n, —(arg’ —q’r’)n,
(W\/( p’q* + p’a’r’ +(-rq'+ qr')z)j
/qz 12

POy =y + (=07 = 1% ), + 1

\/p q +r? (rq’—qr’)2
(a*+r)

olarak elde edilir. 7, 1, —dogrultu egrisinin dordiincii tiirevi

Y=(gp'+2pq’)v +( p’q— q(—q2 — rz)— Q")fh +(-3qq9'—-3rr’) 7, +(r(—q2 — r2)+ r”)773

ve k, = ——= esitlikleri goz 6niinde bulundurulursa

_ ((=ra'+ar")v - pary, - pq’ry, )

(\/(p q*+ pPari +(- rq’+qr')2)

j,(Q|t>'+2r3t:1')v+( p’q-a(-a*~r*)=q")m + (300" =3rr")m, + (r (~a* = r*)+ 1" ),

\/p q +r?)+(rq’' - qr)2
JgZ 41 (q +r)

(\/qZT( p’a’r+qp’(rq’—qr')+ p(r(Zq'2 -qq")+q(29'r' + qr”))))

_ (pzqz(qz+r2)+(rq,_qr,)2)

olarak elde edilir.

Teorem 3.1.8 y bir ¢atilandirilmig egri ve 7, 7’ min 7; —dogrultu egrisi olsun. 7 egrisinin

Frenet catis1

22



—1,

=15,
N =-sgn(r)mn,,
B, =sgn(q)sgn(r)m,,
B, =—sgn(q)v
seklindedir.

Ispat: 7, 5, —dogrultu egrisi oldugundan T =7 =7, dir. y’ mn uyarlanmis gati formiilleri
g6z onilinde bulundurulursa 7’ nin ikinci tiirevi ve ikinci tiirevinin normu

~n _

yo=-rn,

ve

1=

bigimindedir. 7, —dogrultu egrisinin asli normal vektdrii Teorem 2.1.13’den
N =-sgn(r)n,
seklinde elde edilir. 7’ nin Gglinci tiirevi
7" =arn, ', —n,r’
dir. Buradan hareketle 7'x7"x 7" vektorii ve bu vektoriin normu
7XF <" =qriy (3.6)
Ve
|7 <7"x7"| =a’r* (3.7)

seklindedir. (3.6), (3.7) denklemleri ve Teorem 2.1.13 yardimiyla 7, — dogrultu egrisinin ikinci

binormal vektoru

B, =—sgn(q)v
bi¢imde elde edilir. Son olarak 7, — dogrultu egrisinin birinci binormal vektorii B, =B, xT x N
esitligi yardimiyla

B, =sgn(q)sgn(r)m,
seklinde elde edilir.
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Teorem 3.1.9 y catilandirilmis egrisinin 7, — dogrultu egrisi 7’ nin |Zl, IZZ,Izg egrilikleri

seklindedir.

ispat: 7, », — dogrultu egrisi olsun. 7'(s)=17,(s) ve k =|7| esitliklerinden 7, — dogrultu

_ . é ,}711!
egrisinin birinci egriligi k, =sgn(r)r bigiminde elde edilir. 7" ve k, = < 1IZ > esitlikleri g6z
1

Oniinde bulundurulursa
_ <Bl’ }7r">
k2 =
kl
_ <qr771' qrm, — r’772 - I"27]3>
B sgn(r)r
=sgn(q)q

olarak elde edilir. 7, 1, —dogrultu egrisinin dérdiincii tiirevi

79 =—parv+(rq'+2qr')n, +(q2r +ri- r”)ry2 -3rr'y,

~(4 ~ <§27j;(4)>
dir. 7( ) ve K, :T esitlikleri goz 6niinde bulundurulursa
172
- (8.7)
T kk,
_sgn(q) par
(sgn(r)r)(sn(a)a)
__ b
sgn(r)

=sgn(r

—

p

olarak elde edilir.
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Teorem 3.1.10 ¥, R* de bir ¢atilandirilms egri ve 7,y yoniindeki 77, — dogrultu egrisi olsun.

7, slant helistir gerek ve yeter sart 7 genel helistir.

Ispat: y min catilandirilmis egrisi {v.m.n,,m,} olsun. 7, —dogrultu egrisi tanimindan

T(s)=7(s)=m(s) oldugunu biliyoruz. Buradan

y slant helistir < (n,,u)=cos¢ (¢ =sabit u = sabit birim vektor)
& (T,u)=cosg
< 7 genel helistir.

Teorem 3.1.11 ¥, R* de bir catilandirilmis egri ve 7,y yoniindeki 77, — dogrultu egrisi olsun.

7, 1, — slant helistir gerek ve yeter sart 7 genel helistir.

Ispat: y nmn catilandirilmis egrisi {V,771,772,773} olsun. 77, —dogrultu egrisi tanimindan

T(s)=7"(s)=n,(s) oldugunu biliyoruz. Dolaysiyla

7, n, —slant helis < (n,,0) =cos¢ (¢ =sabit v = sabit birim vektor)
& <'f, u> )

< y genel helistir.

Teorem 3.1.12 y, R* de bir ¢atilandiriimis egrive 7,y yoniindeki 77, — dogrultu egrisi olsun.

7, N, — slant helistir gerek ve yeter sart 7 genel helistir.

Ispat: »’ nin catilandinlmis egrisi {v,nl,nz,ns} olsun. 77, — dogrultu egrisi tanimindan

T(s)=7'(s)=n,(s) oldugunu biliyoruz. Buradan

7, ny—slanthelis < (n,,w)=cosg (¢ =sabit w=sabit birim vektor)
= <‘f, w> =Cos @

< 7 genel helistir.

Tanmm 3.1.13 7, R* de bir catilandirilmis egri ve {V,ﬂl,ﬂz,fh, P.q, r} de 7’ nin uyarlanmis
cat1 elemanlar1 olsun. 7’ nin 7, — dogrultu egrisi 7 olsun. Eger 7 egrisinin konum vektorii
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her zaman y’ nin genellestirilmis asli normalinin ortogonal tiimleyeninde bulunuyorsa, yani

A, Ay, A, diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak tizere

V= AN+ 20, + A, (3.8)
oluyorsa, 7 egrisine 77, — rektifiyan egri denir.

Teorem3.1.14 7, R* de k;,k,,k, egriliklerine sahip bir catilandirilmis egrisi olsun. 7 bir 77, —

rektifiyan egrisine kongurenttir gerek ve yeter sart

~ sgn(q)ck, , ~ @ -
sgn(r)[—sgn(r)Izz ] + [s sgn(q)cj < dsjkl_o. (3.9)

dir.
Ispat 7, n,— rektifiyan egrisine kongurent olsun. Tanimdan dolay1 7,y y&niindeki 77, —
dogrultu egrisidir. Teorem 3.1.10° dan dolayr v =-sgn(q)B,, 7,=-sgn(r)N, 7, =T
seklinde elde edilir. Bu esitlikler (3.8) denkleminde yerine yazilip her iki tarafin tiirevi alinirsa
A5 +sgn(r) Ak, =1,
—sgn(r)4; + Ak, =0,

sgn (q) 4k, —sgn (r) 4.k, =0,
sgn(q) 4 =0.

esitlikleri elde edilir. Son esitlikten 4, =C = sabit elde edilir. A, degeri iigiincii esitlikte yerine

sgn(q)ck -
yazilirsa A, = &)f elde edilir. A, degeride birinci esitlikte yerine yazilirsa
sgn(r)k,
(k.
A =S—Sgn(q)CJ.ll(T3dS edilir. Elde edilen A, A4,,A, degerileri ikinci esitlikte yerine
2

yazilirsa

esitligi elde edilir.

26



Tersine 7, R* te (3.9) denklemini saglayan catilandirilmis bir egri olsun. X vektorii 7

egrisinin uyarlanmis ¢at1 elemanlar1 yardimiyla

X=7+sgn(q)cB, +Sgn(izﬂlﬁ +(s—sgn(q)c.[k7k3dst
2 2

bi¢iminde yazilmis herhangi bir vektor olsun. X vektoriiniin tiirevi alinirsa X' = 0 elde edilir.
Buradan X vektoriiniin sabit vektor oldugunu anlasilir. Dolayisiyla 7, bir 77, — rektifiyan

egrisine kongurenttir.
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