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BEYAN

Fibonacci ve Benzeri Say1 Dizilerinin Kismi Toplamlarinin Béliinebilirlikleri ve Uygulamalari
Uzerine adli yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik
kurallarina uydugumu, bagkalariin eserlerinden yararlandigim bdliimlerde bilimsel kurallara
uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigima,
tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir iiniversitede baska
bir tez c¢alismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda
dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru

oldugunu beyan ederim.

Bu ¢aligmanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmast durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | | DESTEK ALINMAMISTIR | X
Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK
)7
ETiK KURUL onay1 var ise;
ETIK KURUL Karar tarih/sayl:  |occceceeeueeieinieieenneeeenneeeeennn leveenanes
Ramazan YALCIN
./../12026

Imza



ON SOz

Bu tezin ortaya c¢ikis silirecinde bilimsel rehberligi, sabr1 ve yapici elestirileriyle her
asamada yanimda olan, yiiksek lisans tez donemimde danigmanligima yiiriiten, bu tez konusunu
calismami saglayan, caligmanin ylriitiilmesinde bilgisi, tecriibesi ve Onerileriyle beni
yonlendirerek bana yol gosteren ve destegini benden hicbir zaman esirgemeyen kiymetli hocam
Prof. Dr. Ilker INAM’a, en icten tesekkiirlerimi sunarim. Her kosulda yanimda olan basta
kiymetli esim Leyla YALCIN, kizim Beyza YALCIN ve oglum Osman Emre YALCIN ‘a ve
dostlarima moral ve sabirlart igin tesekkiir ederim. Onlarin destegi olmasaydi bu caligma

tamamlanamazdi. Tezimin yaziminda bana destek olan Yunus GUNES’e tesekkiir ediyorum.

Son olarak yazim sirasinda ve olusan aksakliklarda destek veren ve isleri yoluna koymaya
gayret gosteren Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii personeline ve lisans
hayatim boyunca matematik Ogrenimim ve egitimimde emekleri olan Dumlupinar

Universitesi’ndeki kiymetli hocalarima bana kattiklar1 her sey igin tesekkiirii bir borg bilirim.

Ramazan YALCIN

2026



OZET

FiBONACCI VE BENZERI SAYI DiZiLERININ KISMi TOPLAMLARINININ
BOLUNEBILIRLIKLERiI VE UYGULAMALARI UZERINE

Bes boliimden olusan bu calismanin ilk boliimiinde Fibonacci sayilarinin temel 6zellikleri
verilmis ve kismi toplamlari tanimlanmigtir. Bu kismi toplamlarin ilging 6zellikleri vardir.
Ornegin ilk 10 Fibonacci sayisinin toplami tam olarak 7. Fibonacci sayisinin 11 katma esittir.
Literatiirde yer alan giincel bir makale incelenerek bu tarz bir hesaplamanin hem Fibonacci
sayilart hem de diger say:1 dizilerinde yapilip yapilamayacagi sorusuna cevap aranmistir.
Calismanin 6zgiin kismin1 olusturan besinci ve son boliimiinde ise Ramanujan-Brocard benzeri
bazi Diophantine denklemlerinin ¢éztimleri bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Fibonacci sayilarinin kismi toplamlari, Ramanujan-

Brocard denklemi
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ABSTRACT

ON THE DIVISIBILITY OF PARTIAL SUMS OF FIBONACCI AND SIMILAR
SEQUENCES OF NUMBERS AND THEIR APPLICATIONS

This study, consisting of five parts, begins with a presentation of the fundamental properties of
Fibonacci numbers and the definition of their partial sums. These partial sums possess
interesting characteristics. For example, the sum of the first 10 Fibonacci numbers is exactly 11
times the 7th Fibonacci number. A recent article in the literature was examined to explore
whether this type of calculation could be applied to both Fibonacci numbers and other number
sequences. The fifth and final part of the study, which constitutes the original component,
provides solutions to some Diophantine equations similar to the Ramanujan-Brocard equation.

Keywords: Fibonacci numbers, partial sums of Fibonacci numbers, Ramanujan-Brocard

equation
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1. GIRIS: FIBONACCI SAYILARI VE ON HAZIRLIK

Bu boliimde calismanin esas konusunu olusturan say1 dizilerinden Fibonacci sayilari

tanitilip, ¢alismanin 6n hazirlig: yapilacaktir.

Tanim 1.1.

F():O,F:l:l

ve n>1igin

E,=F_1+F,,

tekrarlamali baglantisi ile tanimlanan sayilara Fibonacci sayisi denir. Boylece ilk Fibonacci

sayilari
0,11, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ...
seklindedir.
Fibonacci benzeri sayilar agagidaki gibi tanimlanir:

Tamm 1.2. S, tam say1 dizisini géz Oniine alalim. Eger S, say1 dizisi Fibonacci dizisi gibi

Spn = Sp-1+ Sn—2

seklinde tekrarlamali bagintiya sahipse bu durumda S, ‘e Fibonacci benzeri say1 dizisi denir.

Fibonacci ve benzeri say1 dizilerinin terimlerinin belirli bir modda c¢alisilmas ilgi ¢ekici
sonuglara yol agar. Ornegin; dikkat edilirse Fibonacci sayisinin ilk 10 teriminin toplami mod
11°de O‘a denktir, bu toplam tam olarak F;’nin 11 katina esit olur. O halde bu sonug
oyunlastirilip ilkdgretim matematik farkindahigina katki saglayabilir. Ote yandan bu sonug

genellestirilerek Fibonacci benzeri sayilara uygulanabilir.



Tanmm 1.3. F, n. Fibonacci sayisi olsun. F; den F,’e kadar olan ilk » Fibonacci sayisinin

toplamin1 SZ olarak tanimlayalim.

O halde Fibonacci sayilariin tekrarlanma bagmtisini kullanilarak asagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 1.4. (Byrapuram, vd., 2024)

n
SE= ) Fi=Fop—1
i=1

olur.
Ornek 1.5.
sk, =11.F,
olur. Gergekten de
Sfo=14+1+4+2+3+5+8+13+21+55=11.13 = 143
olur.

Amaca uygun olarak islemleri zihinden yapabilmek icin, ilk » Fibonacci sayisinin

toplamini bolen en biiylik Fibonacci sayisi bulunmalidir. Bu béliimde bu amaglanmaktadir.
Lucas sayilar1 Ly =2 ve L; = 1 olmak iizere n > 1 igin tipk1 Fibonacci dizisi gibi
Ly=Lpq+Lp
tekrarlamal1 baginti ile tanimlanir.
Yukaridaki soruyu yeniden formiilize edecek olursak
SF=zE,

esitligi elde edilir. Buradaki z carpani ve m indisi i¢in bir bilgisayar programi yardimiyla bu

degerlerin aslinda z = L; oldugu (Byrapuram vd, 2024)’te gosterilmistir.

Dikkat edilirse m, z ve i1 degerlerine n‘nin bir fonksiyonu gdziiyle bakilabilir. Bunu
vurgulamak amaciyla bu degerler m,,, z,, i, ile gosterilecektir. Baz1 n degerleri i¢in Tablo

1.1°de degerler verilmistir.



Tablo 1.1. ilk # Fibonacci sayisinin toplaminin . terimi ¢arpi z = L; durumu

Toplamdaki n m indisi z garpant z’nin i indisi
elemanlarinin sayisi
1 2 1 1
2 3 1 1
3 3 2 0
4 2 7 4
5 4 4 3
6 5 4 3
7 4 11 5
8 4 18 6
9 6 11 5
10 7 11 5
11 6 29 7
12 6 47 8
13 8 29 7
14 9 29 7
15 8 76 9
16 8 123 10
17 10 76 9
18 11 76 9

n >3’ den baglamak lizere bu m ve i sayilarin1 kullanarak yeni sayr dizileri
olusturulmus ve bu say1 dizileri OEIS!"de (tamsayilarin online ansiklopedisi) sirasiyla A372048
ve A372049 etiketleri ile verilmistir. Gergekten de bu say1 dizilerinin bazi terimleri asagida

siralanmastir.
2,3,2,2,4,5,4,4, ...
ve

1,1,0,4,3,3,5,6,5,5,7,8,7,9, 10, ...

L www.oeis.org



olarak verilir.
Bu sayilara dikkat edilirse n > 3 i¢in
Mptq = Mpyq V€ lpjg = Mpyo
0zdeslikleri saglanir ve bu sonug¢ (Byrapuram vd, 2024)’de bir teorem olarak verilmistir.

Fibonacci ve Lucas sayilar1 arasinda oldukea iyi bilinen

0zdesligi mevcuttur.

Ote yandan (Gee, 1996-1997)’ e gore asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

Fon + (_1)n = Fp_1lniq
Fon — (_1)n = Fpy1ln—
Fopyr + (_1)n = Fpy1ly

Fopiq + (_1)n = FyLpyq

Uzerinde galisilan problem Fibonacci sayilarinin kismi toplamlari iizerine oldugu igin

n’nin 6zel durumlar i¢in 6zdeslikler tekrar yazilacaktir. Yani;

— _ CF

Fapyo — 1 = FopLlopir = Sax

F —1=F,,..L =Sk
4k+4 2k+352k+1 4k+2

F —1=F,,.,L =Sk
4k+3 2k+25H2k+1 4k+1

— _ CF
Fapes — 1 = Fopqolokss = Sipss



Yaklasik olarak » Fibonacci sayisinin toplami dikkatlice incelenerek % indisine sahip

Fibonacci sayisi ile boliinebildigi goriilebilir.

Ancak burada problem bu 6zellikteki en biiyiik indisi bulmaktir. Bunu yapabilmek adina

ilk olarak Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimlarinin 6zellikleri incelenecektir.



2. FIBONACCI VE LUCAS SAYILARININ CARPIMLARI

Fibonacci sayilarinin toplamlarinin aslinda Fibonacci ve Lucas sayilarinin ¢arpimlari
oldugu goriilmiistiir. Bu kisimda bir Fibonacci sayisi ile bir Lucas sayisinin ¢arpiminin kag
farkl1 sekilde yazilabilir sorusuna cevap aranacaktir. Daha kesin olarak indisler negatif olmayan
tam sayilar olmak tizere F,L, = F.L; olacak sekilde tim a,b,c,d sayilarin1 bulmaya

calisacagiz. Bunun i¢in asagidaki teorem verilecektir.
Teorem 2.1. (Byrapuram vd., 2024) Indisler negatif olmayan tam sayilar olmak iizere eger
F,.L, = F.. L, ise asagidaki onermelerden biri dogrudur.

1. a =cveyab =d dir, ki bu durumda F,.L, = F,. L, olur.

2. a=c=0dir, ki Fy.L, = Fy. Lz = 0 olur.

3. a=1c=2veb=d dir, ki bu durumda F,.L, =F, =Lyolur.(F,=F, =
1) benzer durum a = 2,¢ = 1,b = d i¢in de gegerlidir.

4. a=b=kc=2kved = 1dir, ki bu durumda F,Lj, = F,;L; = F olur.

5. (a,b,c,d) swali dortlisi  (1,3,3,0),(2,3,3,0),(3,1,1,0), (3,1,2,0) ve (3,2,4,0)

dortliilerinden birisidir.
Burada carpim 2, 4 veya 6 ise istisnalar mevcuttur. Bu istisnalar tam olarak;
FlLO = FZ'LO == F3L1 = 2, F1L3 = F2L3 = F3LO = 4 ve F3L2 = F4_L0 = 6

Ispat. Kanitin tim durumlar igin

Forp = Faqp + (_1)bFa—b

0zdesligi kullanilacaktir, ki bu 6zdeslik F, L, = F.L, esitliginde yerine yazilirsa

Fayp + (_1)bFa—b =Fepq + (_1)ch—d



elde edilir. Genellik bozulmadan a + b > ¢ + d oldugunu kabul edebiliriz. Ispat 4 asamada

yapilacaktir.
1. Durum.

Eger a veya c’den birisi sifir ise digeri de sifir olur ki, boyle bir durumda teoremdeki 2.
durum elde edilir. Boylece ispatin geriye kalan kisminda a ve c’nin pozitif oldugu kabul

edilecektir.

1. Durum.

b = 0 olsun. Bu durumda

2F; = Feyq + (_1)ch—d

elde edilir. Yukaridaki kabul geregi b = 0 oldugundan a > ¢ + d kabulii gecerlidir. Bu ise
ancak ve ancak ¢ = a ve d = 0 olmasi ile ilgili durumlardir. Boylece yukaridaki 1.durum elde

edilir.
Bundan boyle b’nin pozitif oldugu kabul edilecektir.

2. Durum.

d = 0 oldugu kabul edelsin, bu durumda F,,, + (—1)?F,_, = 2F. elde edilir. a ve b
pozitif oldugundan |a — b| < a+ b — 2 elde edilir. Bu ise ¢ < a + b olmasin1 gerektirir.
Boylece 3 alt durum ortaya ¢ikar. Bunlar

c=a+b—-1, c=a+b—-2vec<a+b-2
seklindedir.

Alt Durum 1.

c=a+b—1 olsun. Bu durumda F..; + (—=1)°F,_, = 2F, elde edilir. Gerekli

sadelestirmeler yapilarak
(_1)bFa—b =F—F_1=F_,
elde edilir. Kabul geregi ¢, a + b den farkli isarete sahiptir. O halde

lc — 2| # |a — b|



olur.

O halde F,_, = 1 elde edilir, bu ise ¢ — 2 ve |a — b| degerlerinin {—1,1,2} kiimesinde

degistigini gosterir.

c—2=1ve|a—b| = 2olsun. Bu taktirde a + b = ¢+ 1 = 2, olur ancak |a — b| =

2 oldugundan, a veya b’ den birisi sifir olan ki;
Bu da teoremin 1. ya da 2. durumuna karsilik gelir.

c—2=1vel|la—b|=1o0lsun. Budurumdaa+b =c+ 1 =4 olur ve |a — b| =2
oldugundan a veya b 1 ya da 3 olur. Her iki durum g6z 6niine alinarak tek bir ¢oziim elde edilir
ki bu (a,b,c,d) = (1,3,3,0) olur. Bu ise teoremin 5. 6nermesindeki istisnai durumlardan

birisidir.

c—2=2ve |la—b|=1 olsun. Boylece a+b=c+1=S olsun ve |[a—1| =1
oldugundan a veya b 2 ya da 3 olacaktir. Her iki durumu g6z 6niine alinarak tek bir ¢6ziim elde
edilirkibu (a, b, c,d) = (3,2,4,0) olur. Bu ise teoremin 5.6nermesindeki istisnai durumlardan

biridir.

Alt Durum 2. ¢ = a+ b — 2 oldugunu kabul edelim. Boylece F.,, + Fo_p| = 2F,

elde edilir. Bu ifade sadelestirilir ise
_Fla—bl =F+(F,—F.p)=F —Fq1=—-F._4

olur. ¢ — 1 ifadesinin 1 veya 2 ile esit olmasi durumu hari¢ |a —b|,c — 1’ ¢ esit olmak
zorundadir. Ancak a + b = ¢ + 2 oldugundan ve a ile b arasindaki toplam ve mutlak fark
farkli isaretlere sahip oldugundan a ve b’ nin tam say1 olmadig1 sonucuna varilir ki bu bir

celigkidir.

Simdi ¢ — 1,1 veya 2 olma durumunu goz oniine alalim. Eger c — 1 = 1 ve |a — b| =

2 ise bu durumda a + b = ¢ + 2 = 4 olur. Boylece a ve b 1 ya da 3‘e esit olur.

Her iki durum dikkate alindiginda tek ¢6ziim (3,1,2,0) olur ki, bu ¢6ziim teoremin

5.6nermesinde yer alan istisnalardan birisidir.

Eger c—1=2vel|la—b|=1ise bu durumda a+b =c+2 =5 olur. Bdylece
ave b 2 yada 3’e esit olur. Sonug olarak teoremin 5.6nermesindeki bir diger istisnai ¢dziim

olan (2, 3,3, 0) elde edilir.



Alt Durum 3.

Dikkat edilirse 2F.—(—1)PF,_, degeri 2F, p_3 + Fasp—2 = Faip—3 + Faip—1 degerinden
biiylik degildir. Bu deger ancak a + b — 3 = 1 oldugundan F,,} ye esit olabilir. Béylece ¢ =
1ve a+ b = 4 degerlerini verir. Bu degerler ise F, + (—1)?F,_, = 2F; veya denk olarak
(—1)PF,_, = —1 olur. Buradan ¢6ziim olarak yine istisnalardan biri olarak (3,1,1,0) elde

edilir.

3. Durum.

Bundan boyle tiim indislerin pozitif oldugu kabul edilecektir. Bu takdirde

|Fa—b| = Fa+b—2 ve |Fc—d| = Fc+d—2

boylece

Farp + (=1)PFa_py = Fayp — Fayp—z = Faup—1
ve

Feya + (_1)ch—d S Fevat Fera—2 < Ferav
olur.

Buiseyac=1yada d = 2 veyac = 2yadad = 1 olmasin gerektirir.
Bu durumlar ise teoremin 3. 6nermesindeki degerlere karsilik gelir. Bundan boyle
Fera+ Feva—2 < Ferasa
ve boylece

Foyp—1 < Faqp + (_1)bFa—b =Feqt+ (_1)ch—d < Ferar



Esitsizliginin gerektirdikleri, boylece a + b — 1 < c +d + 1 veya buna denk olarak
a+b<c+d+2 olur. Bu son ifade onceki kabul olan ¢ +d < a+ b esitsizligi ile
birlestirerek c+d <a+b <c+d+1 olur. Ispatin geriye kalan iki alt durum olarak

verilecektir.

1.Alt Durum.

a+ b = c + d olsun. Yukaridaki esitlikte F,,, = F,,4 yerine yazilirsa (—=1)°F,_, =
(—1)?F,_4 olur. Buradan Fj,_p| = Fjc_q| elde edilir. Ustelik a + b ve ¢ +d aym isaretli
oldugundan |a — b|ve |c —d| aymi isarete sahip olur. Boylece |a —b| =|c —d| olur.
(a, b) ve (¢, d) ikilileri igin mutlak fark birbirine esit oldugundan iki durum s6z konusu olur.
Bunlar a = cve b = d veyaa = d ve b = c olur. ilk durum teoremin 1.6nermesime karsilik

gelir. 2.durum ise
(_1)ch—d = (—D%p_q

olur. Diger yandan bize (—1)°F,_, = (—1)*F,_; oldugu verilmisti. Buradan hareketle
(—1DPF,_, = (—1)*F,_, oldugu elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak (—1)°F,_, =
(—1)%F,_q = (-1D)*(-1)P~*1F,_, = (—1)P*1F,_, elde edilir. Béylece a —b = 0 olur

ki,a = ¢ = b = d olur. Bu ise teoremin 1. 6nermesine karsilik gelir.

1.Alt Durum.
a+ b =c+d + 1 olsun. Bu degerler yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa
Forp + (_1)bFa—b =Fayp + (_1)ch—d

buradan

Forp = Fayp-1 = Farp—2 = (_1)ch—d - (_1)bFa—b
elde edilir. Diger yandan |a — b| < a + b — 2 oldugunu biliyoruz. Simdi |a —b| =a+ b — 2
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde ya a ya da b degeri 1 olmak zorundadir. a = 1 degerini
yukaridaki esitlikte yerine yazarsak

Fyoy = (~D%c_qg— (-DPF_p = (1) g + Fyy
benzer sekilde b = 1 yerine yazilirsa

Foq = (_1)ch—d + Faoq

her iki durumda da F._; = 0 elde edilir. Bu ise ¢ = d ve a = 2c¢ olmasin1 gerektirir. Bu da

teoremin 4.durumuna karsilik gelir.
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Sirada |a — b| < a+ b — 2 durumu ele alinacaktir. O halde |c—d|<c+d—-2<
a+ b — 2 ustelik a — b ve c — d farkl isaretlere sahiptir. Buradan |a —b| =a+ b — 4 ve
|c—d| =a+b—3=c+d— 2elde edilir. Bdylece a ve b den biri 2, ¢ ve d’den birisi 1 olur.
Ayrica diger iki deger birbirine esit ¢ikar. Bu dort durum (a,b,c,d) yerlerine yazilirsa
(2,b,1,b) teoremin 3. sikkina karsilik gelir. (a,2,1,a) durumu F, = L, durumuna karsilik
gelir, ki imkansizdir. Diger bir imkansiz durum ise (2,b,b,1) ve (a,2,a, 1) durumlandir ki
ilkinde L, = 2F;, ikincisinde F, = 2F, durumlar1 vardir. Dikkat edilirse ikinci 6zdeslik higbir
pozitif a sayis1 i¢in dogru olamaz.

Bu ise ispat1 bitirir.

2.1. Kismi Toplamlarin Béliinebilirligi

Dikkat edilir ise kismi toplamlarin bir Fibonacci sayisini boldiigli durumlarda genellikle
sonug olarak bir Lucas sayisi elde edilir. Bu durumlar asagida agiklanacaktir. S ile n Fibonacci

sayisinin kismi toplami gosterilsin. Biliyoruz ki

Sy =Fpyz—1

Qnt2
V5

olur. Fibonacci sayilarinin Binet formiilii yardimryla bu kismi toplamlarin yaklasik olarak

. n+2
oldugu goriilebilir. Burada ¢ = %g ‘dir. Ote yandan F,, sayisi £ NG

degerine olduk¢a ¢ok

n=m+2 yakin olur. Bu ise L,_,,, degerine yakimdir. Bu ise bize

F
yakindir. O halde ;—n kesri ¢
Fibonacci sayilarinin kismi toplamlar1 {izerinden Lucas sayilar ile iligkisini ortaya koyar.

F
Asagidaki teoremde i—" oraniin hangi sartlarda Lucas sayisindan en fazla 1 birim uzaklikta

m

oldugunu verir.

Teorem 2.1.1. (Byrapuram, vd., 2024) Egern —3m < —4ven >11ven —m = 0O ise
bu takdirde

nT - Ln—m+2 =

olur.
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ispat.

(pn+2_(__1)n+z

@ —
Fuz=l , _TTE <¢n_m+z ; (—_1) m”)

z e z
V5
(pn+2 (_1)n+2 _ \/g M2
— P — _ (pn—m+2 _ ( )
mRE <0

g0n+2 _ (%)n+2 _ \/g _ (pn+2 + (%)m (pn—m+2 1
] T )
@

_\N+2
_ (?1) _ \/g + (_1)m(pn—2m+2

-1 n-m+2

~Camgrme ()

_ — (%)n+2 _ \/§ + (pn—4m+2

-1 n-m+2

7)

— (%)n+2 \/g g0n—4»m+2

= — +
T (3)

+ (_1)mg0n—3m+2 _ (
m

ve boylece

F,—1

Fm - Ln—m+2

-n-2 \/g n—4m+2
< 4 4 4

S

elde edilirr n—3m < —4ven = 11,%4 <mvem =5 elde edilir. Bu degerler teker teker

— + (pn—3m+2 + (pm—n+2

kullanilarak kestirim yapilacaktir.

W < 0,09 olur. n>11icin ™2 < 0,002 elde edilir. Ustelik
pm— 7

V5 < 2,24 tiir. Ug terim igin n — 4m + 2 < —m — 2 ve m > 5 oldugunu kullanarak

m = 5 i¢in

n—-4m+2< -7
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olur.
Buradan ¢~ < 0,035 elde edilir. Tiim bu degerler bir araya getirilerek
0,09(0,002 + 2,24 + 0,035) < 0,205

olur. Teoremin ifadesindeki kosullar kullanilarak ve bu kosullar i¢in elde edilen kestirmeler

yukaridaki kestirmeler ile birlestirilerek

Friz—1

= Ln-ms2| < 0,205 +0,382 + 0,382 = 0,969 < 1
m

olur ki bu da istenilen sonugtur.

Sonu¢ 2.1.2. (Byrapuram, vd., 2024) Eger n—3m < —-4ven=>1lven—m2=>

0 ve F,|Fp42 — 1 ise, 0 zaman
Frip—1

E, = Ly_m+2

olur.

Ispat. Yukaridaki esitligin her iki tarafindan tam say1 oldugunu biliyoruz. Diger yandan

Teorem 2.1.1 geregi ikisinin arasindaki fark 1’den kiiciiktiir. Bu ise

HT = Ln-m+2

olmasini gerektirir.

2.2. Maksimallik

Bu béliimde agagidaki teorem ispatlanacaktir.

Teorem 2.2.1. (Byrapuram, vd., 2024) n =3 durumu istisnasi hari¢ myy1q = Myp43 =
Mypya = 2k + 1 ve my,,» = 2k + 3 elde edilir. Buna ek olarak Z,, 1 = Logxi1, Zaksz =

Lyk+3 Ve Zygssa = Lyjsq olur,

Ispat. Boliinebilirlik driintiisii yukaridaki esitliklere karsilik gelir. Eger n = 3 ise bu durumda
k = 0 elde edilir ve boylece genel oriintii kurali S = 4 = F,L; = 1 - 4 sonucunu verir. Diger
tiim durumlardan farkli olarak siradaki Fibonacci sayis1 olan F5 ¢arpimindaki L; Lucas sayisin

boler ve bdylece SE kismi toplami daha biiyiik bir F; Fibonacci sayist ile boliinebilen ve bdylece
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S§ = 2.2 = 2F; olur bdyle ki n = 3 durumundaki istisnay1 agiklar. Dikkat edilirse 2 bir Lucas
say1s1 oldugu i¢in bu son esitlik S¥ = F;L, olarak yazilabilir. Pari/GP benzeri bir bilgisayar
programi kullanilarak n < 10 i¢in m,, sayisinin maksimal oldugu gosterilebilir. Boylece n >

11 oldugu kabul edilebilir.

Bundan boyle n > 11 olarak kabul edecegiz. F,|Fy,+, — 1 oldugundan (n + 2) —m >

1 ve buradan n — m > —1 elde edilir. Kolayca goriilebilir ki n > 1 i¢in

F..,—1
1< 2~ 9
Foyq

Fpyz—1 . <
22— sayisinin bir tam say1 olmadig1 sonucuna varilir. O halde n — m >
n+1

elde edilir. Buradan

0 dir.

Teorem ifadesinde yer alan n ve m degerleri icin n — 3m’nin degerlerini asagidaki

tablodaki gibi dikkate alacagiz.

Tablo 2.1 n — 3m’nin degerleri

n m n—3m
4k + 1 2k + 2 —2k-5
4k + 2 2k +3 —2k—7
4k + 3 2k + 2 -2k -3
4k +4 | 2k +2 —2k—2

Ozel olarak n > 11 igin n —3m < —4 elde edilir. Ispatta olmayana ergi metodu
kullanilacagindan 6yle bir m’ tam sayismin bulunabilecegini kabul edecegiz ki m' > m

oldugunda F,/|F,,, — 1 olur. Boylece m' mutlaka
n—-3m'<n-3m< —4
Sonug 2.1.2. geregince n = 11 i¢in

Friz —1 Fryz —1
B Ly—m+2 ve “F T Ly—m'+2

elde edilir. Boylece F, Ly _m+2 = Fppt Ly_m’ 42 gibi bir esitlik elde edilirdi. m’ >m > 1ven —

m >n—m’ > 4 oldugundan Onerme 1.’den m = m’ oldugu elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
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2.2.1.Tek ve Ucgensel Oriintiiler

Bu boliimde yukaridaki tabloda verilen 6zellikler ig¢in bir Oriintii elde edilmeye
calisilacaktir. Oncelikle Fibonacci say1 toplam formiiliindeki icgensel say1 oriintiileri elde

edilme ¢alisilacaktir.

[lk olarak n say1sinin bir iiggensel say1 oldugu kabul edilsin. m indeksli ve buna karsilik
gelen Lucas sayisi i¢in bir formiil elde etmek adina Tablo 2.2°deki 2. ve 3. siitunlardan k(k+1)

.inci terimler alinacaktir. Ik degerleri bir arada gdsteren tablo asagida gosterilmistir.

Tablo 2.2 »’ nin liggensel say1 olma durumu

Toplamdaki n’lerin sayis1 | m indeksi | z ¢arpant | z'nin i indeksi
1 2 1 1
3 3 2 0
6 5 4 3
10 7 11 5
15 8 76 9

21 12 199 11
28 14 2207 16
36 18 15127 20
45 24 64079 23
55 28 1149851 29

(Byrapuram vd. 2024) elde edilen sonuglar, OEIS’de yaymlanmis olup Tablo 2.2°de
ikinci stituna karsilik gelen say1 dizisini A372050 etiketi ile ve Lucas sayilarinin indislerini

iceren 4. siitunu ise A372051 etiketi ile verilmistir.

Ikinci olarak Tablo 2.2’de m ¢arpim icin 4 periyotlu driintii bulunmaktadir. Burada 4’
iin her blogunda m siitununda tam olarak bir tek say1 bulunur. Bu say1 mod 4’de 2 kalanim

veren n’ye karsilik gelir.
Boylece
Sik+2 = Farsslarss

Oriintiisti elde edilir. Tablo 2.3’de bu Oriintii verilmistir.
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Tablo 2.3 Tek say1 oOriintiisii

Toplamdaki n'lerin sayis1 | m indeksi | z ¢arpani | z'nin i indeksi
2 3 1 1
6 5 4 3
10 7 11 5
14 9 29 7
18 11 76 9
22 13 199 11
26 15 521 13
30 17 1364 15
34 19 3571 17

Simdi bu iki Oriintliyli bir araya getirelim. n > 3 bir liggensel say1 ve m indeksi tek say1 olsun.

Asagidaki tabloda verilen n degerleri mod 4’de 2’ ye denk olan ve @ seklinde
yazilabilen sayilar i¢in verilmistir.
Tablo 2.4 n liggensel, m tek say1

n | m Z garpant

6 5 4

10 | 7 11

66 | 35 7881196 33
78 | 41 141422324 39
190 | 97 71420983074726546239 95
210 | 107 8784200221406821330636 105
378 | 191 | 3152564691982405848945267213740827495676 | 189

m’nin tek say1 olma durumunda bu sonuglar Fibonacci benzeri say1 dizileri iginde dogru
olur. Bu  caligmanin  ilerleyen = bdliimlerinde  bu  durum  incelenecektir.
n =4k + 2 ise bu durumda m = 2k + 3 ve z = L4 olur. Boylece i degerlerinin son
slitununun birlesimi stitunun yarisi, m degerlerinin 2. stitununun ise son siitun +2 oldugu sonucu
cikar. Tablo 2.4’lin son silitununun A372718’ de iicgensel sayilar mod 4’de ele alinirsa 8

periyotluk bir dizi elde edilir. Oyle ki bu dizinin ilk 8 terimi

0,1322,3,1,0
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seklinde olur. O halde & indisinin mod 4’de 2’ye karsilik gelen degerleri mutlaka mod 8’de 3

ve 4 olmalidir.

Bu ise Tablo 6’ nin 6 ve 0 olmak olmak {izere iki ardisik iicgensel say1 ile basladigi,
ardindan bir sonraki 6 iiggensel say1 atladig1 ardindan iki ardisik ticgensel sayiya esit oldugu ve

bu sekilde devam ettigi anlamina gelir.
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3.FIBONACCI BENZERI SAYI DiZiLERiI UZERINDE BENZER SONUCLAR

Onceki boliimde de Fibonacci say1 dizisisin toplamlari igin verilen sonuglar farkli say1

dizilerine genellestirilebilir. Bunun i¢in gerekli olan kosul asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.1. (Byrapuram, vd., 2024) Eger m,,_; + 1 = m, ve z,, = z,,_4 ise maksimal m,;’
yi kullanarak Fibonacci sayilari i¢in verilen metot herhangi bir Fibonacci benzeri dizisi i¢in de

gecerlidir.

Ispat. Notasyon birligi agisindan F,,_; kaydirilmis Fibonacci dizisini dikkate alalim. Bu dizinin

ilk n teriminin toplam1 F,,_; — 1 dir. Diger yandan hipotez geregi,
zZFp, | = ZFn, 1

Dikkat edilirse Fp, _; yukarida verilen kaydirilmis Fibonacci dizisinin m,,. terimidir.

Ote yandan hem Fibonacci dizisinin terimleri toplam1 hem de kaydirilmis Fibonacci dizisinin
terimleri toplam bunlara karsilik gelen m. terime ayn1 z oraniyla boliinebilir. Bu iki dizi lineer
bagimsiz oldugundan lineerlik geregi bu oOzellik herhangi bir Fibonacci benzeri diziye

genisletilebilir.

Sonu¢ 3.2. (Byrapuram, vd., 2024) Maksimal m’yi kullanarak Fibonacci sayilarinin
terimlerinin toplam1 i¢in verilen metodun herhangi bir Fibonacci benzeri diziye

genisletilebilmesi icin gerek ve yeter sart n = 3 veyan = 2 (mod 4) olmasidir.

Ispat. Istenilen sonucun gériilmesi i¢in m,, — 1 = m,,_; oldugunu gostermek yeterlidir. Bu ise

ancak n = 2 (mod 4) olmasi halinde gecerlidir.

Burada Teorem 3.1 kullanilmistir. n = 3 durumu ayrica ele alinmalidir. Kolayca
goriilebilir ki Fibonacci sayisinin ilk 3 teriminin toplami her zaman 3. teriminin toplaminin 2

katidir.

3.1. Lucas Sayilar i¢in Metot

[k 7 Lucas sayismin toplammin 0. terimi ¢ikartilarak St ile gosterilecektir.

olur.
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Bu toplam L, ,, — 3’ e esit olur ve OEIS de A027961 etiketi ile verilmistir. Bu dizinin

ilk terimleri
1,4,15,26,44,73,120,196,319,518,840,1361,2204,3568,5775,...
seklindedir.

Bu boliimde asagidaki soruya cevap aranmaktadir:”St =Y. L; L,, ile boliinecek

sekildeki en biiyiik m sayisi nedir?”

Bu soruya cevap vermek adina (Byrapuram, vd., 2024)’de ilk n degerleri i¢in elde edilen

sonuclar asagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 3.1 S%° nin boliinebilirligi

Toplamdaki n’lerin sayis1 | m indeksi | z ¢arpani

1 1 1

2 3 1

3 3 2

4 2 5

5 1 26
6 5 4

7 1 73
8 3 30
9 4 28
10 7 11
11 4 74
12 4 120
13 1 1361
14 9 29
15 3 892
16 5 525
17 1 9346
18 11 76
19 24473
20 6 2200
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n = 2 (mod 4) olsun. Bu durumda Sy., = Lyg43lak+1 oldugundan Sonu¢ 6’nin
hipotezi saglandig1 i¢in bu oriintii herhangi bir Fibonacci benzeri say1 dizisi igin gecerlidir.

n = 4k i¢in bu toplam Ly, — 3 olur. n yerine 2k + 1 yazilarak ve
Lyn +3(—1)" =5F41Fn
0zdesligi yardimiyla
Lyk+2 — 3 = SFaks2For = SFpv1ForLlisa

elde edilir. O halde bu toplam her zaman L, ile béliinebilir. Ustelik kolayca gériilebilir ki her
zaman bu toplam 5 ile boliinebilirdir. Carpani 5’e ve Ly, ;e boldiigiimiizde OEIS’de A372225

etiketi ile verilen agagidaki dizi elde edilir.
1,4,8,15,26,44,73,120,196,319,518,840,1361, 2204, 3568, 5775, ...
n tek say1 oldugu zaman m degerlerinin 1, 3 veya 4 oldugu goriiliir.
Boylece m degerleri icin 24 adimda bir tekrar eden asagidaki dizi elde edilir:
1,3,1,1,4,4,1,3,1,1,3,1,4,4,1,1,3,1,1,3,4,4,3, 1.
Bu diziyi i indeksi 1°’den baslamak iizere x; ile gosterelim.
n = 2k — 1 i¢in ilk Lucas sayisinin
Lyy1 =3 =Logs1 —3

toplaminin Ly, ile boliinebilirligini géstermek istiyoruz.

Teorem 3.1.1. (Byrapuram, vd., 2024) L2'2+—1_3 degeri bir tamsayidir.
Xk

Ispat. Mod 24°deki tim olasi durumlar taranarak yapilacaktir. k’nin mod 24’de
0,1,3,4,7,9,10,12,15,16,18 ve 19 degerleri i¢in x, =1 ve L; =1 oldugundan sonug
agikardir. k” min mod 24’ de 2,8,11,17, 20 ve 23 olmasi halinde x;, = 3 ve Ly, = 4 durumu
elde edilir. Dikkat edilire Lucas dizisinin elemanlar1 mod 4’ de incelenirse 6 periyotlu bir

orunti elde edilir. Bu Ortintiiniin terimleri ise 2, 1, 3,0, 3, 3 olur.
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Buradan n = 2k — 1 terimin ilk tek sayidaki teriminin toplaminin 4 ile boliinebilmesi
icin gerek ve yeter sartin n = 3 (mod 6) veya buna denk olarak k = 2 (mod 3) oldugu

goriliir.

k’nin bu durum igin verilen tiim degerleri bu ozelliktedir. k’nin mod 24’°deki

5,6,13,14,21 ve 22 durumlan i¢in x;, = 4 ve Ly, =7 elde edilir. Lucas dizisinin terimleri

mod7’ ye gore yazilirsa 16 periyotlu bir oriintii elde edilir ve bu Oriintiiniin terimleri
2,1,3,4,0,4,4,1,5,6,4,3,0,3,3,6

seklindedir. Buradan n = 2k — 1 igin ilk tek sayida terimin toplaminin 7 ile boliinebilmesi i¢in
gerek ve yeter sartin n = 9 ve 11 (mod 16) veya denk olarak k =5 ve 6 (mod8) oldugu

goriiliir k* nin bu durumdaki tiim degerleri bu 6zelliktedir.

Fibonacci sayilarina benzer olarak iki Lucas sayisinin ¢arpimi seklinde yazilabilecegine

dair asagidaki teorem verilecektir.

Teorem 3.1.2. (Byrapuram, vd., 2024) indisler negatif olmayan tam sayilar olmak iizere

LoLy, = L.Ly olsun. Bu taktirde asagidaki durumlardan biri dogrudur.

l. a=cveb =d,kibudurumda L,L;, = L,L,, olur.
2. a=dandb = c, kibudurumda L,L, = L,L, olur.
3. (a,b,c,d)=(0,0,1,3),(0,0,3,1),(1,3,0,0), or (3,1,0,0), ki buna karsilik gelen esitlik
LoLo = LiL3,yani2-2 =1 -4 dir.
Ispat. L, ve L, iki Lucas say1s1 olsun. Bu durumda
Lawp + (=D La_p = Leyg + (1) Leg
olur. Bu 6zdeslik yeniden diizenlenirse

Loyp = Leyg + (_1)dl’c—d - (_1)bLa—b

olur. Genellik bozulmadan a > b, ¢ > d ve bdylece a + b > ¢ + d oldugu kabul edilebilir. Ik
olarak b>1, c+d<a+b—2 ve d =2 oldugunu kabul edelsin. 7.esitligin sag tarafi
dikkate alinirsa kabul geregi ¢ = d > 2 ve boylece ¢ + d = 4 ve Lucas sayilar1 bir terimden
itibaren siirekli artan bir dizi oldugundan L,_, < L,,p_, elde edilir. Diger yandan indisler
arasindaki fark ya 0’dir ki bu durumda esitlik saglanir. Boéylece L,_, < L,4p_» sonucu elde
edilir. En az iki farka sahip negatif olmayan indisli herhangi 2 Lucas sayist diger Lucas

sayisindan kesinlikle daha biiytiktir.
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Le—a = Licray—2a < Larb-2)-2d+2 = Lasp-24 < Layp-a

Buradan L._; < Lg4p_4 oldugu sonucuna varilir. O halde

Loyp = Leqq + (_1)ch—d - (_1)bLa—b SLeyatLe—g+Lgp
<Lg+p-2*+ Lasp-4 + Larp-2 < La+p-1 + La+p-2 = La+p

olur. Dikkat edilirse bu esitsizligin ¢dziimii yoktur. Ispati tamamlamak icin geriye kalan

b<la+b=c+da+b=c+d+1ved < 2 durumlari incelenecektir.

1. Durum. a + b = ¢ + d olsun. Bu durumda (—1)?L,_, = (=1)%L._,4 olur. Negatif
olmayan indisli Lucas sayilar1 birbirlerine esit olmadigindan a — b = ¢ — d elde edilir. Diger
yandan a + b = ¢ + d ve bdylece b = d ve a = c olacagindan bu durumlar 1. ve 2. Durum’a

karsilik gelir. Bundan bdyle a + b > ¢ + d oldugu kabul edilecektir.

2. Durum. b = 0 olsun. Bu durumda 2L, = Loyq + (—1)%L,_g olurkic+d ve c — d
a + b’ den kiiglik oldugu i¢in bu durum imkansizdir. Bundan béyle a + b >c+d ve b > 0
oldugu kabul edilecektir.

3. Durum. ¢,d < 1 olsun. Budurumda L, L, = 1,2 ve 4 olur ki asikar olmayan ¢oziimde

(a,b) = (1,3) veya (3,1) iken (¢, d) = (0,0) olur. Bu ise 3. Duruma karsilik gelir.

4. Durum. ¢ = 2 ve d =1 olsun. Bu durumda L,L, = L. ve a+b >c+ 1 olur.

Boylece

Lgsp + (=1)PL,_p, = L, ve b > 0 oldugundan isaretler dikkatte alinarak a + b > a —
b + 1 elde edilir. Lucas sayilarinin biiylime oranina gore daha once ele aldigimizn = 2 durumu

hari¢ n — 1 den diistik indisli iki Lucas sayisinin toplami olamaz.

5. Durum. ¢ > 2 ve d = 0 olsun. O halde L,L, = 2L, ve a + b > ¢ olur. Buradan
Lgsp + (=1L, = 2L, buradan a—b <a+b—1 elde edilir. Simdi c<a+b—2

durumunu g6z oniine alalim. Bu takdirde

Lop+2Le < Lgip-2 +2Lg1p-3 = Lasp-1 + Lasp—3 < La+p
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olur. Bu durum imkansizdir, geriye b >0 ve c =a+ b — 2 veya ¢ = a+ b — 1 durumlar

kalir. Buradan
Lowp + (=1)PLa—p = 2Lasp—1 veya Layp + (=1)’La_p = 2Lasp—;
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak bunlara karsilik gelen
(=1 La—p = Lap-3 veya (=1)PLa_p = —Lasp-3
elde edilir. Isaretler dikkate alindigindan imkansiz oldugu goriiliir.
Geriye sadecea+b =c+d+ 1,b > 0ve d > 1 durumlar kalir.
6.Durum.a+b=c+d+1,b>0ve d > 1 olsun. Esitlik 7 diizenlendiginde
Latp—2 = (=) %Lcq = (1) La_p
elde edilir. Eger b = 1 ise (—1)%L._4 = 0 olur ki bu durum imkansizdur.

b > 1 oldugunu kabul edelim. Bu takdirde a — b < a + b — 4 olur. Ustelik c—d < a+ b —

5 elde edilir. Buradan aslinda imkansiz bir durum olan
(—D%%e—g— (-1 Loy < Lgyp—g + Larp—s = Larp-3
elde edilir.

Teorem 3.1.3. (Byrapuram, vd., 2024) Egern —3m < —4ven=>11lven—m > 1ise bu
takdirde

Lpyr —3
% —Lypmsz| <1
m
olur.
Ispat. Binet formiilii yardimiyla
¢n+2 + (_—1)n+2 -3 n—-m+2
Int2 =3 _ L - 2 — [ @n-m+2 4 —t
¢ ®
(pn+2 + (__1)Tl+2 -3 n—m+2
— 4 _ (pn—m+2 _ ( 1)
1 m
—2 4
o+ (5)
-1 n+2 —1\m
(pn+2 + (?) —3— (pn+2 _ (;) (pn—m+2 1 n—-m+2
: A o
o+ (5)
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-1

(_)n+2 -3 - (_1)m(pn—2m+2

AN ¢m+(%)m _<_?)

(__1)n+2 -3 + (pn—4m+2
= i —_ (_1)m(pn—3m+2 _ (?>

e

(__1)n+2 -3 + (pn—4m+2
_\9 m,,n-3m+2 —1
. - (g — (=)

—1\m

m -t ¢

o+ (3)

buradan

L 42— 3 ) n-2 3 (pn—4m+2 ~ o

nL—_Ln—m+2 < m+ m+ m+(pn 3m+2+(pmn2
m

Teoremin hipotezinden n — 3m < —4 ve n = 11 oldugu kullanilarak nTH <mvem =

5 elde edilir.

Yukaridaki terimler i¢in tek tek kestirimlerde bulunacagiz. m > 5 i¢in

—om < 0.091
o+ (5)
ve boylece n>11 igin @ "2 <0.002 elde edilirr n—4m+2<-m—2vem=>5

oldugunda n — 4m + 2 < 7 elde edilir. O halde ¢ =7 < 0.035 yazilabilir. ilk ii¢ terim bir araya

getirilirse
0.091(0.002 + 3 4+ 0.035) < 0.277

olur. n —3m < —4 oldugundan n —3m + 2 < —2 olur. O haldep™3™*% < ¢~2 < 0.382
elde edilir.n — 3m > 1 kosulu kullanilarak ¢™ "2 < ¢~3 < 0.237 kestirme elde edilir. Tiim

kestirimler bir araya getirildiginde

Lyio —3

= Lu_ms2| < 0.277 + 0,382 +0.237 = 0.896 < 1
m
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Ik n Lucas sayisinin toplammi bdlen Lucas sayisinin maksimum indisini m% ile

gosterelim. Boylece agsagidaki sonucu yazabiliriz.
Teorem 3.1.4. (Byrapuram, vd., 2024) mj,., = 2k + 3 olur.
Yukaridaki teoremin ispat1 Teorem 4 ile benzer sekilde verilir.

n = 4k icin maksimallig1 ispatlamadan dnce asagidaki teoreme ihtiya¢ duymaktayiz.
[k olarak teoremin ifadesinde yer alan denklik tanimii verelim a ve b herhangi iki reel say1

olsun bu durumda a = b ancak ve ancak a ve b’ nin kesirli kisimlar1 birbirine esittir.

Teorem 3.1.5. (Byrapuram, vd., 2024) Herhangi a ve b tam sayisi1 ve bir ¢ sabiti i¢in asagidaki
denklik dogrudur.

¢+ Lo _c—(=1)’Lyyg

Ly Ly
ispat. % = CZ Ly, = % yazilabilir. LyLy, = Lpsm + (—1)*Ly_, 6zdesligi
kullanilarak

c+ La - LbLa—b _ c+ La - (La + (_1)bL2b—a) _ c— (_1)bL2b—a
Ly Ly Ly

Teorem 3.1.6. (Byrapuram, vd., 2024) m%, = k + 1 olur.
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4.GENEL LUCAS DIiZILERI VE DiGER DiZILER
P ve Q sabit tamsayilar olmak tizere U,, (P, Q) ve V,,(P, Q) Lucas dizileri
Xp = PXp_q — QXp—2
tekrarlamal1 bagintisim saglayan tamsayi dizileridir. Ustelik bu say dizileri i¢in
Uo(P,Q) = 0,Us(P,Q) = L,Vo(P,Q) = 2 ve V1(P,Q) = P

baslangi¢ kosullarina sahiptir. Literatiirde U,, dizisine 1. tip Lucas dizisi V,, dizisine 2. tip Lucas
dizisi ad1 verilir. Kimi zaman P ve Q parametreleri ihmal edilip kisaca dizi i¢in U, yazilir.
Dikkat edilirse (P,Q) = (1,—1) durumunda Fibonacci benzeri bir durum elde edilir. Bu
nedenle Fibonacci benzeri say1 dizileri igin verilen metodun diger Lucas dizilerine genisletilip

genisletilmeyecegi diger bir soru olur.

[k olarak U, (P, Q) nun ilk n teriminin toplamini hesaplamaliyiz. Bu toplam1 SY ile

gosterelim. O halde

Un_Un+1 + 1
Q—P+1

sv=>"up,0) ="
i=1

olur. n. terimi U,_, (P, Q) olan kaydirilmis diziyi dikkate alalim. Bu durumda ilk » terimin

toplam S_; olur.

Teorem 4.1. (Byrapuram, vd., 2024) Eger S = U,z ise bu takdirde S ; = U,,_,z ise bu
takdirde verilen metot U ile ayni tekrarlama bagintisina sahip olan tiim say1 dizileri igin

gecerlidir.

QUn—Up41+

Dikkat edilirse burada . L ifadesinin boliinebilirligini incelemek istiyoruz. Bu

nedenle ilk olarak sadelestigi durumlar1 inceleyecegiz.
[lk akla gelen sadelestirme paydanin mutlak durumunun 1 oldugu durumdur yani
Q—-P+1=+#1
durumudur. Bu ise ancak Q = P veya Q = P — 2 durumunda gegerli olup boyle bir durumda

Srllj = i(QUn —Upyr t+ 1)
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elde edilir. Diger durum ise P = 1 durumu olur ki bu durumda

_ —Uniz +1
Q

Sn

olur. Hem P =1 hemde Q — P+ 1 =+1 durumu U,(1,—-1) ve U, (1,1) icin saglanir.
Buradaki ilk dizi Fibonacci dizisidir diyelim. Asagida bu kosularca saglandigi farkli sayi

dizilerine dair ornekler verilecektir.

Ornek 4.2. U(—1, —1) dizisini dikkate alalim. Bu dizinin elemanlar1 Fibonacci sayilar1 olarak
adlandirilir ve OEIS’dE A039834 etiketi ile verilmistir. Diger yandan U,(—1,—1) =

(—=1)™1E, olup. Bu dizinin ilk terimleri;
OF 1) _1F 21 _3F 5; _8; 13, _21, s

1’den baslamak iizere S,, kismi toplamlar dizisi OEIS’de A355020 indisi ile verilen say1 dizisi

olup ilk terimleri;
1,0,2,—1,4,—4,9,—-12,22,-33, ...
Dikkat edilirse
Sp=(CD" g +1=-Upq+1

0zdesligi dogrudur. Bu dizi Fibonacci sayilarina oldukg¢a benzedigi i¢cin maksimalite ispatinda
Fibonacci sayilari i¢in verilen metot kullanilmistir. Bu dizinin ilk n teriminin toplamini bolen

U dizisinin toplami igin maksimum indeksli mY ile gosterecegiz.
Teorem 4.3. (Byrapuram, vd., 2024) Maksimum boliinebilirlik indisi
my, =m,, = 2k,mi ., =2k —1veml,,; = 2k + 2
olur.
Buna karsilik gelen carpanlar ise

U _ U _ u o _ U _
Zgk = Lok—1, Zaks2 = Loks1> Zak+1 = Loks1 V€ Zgp3 = —Lok

seklindedir.
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m’nin 1 er 1 er artig1 durumu kontrol edelim. Bu durumda
My = 2k = Mgpeyq +1
oldugu goriiliir. O halde n = 4k + 2 i¢in metot genel diziye genisletilebilir.

Ornek 4.4. U(1,1) dizisi OEIS’de A128834 etiketi ile verilmis olup bu dizinin terimleri 6

uzunlugunda periyota sahip bir dizidir. Ilk terimleri ise
0,11,0,-1,-1,0,1,1,0,-1,-1, ...

Kismi toplamlar1 ise 1’den baslamak {izere 6 uzunluk periyoda sahip bir dizi olup

oeis.org’da A131026 etiketi ile goriilebilir. ilk terimleri ise
1,2,2,1,0,0,1,2,2,1,0,0, ...

olur. Kismi toplamlar dizisinin herhangi bir eleman ile boliinebilir. Bu ylizden m’ nin en biiyiik
indisi sonsuzdur diyebiliriz. Boyle bir durumda metot gecerli degildir. Genel durumu direkt

olarak kontrol etmek gerekir.

1’den baslamak iizere a ve b sayilari ile baslayan keyfi bir diziyi géz oniine alalim ve

bu dizi asagidaki sekilde devam etsin
a,b,b—a,—a,—b,—b+a,a,b,..
dikkat edilirse bu dizinin periyot uzunlugu 6 dir. 1 indisinden baslamak iizere kismi toplamlar
a,a+b,2b,—a+ 2b,—a+b,0,aq, ...

seklindedir. O halde m’ nin en biiyiik indisi sonsuz olmak tizere n = 1,3,5,6 (mod 6) durumlar1

icin metot her zaman gegerli olur.

Ornek 4.5. U(3,1) dizisi OEIS’de A001906 etiketi ile verilir ve Fibonacci dizisinin ikiye
boliinmesi olarak diistiniilebilir. Bagka bir deyisle A001906(n) = Fyy,:

0,1,3,8,21,55,144,377, ...
Sy, kismi toplamlar dizisi
Spn=Fopy1 — 1
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olarak tanimlanir ve OEIS’de A027941 ile gosterilir. Ilk terimleri ise
1,4,12,33,88,232,599, ...
seklindedir.

Buradan S,, = SZ,,_; oldugu goriiliir. Boylece Fibonacci benzeri say1 dizileri igin
verilen sonuglar burada da gegerlidir.
Teorem 4.6. (Byrapuram, vd., 2024) U(3,1) say1 dizisi ve herhangi bir n > 0 i¢in

U,,’nin S,, kismi toplamlarini bélen en biiyiik m degeri m = E] dir.

Boylece n’ nin tek oldugu durumda

n—1 n+1
m"_1+1:T+1: > =m,

olur. Yani n’nin tek say1 olmasi durumunda ayni tekrarlama bagintisina sahip bir genel dizi

icinde metot gegerli olur.
4.1. Jacobsthal Dizisi

Jacobsthal sayilar1 i¢in [, =0,/; =1 ve J, = J,_1 + 2J,_, tekrarlama bagintis1 ile

tanimlanir. OEIS’de A001045 ile gosterilir ve ilk terimleri
0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341, 683,1365,2731, ...

seklindedir. Jacobsthal sayilarinin kismi toplamlarimin dizisi A000975 etiketi ile OEIS’de

gosterilmistir. Bu dizi a(0) = 1 ve a(1) = 1 olmak iizere tekrarlamali olarak
a(2n) =2a2n—1)vea(n+1) =2a(2n) +1

olarak tanimlanir. Alternatif bir tanim olarak bu dizideki bir say1 ikili sistemde yazildiginda 2’li

basamaklar doniigiimii olarak gosterilir:
1,2,5,10,21,42,85,170, 341, 682,1365, 2730, 5461, ...

seklindedir. Ik n Jacobshtal sayisinin toplami S,]l ile gosterilir ve esitlik 9 yardimiyla asagidaki

sekilde verilir.
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2k-1 2k
Szjk—1 = Z Ji=Jla Ve Szjk = zji =Jon+1 — 1= 2]
i=1 i=1
olur.
Teorem 4.1.1. (Byrapuram, vd., 2024) Jacobshtal dizisi i¢in maksimum boliinebilirlik indisi
m},_, =2kvem], =2n
iken ¢arpanlar
z =1vezl, =2
2k-1 — 2k =

seklindedir.

Teorem 4.1.2. (Byrapuram, vd., 2024) Tiim Jacobsthal benzeri say1 dizileri i¢in ortak metot

bulunmamaktadir.
4.2. Pell Sayilan
Pell sayilar P, ile gosterilir ve Py = 0, P; = 1 olmak tlizere n > 1 igin
Pn=2Py 1+ Py

tekrarlama bagintis1 ile tanimlanir. Dikkat edilirse bu dizi U,, (2, —1) birinci tip Lucas dizisidir.

Ote yandan OEIS’de A000129 etiketi ile verilir ve ilk terimleri
0,1,2,5,12,29,70,169,408,985,2378,5741, 13860, ...
seklindedir.

Pell sayilarinin kismi toplamlar1 S” ile gosterilir. A048739 etiketine sahiptir ve ilk

terimleri
1,3,8,20,49,119, 288, 696,1681,4059,9800, 23660, ...

seklindedir. Kolayca goriilebilir ki
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SP P, ile boliinecek sekilde mf nin en biiyilk degerlerini veren tablo asagida

verilecektir.

Tablo 4.1 Pell sayilar

Toplamdaki »’lerin sayis1 | m indeksi | z carpani
1 1 1
2 1 3
3 2 4
4 3 4
5 1 49
6 1 119
7 4 24
8 5 24
9 1 1681
10 1 4059
11 6 140
12 7 140
13 1 57121
14 1 137903
15 8 816
16 9 816
17 1 1940449
18 1 4684659
19 10 4756
20 11 4756

Tablodan ilham alinarak (Byrapuram, vd., 2024)’de asagidaki konjektiir verilmistir.

Konjektiir 4.2.1. (Byrapuram, vd., 2024) Pell dizisi i¢in

P _ P  _ P _ P _
Myjey1 = Mypyp = 1, My = 2k vemy, = 2k +1
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olur.

nmod 4’ de O yada 1’ e denk ise [5] ve [1]” de yer alan asagidaki 6zdeslikler kullanilir:

ka—1 = 2P22k ve ka = 2P 41Poi

Bu o6zellikteki n sayilart i¢in asikar olmayan bir yontem elde edilmis olup asagidaki
teoremde verilmistir.
Teorem 4.2.2. (Byrapuram, vd., 2024) Pell benzeri S,, say1 dizisi i¢in 1 indisinden baglamak

tizere ilk 4k teriminin toplam1 (2k + 1). terim ile 2P, 'nin ¢arpimidir.

4.3. Tribonacci sayilan

Tribonacci sayilar1 T, ile gosterilir. To =T; =0, T, = 1 olmak iizeren > 2 igin
T, = T,,_1 + T,_, + T,,_3 tekrarlamali1 bagintis1 ile tanimlanir. AO00073 etiketi ile gosterilir ve
ilk terimleri

0, 0,1,1,2,4,7,13, 24, 44,81, 149, 274,504,927, ...
seklindedir.

Baslangi¢ degerleri degistirilerek dnceki boliime benzer olarak Tribonacci benzeri say1
dizileri asagidaki gibi olusturulabilir. Tablo 9 ilk 10 terim ve ilk 10 kismi toplamlar

vermektedir.

Tablo 4.2 Tribonacci-benzeri say1 dizileri ve kismi toplamlar

n indeksi n. terim [k n terimin kismi toplami
1 a a
2 b a+b
3 c a+b+c
4 a+b+c 2a+ 2b+ 2c
5 a+2b+2c 3a +4b + 4c
6 2a + 3b + 4c 5a +7b + 8¢
7 4a +6b + 7c 9a + 13b + 15¢
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n indeksi

n. terim

[lk n terimin kismi toplami

8

7a+ 11b + 13c

16a + 24b + 28¢

9

13a + 20b + 24c

29a + 44b + 52¢

10

24a + 37b + 44c

53a + 81b + 96¢

Bu tablo dikkatli sekilde incelenirse asagidaki 3 gozlem elde edilir:

1.

Ik 3 terimin toplami 4. terim,

2. 1Ilk 4 terimin toplamu 4. terimin 2 kat,

3.

[lk 8 terimin toplami 7. terimin 4 katidir.

Tribonacci n = 3 i¢in elde edilen bu gozlem herhangi bir n igin genellestirilebilir.

Detaylar i¢in (Byrapuram, vd., 2024)’de bakilabilir.
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5.BROCARD-RAMANUJAN BENZERI BIRKAC DENKLEM

Sadece tamsay1 c¢oziimleri incelenen denklemler sinifi olarak bilinen Diophantine
denklemleri, sayilarin aritmetik yapisina iligkin derin bilgiler sundugu i¢in sayilar teorisinin en
temel ve klasik ¢alisma alanlarindan birini olusturur. Bu denklemler, tarihsel olarak hem teorik
matematikte hem de giinliik yasamdan tlireyen problemlerle iliskili uygulamalarda énemli bir
yer tutar. Ayrica literatiirde halen ¢oziilememis bir¢cok problem bulunmasi, bu alanin canliligini
ve arastirmacilar acgisindan cazibesini slirdiirmesine neden olmaktadir. Son yillarda
Diophantine denklemleri {izerine yapilan caligmalar artarak devam etmektedir; 6rnegin (Tastan
vd., 2021), (Ozkan ve Uysal, 2023), (Y1ilmaz vd., 2024) ile (Uysal vd., 2023) tarafindan ele

alian giincel sonuglar bu alandaki arastirma yogunlugunu gostermektedir.

Bu denklemler i¢inde 6zel bir yere sahip olan klasik Brocard—Ramanujan problemi su

sekilde ifade edilir:
n!+1=m?

Bu esitligi saglayan (rn, m) ikililerinin son derece nadir oldugu bilinmektedir ve
gilinlimiizde yalnizca n = 4, 5, 7 i¢in ¢oziimler tespit edilmistir. Problem, bir yandan faktoriyel
fonksiyonunun hizli artisin1  kare sayilarin daha yavas fakat diizenli biiylimesiyle
karsilastirmakta, diger yandan bu iki biiylime tiirtiniin hangi noktalarda kesisebilecegini
arastirmaktadir. Dolayisiyla Brocard—Ramanujan tipi denklemler, iistel biiylime davranisi
gosteren fonksiyonlar ile polinomsal yapida biiyiiyen fonksiyonlarin ortak ¢dziim yapilarini

incelemek agisindan biiyiik ilgi gérmektedir.

(Yal¢in vd, 2025)’te yer alan Brocard—Ramanujan tipindeki Diophantine denklemlere

benzer bir yapi sergileyen olan s = 5, 6, 7, ... olmak iizere
mst2=(m+ 1! +mS
denklemi ile k # 1 bir pozitif tamsay1 olmak {izere
mi=(m+k)+m

denkleminin pozitif tamsay1 ¢dziimleri ele alinmistir. Inceleme siirecinde agirlikli olarak
analitik yontemler kullanilmistir. Elde edilen tiim sonuglar SageMath ve Wolfram Mathematica

yazilimlar1 yardimiyla dogrulanmis; bulunan ¢oziimler ve elde edilen sinir esitsizlikleri
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sembolik hesaplamalarla test edilmistir. Analizler miimkiin olan en genel denklem siniflar1 goz

ontinde bulundurularak yapilmistir.

Teorem 5.1.

mt2=(m+ 1) +mS
denkleminin s > 5 icin tamsayilarda ¢6zliimii yoktur.
Ispat. m**2 — m® = (m + 1)! oldugundan
ms(m?—-1)=(m+ 1)(mM)(m—1)(m — 2)!

olarak yazilabilir. Buradan

ms1 = (m - 2)!
elde edilir. Bu ise

ms~1=T(m-1)

esitligini verdiginden s = 5,6,7, ... i¢in tamsay1 ¢oziim yoktur. Burada dikkat edilirse klasik

Gama fonksiyonu

I'(x) = f t*le~tdt
0

olarak tanimlanir.
Sonug 5.2. m® = (m + 1)! + m* esitligini saglayan m tamsay1 kokii yoktur.
ispat.
mé —m*=(m+1)!
olarak yazildigindan
m*(m?—-1)=m+ 1)(m)(m—-1)(m — 2)!
elde edilir. Buradan

mi=m-2)!=T(m-1)
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olur ve I'(m — 1) = m3 esitligi sadece m = 2, 3, 4 tamsayilari i¢in saglanir.
Sonug¢ 5.3. m® = (m + 1)! + m3 esitligini saglayan m tamsayi kokii yoktur.
ispat.
m®—m3=(m+1)!
olarak yazildigindan
m3(m?—-1)=m+1)(m)(m—-1)(m — 2)!
elde edilir. Buradan
m?=m-2)!=T(m-1)

olur ve I'(m — 1) = m? esitligi sadece m; = 1.43 ve m, = 6.33 i¢in saglanir. Yani bu esitligin

de tamsay1 ¢6zlimleri yoktur.
Sonu¢ 5.4. m* = (m + 1)! + m? esitligini saglayan m tamsay1 kokii yoktur.
Ispat.
m*—m?=(m+1)!
olarak yazildigindan
m?(m?-1)=(m+ 1)(m)(m - 1)(m — 2)!
elde edilir. Buradan
m=m-2)=I'(m-1)

olur ve I'(m — 1) = m esitligi sadece m = 4.82 igin saglanir. Yani bu esitligin de tamsay1

¢Oziimleri yoktur.

Teorem 5.5. k # 1 bir pozitif tamsay1 olsun. Buna gore
mi=(m+k)+m

esitligini saglayan bir pozitif m tamsayist yoktur.

Ispat. Kabul edelim ki
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m3 =(m+k)+m

esitliini saglayan bir m tamsayisi olsun. m3 = (m + k)! + m ifadesi, m® —m = (m + k)!

olarak yazilabilir.
Bu esitlik agildiginda ise
m(m—-1Dm+1)=(m+k)+(m+k—-1)..(m+2)(m+ 1)(m)(m—1)(m — 2)!
esitligi elde edilir ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda ise
l=(m+k)+(m+k—-1)..(m+2)(m—2)!
esitligine ulasilir. Burada (m — 2)! ifadesi yalniz birakilirsa

1
m+k)+(m+k—-1)..(m+2) ¢

(m—2)! = Z

oldugundan bir geliski elde edilmis olur. Dolayisiyla m® = (m + k)! + m esitligini saglayan

bir pozitif m tamsayis1 yoktur.
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