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OZET

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS OSKULATOR VE
REKTIFiYAN EGRILER

Bu calisma dort béliimden olusmustur. Birinci boliimde giris kismima yer verilmistir. ikinci
boliimde Oklid uzayinda temel kavramlara ayrilmigtir. Ayrica bu béliimde 4-boyutlu Oklid
uzayinda oskiilator ve rektifiyan egriler hakkinda temel tanim ve teoremlere, 4-boyutlu Oklid
uzayinda catilandirilmis egri tanimma yer verilmistir. Ugiincii ve dérdiincii bélim bu
calismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Ugiincii boliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda
catilandirilmus oskiilator egri tanimlanmistir. Daha sonra 4-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir
egrinin ¢atilandirilmis oskiilator egri olma kosullar1 ve bazi karakterizasyonlara yer verilmistir.
Dérdiincii boliimde ise 4-boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis rektifiyan egri tanimi
verilmistir. Ayrica 4-boyutlu Oklid uzaymda bir egrinin catilandirilmus rektifiyan egri olma

kosullar1 ve bazi karakterizasyonlara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Oskiilatér Egri, Rektifiyan Egri, Ozel Egriler, Catilandirilmis Egri,
Singiiler Nokta.



ABSTRACT

FRAMED OSCULATING AND RECTIFYING CURVES IN 4-DIMENSIONAL
EUCLIDEAN SPACE

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. The second
chapter is devoted to the basic concepts in Euclidean space. Also in this section, basic
definitions and theorems about osculating and rectifying curves in 4-dimensional Euclidean
space, the definition of framed curve in 4-dimensional Euclidean space are given. The third and
fourth chapters are the original chapters of this thesis. In the third chapter, the framed osculating
curve in 4-dimensional Euclidean space, is defined. Then, the conditions of to be framed
osculating curve and some characterizations of framed osculating curve are given in 4-
dimensional Euclidean space. In the fourth chapter, the framed rectifying curve in 4-
dimensional Euclidean space, is defined. Also, the conditions of to be framed rectifying curve
and some characterizations of framed rectifying curve are given in 4-dimensional Euclidean

space.

Keywords: Osculating Curves, Rectifying Curves, Special Curves, Framed Curves, Singular

Points.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LiSTESI

R" : n - Boyutlu Oklid Uzay1
R* : 4- Boyutlu Oklid Uzay1
Vv : Vektor Uzayt
K : Cisim
() : I¢ Carpim Fonksiyonu
|||| : Norm
| : Oklid Uzayinda Bir A¢ik Aralik
X : Vektorel Carpim
V. : R" Oklid Uzayinda i—yinci Frenet Vektorii
K, : R" Oklid Uzayinda i —yinci Frenet Egriligi
K, T : R® Egrisinin Egriligi ve Burulmasi
{7; N, B } : R® Egrisinin Frenet Vektorleri

{7; N, N,, N3} : R* Egrisinin Frenet Vektorleri

s : (n—1)-Kiire
{I/, n,.,n,, 173} : R* Catilandirilmis Egrisinin Uyarlanmis Catis
y™ : Egrinin Konum Vektoriiniin Genellestirilmis Asli Normal Bileseni

a™ : Egrinin Konum Vektoriiniin Normal Bileseni



1.GIRIS

Egriler teorisi, klasik diferensiyel geometrinin genis c¢alisma alanlarindan biridir.
Ozellikle, 6zel egriler yillaridir arastirmacilar icin énemli bir uygulama alan1 olmustur. Baz
Ozel egriler, konum vektorlerinin yattig1 alt uzaya gore rektifiyan, oskiilator ve normal egri
olarak tanimlanirlar. Bu tiir egrilerle ilgili farkli uzaylarda, farkli ¢atilar kullanilarak birgok

calisma yapilmistir.

R® 3-boyutlu Oklid uzaymnda konum vektdrii egrinin teget vektdrii T ve binormal
vektorii B tarafindan gerilen diizlemde yatan egrilere rektifiyan egri denir. Rektifiyan egriler
ilk kez B.Y. Chen tarafindan ele alinmistir Bir egrinin konum vektoriiniin hangi kosullar altinda
rektifiyan diizlemde yatar sorusundan yola ¢ikarak rektifiyan egri tanimi vermistir (Chen,
2003:147-152). B.Y. Chen’in ¢alismasindan hareketle Ilarslan ve Nesovic, R*, 4-boyutlu
Oklid uzayinda rektifiyan egriyi tanimlamis ve dzelliklerini incelemistirler (Ilarslan & Nesovic,
2008: 21-30). Daha sonra, rektifiyan egrilerle ilgili farkli uzaylarda farkli gatilar kullanilarak
bir ¢ok ¢aligma yapilmistir (Glingor & Tosun, 2011: 89-100). (Bozkurt & Okuyucu & Ekmekei,
2013: 819-823). (Erisir & Giingor, 2014: 67-83).

Rektifiyan egri tanimindan yola ¢ikarak, benzer sekilde oskiilator egri tanimlanmustir.
R®, 3—boyutlu Oklid uzayinda konum vektdrii egrinin teget vektorii T ve normal vektorii N
tarafindan gerilen diizlemde yatan egrilere oskiilator egri denir. 2008 yilinda K. Ilarslan ve E.
Nesovic, R*, 4-—boyutlu Oklid uzaymda oskiilatér egrileri tammlams ve o6zelliklerini
incelemistirler (llarslan & Nesovic, 2008: 931-940). Oskiilator egriler bir¢ok galismaya konu
olmustur (Bektas & Giirses & Yiice, 2016: 65-84). (Gokeelik & Bozkurt & Gok & Ekmekcei &
Yayli, 2012: 1-13).

Bir a:1 —»R" egrisi tc | igin a (t)=0 ise T noktasina singiiler nokta denir. Bir

egri singiiler noktalara sahip ise egrinin 0 noktalarda Frenet catisini olusturmak miimkiin
degildir. S. Honda ve M. Takahashi c¢atilandirilmis egrileri tanimlamis ve c¢atilandirilmis egri
ile 1lgili temel kavramlar ele almistir. Singiiler noktali egrilerin geometrik olarak incelenmenin
en kullanish yolu ¢atilandirilmis egrinin egriliklerinin kullanilmasidir. Y. Wang ve arkadaslari
R®, 3—boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis egriler icin tanimlanmis olan Serret-Frenet tipli
catidan hareketle daha kullanisl olan uyarlanmisg gatiy1 tanimladilar (Wang & Pei & Gao. 2019:
2-12).



Bu ¢alismadan hareketle O.G. Yildiz ve M. Akyigit, R*, 4 —boyutlu Oklid uzayinda
ki ¢atilandirilmis egriler i¢in uyarlanmis ¢atry1 verdiler (Akyigit & Yildiz, 2021: 258-263).

Catilandirilmis egri kavrami yeni olmasina ragmen literatiirde singiiler noktali egrilerin
karakterize edildigi birgok ¢alisma mevcuttur (Okuyucu & Canbirdi, 2021: 1-14). (Yazic1 &
Karakus & Tosun, 2021: 27-37). (Yazic1 & Karakus & Tosun, 2021: 1-10).

Bu tez calismasinda, ilk olarak 4 —boyutlu Oklid uzayinda tanimlanan oskiilator egri ve
rektifiyan egriler ele alinmistir. Daha sonra R* 4 —boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis
egriler hakkinda bilgiler verilmistir. Bu bilgiler 1s1ginda {igiincii ve dordiincli boliimde
catilandirlmus egriler i¢in 4 —boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis oskiilatdr egri ve

catilandirilmig rektifiyan egriler tanimlanmis ve karakterize edilmistir.



2.TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. A bostan farkli bir kiime ve V, K cismi {izerinde tanimli bir vektor uzayi olsun.
Asagidaki sartlari saglayan bir f:AxA—V fonksiyonu var ise A kiimesine V ile

birlestirilmis bir afin uzay denir.
1. VvP,Q,Re A icin f(P,Q)+ f(Q,R)= f(P,R).

2. VPeA ve VaeVigin f(P,Q)=a olacak bigimde bir tek Q € A noktasi vardir
(Hacisalihoglu, 2000: 1).

Tanmm 2.1.2. R" vektor uzaymda p =(pl, [ pn) ve q =(q1,q2,...,qn) olmak tizere
<,> R"xR" >R
(p.a)—>(p.a)=> pa,
i1

esitligiyle tamimlanan fonksiyon R" uzayinda bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ garpim

fonksiyonuna, R" uzaymin dogal i¢ ¢arpimi veya Oklid i¢ carpimi denir (Sabuncuoglu, 2014:
1).

Tammm 2.1.3. R", n-boyutlu Oklid uzay1 olmak iizere VX=(X,X,,...,X,) € R" icin X

vektoriniin normu

| X|l= /< X, X >

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamim 2.1.4. 3—boyutlu Oklid uzay1 R® de her x = (X, X,,X;) Ve Y=(Y,,V,,Ys) icin vektdrel

carpimi
XX Y = (X, Y5 = Yo Xgs XYy — YaXi, X Yo — YiX5)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).



4 4
Tamm 2.1.5. R* Oklid uzaymn standart baz1 {e,,e,,e;,€,} olsun. x = inei , Y= z e ve
i=1 i=1

4
zZ= Z z.e, vektorlerinin vektorel carpimi
i=1

e € € &6

XXYXZ= 2N
yl yz y3 y4

Z, 1, 1, 1,
ile tanimlanir.
Vektorel carpimin baz 6zellikleri:
I. X, Y Ve Z vektorleri lineer bagimsiz ise XX Y x Z vektorlerine dik bir vektor belirtir.
. XXYXZ=—yYXxXxZ
Iii. x,y ve z vektorleri lineer bagimli ise vektorel carpimin sonucu sifir vektoriidiir.
iv. A(xxyxz)=(AX)xyxz=xx(Ay)xz=xxyx(Az)

Tamm 2.1.6. |, R nin bir agik araligi olmak tizere «:1 - R" bi¢iminde diizgiin (C”

smifindan) bir & doniisiimiine, R" de bir egri denir (Sabuncuoglu, 2014: 39)

Tamim 2.1.7. R", n—boyutlu Oklid uzayinda bir « egrisi igin

o [ L
*t dX|t

vektorline, o egrisinin a(t) noktasindaki hiz vektorii denir ve a'(t) ile gosterilir

(Sabuncuoglu, 2014: 46).

Tammm 2.1.8. a:1 —R" egrisi verilsin. Her t€ | igin a (t)#0 ise a egrisine diizenli

(regiiler) egri denir (Hacisalihoglu 2000:150).



Tamm 2.1.9. o :1 — R" egrisi verilsin. Her t € | igin ¢ (t) =0 ise t noktasina singiiler nokta

ve a egrisine singiiler egri denir.

Tanmm 2.1.10. a:1 - R" egrisi verilsin. Vs€ | icin ||« (S)||=1 ise a egrisine birim hizl

egri, S € | parametresi ise egrinin yay-parametresi denir.

Tanmm 2.1.11. «:l1 —>R" egrisi verilsin. l,//={a',a",...,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve

va" k>r igin, ) eSpan{y} olmak iizere y sisteminden elde edilen {V,,V,,..,V.}
ortonormal sistemine, a egrisinin  Serret-Frenet r—ayakli  alam  ve

Sea icin {Vl(s),V2 (s),.-nV, (S)} ye a(s) noktasindaki Serret-Frenet r —ayaklis1 denir. Her

bir V,, 1<i<r vektoriine ise i —yinci Serret-Frenet vektorii adi verilir.

Tanmm 2.1.12. « cR" egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Se| parametresine

karsilik gelen a(s) noktasindaki Frenet r —ayaklis: {V1 (S) v, (S) e V) (S)} olsun. Buna gore,

k:l >R, 1<i<r,

sk (s)= <Vi' (s),Vi+1(s)>

bi¢iminde tanimli k; fonksiyonuna e egrisinin i —yinci egrilik fonksiyonuve se| igin k; (s)

reel sayisina da a(s) noktasinda a egrisinin i—Yyinci egriligi ad1 verilir.

Tanmm 2.1.13. «:1 > R" birim hizli bir egri olsun. a egrisinin Sl noktasinda Frenet
vektorleri {Vl(s),V2 (S),...,Vn(s)} bigiminde verilsin. o egrisinin egrilikleri k;,K,,...,K. ;

olmak tlizere

esitlikleri mevcuttur. Bu formiillere Serret-Frenet tiirev formiilleri adi verilir. Serret-Frenet

tirev formiillerini matris yardimiyla



V/(s)] [0 k 0 0O 0 0][Vi(s)
V,(s) |k 0 k0 0  0||V,(s)
V,(s)| [0 0 0 0 —k,, 0]V, (s)

seklinde de verilebilir (Hacisalihoglu 2000:155).

Ozel Hal: n=3 icin « egrisinin Serret-Frenet 3-ayaklis1 S yay parametresi olmak iizere

T(s):a’("s)

N(s) a (s)
B

e ol
(s)=T(s)xN(s)

ve Serret-Frenet tiirev formiilleri de

T'(s) 0 k(s) 0 |[T(s)
N (s)|=|-x(s) O z(s)||N(s)
B (s) 0 —z(s) 0 || B(s)

seklinde verilebilir (Sabuncuoglu, 2014: 78).

Ozel Hal: n=4 i¢in a:1 > R*, s— a(S) birim hizli bir egri olsun ve a egrisinin Frenet

vektorleri
T(s)=a'(s)
Ni(s)= ui"gu
N, (5) = NS(S)XTgs)x N1ES)
0 e e

ve Serret-Frenet tiirev formiilleri de



T (s) 0 k 0 0] T(s)
N.(s)| |-k O k, 0| Nys)
Ny(s)| | 0 —k O k|| N,(s)
Ny(s)| [0 0 —k, O Ny(s)

seklinde verilebilir.

Tamm 2.1.14. R®, Oklid uzayinda @ bir egri ve bu egrinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} olsun.

s el igin,

span {T (S), N (S)} diizlemine a egrisinin a(s) noktasindaki oskiilator diizlemi
span {T (S), B(S)} diizlemine a egrisinin a(s) noktasindaki rektifiyan diizlemi
span{ N (S), B(S)} diizlemine o egrisinin a(s) noktasindaki normal dizlemi

denir (Sabuncuoglu, 2014: 78).

Tanmm 2.1.15. R*, Oklid uzaymda a bir egri ve bu egrinin Frenet catist {T, N,, N,, N3}

olsun. s el igin,

span {T (s),Ny(s), N, (S)} alt uzayina o egrisinin «(s) noktasindaki oskiilatdr alt uzay:
span {T (S), N, (S), N, (S)} alt uzayma «a egrisinin a(S) noktasindaki rektifiyan alt uzayi
span { N, (S), N, (S), N, (S)} alt uzayma «a egrisinin « (S) noktasindaki normal alt uzay1

denir.

2.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Oskiilatér Egriler

Bu kisimda 4-boyutlu Oklid uzayinda oskiilatdr egrilerin tanimi  ve baz

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Tamm 2.2.1. R*, 4-boyutlu Oklid uzayinda konum vektdrii N, in ortogonal tiimleyeninde

bulunan egriye oskiilator egri denir. Yani a: 1 — R* egrisi oskiilator egri ise konum vektorii
grry g g g

daima



a(s)=A(S)T(s)+u(s)Ny(s)+¢(s)Ns(s)
esitligini saglar (A4, i ve ¢ diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.).

Teorem 2.2.2. «, R* de ki, k, vek, egrilikleri sifirdan farkli bir egri olmak lizere «

oskiilator egriye kongurenttir gerek ve yeter kosul,

i & +ﬁ:_1 CER
k, \ k, k, ¢ o

olmasidir (llarslan ve Nesovic, 2008: 935).

Ispat: Kabul edelim ki o oskiilatdr egri ve K, k, ve k, sifirdan farkli egrilikleri olsun. «

oskiilator egri oldugundan yer vektorii

a(s)=2A(s)T(s)+u(s)N,(s)+s(s)N;(s) (2.1)
seklinde yazilabilir. (2.1) denkleminin tiievi alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa,

T = (A = k)T + (k= 2 )N, + 1k, = ks )N, +6'N,
elde edilir. Buradan da

A - uk =1,

Ak, —u =0,

2.2
Hk, =gk, =0, @2

¢ =0,

elde edilir. (2.2) in son g esitliginden

u(s)=c=2, (2.3)

elde edilebilir. (2.2) denklemindeki birinci esitlikten ve (2.3) denkleminden



Hk_]}ﬁl ek, 2
k, |k, k, ¢

elde edilir.

Tersine, k;, k, ve k; a nim egrilikleri olsun. X vektor alan1 s € | igin

X (s)=a(s)+cl(§] T(s)—c%Nl(s)—cM(s),

k2 2

seklinde verilmis olsun. Yukaridaki esitligin tiirevi alinir ve Serret-Frenet formiilleriyle birlikte

ve (2.4) denklemi goz Sniinde bulundurulursa X (s)=0 elde edilir, bunun anlami X, sabit bir

vektor alanidir. « , oskiilator bir egriye kongurenttir.

Teorem 2.2.3. a, R* dek,, k, ve k, egrilikleri sifirdan farkl1 oskiilator egri olsun. Asagidaki

onermeler esdegerdir.

I. k,,k, vek, egrilikleri igin

Ez Ez; = (%jsin (J' K, (s)ds)ds + cljcos(j K, (s)ds)
+[—%J'cos(]. k, (s)ds)ds +c2Jsin (Ikl(s)ds)
esitligi vardir.

Il. o nin yer vektoriiniin teget bileseni ve normal bileseni

ot {3

(als) M. (e e

bi¢imindedir.

iii. @ nmin konum vektoriiniin ikinci binormal bileseni sifirdan farkl sabittir.



Tersine, (1), (i1) ve (iii) dnermelerinden biri saglanirsa « oskiilator egri veya oskiilator

egriye kongurenttir (llarslan ve Nesovic, 2008: 937).

ispat: a, R* dek,, k, ve k, egrilikleri sifirdan farkli oskiilator egri olsun. a/(s) egrisinin yer

vektori (2.4) denklemini saglar.
l ﬁ + ﬁ — _1, ce RO’
k, LK, K, c

- k, () p(s)= k. %S) olmak iizere (2.4) denklemi yeniden diizenlenirse

1
yukaridaki denklemde t = J‘ﬁ biciminde bir degisken degistirme yapilirsa
o(s

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii, ce R, €, ¢, € R olmak iizere

y=[1+_|'ﬁdt+cjcost+[ I&Stdt cjsint,
c K,

dir. y(s)= kS ES; vedt =kds diferansiyel denklemin ¢oziimiinde yerine yazilirsa
2

Ezgs) :[%jsin(jkl(s)ds)ds+c1jcos(jkl(s)ds)
[——J.cos(jk ds)ds+c jsm(J'k )

elde edilir. Bu da (i) dnermesini ispatlar.

(2.2) ve (2.3) denklemleri gdz oniinde bulunduruldugunda

10



a(s) = —c— ks(s)' s+ck3(s) s)+cN, (s
- 2 [T @ m e fo)

esitligi kolayca elde edilir. Buradan da

elde edilir. Bu da (ii) ve (iii) Onermelerini ispatlar.

Tersine, (i) 6nermesini gegerli oldugunu kabul edelim. O halde k;, k, ve k, egrilik

fonksiyonlar1

Ez Ez; = (%Isin(] kl(s)ds)ds+c1jcos(J'kl(s)ds)
+[—%jcos(fkl(s)ds)ds+c2Jsin(j kl(s)ds)

k(s)
0

esitligini saglar. <a(s), Nl(s)> =C ifadesinin s ye gore tiirevi almarak ve Serret-Frenet

formiilleri kullanilirsa

elde edilir. Basit hesaplamalar ile

—k1<s)<a<s>:<s>>+k2<s><a<s>,N2<s>>=(c

elde edilir. k,(s)=0 ve
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oldugundan <0{(S),N2 (s)>=0 elde edilir, bunun anlami « bir oskiilatér egridir. (iii)

onermesinin gegerli oldugunu varsayalim. («(s), N,(s))=c ifadesinin s ye gore tiirevi alinir
3 yeg

ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa
K (){ex(s). Ny () =0

esitligi elde edilir. k, (s) egriligi sifirdan farkli oldugundan

(a(s),N,(s))=0
olmalidir ve bu da « egrisinin oskiilator egri oldugunu ifade eder.
2.3. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Rektifiyan Egriler

Bu kistmda 4-boyutlu Oklid uzayinda rektifiyan egrilerin tanimi ve bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Tamm 2.3.1. R* Oklid uzaymnda konum vektorii daima asli normal vektor alani olan N, nin

ortogonal tiimleyenin de bulunan egriye rektifiyan egri denir. O halde, bir a:1 — R* egrisi

rektifiyan egri ise konum vektorii
a(s)=A(s)T(s)+u(s)N,(s)+¢(s)Ns(s)
seklinde yazilabilir (A, i ve ¢ diferensiyellenebilir fonksiyonlardir).

Teorem 2.3.2. «, R* de bir egri ve k, k, ve k, sifirdan farkli egrilikleri olsun. @ egrisinin

rektifiyan egriye kongurent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

kl(S)ka(S)(S+C)+ K, (5)k, (8)+(s+¢)(K; (S)ky (5) =k, (s)ks (5)) :
2(s) k; (s)ks(s)

olmasidir. (llarslan ve Nesovic, 2008: 24)
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Ispat: Kabul edelim ki o rektifiyan egri ve k,, k, ve k, sifirdan farkli egrilikleri olsun. &

rektifiyan egri oldugundan yer vektorii

a(s)=A(S)T(s)+x(s)N,(s)+5(s)N;(s) (2.5)
seklinde yazilabilir. (2.5) denkleminin tiirevi alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa

T = AT +( Ak, — 22k, )N, + (11 = ks )N, + 12k + 6 )N,

elde edilir. Buradan da

A =1
Ak, -k, =0,
ﬂl_gks =0, (20)
uk,+¢ =0,
denklemi elde edilir. (2.6) denklemindeki ilk ti¢ esitlikten
A(s)=s+c,
_ki(s)(s+¢)
“O=m 0
_ kl(S)kz(S)+(S+C)(k1(S)k2 (S)_kl(s)kz(s))
<(s)= 2 (5)k, () |
elde edilir. (2.6) denklemindeki 4. esitlikten de
kl(s)k3(s)(s+c)+ K, (5)k, (s)+(s+C)(k; (s)k, (s) =k, (S)ky(s)) L, 29

k

- (8) kz (8)ks (s)

elde edilir. k;, k, ve k, @ nm egrilikleri olmak iizere. R* de X vektdr alan1 Vs € | igin
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seklinde verilmis olsun. Yukaridaki esitligin tiirevi alinir ve Serret-Frenet formiilleriyle birlikte

(2.8) denklemi goz dniinde bulunduruldugunda X (s)=0 oldugu kolayca gbriilebilir, bunun

anlami X, sabit bir vektor alanidir. Yani « , rektifiyan egriye kongurenttir.

Teorem 2.3.3. a, R* dek,, k, ve k, egrilikleri sifirdan farkli birim hizli bir egri olsun. «

rektifiyan egriye kongurent ise

i. k,(s)=sabit>0, k,(s)=sabit 0 ve k3(5)=\/‘—sz—2cs—201‘, ¢, C,eR;

G

ii. k,(s)=sabit>0, k;(s)=k, =sabit =0 vek,(s)= ceR, ¢ eR";

ii. k,(s)=sabit >0, k,(s)=k, =sabit =0 ve k, (s)=ce“* (s+c) ceR, ¢, e R";
olmasidir (llarslan ve Nesovic, 2008: 25).

Ispat: Kabul edelim ki «  bir rektifiyan egriye kongurent  olsun.

k, (s)=sabit >0, k,(s)=sabit #0 vek,(s) sabit olmayan bir fonksiyon olsun. (2.8)

denkleminden
ki(s)—kj(s)(s+c)=0, ceR
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,

_ 1
\/‘—sz —2cs—2¢,

, ¢, CER

ks (3)

dir. (i) ispatlanmis olur.

Benzer sekilde, k;(s)=k,=sabit=0, k,(s)=sabit=0vek,(s) sabit olmayan bir

fonksiyon olsun. (2.8) denkleminden
K2k, (s)(s+c)+(k (s)(s+¢)) =0, ceR, k,eR,
diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
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()= qer

(ek§5(5+c))

dir. Boylece (i1) de ispatlanmis olur.

Son olarak, k (s)=sabit>0, k,(s)=k, =sabit=0 vek,(s) sabit olmayan bir fonksiyon

olsun. (2.8) denkleminden,

k§(s+c)+((s+c)J:o ceR, keR,

ko(s)  (ke(5)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
k,(s)=ce“*(s+¢c), ¢ eR’
dir. Boylelikle teorem ispatlanmais olur.

Teorem 2.3.4. «, R* de k;, k, ve k, egrilikleri sifirdan farkl: rektifiyan egri olsun. Asagidaki

Oonermeler denktir.

i. Uzaklik fonksiyonu p(s)=|a(s)|,
p’(s)=s’+cs+c,, ¢ eR, ¢, €R,

dir.

ii. Egrinin yer vektoriiniin teget bileseni
(a(s),T(s))=s+c, ceR

bi¢imindedir.

iii. Egrinin konum vektoriiniin normal bileseni o' (S) nin uzunlugu sabit ve ,o(s) uzaklik

fonksiyonu sabit degildir.

iv. Egrinin konum vektoriiniin birinci binormal bileseni ve ikinci binormal bileseni sirasiyla
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(s o)) = k,(s)(s+c)
o k (:;iszs);(sjtc)(k'(s)k (s) -k (5)k,(s)) 29)
<a(s), N3(3)>: - : kzz(sl)k3(sz) - : , CeR

seklindedir (llarslan ve Nesovic, 2008: 25).

ispat: Kabul edelim ki a, R* dek,, k, ve k, egrilikleri sifirdan farkl1 rektifiyan egri olsun..
a(s) egrisinin yer vektorii (2.5) denklemini, burada A(s),z(s) ve g(s) fonksiyonlarida
(2.6) deki esitliklerini saglar. (2.6) denkleminde tigiincii esitligi —c (s) ve son esitlik 1 (s)

carptlip, elde edilen denklemler toplandiginda
ky(s)(24(s) 4 () +(s)s (5)) =0,
elde edilebilir. k; # 0 oldugundan
u(s)u (s)+5(s)s (s)=0,
dir. Buradan
1 (s)+g%(s)=a’, aeR;. (2.10)
elde edilir. (2.5) denkleminden,
(@(s).a(s))=2"(s)+ 1 (s)+5° ().
(2.7) ve (2.10) denklemlerinden de
(a(s).a(s))=(s+c) +a(s).
elde edilir. Yani
p’(s)=s’+cs+c,, ¢ eR, ¢, eR,, (2.11)

dir. Boylelikle (i) onermesi ispatlanmis olur.

(2.5) ve (2.7) denklemlerinden
16



(a(s),T(s))=s+c,
oldugu kolayca goriilebilir. Boylelikle (ii) 6nermesi ispatlanmis olur.

R* de  egrisinin yer vektorii a(s)=m(s)T(s)+a"™ (s) olarak yazilabilir. Burada
m(s) diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve o™ (s), yer vektoriniin normal bilesenidir. Eger

a rektifiyan egri ise ™ (s)=(S)N,(s)+¢(S)N,(s) oldugu anlamna gelir ve bu yiizden
(" (). (8)) = (8)+6°(s)
dir. Dahasi,

‘a”l (s)‘ =a, acR;

dir. p(s), sabit olmayan bir fonksiyondur. (iii) Gnermesi ispatlanmis olur. Son olarak, (2.5) ve

(2.7) denklemlerinden (2.9) kolayca elde edilebilir.

Tersine, kabul edelim ki (i) onermesi saglansin.
(a(s),a(s))=s*+cs+c,,

c,eR, c,eR, dir. Yukaridaki esitligin s ye gore iki kez tlirevi alinir ve Serret-Frenet

formiilleri uygulanirsa

(a(s),N,(s))=0
elde edilir. Bu da « nin bir rektifiyan egri oldugu anlamina gelir.

Eger (ii) 6nermesi saglaniyorsa benzer sekilde « nin rektifiyan egri oldugu goriilebilir.
(iii) Onermesi saglaniyor olsun. a(s)=m(s)T(s)+a™(s) dir. Burada m(s)

diferensiyellenebilir bir fonksiyondur ve
(" (s),a™ (s))=(a(s).a(s))-2(a(s).T (s))m(s)+m’(s),

dir. <a(s) T (S)> =m(s) oldugundan,
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(a (s),a" (s))=(a(s).a(s))—-{a(s),T(s))

dir. Burada <a(s),a(s)> = p* # sbt dir. Yukaridaki esitligin S ye gore tiirevi alimir ve Serret-

Frenet formilleri kullanilirsa

elde edilir. Buradan da <a(s), Nl(s)> =0 oldugu goriiliir. Bunun anlami da « bir rektifiyan

egri olmasidir. Kabul edelim ki (iv) 6nermesi saglansin. (2.9) denkleminde ki birinci esitligin

S ye gore tiirevi alinir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa,

elde edilir. Buradan da <a(s), Nl(s)>:O oldugu goriiliir. Bu da « nm bir rektifiyan egri

oldugu anlamina gelir. Bdylece teorem ispatlanir.

Teorem 2.35. a:1 - R" egrisi p(t) pozitif bir fonksiyon ve y(t) kiiresel bir egri olmak

iizere a(t)=p(t)y(t) esitligiyle verilsin. & bir rektifiyan egridir gerek ve yeter kosul

p(t)

=———— acR,, t,.eR 2.7
cos(t+t,) o @7

olmasidir (llarslan ve Nesovic, 2008: 27).

Ispat: o egrisi p(t) pozitif bir fonksiyon ve y(t) kiiresel bir egri olmak iizere

a(t)=p(t)y(t), (2.12)

dir. (2.12) numarali denklemin t gore tiirevi alinirsa

a(t)=p (1)y(O)+p)y (V).

elde edilir. Dolayisiyla « nin teget vektord,
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T(t)= Py y(t)+ﬂ y (t). (2.13)

v(t) v(t)
seklinde verilebilir. Burada Ha' (t)” =v(t) olmak iizere (2.13) denkleminin t ye gore tiirevi
alinirsa
(PO .22 _,Bp®(p t)w"(t))J NEQ)
)0 [ 7o w o g)o e

elde edilir. Y e R?,
<Y,y>:<Y,y'>=<Y,y>< y')=0

esitliklerini saglayan birim bir vektdr olmak iizere. {y,y,yxy,Y!, R* de bir ortonormal
Y.y, yxy

catidir. Yy nin {y, y,yx y',Y} ortonormal ¢atisina gore
Y = (Y Y)Yy Y)Y (YL yxy ) yxy +(yLY)Y, (2.15)
seklinde yazilabilir. (y,y)= <y', y'> =1 oldugundan <y", y> =-1ve <y", y'> =0 ve

y":—y+<y",y><y'>y><y'+<y",Y>Y, (2.16)

dir. (2.16), (2.13) da yazilir ve Serret-Frenet formiilleri kullanilirsa

KN, Z[(ﬂj _BJy{—zp' PP (,03+,0")]y.
v Y v 2.17)

Lyxy)

axy +V<y ,Y>Y

elde edilir.(y,y) =1 oldugundan <y, y'> =0 ve bu yiizden <a, y'> =0 dir. Ayrica (a,Y)=0
dir. a rektifiyan egri olmasi igin (e, N, ) =0 olmasi gerekmektedir. (2.17) denkleminin her iki

tarafi « ile i¢ carpilirsa (o, N,) =0 olabilmesi i¢in
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olmalidir. Bu diferensiyel denklem
" N\ 2
PP —2((p) )—pz =0,

denklemine esittir ve bu denklemin ¢6ziimii

_
cos(t+t,)’

p(t)=

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
2.4. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egriler

A, kiimesi

(1=t 11y, 113) € REXRE R () = 83,1, [ =1,2,3

seklinde tanimli olsun. A,, 6-boyutlu diizgiin bir manifolddur. v birim vektorii v = g4 x 11, x 11,

esitligiyle tamimlanabilir. Bu Vv nin gz, u, ve g, e dik oldugu anlamina gelir ve

det(V, 4, 11,, 14;) =1 dir (Akyigit & Yildiz, 2021: 259).

Tammm 2.4.1. Vsel ve i=12,3 i¢in <7',,ui>=0 ise (}/,,u ): I —>R4xA3 bir ¢atilandirilmig

egri denir. Eger ( ¥, y) bir ¢atilandirilmis egri olacak sekilde bir z:1 — A, varsa y:1 — R*

egrisine de bir ¢atilandirilmis baz egrisi denir (Honda & Takahashi, 2016: 265).

(;/,,u):l—>]R4><A3 bir catilandirilmis egri ve V= g4xu,xu, olsun. O halde (7/,/1)

catilandirilmis egrisinin Serret-Frenet tipli tiirev formiilleri

#4(8) = 1(8)2t; (8)+9(8) 15 (s) +h(s)v(s)
#(8)==1(s) pu(s)+ i (s) s (s) +k(s)v(s)
#5(8)==9(8) 14, ()= §(8) 5 (5) +1(s)v(S)
V(S)=—=N(s) (5)—k(S) s, (5)-1(8) 15 (S)

Hy
Hy



seklindedir. Bu formiiller matris yardimiyla
w4 (s)

2 (S) |

2(s)

vi(s)| L~

IR

seklinde ifade edilebilir. Ayrica diferensiyellenebilir o 1 — R doéniisiim vardir 6yle ki:

7 (s)=a(s)v(s)

dir. Burada f(s), g(s), h(s), j(s), k(s) vel(s) dizgiin egrilik fonksiyonlaridir.
(f.g.h jklLa): Il >R’ diizgiin bir doniisiim olmak iizere
(f(s).9(s).h(s),j(s).k(s).1(s).a(s)) ye »(s) nm catilandirilms egrilikleri denir.
a(s,) =0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul s, nmn y nim bir singiiler noktasi olmasidur. Singiiler

noktalarda egriyi analiz etmek igin ¢atilandirilmis egrilerin egrilikleri kullanilabilir (Akyigit &
Yildiz, 2021: 259).

Teorem 2.4.2. (7, ,u) ve (77, ,[1): | > R*xA, catilandirilmus egrilerinin egrilikleri sirasi ile

(f,g,h,j,k,|,a)ve(f”,g,h,i,k”,l,oz) olsun. (f,g,h,j,k,|,a)ve(f”,g,h,i,k”,l,oz)

egrilikleri cakisik ise (;/,,U) ve (}7,[1) catilandirilmis egriler kongurenttirler (Honda &
Takahashi, 2016: 265).

( v, 1 ): | > R*xA, catilandirilmis bir egri ve egrilikleri
f(s),g(s),h(s), j(S),k(S),I(S),a(S) olsun. Euler agilarini kullanarak, ve 8, ¢, w diizgiin

fonksiyonlar olmak iizere 77 = (771, m,, 773) €A,

m cos@cosy  —cosgsiny +singcosy sind  singsiny +cosgcosy sing || w,
n, |=| —cos@siny  cos@cosy +singsingsing  —sin@Ccosy +cos@siny sing || u,
1, —-sin@ sinpcosd cos¢@cosé My

bi¢iminde verilebilir. Basit hesaplamalar ile

V=00 %00, X105 = g Xy X fly =V
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oldugu kolayca goriilebilir. (7,7): 1 — R*x A, de bir ¢atilandirilmus egridir. 6, ¢ ve y (Euler
ac1) diizgiin fonksiyonlart i¢in

tany
cosd

h=cotd(lcosp+ksing)

=Isinp—kcose,

denklemleri saglansin, bu durumda (v, 7, 7,, 75), (7.77) boyunca uyarlanmis bir ¢ati

olusturur ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri

v (s) 0 p(s) O 0 || v(s)
n(s)|_|-ps) 0 a(s) 0 |n(s)
)| 0 a0 r(s)|ns)
17, (9) 0 0 —r(s) 0 |m(s)

seklinde ifade edilebilir. v, 7, 77, Ve i, vektorleri sirasiyla genellestirilmistir teget vektort,
genellestirilmis asli normal vektorii, genellestirilmis binormal vektorii ve genellestirilmis ikinci

binormal vektorii olarak adlandirilir. Burada ( p (S) M| (S) r (S)) diizgiin fonksiyonlar1 7(8) in

catilandirilmig  egrilikleri  olarak  adlandirilir.  Egrinin  catilandirilmis  egrilikleri

( p (S) M| (S) ,r (S)) ile agilar1 arasindaki iliski,

p=—hsecfsecy,

q=-(j-¢)sing-y/,
—-cosé . .

= cosz//( - )

seklindedir, burada

f =—sing(6 - rsiny),
g=—cosp(0 —rsiny),

- cosy
cosd '’

dir (Akyigit & Yildiz, 2021: 260).
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3. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS OSKULATOR
EGRILER

Bu kisimda 4-boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis oskiilator egrilerin tanimi ve bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Tanim 3.1. ( 7, 77) ;1 — R*x A, bir catilandirilmis egri olsun. Eger » nin yer vektorii A, 4 Ve ¢

diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin,
r(s)=A(s)v(s)+u(s)m(s)+¢(s)m(s)
sartin1 sagliyorsa y bir ¢atilandirilmis oskiilator egri olarak adlandirilir.

Teorem 3.2. (y,n7):1 >R*xA;, R* de p,qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkl
olmak tiizere y catilandirilmis oskiilator egriye kongurenttir gerek ve yeter kosul

(r'(s)a(s)-a'(s)r(s)) I_C s r(s) _ S
7 (5)p(s) RO

—C

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki y catilandirlmis oskiilator egri ve p, qver sifirdan farkli

catilandirilmig egrilikleri olsun. y oskiilator egri oldugundan yer vektorii
7(s)=A(s)v(s)+u(s)m(s)+¢s(s)m(s) (3.)

seklindedir. (3.1) denkleminin tiirevi alinir ve uyarlanmig gatinin tiirev formiilleri kullanilirsa,

(3.2)
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elde edilir. (3.2) in son iig esitliginden

y(s)=c% (3.3)

ve (3.2) denklemindeki birinci esitlikten ve (3.3) denklemlerinden

Jcp(s)%za(s) (3.4)

elde edilir.

Tersine, p, qver, y nm catilandirilmis egrilikleri olsun. R* de bir X vektdr alani

Vsel igin

@m(S)—Cns(S)

seklinde verilmis olsun. Yukaridaki esitligin tiirevi alinir ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri

birlikte ve (3.4) denklemi g6z éniinde bulundurulursa X (S) =0 elde edilir, bunun anlam1 X,

sabit bir vektor alanidir. Yani y, ¢atilandirilmis oskiilator egriye kongurenttir.

Teorem 3.3. 7, R* de p, qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkli ¢atilandirilmus

oskiilator egri olsun. Asagidaki 6nermeler esdegerdir.

I. p,q ve I catilandirilmis egrilikleri i¢in

%:[@jsin(f p(s)ds)ds+cljcos('[ p(s)ds)
+[—@jcos([ p(s)ds)ds+chsin(J' p(s)ds)
esitligi vardir.
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ii. ¥ nin yer vektoriiniin teget bileseni ve normal bileseni

(+(5)9(5)) =~ (qm *

<7(S)"71( )>_ %

bi¢imindedir.
lii. ¥ konum vektoriiniin ikinci binormal bileseni sifirdan farkl: sabittir.

Tersine, (i), (i1) ve (ii1) onermelerinden biri saglanirsa y ¢atilandirilmis oskiilatér egri veya

catilandirilmis oskiilator egriye kongurenttir

Ispat: y, R* de p, qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkli ¢atilandirilmis oskiilator

egri olsun. ]/(S) egrisinin yer vektorii (3.4) denklemini saglar.

L((_)) p(s)r(s)__als)
&ae)) | e o)

y(s)=—-= ve 6(s)= 1 olacak bigimde (3.4) denklemi yeniden diizenlenirse

p(s)

%(0(3)%)+;(—2) =—%

N—"

elde edilir. Yukaridaki denklemde t = J. % bi¢ciminde bir degisken degistirme yapilirsa
o(s

2
Y,y
dt cp

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimi, C,, C, € R olmak iizere
t) . t .
y=|¢ +Iﬂ5|ntdt cost+| c, —J-ﬂcostdt sint
cp(t) cp(t)
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. r(s
dir. y(s) =Q vedt=p(s)ds diferansiyel denklemin ¢éziimiinde yerine yazilirsa

a(s)
%:[@jsin(] p(s)ds)ds+c1Jcos(.[ p(s)ds)
+[—@J‘cos(.{ p(s)ds)ds+chsin(.[ p(s)ds)

elde edilir. Bu da (i) 6nermesini ispatlar.

(3.1) ve (3.3) denklemleri géz oniinde bulunduruldugunda,

S)=—C ﬂ 'LV S +C® S)+C S
0o S|t vte el n o en e

esitligi kolayca elde edilir. Buradan da

(1(s)v(s)) = (qm =
() (5)) =c =)

q(s
ve

(7(s)m(s))=c

elde edilir. Bu da (ii) ve (iii) 6nermelerini ispatlar.

Tersine, (i) Onermesini gegerli oldugunu kabul edelim. O halde p, qver egrilik

fonksiyonlar1

E)_{ 0D s s 515
o L oos{ (st v, fin( [ )

r(s)

esitligini saglar. < 7(s).m (S)> =c—— ifadesinin s ye gore tiirevi aliir ve uyarlanmis ¢atinin
gl(s

tirev formilleri kullanilirsa
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elde edilir. q(s)=0 ve

<7(S)’V(S)>=—CL( %}

p(s)la(s

N—"

oldugundan < 7(s). 1, (S)> =0 elde edilir, bunun anlami » ¢atilandirilmis oskiilator egridir.

(iii) dnermesinin gegerli oldugunu varsayalim. <7/(s),773(s)> =c ifadesinin s ye gore tiirevi

alinir ve uyarlanmig ¢atinin tiirev formiilleri kullanilirsa
—£(3)(7(s).m.(5))=0

esitligi elde edilir. r(s) catilandirilmis egriligi sifirdan farkli oldugundan

(7(s)7:(s)) =0

olmalidir ve y catilandirilmis oskiilator egri oldugunu ifade eder.
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4. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS REKTIFiYAN
EGRILER

Bu kisimda 4-boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis rektifiyan egrilerin tanimi1 ve bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir.

Tanim 4.1. ( 7, 77) ;1 — R*x A, bir ¢atilandirilmis egri olsun. Eger » nin yer vektorii 4, u ve

¢ diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak {izere

7(8)=A(s)v(s)+u(s)m,(8)+<(s)m:(s)
seklinde yazilabilirse y bir catilandirilmis rektifiyan egri denir.

Teorem 4.2. (y,77):1 —>R*xA, bir catilandinlmis egri ve p,qver sifirdan farkli

catilandirilmus egrilikleri olsun. y(s) catilandirilmis rektifiyan egriye kongurent olmast igin

gerek ve yeter kosul

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki y bir catilandirilmis rektifiyan egri ve p,qver sifirdan farkli

catilandirilmis egrilikleri olsun. y catilandirilmis rektifiyan egri oldugundan yer vektorii
7(s)=A(s)v(s)+ u(s)m,(s)+s(s)m(s) (4.1)
seklindedir. (4.1) denkleminin tiirevi alinir ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri kullanilirsa

a(s)v(s)=2 (s)v(s)+(A(s) p(s)-(s)a(s))m(s)+(x ()= p(s)r (s))m (s)
+(u(s)r(s)+p (s))m(s)

elde edilir. Buradan da

28



(4.2)

denklemleri elde edilir. (4.2) denklemindeki ilk ii¢ esitlikten

Ia s)ds=p(s
ﬂ(s)zw, (4.3)

A(s) p(S)f(S){ﬂ'(S) p(s)+A(s) p'(s)}' o @4

elde edilir. p,q ver, y nin gatilandirilmis egrilikleri olmak tizere. X, R* de bir vektor alani

olmak tizere Vse€ | igin

K (5)=(5)-p(s)v(s) - LI EEDy o) LLLBILIRL),

seklinde verilmis olsun. Yukaridaki esitligin tiirevi alinir ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri

birlikte (4.4) denklemi goz éniinde bulunduruldugunda X (s)=0 oldugu kolayca goriilebilir
bunun anlami X, sabit bir vektor alanmidir. Yani y(s), catilandirilmis rektifiyan egriye

kongurenttir.

Teorem 4.3. y, R* de p,qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkli bir egri olsun. y

catilandirilmis rektifiyan egriye kongurent ise

i. p(s)=sbt>0, q(s)=sbt, r(s)=sbt=0, B(s)=sbt=0, (a(s)=sbt=0)

q(s)=c,sec(r(s)(c,+s))
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ii. p(s)=sht, q(s)=sbt=0, r(s)=sbt=0, B(s)=sbt=0, (a(s)=sbt=0)
p(s)=c,cos(r(s))+c,sin(r(s))
dir.

Ispat: Kabul edelim ki y bir ¢atilandirilms rektifiyan egriye kongurent olsun. p(s)=sbt >0,
q(s)=sbt, r(s)=sbt=0, pS(s)=sbt=0 (a(s)=sbt=0) fonksiyon olsun. (4.4)

denkleminden

q* (s)r*(s)-a(s)a (s)+2(q (s)) =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
q(s)=c,sec(r(s)(c,+s)) ¢,c,eR

dir. (i) ispatlanmis olur.

Benzer sekilde, p(s)=sbt, q(s)=sbt=0, r(s)=sbt=0, pS(s)=sbt=0

(a(s) =sht = O) fonksiyon olsun. (4.4) denkleminden

p(s)r’(s)+p(s)=0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,
p(s)=c,cos(r(s))+c,sin(r(s)) c.c,eR

dir. Boylece (ii) de ispatlanmis olur. Bu teoremden yararlanarak asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.5. p(s)=sbt>0, q(s)=sbt=0, B(s)=sbt=0 (a(s)=sbt=0) ve r(s)=sht

fonksiyon olsun. (4.3) den

denklemi elde edilir. Bu denklemin saglanmasi i¢in £(s)p(s)r(s)=0 olmalidir boyle bir

durum miimkiin degildir. Celiski elde edilir.
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Teorem 4.6. y, R* de p,qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkli bir ¢atilandirilmis

rektifiyan egri olsun.. Asagidaki 6nermeler denktir.

i. Uzaklik fonksiyonu &(s) = ‘ 7/(8)‘

8% (s)=p"(s)+a’(s) (4.5)

dir.

bigimindedir.

iii. Egrinin konum vektoriiniin genellestirilmis asli normal bileseni y™ (S) olmak tizere y™ (S)

nin uzunlugu sabit ve O (S) uzaklik fonksiyonu sabit degildir.

iv. Egrinin konum vektoriiniin genellestirilmis birinci binormal bileseni ve ikinci binormal

bileseni sirastyla

(7(8)ms(5)) = 2L, 5)

(r(3).m(5)) =2 C) Z(SW e () @)

seklindedir.

Ispat: Kabul edelim ki y, R* de p,qver catilandirilmis egrilikleri sifirdan farkli bir

catilandirilmis rektifiyan egri olsun. 7/(5) egrisinin yer vektorii (4.1) denklemini, burada
A(s), u(s) ve g(s) fonksiyonlarida (4.2) deki esitliklerini saglar. (4.2) denkleminde iigiincii

esitligi 1£(s) ve son esitlik ¢(s) carpilip, elde edilen denklemler taraf tarafa toplandiginda

1 (s)u(s)+s(s)s (s)=0 (4.8)
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elde edilir. Buradan

1e(s)+g*(s)=a*>, aeR; (4.9)
elde edilir. (4.1) denkleminden,

(7(5),7(3)) = 2% (s)+ 4 (s) +6°(5)

(4.3) ve (4.9) denklemlerinden de

elde edilir. Yani
5%(s)=p%(s)+a*(s) (4.10)
dir. Boylelikle (i) 6nermesi ispatlanmis olur.

(4.1) ve (4.3) denklemlerinden

oldugu kolayca goriilebilir. Boylelikle (ii) dnermesi ispatlanmis olur.

R* de y egrisinin yer vektorii y(s)=m(s)v(s)+y"(s) olarak yazilabilir. Burada
m(s) diferensiyellenebilir fonksiyon ve »" (s) yer vektoriiniin normal bilesenidir. Eger y
catilandirlmus rektifiyan egriise " (s)= £(s)n,(s)+¢(s)7,(s) oldugu anlamina gelir ve bu

ylzden

(77 ()7 (s)) = (s) +5"(s)

dir. Dahasi,

J7(s), 7 (s)) =

y"(s)|=a acR; (4.11)

dir. &(s), sabit olmayan bir fonksiyondur. (iii) onermesi ispatlanir. Son olarak, (4.1) ve (4.3)
denklemlerinden (4.6) ve (4.7) denklemleri kolayca elde edilebilir.
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Tersine, kabul edelim ki (i) 6nermesi saglansin. (4.5) denkleminin s ye gore iki kez

tiirevi alinir ve uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri kullanilirsa

(7(s).m(s)) =0,
elde edilir. Bu da y nin bir ¢atilandirtlmis rektifiyan egri oldugu anlamina gelir.

Eger (ii) dnermesi saglaniyorsa benzer sekilde y bir catilandirilmis rektifiyan egri
oldugu goriilebilir. (iii) Gnermesi saglaniyorsa y(s)=m(s)v(s)+y" (s) olsun. Burada m(s)
diferensiyellenebilir bir fonksiyondur ve

<y”1 (s), ™ (s)> =(7(s).7(s))—2(r(s).v(s))m(s)+m?(s),

dir. <7/(S),V(S)> =m(s) oldugundan,

(7 ()7 (3)) = (¥ (s).7(s))~ {7 (s) v (s))

dir. Burada <7/(S),}/(S)>=52 #sbt dir. Yukaridaki esitligin S ye gore tiirevi aliir ve

uyarlanmis ¢atinin tiirev formiilleri kullanilirsa

p(s)(7(s):v(s))(7(s).7(s)) =0

elde edilir. Buradan da <7/(s),771(s)> =0 dir ve bu anlam1 y bir ¢atilandirilmis rektifiyan

egridir. Kabul edelim ki (iv) onermesi saglansin. (4.6) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve

uyarlanmis catinin tiirev formtilleri kullanilirsa,

p(5)<7(3)’771(5)>+ I’(S)<7(S),773 (s)> =£MJ

elde edilir. <7/(S),7]1(S)> =0 oldugu goriiliir. Bu da y nim bir ¢atilandirilmis rektifiyan egri

oldugu anlamina gelir. Boylece teorem ispatlanir.

Teorem 4.7. y:1 - R*x A, egrisi p(t) pozitif bir fonksiyon ve y(t) kiiresel bir egri olmak
uzere y(t) = p(t) y(t) esitligiyle verilsin. p bir ¢catilandirilmis rektifiyan egridir gerek ve yeter

kosul
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1
" ¢sin(t)—c, cos(t)

p(t)
olmasidr.
Ispat: y egrisi p(t) pozitif bir fonksiyon ve y(t) kiiresel bir egri olmak iizere

r(t)=p(t)y(t) (4.10)
dir. (4.10) numarali denklemin t gore tiirevi alinirsa

y ()=, OO+, (1)
elde edilir. Dolayisiyla p nin teget vektort,

a(t)v(t)=p (t)y(t)+p(t)y (1) (4.11)

seklinde  verilebilir. (4.11) denkleminin t ye  gbre  tiirevi alinirsa

@ (Ov()+a()v ()=(r (1) y() w1
+(20 (0=, 2 (O(p()+ £ (V)Y (O +£(1)Y (1)
elde edilir. Y e R?,

(Y. y)=(Y.y)=(Y,yxy")=0

esitliklerini saglayan birim bir vektor olmak tizere {y, y,yx y',Y}, R* de bir ortonormal

¢atidir. Yy nin {y, y,yx y',Y} ortonormal gatisina gore

y =(y.y)y+(y.¥)y +(y yxy)yxy +(y.Y)Y (4.13)

seklinde yazilabilir. (y,y)= <y', y'> =1 oldugundan <y y> =-1 ve <y y'> =0 ve

y"=—y+<y",yxy'>yxy'+<y",Y>Y (4.14)

(4.14), (4.12) da yazilir ve uyarlanmisg ¢atinin tiirev formiilleri kullanilirsa
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av+pn, =((p')'—p)y+(—2p'—pp'(p+p"))y'+<y",y><y'>7><y'+p<y",Y>Y (4.15)

elde edilir. (y,y)=1 oldugundan <y, y'>=0 ve bu yiizden <y, y'> =0 dir. Ayrca (y,Y)=0

dir. » catilandirilmis rektifiyan egri olmasi igin <7/, 771>=Oolma51 gerekmektedir. (4.15)

denkleminin her iki tarafi y ile i¢ carpilirsa (y,7,) =0 olabilmesi iin

po (PP +pp) o
\/(p')2 +p° \/(p')2 +p°

olmasidir. Bu diferensiyel denklem

N\ 2 "
2((p ) )—pp +p° =0
denklemine esittir ve bu denklemin ¢6ziimi

1
~ ¢ sin(t)—c, cos(t)

p(t)

dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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