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ÖZET 

ÜÇ BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA ÇATILANDIRILMIŞ SLANT HELİSLER 

ÜZERİNE 

Bu çalışma dört bölümden meydana gelmektedir. Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. 

İkinci bölüm eğriler ile ilgili temel kavramlara ayrılmıştır. Bu bölümde eğrilerin küresel 

göstergelerine ve helisel eğrilere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde çatılandırılmış eğriler ile 

çatılandırılmış helisler hakkında bilgilere yer verilmiştir. Dördüncü bölümde ise 

çatılandırılmış slant helisler tanımlanmış ve çatılandırılmış slant helislerin küresel 

göstergelerinden bahsedilmiştir. Ayrıca çatılandırılmış slant helisler ile küresel göstergeleri 

arasındaki ilişkiler verilmiştir. En son kısımda ise çatılandırılmış eğriye bir örnek verilerek bu 

eğrinin çatılandırılmış slant helis olduğu gösterilmiş ve küresel göstergeleri şekillendirilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Slant Helis, Çatılandırılmış Eğri, Çatılandırılmış Slant Helis, 

Çatılandırılmış Slant Helislerin Küresel Göstergeleri. 
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ABSTRACT 

ON FRAMED SLANT HELİCES IN THREE DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE 

This study consists of four parts. The first part is devoted to the introduction. The second 

section is devoted to the basic concepts of curves. In this section, spherical indicatrices of 

curves and helical curves are given. In the third section, information about framed curves and 

framed helices is given. In the fourth chapter, framed slant helices are defined and the 

spherical indicatrices of framed slant helices are emphasized. In addition, the relations 

between the framed slant helices and their spherical indicatrices are given. In the last part, a 

framed curve is given and it is shown that this curve is a framed slant helix and its spherical 

indicatrices are shaped. 

Keywords: Slant Helix, Framed Curve, Framed Slant Helix, Spherical Indicatrices of Framed 

Slant Helices. 
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ 

ℝ  : Reel Uzay 

ℝ𝟑  : Üç Boyutlu Öklid Uzayı 

𝑽  : Vektör Uzayı 

< , >  : İç Çarpım                 

∥  ∥  : Norm                  

×  : Vektörel Çarpım 

𝑰  : Öklid Uzayında Açık Aralık                                              

{𝑻,𝑵, 𝑩} : α Eğrisinin Frenet Çatısı                                                                                                              

𝜿, 𝝉  : α Frenet Eğrisinin Eğrilik ve Burulması 

𝑺𝟐  : Küre                  

𝜸  : Çatılandırılmış Eğri 

{𝒗, 𝝁𝟏̅̅̅̅ , 𝝁𝟐̅̅̅̅ } : γ Çatılandırılmış Eğrisinin Uyarlanmış Çatısı 

𝒑, 𝒒  : γ Çatılandırılmış Eğrisinin Eğrilik ve Burulması 

𝑯  : Harmonik Eğrilik 
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            1. GİRİŞ 

Eğriler teorisi geçmişten günümüze kadar diferansiyel geometrinin en önemli ve en 

çok merak edilen çalışma alanlarından birisi olmuştur. Carl Friedrich Gauss ile Gaspard 

Monge eğriler ve yüzeyler ile ilgili çok önemli çalışmalar yapmışlardır. Bu yönüyle 

diferansiyel geometrinin kurucuları sayılabilirler. Birçok araştırmacı bugüne kadar eğrileri 

farklı uzaylarda inceleyip eğrilerin karakterizasyonunu verdiler. 

Öklid uzayında regüler eğriler ve bu eğrilerin birim küre üzerindeki görüntüleri ile 

ilgili birçok çalışma yapılmıştır. Bunun için de Frenet-Serret formüllerinden yararlanılmıştır. 

Regüler bir eğrinin herhangi bir noktasındaki teğet, normal ve binormal vektörlerinden 

yararlanılarak eğrinin eğriliği 𝜅 ve burulması 𝜏 hesaplanabilmiştir. Bunun sonucu olarak da 

eğrinin karakterizasyonu hakkında fikir yürütülmüştür.  

1802 yılında M. A. Lancret tarafından genel helisin karakterizasyonu verildi ve 1845 

yılında ilk olarak B. de Saint Venant tarafından kanıtlandı. 

Buna göre;  

i) 𝜅 = 0 ⇔ 𝛼 bir doğrudur. 

ii) 𝜏 = 0 ⇔ 𝛼 bir düzlemsel eğridir. 

iii) 𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ˃ 0 ve 𝜏 = 0 ⇔ 𝛼 bir çemberdir. 

iv) 𝜅 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ˃ 0 ve 𝜏 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ⇔ 𝛼 bir dairesel helistir. 

v) 
𝜏

𝜅 
= 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ≠ 0 ⇔ 𝛼 bir genel helistir (O’Neill, 2006: 77). 

Yukarıda i) , ii) ,  ve iii) de belirtilen eğriler birer dejenere helistir. 

 2004 yılında Shyuichi Izumiya ve Nobuko Takeuchi tarafından ilk kez slant helisler 

tanımlandı ve bu helislerin karakterizasyonu verildi. Buna göre Izumiya ve Takeuchi genel 

olarak bir eğrinin birim asli normal vektörleri, sabit bir birim vektör ile sabit bir açı yapıyorsa 

bu eğrilere slant helis adını verdiler (Izumiya vd., 2004: 155). 

2005 yılında Kula ve Yaylı da slant helislerin küresel göstergeleri üzerine çalışmalar 

yapmışlardır. Çalışmalarında slant helislerin tanjant(teğet) göstergelerinin ve binormal 

göstergelerinin küresel göstergelerini incelediler. Dahası küresel görüntülerin küresel 

sarmallar oldukları sonucunu elde ettiler (Kula vd., 2005: 601). 
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2013 yılında ise  Okuyucu ve arkadaşları üç boyutlu Lie gruplarında slant helisleri 

tanımladılar ve slant helislerin küresel göstergelerini verdiler. Ayrıca Lie gruplarında slant 

helisler ile küresel göstergeleri arasındaki ilişkileri incelediler (Okuyucu vd., 2013: 672-683).  

 Ancak regüler eğriler için bu çalışmalar yapılırken singüler noktaları olan eğriler için 

maalesef fazla bir çalışma yapılamamıştır. Çünkü singüler noktaları olan eğrilerde regülerliği 

bozan noktalarda teğet vektörleri tanımlanamadığından Frenet-Serret formüllerinden 

yararlanmak mümkün olmamıştır. Dolayısıyla eğriye ait eğrilik ve burulmadan da bahsetmek 

mümkün olmamıştır. Sonuç olarak singüler noktaları olan eğrilerin karakterizasyonları da 

verilememiştir. 

 Son zamanlarda Shunichi Honda ve Masamoto Takahashi Öklid uzayında Framed 

(çatılandırılmış) eğrileri tanımladılar. Böylelikle singüler noktaları olan bu eğrilerin belli başlı 

koşullar altında Frenet tipi çatıları inşa edilmiş oldu (Honda vd., 2016: 265-276). 

Dahası Yongqiao Wang ve arkadaşları da çatılandırılmış genel helisin tanımını 

verdiler ve bir  çatılandırılmış eğrinin genel helis olması için gerek ve yeter koşulu verdiler 

(Wang vd., 2019: 2-12).  

ℝ3 de yapılan bu çalışmaların yanı sıra ℝ4 de yani 4 −boyutlu Öklid uzayında da 

çatılandırılmış eğriler çalışılmıştır. Mahmut Akyiğit ve Önder Gökmen Yıldız Öklid 

4 −uzayında çatılandırılmış normal eğrileri incelemişlerdir (Akyiğit vd., 2021: 258-263). 

Ayrıca yine ℝ4 de Bahar Doğan Yazıcı, Sıddıka Özkaldı Karakuş ve Murat Tosun 

çatılandırılmış normal eğrilerin karakterizasyonlarını çalışmışlardır (Yazıcı vd., 2021: 125-

131). 

Bu tezde üç boyutlu Öklid uzayında bir çatılandırılmış eğrinin çatılandırılmış slant 

helis olması şartı verildi. Ayrıca çatılandırılmış slant helislerin karakterizasyonu verildi. Sonra 

bir çatılandırılmış eğrinin çatılandırılmış küresel göstergeleri tanımlandı. Daha sonra 

çatılandırılmış slant helisler ile bunların küresel göstergeleri arasındaki ilişkiler elde edildi. 

Son olarak ise bir çatılandırılmış slant helis örneği verildi ve tezde elde edilen sonuçlar bu 

örnekle desteklendi. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde ℝ3 Öklid uzayı, ℝ3 Öklid uzayında eğriler, bir eğrinin küresel 

göstergeleri ve helis eğrileri ile ilgili tanım ve kavramlar verilmiştir. 

2.1. ℝ𝟑 Öklid Uzayı 

Tanım 2.1.1. 𝛢 boş olmayan bir cümle, 𝑉 ise ℝ cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.                 

𝑓 ∶  𝐴 𝑥 𝐴 ⟶  𝑉 fonksiyonu; 

i. Ɐ 𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈  𝐴 için 𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝑓(𝑃, 𝑅) , 

ii. ∀ 𝑃 ∈ 𝐴 ve ∀ 𝛼 ∈ 𝑉 için 𝑓(𝑃,𝑄) = 𝛼 olacak şekilde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 noktası vardır, 

bu iki şartı sağlıyorsa 𝐴 ya 𝑉 ile birleşen bir afin uzay denir (Hacısalihoğlu, 1998: 1). 

Tanım 2.1.2. 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑞 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3) ∈ ℝ
3 ve 〈 , 〉 ∶ ℝ3 𝑥 ℝ3 ⟶ℝ olmak üzere

 〈𝑝 , 𝑞 〉 = 𝑝1𝑞1 + 𝑝2𝑞2 + 𝑝3𝑞3 

eşitliğiyle tanımlanan  〈 , 〉 fonksiyonuna ℝ3 uzayının doğal iç çarpımı ya da Öklid  iç çarpımı 

denir (Sabuncuoğlu, 2014: 1). 

 Tanım 2.1.3. 𝑝 ∈ ℝ3 olmak üzere 𝑝 → || 𝑝 ||: ℝ3 ⟶ℝ3 için 

|| 𝑝 || = √ 〈𝑝, 𝑝〉   fonksiyonuna ℝ3  de bir normdur denir (Sabuncuoğlu, 2014: 1). 

Tanım 2.1.4. 𝑝, 𝑞 ∈ ℝ3 için  

𝑑(𝑝, 𝑞) = ||𝑝 − 𝑞|| şeklinde tanımlanan 𝑑: ℝ3𝑥 ℝ3 ⟶ℝ  fonksiyonuna ℝ uzayında 

bir metriktir denir (Sabuncuoğlu, 2014: 1). 

Tanım 2.1.5. 𝐴, 𝑉 vektör uzayı ile birleşen bir 3 −boyutlu afin uzay olsun. Eğer 𝑉 bir iç 

çarpım uzayı ise 𝐴 afin uzayına bir Öklid uzayı denir (Yüce, 2020: 6). 

Tanım 2.1.6. ℝ3 de standart baz vektörler 𝑒1⃗⃗  ⃗, 𝑒2⃗⃗  ⃗, 𝑒3⃗⃗  ⃗ olmak üzere ve 𝑉⃗  , 𝑊⃗⃗⃗ ∈ ℝ3 olsun. 

𝑉⃗ × 𝑊⃗⃗⃗ = |

𝑒1 𝑒2 𝑒3
𝜈1 𝜈2 𝜈3
𝑤1 𝑤2 𝑤3

| ifadesine 𝑉⃗  ile 𝑊⃗⃗⃗  nün vektörel çarpımı denir (Struik, 1988: 

11). 
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2.2. ℝ𝟑 Öklid Uzayında Eğriler Teorisi 

2.2.1. Eğriler İle İlgili Temel Kavramlar 

Tanım 2.2.1.1. 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ⟶ ℝ3 biçiminde ∁ ∞ sınıfından bir 𝛼 dönüşümüne ℝ3 uzayında 

diferansiyellenebilir bir eğri denir (Lugo, 1992: 8). 

Buradaki her bir 𝑡 parametresi için 𝑡 ⟶ 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), 𝛼3(𝑡)) şeklindedir. 

Tanım 2.2.1.2. ℝ3 uzayında bir 𝑀 eğrisi (𝐼, 𝛼) komşuluğu ile verilsin. 

 𝛼: 𝐼 ⟶ ℝ3 fonksiyonunun koordinat fonksiyonları 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3  olmak üzere  

 𝛼(𝑡) = (𝛼1(𝑡), 𝛼2(𝑡), 𝛼3(𝑡)) ∈ ℝ
3  

yazılabilir.  

Böylece          

  
𝑑𝛼

𝑑𝑡
|𝑡 = (

𝑑𝛼1

𝑑𝑡
|𝑡 ,

𝑑𝛼2

𝑑𝑡
|𝑡  ,

𝑑𝛼3

𝑑𝑡
|𝑡) = (

𝑑𝛼1

𝑑𝑡
 ,
𝑑𝛼2

𝑑𝑡
 ,
𝑑𝛼3

𝑑𝑡
)|𝑡  

vektörüne 𝑀 eğrisinin 𝛼(𝑡) ∈ 𝑀 noktasındaki hız vektörü denir (Yüce, 2020: 121). 

Tanım 2.2.1.3. ℝ3 uzayında bir 𝑀 eğrisi (𝐼, 𝛼) komşuluğu ile verilsin. ∀ 𝑡 ∈ ℝ için                             

𝑡 ⟶ ∥ 𝛼′(𝑡) ∥ = √〈𝛼ˈ(𝑡), 𝛼ˈ(𝑡)〉 olarak tanımlanan fonksiyona 𝑀 eğrisinin (𝐼, 𝛼) koordinat 

komşuluğuna göre skalar hız fonksiyonu denir.  

Buradaki ∥ 𝛼′(𝑡) ∥ ∈ ℝ reel sayısına ise eğrinin 𝛼(𝑡) noktasındaki skalar hızı denir (Yüce, 

2020: 123). 

Tanım 2.2.1.4. (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile 𝑀 eğrisi verilsin. 

 Eğer ∀ 𝑠 ∈ 𝐼  için           

 ∥ 𝛼′(𝑠) ∥ = 1  

oluyorsa 𝑀 eğrisi bu komşulukta birim hızlıdır denir (Hacısalihoğlu, 1998: 149). 

Buradaki 𝑠 ∈ 𝐼  parametresine yay-parametresi denir.  

Tanım 2.2.1.5. 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 diferansiyellenebilir bir eğri olsun. Her 𝑡 ∈ 𝐼  için 𝛼′(𝑡) ≠ 0 ise 

𝛼 eğrisine regüler eğri denir (Carmo, 1976: 6). 

Tanım 2.2.1.6. ℝ3  uzayında birim hızlı 𝛼: 𝐼 ⟶ ℝ3  eğrisi için    

 𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠)  

eşitliğiyle belirli 𝑇(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki birim teğet vektörü denir 

(Sabuncuoğlu, 2014: 74). 
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Tanım 2.2.1.7. ℝ3 uzayında birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi için 𝜅 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ, 

  𝜅(𝑠)  = ∥ 𝑇′(𝑠) ∥  

fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin eğrilik fonksiyonu denir.  

𝜅(𝑠) sayısına ise eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki eğriliği denir (Sabuncuoğlu, 2014: 74). 

Tanım 2.2.1.8. ℝ3 uzayında birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi için      

𝑁(𝑠)  =
𝛼′′(𝑠)

∥𝛼′′(𝑠)∥  
=

𝑇′(𝑠)

𝜅(𝑠) 
  

eşitliğiyle belirli 𝑁(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki asli normal vektörü denir 

(Sabuncuoğlu, 2014: 75). 

Tanım 2.2.1.9. ℝ3 uzayında birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi için    

 𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) 𝑥 𝑁(𝑠)  

eşitliğiyle tanımlı 𝐵(𝑠) vektörüne 𝛼 eğrisinin 𝛼(𝑠) noktasındaki binormal vektörü denir 

(Sabuncuoğlu, 2014: 75). 

Tanım 2.2.1.10. ℝ3 uzayında birim hızlı 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi için 𝜏 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ ,   

 𝜏(𝑠) = − 〈𝐵′(𝑠),𝑁(𝑠)〉  

 fonksiyonuna 𝛼 eğrisinin burulma fonksiyonu denir. 

 𝜏(𝑠) sayısına ise eğrinin 𝛼(𝑠) noktasındaki burulması denir (Sabuncuoğlu, 2014: 76). 

Sonuç 2.2.1.11. 𝛼 ∶ 𝐼 ⊂ ℝ⟶ ℝ3  eğrisi 𝑠 yay parametresiyle birim hızlı bir eğri olsun. 

 𝛼 eğrisinin Frenet elemanları {𝑇(𝑠),𝑁(𝑠), 𝐵(𝑠), 𝜅(𝑠), 𝜏(𝑠)} olmak üzere 

i) 𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠), 

 

ii) 𝑁(𝑠) =
𝛼′′(𝑠)

∥𝛼′′(𝑠)∥
 , 

 

iii) 𝐵(𝑠) = 𝑇(𝑠) 𝑥 𝑁(𝑠), 

 

iv) 𝜅(𝑠) = ∥ 𝛼′′(𝑠) ∥, 

 

v) 𝜏(𝑠) =
〈𝛼′(𝑠), 𝛼′′(𝑠) 𝑥 𝛼′′′(𝑠)〉

∥𝛼′′(𝑠)∥2
    

ile hesaplanır. 
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Frenet vektörlerinin türevleri de; 

i) 𝑇′(𝑠) = 𝜅(𝑠)𝑁(𝑠) , 

 

ii) 𝑁′(𝑠) = −𝜅(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝜏(𝑠)𝐵(𝑠) , 

 

iii) 𝐵′(𝑠) = −𝜏(𝑠)𝑁(𝑠)  

şeklindedir. 

Frenet vektörleri ile türevleri arasındaki ilişki kısaca; 

[
𝑇′

𝑁′

 𝐵′
] = [

    0
−𝜅
    0

    
   𝜅
   0
−𝜏
     
0
𝜏
 0
  ] [ 

𝑇
𝑁
 𝐵 
 ]      

ile gösterilir. 

Birim hızlı olmayan eğrilerde ise Frenet elemanları 

i) 𝑇(𝑠) =
𝛼′(𝑠)

∥𝛼′(𝑠)∥
 , 

 

ii) 𝑁(𝑠) = 𝐵(𝑠) 𝑥 𝑇(𝑠), 

 

iii) 𝐵(𝑠) =
 𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)

∥ 𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)∥
 , 

 

iv) 𝜅(𝑠) =
∥ 𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)∥

∥𝛼′(𝑠)∥3
 , 

 

v) 𝜏(𝑠) =  
〈𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠),𝛼′′′(𝑠)〉

∥ 𝛼′(𝑠) 𝑥 𝛼′′(𝑠)∥2
                           

ile bulunur. 

 

2.2.2. Bir Eğrinin Küresel Göstergeleri 

Tanım 2.2.2.1. ℝ3 uzayında merkezi 𝑎 ve yarıçapı 𝑟 olan bir küre   

𝑆2 = { 𝛸 ∈ ℝ3 |〈𝑋 − 𝑎,⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   𝑋 − 𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗〉 = 𝑟2} 

şeklinde ifade edilir. 

Böylece 𝑋 ∈ 𝑆2 ⊂ ℝ3, 𝑎 ∈ ℝ3 için  𝑋 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ve 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) olmak üzere 

(𝑥1– 𝑎1)
2 + (𝑥2– 𝑎2)

2 + (𝑥3– 𝑎3)
2 = 𝑟2    

dir, 𝑟 = 1 için 𝑆2 küresi birim küredir (Yüce, 2020: 178). 
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Tanım 2.2.2.2. 𝑀 ⸦ ℝ3, (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğuna sahip bir eğri olsun. Bu 𝑀 eğrisi, 𝑆2 

küresi üzerinde yatıyorsa 𝑀 eğrisine küresel eğri denir (Yüce, 2020: 178). 

Tanım 2.2.2.3. ℝ3 de bir 𝛼 eğrisi 𝑠 ∈ 𝐼 yay parametresi ile verilsin. 𝛼 eğrisinin bir 𝑃 

noktasındaki birim teğet vektörü 𝑇 olmak üzere, 𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑇 olacak şekilde 𝑄 ∈ ℝ3 vardır. 

Burada 𝑃 noktası 𝛼 eğrisini çizerken 𝑄 noktasının birim küre yüzeyinde çizdiği eğriye 𝛼 

eğrisinin birinci küresel göstergesi veya teğetler göstergesi adı verilir (Hacısalihoğlu, 1998: 

259). 

  

Şekil 2.1. Teğetler Göstergesi 

 

𝛼 eğrisinin teğetler göstergesi 𝛼𝑇 ile gösterilirse, 𝛼𝑇 nin denklemi     

 𝛼𝑇 = 𝑇 

şeklindedir. 

𝛼𝑇 eğrisinin yay parametresine 𝑠𝑇 denilirse, 𝛼 ile 𝛼𝑇 eğrilerinin yay parametreleri arasındaki 

ilişki 

𝑑𝑠𝑇 =∥ 𝑇
′(𝑠) ∥ 𝑑𝑠  

şeklindedir. 

𝛼 eğrisinin 𝑃 noktasındaki eğriliği 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑠→0

∆𝜃

∆𝑠
=

𝑑𝜃

𝑑𝑠
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ile hesaplanır. Teğetler göstergesinin yay elementi 𝑑𝑠𝑇 =∥ 𝑇
′(𝑠) ∥ 𝑑𝑠 ve 𝑇′(𝑠) = 𝜅𝑁(𝑠) 

olmak üzere 

𝑑𝑠𝑇 =∥ 𝜅𝑁(𝑠) ∥ 𝑑𝑠   

dir. Buradan 

𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑠
= 𝜅  

olarak bulunur. Diğer yandan 

 
∆𝜃

∆𝑠
=

∆𝜃

∆𝑠𝑇
.
∆𝑠𝑇

∆𝑠
 

yazılabilir. Buradan 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑠→0

∆𝜃

∆𝑠
= 𝑙𝑖𝑚

   ∆𝑠𝑇 →0

∆𝜃

∆𝑠𝑇
. 𝑙𝑖𝑚
  ∆𝑠 →0

∆𝑠𝑇

∆𝑠
 ,                                                                  

          𝑙𝑖𝑚
                   ∆𝑠𝑇 →0

∆𝜃

∆𝑠𝑇
= 1,  

            𝑙𝑖𝑚
∆𝑠→0

∆𝜃

∆𝑠
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑠 →0

∆𝑠𝑇

∆𝑠
                                                                   

𝑑𝜃

𝑑𝑠
=

𝑑𝑠𝑇

𝑑𝑠
 =  𝜅  

olarak bulunur. 

Tanım 2.2.2.4. ℝ3 de bir 𝛼 eğrisinin birim asli normal vektörü 𝑁⃗⃗  olsun. 𝛼 eğrisi çizilirken 

𝑁⃗⃗  vektörünün uç noktalarının birim küre yüzeyi üzerinde meydana getirdiği eğriye 𝛼 eğrisinin 

ikinci küresel göstergesi veya asli normaller göstergesi denir.  

 

Şekil 2.2. Asli Normaller Göstergesi 



9 

 

𝛼 eğrisinin asli normaller göstergesi 𝛼𝑁 ile gösterilirse, 𝛼𝑁 nin denklemi 

𝛼𝑁 = 𝑁  

şeklindedir (Hacısalihoğlu, 1998: 262). 

𝛼𝑁 eğrisinin yay parametresine 𝑠𝑁  denilirse, 𝛼 ile 𝛼𝑁 eğrilerinin yay parametreleri arasındaki 

ilişki           

 𝑑𝑠𝑁 =∥ 𝑁
′(𝑠) ∥ 𝑑𝑠 

şeklindedir. 

Tanım 2.2.2.5. ℝ3 de bir 𝛼 eğrisinin bir 𝑃 noktasındaki binormal vektörü 𝐵 = 𝑃𝑅 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ve komşu 

iki binormal vektörü arasındaki açı ∆𝜙 olmak üzere 𝑃 noktası 𝛼 eğrisini çizerken 𝑅 

noktasının birim küre yüzeyi üzerinde çizdiği eğriye 𝛼 eğrisinin üçüncü küresel göstergesi 

veya binormaller göstergesi denir (Hacısalihoğlu, 1998: 262). 

 

Şekil 2.3. Binormaller Göstergesi 

 

𝛼 eğrisinin binormaller göstergesi 𝛼𝐵 ile gösterilirse, 𝛼𝐵 nin denklemi 

𝛼𝐵 = 𝐵  

şeklindedir. 

𝛼𝐵 eğrisinin yay parametresine 𝑠𝐵  denilirse, 𝛼 ile 𝛼𝐵 eğrilerinin yay parametreleri arasındaki 

ilişki           

 𝑑𝑠𝐵 =∥ 𝐵
′(𝑠) ∥ 𝑑𝑠 
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şeklindedir. 

𝛼 eğrisinin 𝑃 noktasındaki burulması 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑠→0

∆𝛷

∆𝑠
=

𝑑𝛷

𝑑𝑠
   

ile hesaplanır. Binormaller göstergesinin yay elementi 𝑑𝑠𝐵 =∥ 𝐵
′(𝑠) ∥ 𝑑𝑠 ve 𝐵′(𝑠) =

−𝜏𝑁(𝑠) olmak üzere 

 𝑑𝑠𝐵 =∥ −𝜏𝑁(𝑠) ∥ 𝑑𝑠 

dir. Buradan 

 
𝑑𝑠𝐵

𝑑𝑠
= |𝜏| 

olarak bulunur. Diğer yandan 

∆𝜙

∆𝑠
=

∆𝜙

∆𝑠𝐵
.
∆𝑠𝐵

∆𝑠
  

yazılabilir. Buradan 

𝑙𝑖𝑚
∆𝑠→0

∆𝜙

∆𝑠
= 𝑙𝑖𝑚

   ∆𝑠𝐵 →0

∆𝜙

∆𝑠𝐵
. 𝑙𝑖𝑚
  ∆𝑠 →0

∆𝑠𝐵

∆𝑠
, 

         𝑙𝑖𝑚
                   ∆𝑠𝐵 →0

∆𝜙

∆𝑠𝐵
= 1 , 

             𝑙𝑖𝑚
                   ∆𝑠→0

∆𝜙

∆𝑠
= 𝑙𝑖𝑚

∆𝑠 →0

∆𝑠𝐵

∆𝑠
  

 
𝑑𝜙

𝑑𝑠
=

𝑑𝑠𝐵

𝑑𝑠
 =  |𝜏|  

olarak bulunur. 

2.2.3. Helis Eğrileri 

Tanım 2.2.3.1. 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi 𝑠 yay parametresi ile verilsin. 𝜅 ≠ 0 olmak üzere 𝛼 

eğrisinin birim teğet vektör alanı 𝑇, sabit doğrultulu bir 𝑢⃗   birim vektörü ile sabit bir açı 

yapıyorsa, yani 〈𝑇(𝑠), 𝑢⃗ 〉 =  𝑐𝑜𝑠 𝜃 ; 𝜃 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 ise 𝛼 eğrisine genel helis denir (Izumiya vd., 

2004: 154). 

Buradaki sabit doğrultulu 𝑢⃗  birim vektörüne helisin ekseni denir. 

Teorem 2.2.3.2. 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3  eğrisi verilsin. 𝜅 ≠ 0, 𝜏 sırasıyla 𝛼 eğrisinin eğriliği ve 

burulması olmak üzere 𝛼 eğrisinin genel helis olması için gerek ve yeter koşul 
𝜏

𝜅
 oranının sabit 

olmasıdır (Shifrin, 2015: 15). 
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Tanım 2.2.3.3. 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3   eğrisi 𝑠 yay parametresi ile verilsin. 𝜅 ≠ 0 olmak üzere 

𝛼 eğrisinin asli birim normal vektör alanı 𝑁, sabit doğrultulu bir  𝑢⃗  birim vektörü ile sabit bir 

açı yapıyorsa, 𝛼 eğrisine slant helis denir (Izumiya vd., 2004: 155). 

Teorem 2.2.3.4. 𝛼 ∶ 𝐼 ⟶ ℝ3 eğrisi birim hızlı bir eğri ve 𝜅 ≠ 0 olsun. 𝛼 eğrisinin slant helis 

olması için gerek ve yeter koşul 𝜎 =
𝜅2

(𝜅2+𝜏2)
3
2

(
𝜏

𝜅
)′  fonksiyonunun sabit fonksiyon olmasıdır 

(Izumiya vd., 2004: 155). 

Teorem 2.2.3.5. ℝ3  de bir Frenet eğrinin slant helis olması için gerek ve yeter koşul teğetler 

göstergesinin genel helis olmasıdır (Kula vd., 2005: 602). 

Teorem 2.2.3.6. ℝ3  de bir Frenet eğrinin slant helis olması için gerek ve yeter koşul normaller 

göstergesinin çember olmasıdır (Kula vd., 2010: 264). 

Teorem 2.2.3.7. 𝜏 ≠ 0 olmak üzere ℝ3  de bir Frenet eğrinin slant helis olması için gerek ve 

yeter koşul binormaller göstergesinin genel helis olmasıdır (Kula vd., 2005: 602). 
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3. ℝ𝟑 DE ÇATILANDIRILMIŞ EĞRİLER VE ÇATILANDIRILMIŞ 

HELİSLER 

Bu bölümde üç boyutlu Öklid uzayında çatılandırılmış eğriler ve çatılandırılmış 

helisler tanımlanmıştır. Ayrıca bir çatılandırılmış eğrinin çatılandırılmış helis olması için 

gerek ve yeter koşul verilmiştir. 

3.1. Çatılandırılmış Eğri 

𝛾: 𝐼 ⊂ ℝ⟶ ℝ3 eğrisi singüler noktaları olan bir eğri olmak üzere 

∆2= {𝜇 = (𝜇1𝑥 𝜇2) ∈ ℝ
3 × ℝ3 | 𝜇𝑖𝜇𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,2} olarak tanımlanan üç boyutlu düzgün 

bir manifold olsun. 

𝜇 = (𝜇1, 𝜇2) ∈ ∆2  için 𝜈 =  𝜇1𝑥 𝜇2 ∈ ℝ
3  birim vektörü tanımlanabilir. Bu durumda 𝜈 

vektörü 𝜇1 ve  𝜇2 ile ortogonaldir (Wang vd., 2019: 2). 

Tanım 3.1.1. Her 𝑠 ∈ 𝐼 ve 𝑖 = 1, 2 için (𝛾, 𝜇): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 olmak üzere  

 〈𝛾′(𝑠), 𝜇𝑖(𝑠)〉 = 0  

olacak şekilde bir 𝛾 eğrisi varsa 𝛾 eğrisine çatılandırılmış eğri denir (Wang vd., 2019: 2). 

Burada (𝛾, 𝜇): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisi için Frenet-Serret formülleri aşağıdaki 

gibidir. 

𝑣′(𝑠) = −𝑚(𝑠)𝜇1(𝑠) − 𝑛(𝑠)𝜇2(𝑠), 

𝜇1
′(𝑠) = 𝑙(𝑠)𝜇2(𝑠) +𝑚(𝑠)𝑣(𝑠), 

𝜇2
′(𝑠) = −𝑙(𝑠)𝜇1(𝑠) + 𝑛(𝑠)𝑣(𝑠). 

Burada           

 𝑙(𝑠) = 〈𝜇1
′(𝑠), 𝜇2(𝑠)〉, 

            𝑚(𝑠) = 〈𝜇1
′(𝑠), 𝑣(𝑠)〉,  

            𝑛(𝑠) = 〈𝜇2
′(𝑠), 𝑣(𝑠)〉  

şeklindedir. 

Ayrıca            

 𝛾′(𝑠) = 𝛼(𝑠)𝑣(𝑠)  

olacak şekilde düzgün bir 𝛼: 𝐼 ⟶ ℝ  fonksiyonu vardır.  Buradaki 𝑙(𝑠),𝑚(𝑠), 𝑛(𝑠) ve 𝛼(𝑠) 

fonksiyonları 𝛾 eğrisinin eğrilikleri olarak adlandırılır.  Eğer 𝑚(𝑠) = 𝑛(𝑠) = 0 ise 𝑣′(𝑠) = 0 
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dır. Bu çalışmada 𝑣′(𝑠) ≠ 0 kabul edilecektir. Açıkçası 𝛼(𝑠0) = 0  olursa 𝑠0 noktası 𝛾 

eğrisinin bir singüler noktası olacaktır. Çatılandırılmış eğrinin eğrilikleri singüler noktalarda 

eğriyi karakterize etmek için kullanılabilir. 

Teorem 3.1.2. (𝛾, µ) ve (𝛾̅, µ̅): 𝐼 → ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrilerinin eğrilikleri, sırasıyla 

(𝑙, 𝑚, 𝑛, 𝛼) ve (𝑙,̅ 𝑚̅, 𝑛̅, 𝛼̅) olsun. O zaman (𝛾, µ) ve (𝛾̅, µ̅) çatılandırılmış eğrileri congruenttir 

(uyumludur) (Wang vd., 2019: 2). 

𝛾 eğrisi boyunca uyarlanmış bir çatıyı {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} olarak tanımlarsak Frenet-Serret  

formülleri 

(

𝑣′(𝑠)

𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠)

𝜇2̅̅ ̅
′(𝑠)

) = (

0  𝑝(𝑠) 0
−𝑝(𝑠) 0 𝑞(𝑠)
0 −𝑞(𝑠) 0

)(

𝑣(𝑠) 
𝜇1̅̅ ̅(𝑠)

𝜇2̅̅ ̅(𝑠)
)  

şeklindedir. 

 Dolayısıyla 

𝑣′(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠),                                                                                                   (3.1) 

𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠) = −𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠),             (3.2)

 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑠) = −𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                  (3.3) 

şeklindedir. 

𝜃(𝑠) düzgün fonksiyon olmak üzere 

(
𝜇1̅̅ ̅(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)

) = (
𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑠) −𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑠)
𝑠𝑖𝑛 𝜃(𝑠)     𝑐𝑜𝑠 𝜃(𝑠)

) (
𝜇1(𝑠)
𝜇2(𝑠)

)  

olacak şekilde (𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) ∈ ∆2 tanımlayalım. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅ , 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğri ise 

   𝑣̅(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) 𝑥  𝜇2̅̅ ̅̅ (𝑠) =  𝜇1(𝑠) 𝑥 𝜇2(𝑠) = 𝑣(𝑠)  

olduğu açıktır. Buradaki 𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠) vektörlerine sırasıyla genelleştirilmiş tanjant 

vektör, genelleştirilmiş asli normal vektör ve genelleştirilmiş binormal vektör denir. 

(𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri (𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠), 𝛼(𝑠)) 

olmak üzere 

𝑝(𝑠) = |𝑣′(𝑠)| > 0 ve 𝑞(𝑠) = 𝑙(𝑠) − 𝜃′(𝑠)  

dir.  
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Tanım 3.1.3. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğri olsun. 𝛾 çatılandırılmış bazlı eğrisi 

𝑆2 üzerinde bir eğri ise 𝛾 eğrisine çatılandırılmış küresel eğri denir (Wang vd., 2019: 5). 

3.2. Çatılandırılmış Helis 

Tanım 3.2.1. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. 𝛾 eğrisinin 

genelleştirilmiş teğetler vektörü olan 𝑣, sabit bir 𝜁 birim vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa 𝛾 

eğrisine çatılandırılmış helis denir (Wang vd., 2019: 7). 

Teorem 3.2.2. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠)} olsun. 𝛾 eğrisi bir çatılandırılmış helistir ancak ve 

ancak 

 
𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
= ±𝑐𝑜𝑡 𝜔 , 𝜔 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡  

dir (Wang vd., 2019: 7). 

İspat: 𝛾 bir çatılandırılmış helis olsun. Bu durumda     

 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 = 𝑐𝑜𝑠𝜔 , 𝜔 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡                                                                                   (3.4) 

yazılabilir. 

(3.4) eşitliğinin türevi alınırsa 

 (〈𝑣(𝑠), 𝜁〉)′ = (𝑐𝑜𝑠𝜔)′, 

 〈𝑣′(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝑣(𝑠), 𝜁′〉 = 0, 

 〈𝑣′(𝑠), 𝜁〉 = 0                                                                                                             (3.5) 

elde edilir. 

(3.1) eşitliği (3.5) denkleminde kullanılırsa 

 〈𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 𝑝(𝑠)〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0                                                                                                            (3.6) 

yazılabilir. 

(3.6) eşitliğinin türevi alınırsa 

 〈𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁

′〉 = 0, 

 〈𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉 = 0                                                                                                           (3.7)  
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bulunur.   

(3.2) eşitliği (3.7) denkleminde kullanılırsa 

 〈−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0,  

 〈−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 −𝑝(𝑠)〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 + 𝑞(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 𝑝(𝑠)〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 = 𝑞(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉                                                                                 (3.8) 

elde edilir. 

(3.4) ifadesi (3.8) denkleminde yerine yazılırsa      

 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 =
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
𝑐𝑜𝑠𝜔            (3.9) 

olur. 

𝜁 , 𝛾 çatılandırılmış slant helisinin ekseni olduğundan 

𝜁 = 𝜆1𝑣(𝑠) + 𝜆2𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 𝜆3𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                                           (3.10)  

yazılabilir. Burada           

 𝜆1 = 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉, 𝜆2 = 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉, 𝜆3 = 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉   

dir.  

(3.10) denkleminde  𝜆1, 𝜆2, 𝜆3  değerleri yazılırsa 

 𝜁 = 𝑐𝑜𝑠𝜔 𝑣(𝑠) +
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                                          (3.11) 

elde edilir. 

𝜁 , birim vektör olduğundan  ∥ 𝜁 ∥= 1 dir. 

 ∥ 𝜁 ∥= √(𝑐𝑜𝑠𝜔)2 + (
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2
(𝑐𝑜𝑠𝜔)2  = 1 , 

 (𝑐𝑜𝑠𝜔)2 + (
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2
(𝑐𝑜𝑠 𝜔)2  = 1, 

 1−𝑐𝑜𝑠2𝜔 = (
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2

𝑐𝑜𝑠2𝜔, 

 𝑠𝑖𝑛2𝜔 = (
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2

𝑐𝑜𝑠2𝜔, 

 
𝑠𝑖𝑛2𝜔

𝑐𝑜𝑠2𝜔
= (

𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2

, 
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 𝑡𝑎𝑛2𝜔 = (
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
)
2

, 

 ±𝑡𝑎𝑛𝜔 =
𝑝(𝑠)

𝑞(𝑠)
 , 

 ±𝑐𝑜𝑡 𝜔 =
𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
 

sonucuna ulaşılır.  

Böylece ispat tamamlanır. 
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4. ℝ𝟑 DE ÇATILANDIRILMIŞ SLANT HELİS VE KÜRESEL 

GÖSTERGELERİ 

Bu bölümde çatılandırılmış slant helis ve ekseni tanımlandı. Ayrıca çatılandırılmış 

slant helisin bir karakterizasyonu verildi. Bunun yanında çatılandırılmış slant helislerin 

küresel göstergeleri ve çatılandırılmış slant helisler ile küresel göstergeleri arasındaki ilişkiler 

incelendi. 

4.1. Çatılandırılmış Slant Helis 

Tanım 4.1.1. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. 𝛾 eğrisinin 

genelleştirilmiş asli normal vektörü 𝜇1̅̅ ̅ , sabit bir 𝜁 birim vektörü ile sabit bir açı yapıyorsa 𝛾 

eğrisine çatılandırılmış slant helis denir. 

Yani her 𝑠 ∈ 𝐼 için          

 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

dir, burada 𝜑 =
𝜋

2
   açısı 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) ve 𝜁 arasındaki sabit açıdır. 

Tanım 4.1.2. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠)}olsun. (𝛾, 𝜇) çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış 

harmonik eğriliği  𝐻(𝑠) =
𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
  olarak tanımlanır. 

Teorem 4.1.3. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠)} olsun.  𝛾 bir çatılandırılmış slant helis ise ancak ve 

ancak  

  𝜎(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
= ±𝑐𝑜𝑡 𝜑 , 𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 

ifadesi bir sabit fonksiyondur, buradaki 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin bir çatılandırılmış 

harmonik eğriliğidir. 

İspat: (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠)}olsun. 𝛾 bir çatılandırılmış slant helis olmak üzere, 

𝜑 bir sabit ve 𝜁 da bir sabit birim vektör olsun. Bu durumda;  

 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝑐𝑜𝑠 𝜑                                                                                                     (4.1) 

yazılabilir. 

(4.1) eşitliğinin türevi alınırsa 
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 (〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉)
′ = (𝑐𝑜𝑠 𝜑)′, 

 〈𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁

′〉 = 0, 

 〈𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉 = 0                                                                                                           (4.2) 

olur. 

(3.2) eşitliği (4.2) denkleminde kullanılırsa 

 〈−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 〈−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 −𝑝(𝑠)〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 + 𝑞(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 0, 

 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉                                                                                        (4.3) 

elde edilir. 

(4.3) eşitliğinin türevi alınırsa  

 〈𝑣′(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝑣(𝑠), 𝜁′〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)(〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉)
′, 

 〈𝑣′(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)(〈𝜇2̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉 + 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁

′〉), 

 〈𝑣′(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)〈 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑠), 𝜁〉                                                       (4.4) 

eşitliği elde edilir. 

(3.1) ve (3.3) eşitlikleri (4.4) denkleminde yerine yazılırsa 

 〈𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)〈−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉, 

 𝑝(𝑠)〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)(−𝑞(𝑠))〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉, 

 𝑝(𝑠)〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 + 𝐻(𝑠)𝑞(𝑠)〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉, 

 (𝑝(𝑠) + 𝐻(𝑠)𝑞(𝑠))〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻′(𝑠)〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉                                                      (4.5) 

eşitliği elde edilir. 

(4.1) eşitliği (4.5) denkleminde yerine yazılırsa; 

 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 =
𝑝(𝑠)+ 𝐻(𝑠)𝑞(𝑠)

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑 ,  

            〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉 =
𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑                                                                               (4.6) 

elde edilir. 
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(4.6) ifadesi (4.3) eşitliğinde yazılırsa; 

 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 = 𝐻(𝑠)
𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑 , 

 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉 =
𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑                                                                           (4.7) 

bulunur. 

𝛾 çatılandırılmış slant helisinin ekseni, 𝜁 olduğundan 

𝜁 = 𝜆1𝑣(𝑠) +  𝜆2𝜇1̅̅ ̅(𝑠)+ 𝜆3𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                                             (4.8) 

yazılabilir. Burada 

𝜆1 = 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉,  𝜆2 = 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉,  𝜆3 = 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉   

dir.  

(4.8) denkleminde 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 değerleri yerine yazılırsa 

 𝜁 =
𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝑣(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 

𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

elde edilir. 

𝜁 bir sabit birim vektör olduğundan ∥ 𝜁 ∥= 1 dir. 

Buna göre 

 (
𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑)

2

+ (𝑐𝑜𝑠 𝜑)2 + (
𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑐𝑜𝑠 𝜑)

2

= 1 , 

 𝑐𝑜𝑠2𝜑 (
(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
)

2

𝑝2(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠)) = 1 − 𝑐𝑜𝑠2𝜑  , 

 𝑐𝑜𝑠2𝜑 (
(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
)

2

𝑝2(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠)) = 𝑠𝑖𝑛2𝜑, 

 
𝑝2(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

3

(𝐻′(𝑠))
2 =

𝑠𝑖𝑛2𝜑

𝑐𝑜𝑠2𝜑
 , 

 
𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

3
2⁄

𝐻′(𝑠)
= ±

𝑠𝑖𝑛 𝜑

𝑐𝑜𝑠 𝜑
  ,  

 ±𝑐𝑜𝑡 𝜑 =
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))
3
2⁄
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olur. 

±𝑐𝑜𝑡 𝜑 = 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 olduğundan 𝜎(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))
3
2⁄
 ifadesi de sabittir, buradaki 

𝜑, 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) ile 𝜁 arasındaki sabit açıdır. 

Böylelikle ispat tamamlanır. 

Teorem 4.1.4. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri ve 𝛾 eğrisinin belirttiği 

uyarlanmış çatı {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} olsun. 𝛾 çatılandırılmış eğrisi bir çatılandırılmış slant 

helis ise 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin ekseni ; 

 𝜁 =  (
𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑣(𝑠) + 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)) 𝑐𝑜𝑠 𝜑  

dir. Burada 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış harmonik eğriliği 𝐻(𝑠) =
𝑞(𝑠)

𝑝(𝑠)
 dir ve 𝜑 ≠

𝜋

2
  açısı sabit 

bir açıdır. 

İspat: 𝛾 çatılandırılmış slant helisinin ekseni 𝜁 ise  

𝜁 = 𝜆1𝑣(𝑠) +  𝜆2𝜇1̅̅ ̅(𝑠)+ 𝜆3𝜇2̅̅ ̅(𝑠) yazılabilir.  

Burada 

𝜆1 = 〈𝑣(𝑠), 𝜁〉,  𝜆2 = 〈𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉,  𝜆3 = 〈𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 𝜁〉   

dir. 

(4.1), (4.6) ve (4.7) denklemlerinin sonucundan; 

𝜁 = (
𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
𝑣(𝑠) + 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝑝(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠))

𝐻′(𝑠)
 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)) 𝑐𝑜𝑠 𝜑   

Bulunur, buradaki 𝜑, 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) ile 𝜁 arasındaki sabit açıdır. 

Böylelikle ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.1.5. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri ve 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin 

uyarlanmış çatısı {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} olsun. 𝛾 bir çatılandırılmış slant helis ise 𝛾 

çatılandırılmış eğrisinin ekseni; 

 𝜁 = 𝑐𝑜𝑠𝜓(𝑠) 𝑠𝑖𝑛 𝜑 𝑣(𝑠) + 𝑐𝑜𝑠 𝜑 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 𝑠𝑖𝑛 𝜓(𝑠) 𝑠𝑖𝑛𝜑 𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 
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şeklindedir, burada 𝜓(𝑠) = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠 (
𝐻(𝑠)

(1 + 𝐻2(𝑠))
1
2

) , 𝑣(𝑠) ile 𝜁  arasındaki açıdır, ayrıca 

𝜑, 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) ile 𝜁  arasındaki sabit açıdır. 

 

4.2. Çatılandırılmış Slant Helislerin Küresel Göstergeleri 

4.2.1. Çatılandırılmış Slant Helislerin 𝒗 − Göstergeleri 

Tanım 4.2.1.1. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2bir çatılandırılmış eğri olsun. Her 𝑠 ∈ 𝐼 için  

𝛽(𝑠) = 𝑣(𝑠)  

olarak tanımlanan (𝛽, 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅ , 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅): 𝐼 → 𝑆2 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisine 𝛾 eğrisinin 

çatılandırılmış 𝑣 −yönündeki göstergesi denir. 𝛽 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları 

{𝑣𝛽, 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅, 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅}  ile gösterilirse 

𝛽′(𝑠) = 𝛼𝛽(𝑠)𝜈𝛽(𝑠)                                                                                                  (4.9) 

olacak şekilde 𝛼𝛽: 𝐼 ⟶ ℝ  düzgün fonksiyonu vardır. 

Teorem 4.2.1.2. ℝ3 de (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) bir çatılandırılmış eğri ve  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

𝑣 −yönündeki göstergesi (𝛽, 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅, 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅) olsun. 𝛾 bir çatılandırılmış slant helis ise ancak ve 

ancak 𝛽 bir çatılandırılmış helistir. 

İspat: Varsayalım ki 𝛾, ℝ3 de bir çatılandırılmış slant helis ve 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

𝑣 −yönündeki göstergesi 𝛽 olsun. 

Tanım 4. 2. 1. 1. den 

  𝛽(𝑠) = 𝑣(𝑠)  

olup bu son eşitliğin 𝑠 parametresine göre türevi alınırsa 

 𝛽′(𝑠) = 𝜈′(𝑠)  

olur. 

Son denklemde (3.1) ve (4.9) eşitlikleri yerine yazılırsa 

 𝛼𝛽(𝑠)𝜈𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)                                                                                        (4.10) 

elde edilir. 

(4.10) eşitliğinin normu alınırsa 
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 |𝛼𝛽(𝑠)| = 𝑝(𝑠) , 

 𝛼𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠) > 0                                                                                                   (4.11) 

elde edilir. 

 (4.11) ifadesi (4.10) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 𝑝(𝑠) 𝜈𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠) ,  

 𝜈𝛽(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅(𝑠)                                                                                                          (4.12) 

olacaktır.  

(4.12) denkleminin türevi alınırsa 

 𝜈𝛽
′(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅

′(𝑠) 

elde edilir. 

(3.2) eşitliği son denklemde yazılırsa 

 𝑝𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = −𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                                (4.13) 

elde edilir. 

(4.13) eşitliğinin normu alınırsa 

 𝑝𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)√(1 + 𝐻2(𝑠))                                                                                    (4.14) 

eşitliği elde edilir. 

(4.14) deki pβ(s) ifadesinin eşiti (4.13) numaralı eşitlikte yazılırsa  

 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = −𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                            (4.15) 

elde edilir.          

 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = 𝜈𝛽(𝑠) 𝑥 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠), 

 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = |

𝑣(𝑠) 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)

    0 1 0

−
1

√1+𝐻2(𝑠)
0

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)

| , 

  𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                               (4.16) 
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olacaktır. 

(4.16) eşitliğinin türevi alınırsa 

 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅′(𝑠) = (
 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝑣(𝑠) +
 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈′(𝑠) + (

 1

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +
 1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠) , 

−𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) +

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈′(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

                               +
 1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠)  

olur. 

Son eşitlikte (3.1) ve (3.3) ifadeleri yerlerine yazılırsa 

  −𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) +

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 

                                       +
 1

√1+𝐻2(𝑠)
(−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)),  

−𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) + (

𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
−

 𝑞(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)  

                            −
𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1 + 𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

−𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) + 0. 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

 −𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 

elde edilir. 

𝛾 bir çatılandırılmış slant helis olduğundan  𝜎(𝑠) =
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
  düzenlemesi yapılırsa

 −𝑞𝛽(𝑠)𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝑣(𝑠) − 𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜎(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 

bulunur.  

Bu son denklemin normu alınırsa 

 𝑞𝛽(𝑠) = √(𝑝(𝑠)𝜎(𝑠))
2
+ (𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝐻(𝑠))2, 

 𝑞𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)                                                                               (4.17) 

elde edilir.  



24 

 

(4.14) ve (4.17) eşitlikleri kullanılırsa;                                                  

 
𝑞𝛽(𝑠)

 𝑝𝛽(𝑠) 
=

𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)

𝑝(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
 ,  

 
𝑞𝛽(𝑠)

 𝑝𝛽(𝑠) 
= 𝜎(𝑠)  

sonucuna ulaşılır. 

𝛾, ℝ3 de bir çatılandırılmış slant helis olduğundan  
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
= 𝜎(𝑠) ifadesi bir sabit 

sayıdır. Dolayısıyla 
𝑞𝛽(𝑠)

𝑝𝛽(𝑠) 
 ifadesinin de sabit olduğu aşikardır. Yani 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

𝑣 −yönündeki göstergesi olan 𝛽 bir çatılandırılmış helistir.  

Sonuç 4.2.1.3. 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin 𝑣 −gösterge eğrisi olan 𝛽 bir regüler çatılandırılmış 

eğridir. 

İspat: (4.11) den 𝛼𝛽(𝑠)  =  𝑝(𝑠) >  0  olup sonuç aşikardır. 

Sonuç 4.2.1.4. ℝ3 de bir (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} ile  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝑣 −yönündeki göstergesi 

(𝛽, 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅, 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅) ve 𝛽 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları {𝑣𝛽(𝑠), 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠)} olsun. Bu 

durumda 𝛾 ve 𝛽 eğrilerinin uyarlanmış çatı elemanları arasında aşağıdaki eşitlikler vardır. 

 𝜈𝛽(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) , 

 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) = −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅(𝑠) =
 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠).  

Burada 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin harmonik eğriliğidir. 

İspat: (4.12), (4.15) ve (4.16) eşitliklerinden görülür. 

Sonuç 4.2.1.5. ℝ3 de bir (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

eğrilikleri 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠) ile  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝑣 −yönündeki göstergesi 

(𝛽, 𝜇1𝛽̅̅ ̅̅ ̅, 𝜇2𝛽̅̅ ̅̅ ̅) ve 𝛽 eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri 𝑝𝛽(𝑠), 𝑞𝛽(𝑠)  olsun. Bu durumda 𝛾 ve 𝛽 

çatılandırılmış eğrilerinin çatılandırılmış eğrilikleri arasında aşağıdaki eşitlikler vardır. 

 𝑝𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)√(1 + 𝐻2(𝑠)) , 

 𝑞𝛽(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) . 
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Burada 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin harmonik eğriliğidir. 

İspat: (4.14) ve (4.17) eşitliklerinden görülür. 

4.2.2. Çatılandırılmış Slant Helislerin  𝝁𝟏̅̅̅̅ −Göstergeleri 

Tanım 4.2.2.1. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. Her 𝑠 ∈ 𝐼 için                      

             𝜂(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅(𝑠)  

olarak tanımlanan (𝜂, 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅): 𝐼 ⟶ 𝑆2 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisine 𝛾 eğrisinin 

çatılandırılmış 𝜇1̅̅ ̅ −yönündeki göstergesi denir. 𝜂 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları 

{𝑣𝜂 , 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅} ile gösterilirse 

𝜂′(𝑠) = 𝛼𝜂(𝑠)𝑣𝜂(𝑠)                                                                                                 (4.18) 

olacak şekilde 𝛼𝜂: 𝐼 ⟶ ℝ düzgün fonksiyonu vardır. 

Teorem 4.2.2.2. ℝ3 de (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) bir çatılandırılmış eğri ve  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇1̅̅ ̅ − 

yönündeki göstergesi (𝜂, 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅) olsun. 𝛾 eğrisi bir çatılandırılmış slant helis ise 𝜂 eğrisi 𝑆2  

üzerinde bir düzlemsel eğridir. 

İspat: 𝛾 eğrisi, ℝ3 de bir çatılandırılmış slant helis ve 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇1̅̅ ̅ − 

yönündeki göstergesi 𝜂 olsun. 

Tanım 4. 2. 2. 1. den 

 𝜂(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) 

 olup bu son eşitliğin 𝑠 parametresine göre türevi alınırsa 

 𝜂′(𝑠) = 𝜇1̅̅ ̅
′(𝑠) 

olur.  

Son denklemde (3.2) ve (4.18) yerlerine yazılırsa 

 𝛼𝜂(𝑠)𝑣𝜂(𝑠)  = −𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                                 (4.19) 

elde edilir.  

(4.19) eşitliğinin normu alınırsa 

 |𝛼𝜂(𝑠)| = √𝑝2(𝑠) + 𝑞2(𝑠) ,  

 |𝛼𝜂(𝑠)| = 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) , 
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𝛼𝜂(𝑠) = 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)                                                                                       (4.20) 

elde edilir. 

 (4.20) eşitliği (4.19) da yerine yazılırsa 

 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)𝑣𝜂(𝑠) = − 𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

 𝑣𝜂(𝑠) = −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈(𝑠) +

𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                              (4.21) 

bulunur.  

(4.21) denkleminin türevinden 

 𝑣𝜂
′(𝑠) = (−

1

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝑣(𝑠) −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈′(𝑠) + (

𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

                           +
𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
 𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠), 

 𝑝𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) = (−
1

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝑣(𝑠) −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈′(𝑠) + (

𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 

                                    +
𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
 𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠)  

elde edilir. 

Yukarıdaki denklemde (3.1) ve (3.3) eşitlikleri yerine yazılırsa 

𝑝𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
 𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) −

1

√1+𝐻2(𝑠)
𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

                        +
 𝐻(𝑠)

√1+𝐻²(𝑠)
(−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)), 

𝑝𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
 𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) − 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

elde edilir. 

𝛾 bir çatılandırılmış slant helis olduğundan  
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
= 𝜎(𝑠) düzenlemesi yapılabilir. 

Böylece 

 𝑝𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) = 𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜎(𝑠)𝑣(𝑠) − 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) (4.22) 

ifadesi elde edilir. 

(4.22) eşitliğinin normu alınırsa; 
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𝑝𝜂(𝑠) = √(𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜎(𝑠))2 + (−𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) )
2

+ (𝑝(𝑠)𝜎(𝑠))2, 

 𝑝𝜂(𝑠) = √𝑝2(𝑠)𝐻2(𝑠)𝜎2(𝑠) + 𝑝2(𝑠)(1 + 𝐻2(𝑠)) + 𝑝2(𝑠)𝜎2(𝑠), 

 𝑝𝜂(𝑠) = 𝑝(𝑠)√𝐻2(𝑠)𝜎2(𝑠) + (1 + 𝐻2(𝑠)) + 𝜎2(𝑠), 

 𝑝𝜂(𝑠) = 𝑝(𝑠)√(1 + 𝐻2(𝑠))(1 + 𝜎2(𝑠))                                                                (4.23) 

elde edilir. 

(4.23) ifadesi (4.22) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 𝑝(𝑠)√(1 + 𝐻2(𝑠))(1 + 𝜎2(𝑠))𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) = 𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜎(𝑠)𝑣(𝑠) 

                                                                              −𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻(𝑠)𝜎(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) −

 1

√1+ 𝜎2(𝑠)
𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝜎(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)        (4.24) 

olur. 

𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅(𝑠) = 𝑣𝜂(𝑠) 𝑥 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) , 

𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅(𝑠) = |
|

𝑣(𝑠)      𝜇1̅̅ ̅(𝑠)  𝜇2̅̅ ̅(𝑠)
−1

√1+𝐻²(𝑠)
     0

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻²(𝑠)

𝜎(𝑠)𝐻(𝑠)

√𝜎2(𝑠)+1√1+𝐻2(𝑠)
−

1

√𝜎2(𝑠)+1

 𝜎(𝑠)

√𝜎2(𝑠)+1√1+𝐻2(𝑠)

|
| ,     

𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅(𝑠) =
𝐻(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 𝜎(𝑠)

√1+ 𝜎2(𝑠)
𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+ 𝜎2(𝑠) √1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)       (4.25) 

bulunur. 

(4.25) eşitliğinin türevi alınırsa 

−𝑞𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
((

𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝑣(𝑠) +
𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈′(𝑠))  

                           +
 𝜎(𝑠)

√1+ 𝜎2(𝑠)
𝜇1̅̅ ̅

′(𝑠) +
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
((

1

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠))   

eşitliği elde edilir. 

Son denklemde (3.1), (3.2) ve (3.3) eşitlikleri yerine yazılırsa 
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−𝑞𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
(

𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) +

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠))   

                                            +
 𝜎(𝑠)

√1+ 𝜎2(𝑠)
(−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)) 

                               +
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
((−

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
(−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)))   

olur.  

Son eşitlikte  
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
= 𝜎(𝑠)  düzenlemesi yapılırsa 

−𝑞𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
(𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝑣(𝑠) + 

 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)) 

                                            + 
 𝜎(𝑠)

√1+ 𝜎2(𝑠)
(−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)) 

                               +
1

√1+ 𝜎2(𝑠)
((−𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜎(𝑠))𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
(−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)))    

elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 −𝑞𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) = 0. 𝑣(𝑠) + 0. 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) + 0. 𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

 𝑞𝜂(𝑠)𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) = 0  

elde edilir.  

Bu son denklemin normu alındığında 

 𝑞𝜂(𝑠) = 0                                                                                                                 (4.26) 

bulunur. 

Sonuç olarak 𝑞𝜂(𝑠) = 0 olduğundan 𝜂 eğrisi bir düzlemsel eğridir. Yani 𝛾 bir çatılandırılmış 

slant helis iken 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin çatılandırılmış 𝜇1̅̅ ̅ − yönündeki göstergesi olan 𝜂 bir 

düzlemsel eğridir. 

Sonuç 4.2.2.3. 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin 𝜇1̅̅ ̅ −gösterge eğrisi olan 𝜂 bir regüler çatılandırılmış 

eğridir. 

İspat: (4.20) den 𝛼𝜂(𝑠) = 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) > 0  olup sonuç aşikardır. 

Sonuç 4.2.2.4. ℝ3 de bir (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} ile  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇1̅̅ ̅ −yönündeki göstergesi 
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(𝜂, 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅) ve 𝜂 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları {𝑣𝜂(𝑠), 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠), 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅(𝑠)} olsun. Bu 

durumda 𝛾 ve 𝜂 eğrilerinin uyarlanmış çatı elemanları arasında aşağıdaki ilişkiler vardır. 

 𝑣𝜂(𝑠) = −
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜈(𝑠) +

𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

 𝜇1𝜂̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻(𝑠)𝜎(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) −

 1

√1+ 𝜎2(𝑠)
𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

𝜎(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

 𝜇2𝜂̅̅ ̅̅̅(𝑠) =
𝐻(𝑠) 

√1+ 𝜎2(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

 𝜎(𝑠)

√1+ 𝜎2(𝑠)
𝜇1̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+ 𝜎2(𝑠) √1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠). 

Burada 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin harmonik eğriliğidir. 

İspat: (4.21), (4.24) ve (4.25) eşitliklerinden görülür. 

4.2.3. Çatılandırılmış Slant Helislerin 𝝁𝟐̅̅̅̅ −Göstergeleri 

Tanım 4.2.3.1. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅ ): 𝐼 ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 bir çatılandırılmış eğri olsun. Her 𝑠 ∈ 𝐼 için  

𝛿(𝑠) =  𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

olarak tanımlanan (𝛿, 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅): 𝐼 ⟶ 𝑆2 𝑥 ∆2 çatılandırılmış eğrisine 𝛾 eğrisinin 

çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ −yönündeki göstergesi denir. 𝛿 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları 

{𝑣𝛿 , 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ , 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅} ile gösterilirse 

𝛿′(𝑠) = 𝛼𝛿(𝑠)𝑣𝛿(𝑠)                                                                                                 (4.27) 

olacak şekilde 𝛼𝛿 : 𝐼 ⟶ ℝ  düzgün fonksiyonu vardır. 

Teorem 4.2.3.2. ℝ3 de (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) bir çatılandırılmış eğri ve  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ − 

yönündeki göstergesi (𝛿, 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅  , 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅)  olsun. 𝛾 bir çatılandırılmış slant helis ise ancak ve ancak 

𝛿 bir çatılandırılmış helistir. 

İspat: 𝛾 eğrisi, ℝ3 de bir çatılandırılmış slant helis ve 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ − 

yönündeki göstergesi 𝛿 olsun. 

Tanım 4. 2. 3. 1. den 

 𝛿(𝑠) = 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

olup bu son eşitliğin 𝑠 parametresine göre türevi alınırsa 

 𝛿′(𝑠) = 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑠) 

olur.  

(3.3) ve (4.27) eşitlikleri son denklemde yazılırsa 
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 𝛼𝛿(𝑠)𝑣𝛿(𝑠) = −𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠),   

 𝛼𝛿(𝑠)𝑣𝛿(𝑠)  = −𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)                                                                            (4.28) 

elde edilir. 

(4.28) denkleminin normu alınırsa 

 |𝛼𝛿(𝑠)| = |𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)|, 

 𝛼𝛿(𝑠) = 𝜀 𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)                                                                                                (4.29) 

olur, burada 𝜀 = 1 ise 𝐻(𝑠) > 0, 𝜀 = −1 ise 𝐻(𝑠) <  0 dır. 

(4.29) eşitliği (4.28) eşitliğinde yerine yazılırsa 

𝜀 𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)𝑣𝛿(𝑠) = −𝑝(𝑠)𝐻(𝑠) 𝜇1̅̅ ̅(𝑠),        

𝑣𝛿(𝑠) = −𝜀 𝜇1̅̅ ̅(𝑠)                                                                                                    (4.30) 

elde edilir.  

(4.30) eşitliğinin türevi alınırsa 

 𝑣𝛿
′(𝑠) = −𝜀 𝜇1̅̅ ̅

′(𝑠)   

olacaktır.  

Yukarıdaki son denklemde (3.2) eşitliği yazılırsa 

𝑝𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) = −𝜀 (−𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)) , 

𝑝𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) = 𝜀 𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) − 𝜀 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                              (4.31) 

olur.  

(4.31) eşitliğinin normu alınırsa 

 𝑝𝛿(𝑠) = √𝑝2(𝑠) + 𝑞2(𝑠) , 

 𝑝𝛿(𝑠) = 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)                                                                                       (4.32) 

elde edilir. 

(4.32) eşitliği (4.31) eşitliğinde yerine yazılırsa 

 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) = 𝜀 𝑝(𝑠)𝑣(𝑠) − 𝜀 𝑞(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
 𝜀

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) −

 𝜀 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                               (4.33) 
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bulunur.          

 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅(𝑠) = 𝑣𝛿(𝑠)𝑥 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) 

 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅(𝑠) = |

𝑣(𝑠)        𝜇1̅̅ ̅(𝑠)        𝜇2̅̅ ̅(𝑠)
0     −𝜀      0
𝜀

 √1+𝐻2(𝑠)
       0 −

 𝜀 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)

| 

 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅(𝑠) =
𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)                                                               (4.34) 

olur.  

(4.34) denkleminin türevi alınırsa 

  𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅ˈ(𝑠) = (
𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝑣(𝑠) +
𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
𝑣′(𝑠) + (

1

√1+𝐻2(𝑠)
)
′

𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +
1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠) , 

 −𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) +

𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
𝑣′(𝑠) 

                                             −
𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅

′(𝑠)    

elde edilir. 

(3.1) ve (3.3) eşitlikleri yukarıdaki denklemde yerine yazılırsa 

−𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) +

𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
𝑝(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)  

                               −
𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
(−𝑞(𝑠)𝜇1̅̅ ̅(𝑠)) , 

−𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) + (

𝑝(𝑠)𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
−

𝑞(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
) 𝜇1̅̅ ̅(𝑠)  

                               −
𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

−𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) + 0. 𝜇1̅̅ ̅(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠) , 

−𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝑣(𝑠) −

𝐻(𝑠)𝐻′(𝑠)

(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
𝜇2̅̅ ̅(𝑠)  

bulunur. 
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Son eşitlikte  
𝐻′(𝑠)

𝑝(𝑠)(1+𝐻2(𝑠))
3
2⁄
= 𝜎(𝑠)  düzenlemesi yapılırsa   

 𝑞𝛿(𝑠)𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) = −𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝑣(𝑠) + 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝐻(𝑠)𝜇2̅̅ ̅(𝑠) 

olur.  

Bu son denklemin normu alınırsa 

 𝑞𝛿(𝑠) = √(−𝑝(𝑠)𝜎(𝑠))
2
+ (𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)𝐻(𝑠))2, 

 𝑞𝛿(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠)                                                                       (4.35) 

elde edilir. 

(4.32) ve (4.35) eşitlikleri kullanılırsa 

 
𝑞𝛿(𝑠)

𝑝𝛿(𝑠)
=

𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)

𝑝(𝑠)√1+𝐻2(𝑠)
 ,     

 
𝑞𝛿(𝑠)

𝑝𝛿(𝑠)
= 𝜎(𝑠)  

bulunur. Buradan  
𝑞𝛿(𝑠)

𝑝𝛿(𝑠)
 nin sabit olduğu sonucuna ulaşılır. 

Sonuç olarak 𝛾 bir çatılandırılmış slant helis ise 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ − yönündeki 

göstergesi olan 𝛿 bir çatılandırılmış helistir. 

Sonuç 4.2.3.3. ℝ3 de bir (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin uyarlanmış çatı 

elemanları {𝑣(𝑠), 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 𝜇2̅̅ ̅(𝑠)} ile  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ − yönündeki göstergesi 

(𝛿, 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅  , 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅) ve 𝛿 eğrisinin uyarlanmış çatı elemanları {𝑣𝛿(𝑠), 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠), 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅(𝑠)} olsun. Bu 

durumda 𝛾 ve 𝛿 eğrilerinin uyarlanmış çatı elemanları arasında aşağıdaki ilişkiler vardır. 

 𝑣𝛿(𝑠) = −𝜀 𝜇1̅̅ ̅(𝑠), 

 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅ (𝑠) =
 𝜀

√1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) −

 𝜀 𝐻(𝑠)

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠), 

 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅(𝑠) =
𝐻(𝑠)

 √1+𝐻2(𝑠)
𝑣(𝑠) +

1

√1+𝐻2(𝑠)
𝜇2̅̅ ̅(𝑠). 

Burada 𝜀 = 1 ise 𝐻(𝑠) > 0, 𝜀 = −1 ise 𝐻(𝑠) < 0 olup 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin 

harmonik eğriliğidir. 

İspat: (4.30), (4.33) ve (4.34) eşitliklerinden açıktır. 
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Sonuç 4.2.3.4. ℝ3 de bir (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış eğrisi ve 𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 

eğrilikleri 𝑝(𝑠), 𝑞(𝑠) ile  𝛾 eğrisinin çatılandırılmış 𝜇2̅̅ ̅ − yönündeki göstergesi (𝛿, 𝜇1𝛿̅̅ ̅̅  , 𝜇2𝛿̅̅ ̅̅̅) 

ve 𝛿 eğrisinin çatılandırılmış eğrilikleri 𝑝𝛿(𝑠), 𝑞𝛿(𝑠)  olsun. Bu durumda 𝛾 ve 𝛿 eğrilerinin 

çatılandırılmış eğrilikleri arasında aşağıdaki bağıntılar vardır. 

 𝑝𝛿(𝑠) = 𝑝(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) 

 𝑞𝛿(𝑠) = 𝑝(𝑠)𝜎(𝑠)√1 + 𝐻2(𝑠) 

Burada 𝐻(𝑠), 𝛾 çatılandırılmış eğrisinin harmonik eğriliğidir. 

İspat: (4.32) ve (4.35) eşitliklerinden açıktır. 
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Örnek: 𝛾 ∶ (−2𝜋, 2𝜋) ⊂ ℝ⟶ ℝ3, 

𝛾(𝑡) =
√6

5
(𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

7
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

𝑠𝑖𝑛(𝑡)

5
, − 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) +

2

7
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) +

𝑐𝑜𝑠(𝑡)

5
,
2√6𝑡

5
−

                           √6 𝑠𝑖𝑛 (
2𝑡

5
))  olarak tanımlanan bir eğri olsun. 

𝛾 eğrisinin 𝑡 = 0 noktasında bir singüler noktaya sahip olduğu açıktır, ki böylece 𝛾 bir Frenet 

eğri değildir. Öte yandan, 𝛾 eğrisi (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅): (−2𝜋, 2𝜋) ⊂ ℝ⟶ ℝ3 𝑥 ∆2 görüntüsü ile bir 

çatılandırılmış eğridir. (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) olarak verilen bu çatılandırılmış eğrinin uyarlanmış çatı 

vektörleri ve uyarlanmış eğrilikleri bulunup görüntüleri oluşturulursa  

𝛾(𝑡) =
√6

5
(𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

7
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

𝑠𝑖𝑛(𝑡)

5
, − 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) +

2

7
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) +

𝑐𝑜𝑠(𝑡)

5
,
2√6𝑡

5
−

                           √6 𝑠𝑖𝑛 (
2𝑡

5
)), 

𝛾′(𝑡) =
√6

5
(
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) −

2

 5
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) −

1

5
𝑐𝑜𝑠(𝑡) ,

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

                            
1

5
𝑠𝑖𝑛(𝑡) ,

2√6

5
−

2√6

5
𝑐𝑜𝑠(

2𝑡

5
))                                             (4.36) 

elde edilir.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                Şekil 4.1. 𝛾 Çatılandırılmış Slant Helis 

(4.36) eşitliğinin normu alınırsa 
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∥ 𝛾′(𝑡) ∥=

√6

5

√
  
  
 
  
  9

25
𝑐𝑜𝑠2 (

3𝑡

5
) +

4

25
𝑐𝑜𝑠2 (

7𝑡

5
) +

1

25
𝑐𝑜𝑠2(𝑡) +

9

25
𝑠𝑖𝑛2 (

3𝑡

5
) +

4

25
𝑠𝑖𝑛2 (

7𝑡

5
) +

1

25
𝑠𝑖𝑛2(𝑡)

+
24

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

12

25
𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) −

6

25
𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) +

4

25
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡)

−
12

25
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

6

25
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) +

4

25
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) −

48

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)

 , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=

 
√6

5

√
  
  
  
  
 9

25
+

4

25
+

1

25
+

24

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

12

25
(𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
))

−
6

25
(𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡)) +

4

25
(𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) + 𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡))

−
48

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)

 , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=

√6

5
√
38

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

12

25
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

6

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) +

4

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) −

48

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=
√6

5
√
38

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

12

25
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) − 2 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=  
√6

5
√
38

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

12

25
(2𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) − 1) − 2 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=   
√6

5
√
38

25
+

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) −

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

2𝑡

5
) +

12

25
− 2𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=  
√6

5
√
38

25
+

12

25
− 2𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=  
√6

5
√2 − 2 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=
√6

5
√2 − 2(1 − 2𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
)) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=  
√6

5
√4𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=
√6

5
2 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝛾′(𝑡) ∥=  
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)                                                                                            (4.37) 

elde edilir. 
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𝛾′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑣(𝑡) eşitliğinin normu alınırsa       

 ∥ 𝛾′(𝑡) ∥= 𝛼(𝑡)  

olur. 

(4.37) eşitliği son denklemde kullanılırsa 

𝛼(𝑡) =  
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)                                                                                                   

(4.38) 

eşitliği elde edilir. 

𝛾′(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑣(𝑡)  eşitliğinde (4.36) ve (4.38) eşitlikleri yerine yazılırsa; 

2√6

5
𝑠𝑖𝑛(

𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

√6

5
(
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) −

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) −

1

5
𝑐𝑜𝑠(𝑡) ,

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

                                             
1

5
𝑠𝑖𝑛(𝑡) ,

2√6

5
−

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)), 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

10
(3 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) − 2 𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) − 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 3 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) − 2 𝑠𝑖𝑛 (

7𝑡

5
) −

                                         𝑠𝑖𝑛(𝑡) , 2√6 − 2√6 𝑐𝑜𝑠 (
2𝑡

5
)), 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

10
(2 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) − 2 𝑐𝑜𝑠 (

7𝑡

5
) + 𝑐𝑜𝑠 (

3𝑡

5
) − 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 2 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) −

                                         2 𝑠𝑖𝑛 (
7𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

3𝑡

5
) − 𝑠𝑖𝑛(𝑡) , 2√6 − 2√6 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)) , 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

10
(−4 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

−2𝑡

5
) + (−2) 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

−𝑡

5
) , 4 𝑠𝑖𝑛 (

−2𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) +

                                         2 𝑠𝑖𝑛 (
−𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6 (1 − 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
))) , 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

10
(4 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) + 2 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) , −4 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) −

                                         2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6(1 − (1 − 2𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
)))) , 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

10
(4 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) + 2 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) , −4 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) −

                                         2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6(2𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
))) , 
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𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

1

5
(2𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) , −2 𝑠𝑖𝑛 (

2𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) −

                                        𝑠𝑖𝑛 (
𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
)) , 

𝑠𝑖𝑛(
𝑡

5
) 𝜈(𝑡) =

                                       
1

5
(4 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)+𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) ,−4 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) −

                                       𝑠𝑖𝑛 (
𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
)) , 

𝜈(𝑡) =
1

5
(4𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) , −4 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) − 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)), 

𝜈(𝑡) =
1

5
(2(𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
)) + 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) , −2 (𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) + 𝑐𝑜𝑠 (

−4𝑡

5
)) −

                           𝑐𝑜𝑠 (
4𝑡

5
) , 2√6 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)), 

𝜈(𝑡) =
1

5
(2𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) + 3 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) , −2 𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) − 3 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) , 2√6𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
))         (4.39) 

elde edilir. 

Şekil 4.2. 𝛾 eğrisinin 𝑣 −göstergesi 
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(4.39) eşitliğinin türevi alınırsa 

 𝑣′(𝑡) =
1

5
(
12

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) +

12

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) ,

12

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) +

12

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
))         (4.40) 

elde edilir. 

(4.40) eşitliğinin normu alınırsa 

            ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
√

144

25
𝑐𝑜𝑠2 (

6𝑡

5
) +

144

25
𝑐𝑜𝑠2 (

4𝑡

5
) +

288

25
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) +

144

25
𝑠𝑖𝑛2 (

6𝑡

5
)

+
144

25
𝑠𝑖𝑛2 (

4𝑡

5
) +

288

25
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) +

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
)

 , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
√
144

25
+

144

25
+

288

25
(𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
)) +

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
√
288

25
+

288

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) +

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
√
288

25
(1 + 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)) +

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
 √

288

25
(1 + 2𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) − 1) +

24

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
1

5
 √

600

25
𝑐𝑜𝑠2 (

𝑡

5
) , 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥=
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 

elde edilir. 

(3.1) ifadesine göre 

 𝑣′(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜇1̅̅ ̅(𝑡)  

eşitliği bilindiğinden bu son eşitliğin normu alınırsa; 

 ∥ 𝑣′(𝑡) ∥= 𝑝(𝑡)  

olur. Buna göre 

 𝑝(𝑡) =
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)                                                                                                   (4.41) 

olur. 

 𝑣′(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝜇1̅̅ ̅(𝑡)  
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eşitliğinde (4.40) ve (4.41) yerine yazılırsa 

 
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝜇1̅̅ ̅(𝑡) =

1

5
(
12

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) + 

12

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) ,

12

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) +

                                                 
12

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)), 

 
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝜇1̅̅ ̅(𝑡) =

1

5
(
12

5
(𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) + 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
)) ,

12

5
(𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) +

                                                 𝑠𝑖𝑛 (
4𝑡

5
)) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)), 

 
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝜇1̅̅ ̅(𝑡) =

1

5
(
12

5
2 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) ,

12

5
2 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)),  

 
2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) 𝜇1̅̅ ̅(𝑡) =

1

5
(
24

5
𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) ,

24

5
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)) ,  

 𝜇1̅̅ ̅(𝑡) =
1

5
(2√6 𝑐𝑜𝑠(𝑡) , 2√6 𝑠𝑖𝑛(𝑡) , 1)                                                                  (4.42) 

elde edilir. 

 

Şekil 4.3. 𝛾 eğrisinin 𝜇1̅̅ ̅ −göstergesi 

 

 𝜇2̅̅ ̅(𝑡) = 𝑣(𝑡) 𝑥 𝜇1̅̅ ̅(𝑡), 

 𝜇2̅̅ ̅(𝑡) = ||

𝑒1       𝑒2         𝑒3  
3

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) +

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
)       −

3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
)           

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)

 
2√6

5
𝑐𝑜𝑠(𝑡)        

2√6

5
𝑠𝑖𝑛(𝑡)      

1

5

|| , 
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𝜇2̅̅ ̅(𝑡) = (−
3

25
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

2

25
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) −

24

25
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) ,

24

25
𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) −

                            
3

25
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) −

2

25
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) ,

6√6

25
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) +

4√6

25
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) +

                            
6√6

25
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) +

4√6

25
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡)), 

𝜇2̅̅ ̅(𝑡) = (−
3

25
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) −

2

25
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) −

24

25
(−

1

2
) (𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) −

                            𝑐𝑜𝑠 (
4𝑡

5
)) ,

24

25

1

2
(𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) + 𝑠𝑖𝑛 (

−4𝑡

5
)) −

3

25
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) −

                            
2

25
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) ,

6√6

25
(𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡)) +

4√6

25
(𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) +

                            𝑐𝑜𝑠 (
6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠(𝑡))) , 

𝜇2̅̅ ̅(𝑡) = (−
3

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) +

2

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) , −

3

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) +

2

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) ,

2√6

5
𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
)) , 

𝜇2̅̅ ̅(𝑡) =
1

5
(−3 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) + 2 𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) , −3 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) + 2 𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) , 2√6 𝑐𝑜𝑠 (

𝑡

5
))     (4.43) 

bulunur. 

 

Şekil 4.4. 𝛾 eğrisinin 𝜇2̅̅ ̅ −göstergesi 
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(4.43) eşitliğinin türevi alınırsa 

 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) =

1

5
(
12

5
𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) −

12

5
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) ,−

12

5
𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) +

12

5
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) ,−

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)) 

olur. 

(3.3) ifadesine göre; 

 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) = −𝑞(𝑡)𝜇1̅̅ ̅(𝑡)   

eşitliği bilindiğinden bu ifadenin normu alınırsa 

 ∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥= | 𝑞(𝑡)|  

olur.  

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√

144

25
𝑠𝑖𝑛2 (

4𝑡

5
) +

144

25
𝑠𝑖𝑛2 (

6𝑡

5
) −

288

25
𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) +

144

25
𝑐𝑜𝑠2 (

6𝑡

5
)

+
144

25
𝑐𝑜𝑠2 (

4𝑡

5
) −

288

25
𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
) +

24

25
𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
)

 , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√
144

25
+

144

25
−

288

25
(𝑠𝑖𝑛 (

6𝑡

5
) 𝑠𝑖𝑛 (

4𝑡

5
) + 𝑐𝑜𝑠 (

6𝑡

5
) 𝑐𝑜𝑠 (

4𝑡

5
)) +

24

25
𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√
288

25
−

288

25
𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
) +

24

25
𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√
288

25
(1 − 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑡

5
)) +

24

25
𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√
288

25
(1 − (1 − 2𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
))) +

24

25
𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

1

5
√24𝑠𝑖𝑛2 (

𝑡

5
) , 

∥ 𝜇2̅̅ ̅
′(𝑡) ∥=

2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
) , 

olur. Böylece 

𝑞(𝑡) =
2√6

5
𝑠𝑖𝑛 (

𝑡

5
)                                                                                                   (4.44) 

elde edilir. Ayrıca 

𝐻(𝑡) =
𝑞(𝑡)

𝑝(𝑡)
   

eşitliğinde (4.41) ve (4.44) ifadeleri kullanılırsa 
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𝐻(𝑡) =
2√6

5
 𝑠𝑖𝑛(

𝑡

5
)

2√6

5
 𝑐𝑜𝑠(

𝑡

5
) 
 , 

𝐻(𝑡) = 𝑡𝑎𝑛 (
𝑡

5
)                                                                                                        (4.45) 

bulunur. 

(4.45) eşitliğinin türevi alınırsa 

𝐻′(𝑡) =
1

5
(1 + 𝑡𝑎𝑛2 (

𝑡

5
))                                                                                       (4.46) 

olur. 

𝜎(𝑡) =
𝐻′(𝑡)

𝑝(𝑡)(1+𝐻2(𝑡))
3
2⁄
  

ifadesinde (4.41), (4.45) ve (4.46) değerleri yerine yazılırsa 

𝜎(𝑡) =
 
1

5
(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝑡

5
))

2√6

5
 𝑐𝑜𝑠(

𝑡

5
)(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝑡

5
))

3
2⁄
 , 

𝜎(𝑡) =
 
1

5
 

2√6

5
 𝑐𝑜𝑠(

𝑡

5
)(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝑡

5
))

1
2⁄
 ,      

 𝜎(𝑡) =
1

2√6
 

olarak hesaplanır. 

Teorem 4. 1. 3. yardımıyla  𝜎(𝑡) =
1

2√6
  ifadesi sabit olduğundan (𝛾, 𝜇1̅̅ ̅, 𝜇2̅̅ ̅) çatılandırılmış 

eğrisinin bir çatılandırılmış slant helis olduğu sonucuna varılır. 
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