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OZET

UC BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS SLANT HELISLER
UZERINE

Bu caligma dort bolimden meydana gelmektedir. Birinci bolim giris kismma ayrilmistir.
Ikinci boliim egriler ile ilgili temel kavramlara ayrilmistir. Bu bolimde egrilerin kiiresel
gostergelerine ve helisel egrilere yer verilmistir. Ugiincii bolimde ¢atilandirilmis egriler ile
catilandirilmig  helisler hakkinda bilgilere yer verilmistir. Dordinct boluimde ise
catilandirilmigs  slant helisler tanimlanmis ve ¢atilandirilmis slant helislerin - kiresel
goOstergelerinden bahsedilmistir. Ayrica catilandirilmis slant helisler ile kiresel gostergeleri
arasindaki iligkiler verilmistir. En son kisimda ise ¢atilandirilmis egriye bir 6rnek verilerek bu

egrinin ¢atilandirilmis slant helis oldugu gosterilmis ve kiiresel gostergeleri sekillendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Slant Helis, Catilandirilmis Egri, Catilandirilmig  Slant  Helis,
Catilandirilmug Slant Helislerin Kiresel Gostergeleri.



ABSTRACT
ON FRAMED SLANT HELICES IN THREE DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

This study consists of four parts. The first part is devoted to the introduction. The second
section is devoted to the basic concepts of curves. In this section, spherical indicatrices of
curves and helical curves are given. In the third section, information about framed curves and
framed helices is given. In the fourth chapter, framed slant helices are defined and the
spherical indicatrices of framed slant helices are emphasized. In addition, the relations
between the framed slant helices and their spherical indicatrices are given. In the last part, a
framed curve is given and it is shown that this curve is a framed slant helix and its spherical
indicatrices are shaped.

Keywords: Slant Helix, Framed Curve, Framed Slant Helix, Spherical Indicatrices of Framed
Slant Helices.
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1. GIRIS

Egriler teorisi gecmisten giiniimiize kadar diferansiyel geometrinin en énemli ve en
¢cok merak edilen ¢alisma alanlarindan birisi olmustur. Carl Friedrich Gauss ile Gaspard
Monge egriler ve yiizeyler ile ilgili ¢ok Onemli ¢aligmalar yapmislardir. Bu yoniiyle
diferansiyel geometrinin kurucular1 sayilabilirler. Birgok arastirmaci bugiine kadar egrileri

farkli uzaylarda inceleyip egrilerin karakterizasyonunu verdiler.

Oklid uzayinda regiiler egriler ve bu egrilerin birim kiire iizerindeki goriintiileri ile
ilgili birgok calisma yapilmistir. Bunun icin de Frenet-Serret formiillerinden yararlanilmistir.
Regiiler bir egrinin herhangi bir noktasindaki teget, normal ve binormal vektorlerinden
yararlanilarak egrinin egriligi x ve burulmasi 7 hesaplanabilmistir. Bunun sonucu olarak da

egrinin karakterizasyonu hakkinda fikir yiirtitiilmiistiir.

1802 yilinda M. A. Lancret tarafindan genel helisin karakterizasyonu verildi ve 1845

yilinda ilk olarak B. de Saint Venant tarafindan kanitlandi.
Buna gore;

i) Kk = 0 & a bir dogrudur.

i) T = 0 © «a bir diizlemsel egridir.

iii) k = sabit >0 vet = 0 & «a bir cemberdir.

IV) k = sabit > 0 ve T = sabit < « bir dairesel helistir,

V) % = sabit # 0 © a bir genel helistir (O’Neill, 2006: 77).

Yukarida i) , ii) , ve iii) de belirtilen egriler birer dejenere helistir.

2004 yilinda Shyuichi Izumiya ve Nobuko Takeuchi tarafindan ilk kez slant helisler
tanimland1 ve bu helislerin karakterizasyonu verildi. Buna gére Izumiya ve Takeuchi genel
olarak bir egrinin birim asli normal vektorleri, sabit bir birim vektor ile sabit bir ag1 yapiyorsa

bu egrilere slant helis adin1 verdiler (Izumiya vd., 2004: 155).

2005 yilinda Kula ve Yayl da slant helislerin kiiresel gostergeleri {izerine ¢aligmalar
yapmuslardir. Caligmalarinda slant helislerin tanjant(teget) gostergelerinin ve binormal
gostergelerinin  kuresel gostergelerini incelediler. Dahas1 kuresel goruntulerin  kiresel

sarmallar olduklar1 sonucunu elde ettiler (Kula vd., 2005: 601).



2013 yilinda ise Okuyucu ve arkadaslari lic boyutlu Lie gruplarinda slant helisleri
tanimladilar ve slant helislerin kiiresel gostergelerini verdiler. Ayrica Lie gruplarinda slant

helisler ile kiiresel gostergeleri arasindaki iliskileri incelediler (Okuyucu vd., 2013: 672-683).

Ancak regiiler egriler i¢in bu ¢alismalar yapilirken singiiler noktalar1 olan egriler i¢in
maalesef fazla bir ¢calisma yapilamamistir. Ciinkii singiiler noktalar1 olan egrilerde regiilerligi
bozan noktalarda teget vektorleri tanimlanamadigindan Frenet-Serret formullerinden
yararlanmak miimkiin olmamustir. Dolayisiyla egriye ait egrilik ve burulmadan da bahsetmek
miimkiin olmamustir. Sonu¢ olarak singuler noktalar1 olan egrilerin karakterizasyonlar1 da

verilememistir.

Son zamanlarda Shunichi Honda ve Masamoto Takahashi Oklid uzayinda Framed
(catilandirilmis) egrileri tanimladilar. Boylelikle singiiler noktalar1 olan bu egrilerin belli basli
kosullar altinda Frenet tipi ¢atilar1 insa edilmis oldu (Honda vd., 2016: 265-276).

Dahas1 Yongqiao Wang ve arkadaslar1 da catilandirilmis genel helisin tanimini
verdiler ve bir catilandirilmis egrinin genel helis olmasi igin gerek ve yeter kosulu verdiler
(Wang vd., 2019: 2-12).

R3 de yapilan bu calismalarm yani srra R* de yani 4 —boyutlu Oklid uzaymda da
catilandmrilmis egriler ¢alistlmistir. Mahmut Akyigit ve Onder Gokmen Yildiz Oklid
4 —uzayinda ¢atilandirilmis normal egrileri incelemislerdir (Akyigit vd., 2021: 258-263).

Ayrica yine R* de Bahar Dogan Yazici, Siddika Ozkald1 Karakus ve Murat Tosun

catilandirilmis normal egrilerin karakterizasyonlarmi ¢alismiglardir (Yazici vd., 2021: 125-
131).

Bu tezde ii¢ boyutlu Oklid uzaymda bir gatilandirilmis egrinin gatilandirilmus slant
helis olmasi sart1 verildi. Ayrica ¢atilandirilmis slant helislerin karakterizasyonu verildi. Sonra
bir catilandirilmis egrinin gatilandirilmis kiiresel gostergeleri tamimlandi. Daha sonra
catilandirilmig slant helisler ile bunlarin kiiresel gostergeleri arasindaki iliskiler elde edildi.
Son olarak ise bir gatilandirilmis slant helis 6rnegi verildi ve tezde elde edilen sonuglar bu

ornekle desteklendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bélimde R3 Oklid uzayi, R3 Oklid uzayinda egriler, bir egrinin kiiresel

gostergeleri ve helis egrileri ile ilgili tanim ve kavramlar verilmistir.
2.1. R? Oklid Uzay

Tamim 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle, V ise R cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.

f:+ Ax A — V fonksiyonu;

i.VP,Q,R€ Aicin f(P,Q)+ f(Q,R) = f(P,R)
iLVPeAveVaceViginf(P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktasi vardr,
bu iki sart1 sagliyorsa A ya V ile birlesen bir afin uzay denir (Hacisalihoglu, 1998: 1).

Tamm 2.1.2. p = (p1,P2,P3), 9 = (q1,92,q3) ER® ve (,): R¥x R®* — R olmak (zere
(P,q) =p1a1 + P2q2 + D343

esitligiyle tanimlanan (,) fonksiyonuna R3 uzayinm dogal i¢ carpimi ya da Oklid i¢ ¢arpimi
denir (Sabuncuoglu, 2014: 1).

Tamm 2.1.3. p € R3 olmak tizere p - || p ||: R® — R3 icin

[lp |l =+ (p,p) fonksiyonuna R3de bir normdur denir (Sabuncuoglu, 2014: 1).
Tamm 2.1.4.p,q € R3 icin

d(p,q) = ||lp — q|| seklinde tanimlanan d: R3x R®> — R fonksiyonuna R uzayinda
bir metriktir denir (Sabuncuoglu, 2014: 1).

Tamim 2.1.5. A,V vektor uzay: ile birlesen bir 3 —boyutlu afin uzay olsun. Eger V bir i¢
carpim uzay1 ise A afin uzayina bir Oklid uzay1 denir (YUce, 2020: 6).

Tamm 2.1.6. R3 de standart baz vektorler e;, e, & olmak lzere ve V, W € R3 olsun.

e, € é;3
Vi V2 V3
Wy W, Wwj

VxW= ifadesine V ile W niin vektorel carpimi denir (Struik, 1988:

11).



2.2. R® Oklid Uzayinda Egriler Teorisi
2.2.1. Egriler Tle Tlgili Temel Kavramlar

Tamm 2.2.1.1. « : [ ¢ R — R3 bigiminde C ® smifindan bir a déniisiimiine R® uzayinda

diferansiyellenebilir bir egri denir (Lugo, 1992: 8).
Buradaki her bir t parametresi igin t — a(t) = (a1(t), a,(t), a3(t)) seklindedir.
Tamm 2.2.1.2. R3 uzayinda bir M egrisi (I, @) komsulugu ile verilsin.

a: I — R3 fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar1 a;, a,, as olmak lizere
a(t) = (a1(t), az(t), a3(t)) € R®
yazilabilir.

Boylece

da da da da da da
El _( 1|t' th' 3|)_(dt1' tzl 3)|t

vektorine M egrisinin a(t) € M noktasindaki hiz vektorii denir (Yice, 2020: 121).

Tammm 2.2.1.3. R3® uzaymda bir M egrisi (I,a) komsulugu ile verilsin. Vt € R icin
t—lla'(t) Il =+/{a'(t),a'(t)) olarak tanimlanan fonksiyona M egrisinin (I, @) koordinat

komsuluguna gore skalar hiz fonksiyonu denir.

Buradaki || a'(t) Il € R reel sayisina ise egrinin a(t) noktasindaki skalar hizi denir (YUce,
2020: 123).

Tamm 2.2.1.4. (I, @) koordinat komsulugu ile M egrisi verilsin.

EgerV s €1 igin
la'(s)ll=1

oluyorsa M egrisi bu komsulukta birim hizlidir denir (Hacisalihoglu, 1998: 149).
Buradaki s € I parametresine yay-parametresi denir.

Tamm 2.2.1.5. « : [ — R3 diferansiyellenebilir bir egri olsun. Her t € I igin a’(t) # 0 ise

a egrisine regiiler egri denir (Carmo, 1976: 6).
Tamm 2.2.1.6. R® uzayinda birim hizli @: I — R3 egrisi igin
T(s) = a'(s)

esitligiyle belirli T(s) vektorine a egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii denir
(Sabuncuoglu, 2014: 74).



Tamim 2.2.1.7. R® uzaymnda birim hizli a : [ — R3 egrisii¢in k : I — R,
k(s) =1 T'(s) |
fonksiyonuna a egrisinin egrilik fonksiyonu denir.
K(s) sayisina ise egrinin a(s) noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014: 74).
Tamm 2.2.1.8. R3 uzayinda birim hizli a : I — R3 egrisi i¢in

') TG
NG = mor = s

esitligiyle belirli N(s) vektorine a egrisinin a(s) noktasindaki asli normal vektorii denir

(Sabuncuoglu, 2014: 75).

Tamm 2.2.1.9. R3 uzayinda birim hizli a : I — R3 egrisi i¢in

B(s) =T(s)x N(s)

esitligiyle tanimli B(s) vektOrine a egrisinin a(s) noktasindaki binormal vektorii denir

(Sabuncuoglu, 2014: 75).
Tamm 2.2.1.10. R3 uzaymda birim hizh a : I — R3 egrisii¢cint: I — R,

7(s) = — (B'(s), N(s))
fonksiyonuna a egrisinin burulma fonksiyonu denir.
7(s) sayisina ise egrinin a(s) noktasmdaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014: 76).
Sonug 2.2.1.11. a : I € R — R3 egrisi s yay parametresiyle birim hizli bir egri olsun.
a egrisinin Frenet elemanlar1 {T'(s), N(s), B(s), k(s), t(s)} olmak lzere

) T(s) = a'(s),

a'(s)

i) N(s) = '’ ()i’

iii) B(s) =T(s) x N(s),

iv)  k(s)=lla’(s) I,

_{d' ), a" ) xa" (5))
V) T(S) - ||a”(s)||2

ile hesaplanir.



Frenet vektorlerinin turevleri de;
i) T'(s) = k(s)N(s),
ii) N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s) ,

1)) B'(s) = —t(s)N(s)
seklindedir.

Frenet vektorleri ile tirevleri arasindaki iliski kisaca;

T’ 0 x O T

N|=|-«k 0 1 N

B’ 0 -7 O B
ile gosterilir.

Birim hizli olmayan egrilerde ise Frenet elemanlar1

; _a®
I) T(S) - "(X’(S)" 1

i) N(s) = B(s) x T(s),

a'(s) x a'(s)

iii) B(s) = Te®xa ol

Ila'(s) x a (s)ll

iv) k(s) = PO

_{d ) xa(s)a’ ()
V) T(S) - " (X’(S) x (X”(S)"Z
ile bulunur.

2.2.2. Bir Egrinin Kiiresel Gostergeleri

Tamm 2.2.2.1. R3 uzayinda merkezi a ve yarigap1 r olan bir kiire
S2={XeR}|(X—a, X —a)=r?}

seklinde ifade edilir.

Boylece X € S2 c R3,a € R3 igin X = (x4, x5, x3) ve a = (a4, a,, az) olmak lizere
(x1-a1)? + (2= az)? + (x3-a3)? =7r?

dir, » = 1 icin S? kiresi birim kiredir (Yce, 2020: 178).



Tamm 2.2.2.2. M < R3, (I, ) koordinat komsuluguna sahip bir egri olsun. Bu M egrisi, S2

kiiresi tizerinde yatiyorsa M egrisine kiiresel egri denir (Yice, 2020: 178).

Tamm 2.2.2.3. R3 de bir a egrisi s € I yay parametresi ile verilsin. a egrisinin bir P
noktasindaki birim teget vektorii T olmak Uzere, ﬁ =T olacak sekilde Q € R3 vardur.
Burada P noktast a egrisini ¢izerken Q noktasmin birim kiire ylizeyinde ¢izdigi egriye a

egrisinin birinci kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi adi verilir (Hacisalihoglu, 1998:

250).

Sekil 2.1. Tegetler Gostergesi

a egrisinin tegetler gostergesi a ile gosterilirse, a, nin denklemi

ar=T
seklindedir.
ar egrisinin yay parametresine s, denilirse, a ile @ egrilerinin yay parametreleri arasindaki
iliski
dsr =l T'(s) Il ds
seklindedir.
« egrisinin P noktasindaki egriligi

. A6 dae
lim—=—
As—0 As ds



ile hesaplanir. Tegetler gostergesinin yay elementi ds; =l T'(s) Il ds ve T'(s) = kN(s)
olmak uzere

dsr =l kN(s) Il ds
dir. Buradan

dasr
ds

olarak bulunur. Diger yandan

AO A Ast
As  Asy’ As

yazilabilir. Buradan

. A8 . A8 .  Ast
lim—= lim —. lim —,
As—0 As Asp -0 AST As—0 As

. AB
lim —=1,

Ast —0 Ast

. A6 . AsT
lim —= lim —
As—0 As As -0 As
ae _ dst
ds  ds

olarak bulunur.

Tamm 2.2.2.4. R3 de bir a egrisinin birim asli normal vektorii N olsun. a egrisi ¢izilirken
N vektériiniin u¢ noktalarinin birim kiire yiizeyi lizerinde meydana getirdigi egriye « egrisinin

ikinci kiresel gostergesi veya asli normaller gdstergesi denir.

a = a(s)

Sekil 2.2. Asli Normaller Gostergesi



« egrisinin asli normaller gostergesi ay ile gosterilirse, ay nin denklemi
aN = N
seklindedir (Hacisalihoglu, 1998: 262).

ay egrisinin yay parametresine sy denilirse, « ile ay egrilerinin yay parametreleri arasindaki
iliski

dsy =l N'(s) Il ds
seklindedir.

Tamm 2.2.2.5. R3 de bir a egrisinin bir P noktasindaki binormal vektorii B = PR ve komsu
iki binormal vektorii arasindaki ag1 A¢ olmak Uzere P noktast a egrisini ¢izerken R
noktasmin birim kiire ylizeyi iizerinde ¢izdigi egriye a egrisinin liglincli kiiresel gdstergesi

veya binormaller gostergesi denir (Hacisalihoglu, 1998: 262).

a = a(s)

Sekil 2.3. Binormaller Gostergesi

a egrisinin binormaller gostergesi ap ile gosterilirse, ag nin denklemi
CZB = B
seklindedir.

ag egrisinin yay parametresine sg denilirse, a ile ap egrilerinin yay parametreleri arasindaki
iliski
dsg =l B'(s) Il ds



seklindedir.

a egrisinin P noktasindaki burulmasi

As—0 As ds
ile hesaplanir. Binormaller gdstergesinin yay elementi dsg =l B'(s) Il ds ve B'(s) =
—1N(s) olmak Uizere

dsg =l =tN(s) Il ds
dir. Buradan

2=l
ds

olarak bulunur. Diger yandan

Ap _ AP Asp
As  Asg’ As

yazilabilir. Buradan

. A . A . As
im22 = lim 22 pim 2B
As—0 As Asg >0 Asp As—0 As
. A
lim 22— ,

Asg —0 Asp
Asp

. A )
lim 22 = |im &&
As—0 As As =0 As

) —
ds ds

olarak bulunur.
2.2.3. Helis Egrileri

Tamm 2.2.3.1. «: 1 — R3 egrisi s yay parametresi ile verilsin. k # 0 olmak Uzere a
egrisinin birim teget vektor alani T, sabit dogrultulu bir % birim vektori ile sabit bir ag1
yapiyorsa, Yani (T (s),u) = cos 0 ;6 = sabit ise a egrisine genel helis denir (Izumiya vd.,
2004: 154).

Buradaki sabit dogrultulu ¥ birim vekt&riine helisin ekseni denir.

Teorem 2.2.32. a:I — R3 egrisi verilsin. k # 0,7 swrasiyla a egrisinin egriligi ve
burulmas1 olmak iizere a egrisinin genel helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul % oraninin sabit

olmasidir (Shifrin, 2015: 15).
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Tamm 2.2.33. a:] — R3> egrisi syay parametresi ile verilsin. x # 0 olmak Uzere
a egrisinin asli birim normal vektor alani N, sabit dogrultulu bir ¥ birim vektori ile sabit bir

ac1 yapiyorsa, a egrisine slant helis denir (Izumiya vd., 2004: 155).

Teorem 2.2.3.4. a : | — R3 egrisi birim hizli bir egri ve k # 0 olsun. a egrisinin slant helis

2
olmas igin gerek ve yeter kosul 0 = ——— (%)’ fonksiyonunun sabit fonksiyon olmasidir
(K2+12)2

(Izumiya vd., 2004: 155).

Teorem 2.2.3.5. R3 de bir Frenet egrinin slant helis olmasi igin gerek ve yeter kosul tegetler

gostergesinin genel helis olmasidir (Kula vd., 2005: 602).

Teorem 2.2.3.6. R3 de bir Frenet egrinin slant helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul normaller

gostergesinin gember olmasidir (Kula vd., 2010: 264).

Teorem 2.2.3.7. 7 # 0 olmak Uzere R3 de bir Frenet egrinin slant helis olmasi igin gerek ve

yeter kosul binormaller gostergesinin genel helis olmasidir (Kula vd., 2005: 602).
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3. R® DE CATILANDIRILMIS EGRILER VE CATILANDIRILMIS
HELIiSLER

Bu bolimde ii¢ boyutlu Oklid uzayinda Gatilandirilmis egriler ve catilandirilmis
helisler tanimlanmistir. Ayrica bir gatilandirilmis egrinin Gatilandirilmis helis olmasi igin

gerek ve yeter kosul verilmistir.
3.1. Catilandirilms Egri
y:1 € R — R3 egrisi singiiler noktalar1 olan bir egri olmak Uzere

A= {u = (uyx pp) € R® X R® | pypu; = 65, i,j = 1,2} olarak tanimlanan ti¢ boyutlu diizgiin

bir manifold olsun.

u= (u;,py) €A, icin v= pu;xpu, €R3 birim vektorii tammlanabilir. Bu durumda v

vektori u, ve u, ile ortogonaldir (Wang vd., 2019: 2).

Tammm 3.1.1.Hers € [ vei = 1,2 igin (y,u): I — R3 x A, olmak lizere

(v'(s), mi(s)) =0
olacak sekilde bir y egrisi varsa y egrisine ¢atilandirilmis egri denir (Wang vd., 2019: 2).
Burada (y,u):I — R3 x A, catilandmrilmis egrisi icin Frenet-Serret formiilleri asagidaki
gibidir.

v'(s) = —m(s)us(s) — n(s)uz(s),

' (s) = ()2 (s) + m(s)v(s),

Hz'(s) = =1(s)u(s) + n(s)v(s).
Burada

[(s) = {p1" (5D, 12()),

m(s) = {u1'(s), v(s)),

n(s) = {uz'(s), v(s))
seklindedir.

Ayrica
y'(s) = a(s)v(s)
olacak sekilde diizgiin bir a: I — R fonksiyonu vardir. Buradaki [(s), m(s),n(s) ve a(s)

fonksiyonlar1 y egrisinin egrilikleri olarak adlandirilir. Eger m(s) = n(s) = 0isev'(s) =0
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dir. Bu calismada v'(s) # 0 kabul edilecektir. Ac¢ikgast a(sy) =0 olursa s, noktasi y
egrisinin bir singiiler noktasi olacaktir. Catilandirilmis egrinin egrilikleri singtiler noktalarda

egriyi karakterize etmek i¢in kullanilabilir.

Teorem 3.1.2. (y,w) ve (¥,): I » R3 x A, catilandirilmis egrilerinin egrilikleri, sirasiyla
(I, m,n,a) ve (I,m, 71, @) olsun. O zaman (y, W) ve (¥, i) Gatilandirilmis egrileri congruenttir
(uyumludur) (Wang vd., 2019: 2).

y egrisi boyunca uyarlanmis bir ¢atiy1 {v(s), 17 (s), 4> (s)} olarak tanimlarsak Frenet-Serret

formulleri
v'(s) 0 p(s) 0 v(s)
m ()| =|-ps 0 qls) || m(s)
' (s) 0 —q(s) 0 /\iz(s)
seklindedir.
Dolayisiyla
v'(s) = p(s)pL(s), (3.1)
i’ (s) = —p(s)v(s) + q(s)iz(s), (3.2)
' (s) = —q(s)iz(s) (3.3)
seklindedir.

0 (s) dizgun fonksiyon olmak tizere

@) = (oo~ easo) o)

olacak sekilde (fiy, itz) € A, tanimlayalim. (y, 7 , iz ): I — R3 x A, catilandirilmis egri ise
v(s) = m1(s) x [ (s) = pa(s) x uz(s) = v(s)

oldugu agiktir. Buradaki v(s), p;(s), uz(s) vektorlerine sirasiyla genellestirilmis tanjant

vektor, genellestirilmis asli normal vektor ve genellestirilmis binormal vektor denir.

(v, i1, 12): I — R3 x A, catilandirilmus egrisinin ¢atilandirilmus egrilikleri (p(s), q(s), a(s))

olmak Uzere

p(s) = |[v'(s)| > 0ve q(s) = I(s) = 6'(s)

dir.

13



Tamm 3.1.3. (¥, 7, itz ): I — R3 x A, catilandirilmis egri olsun. y Gatilandirilmis bazl egrisi

$2 {izerinde bir egri ise y egrisine ¢atilandirilmis kiiresel egri denir (Wang vd., 2019: 5).
3.2. Catilandirilnms Helis

Tamm 3.2.1. (y,li;, 1z ):1 — R3*x A, bir catilandirilmis egri olsun. y egrisinin
genellestirilmis tegetler vektorii olan v, sabit bir { birim vektori ile sabit bir a¢1 yapiyorsa y
egrisine Gatilandirilmis helis denir (Wang vd., 2019: 7).

Teorem 3.2.2. (v, 11,1z ): I — R3 x A, catilandirilmis egrisi Ve y egrisinin uyarlanmis cati
elemanlar1 {v(s), u; (s), 1z (s), p(s), q(s)} olsun. y egrisi bir ¢atilandirilmis helistir ancak ve
ancak

) _ + cot w,w = sabit

p(s)
dir (Wang vd., 2019: 7).

Ispat: y bir catilandirilmis helis olsun. Bu durumda
(v(s),{) = cosw,w = sabit (3.4)

yazilabilir.
(3.4) esitliginin tiirevi alinirsa

(v(s),{N" = (cosw)’,

@'(s), 0+ (v(s),{") =0,

(v'(s),{)=0 (3.5)
elde edilir.
(3.1) esitligi (3.5) denkleminde kullanilirsa

(p(s)n:(s),¢) = 0,

p(s)(mi(s),¢) = 0,

(1:(s),¢) =0 (3.6)
yazilabilir.
(3.6) esitliginin tiirevi alnirsa

(1" (s),¢) + (m(5),¢") = 0,

(1" (s),¢) =0 3.7)
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bulunur.

(3.2) esitligi (3.7) denkleminde kullanilirsa
(=p(s)v(s) + q(s)nz(s),¢) = 0,
(=p(s)v(s),¢) +{q(s)nz(s),{) = 0,
—p(){w(s),{) + q(s){mz(s),¢) = 0,
p(s)(v(s),{) = q(s)uz(s), )

elde edilir.

(3.4) ifadesi (3.8) denkleminde yerine yazilirsa

S

(H2(s),0) = &; cos w
olur.

¢,y catilandirilmig slant helisinin ekseni oldugundan

{ = 2v(s) + A2, (5) + A3Ez(S)
yazilabilir. Burada

Al = <v(s)l ()I AZ = <‘LL_1(S), ()1 /13 = (.U_Z(S)l ()
dir.
(3.10) denkleminde A4,1,,A5; degerleri yazilirsa

{=coswv(s)+ %cosa)u_z(s)

elde edilir.

¢, birim vektor oldugundan || ¢ [|I= 1 dir.

¢ ll= J(cos w)? + (%)2 (cosw)? =1,

(cos w)? + <@)2 (cosw)? =1,

q(s)
2
1—cos?w = (%) cos’w,
2
sinw = (%) cos’w,

sinfw _ (@)2,

cos?w q(s)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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(s)

(s)

+tanw = Py
- q(s)’

+ cotw )

p(s)

sonucuna ulagilir.

Bdylece ispat tamamlanir.
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4, R® DE CATILANDIRILMIS SLANT HELIS VE KURESEL
GOSTERGELERI

Bu bélimde catilandirilmig slant helis ve ekseni tanimlandi. Ayrica gatilandirilmis
slant helisin bir karakterizasyonu verildi. Bunun yaninda gatilandirilmig slant helislerin
kiresel gostergeleri ve gatilandirilmis slant helisler ile kiiresel gostergeleri arasindaki iligkiler

incelendi.
4.1. Catilandirilmus Slant Helis

Tamm 4.1.1. (y,1;, 1z ): 1 — R3x A, bir catilandirilmis egri olsun. y egrisinin
genellestirilmis asli normal vektorii fi; , sabit bir ¢ birim vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa y

egrisine Catilandirilmis slant helis denir.
Yani her s € I igin
(11(s),¢) = cos ¢

dir, burada ¢ = g ac1s1 117 (s) ve ¢ arasindaki sabit agidir.

Tamm 4.1.2. (y,1ig, 11z ): I — R3 x A, bir catilandirilmis egri ve y egrisinin uyarlanmis ¢ati

elemanlar1 {v(s), ii; (s), 1z (s), p(s), g(s)}olsun. (y, u) catilandirilmig egrisinin ¢atilandirilmig

harmonik egriligi H(s) = % olarak tanimlanur.

Teorem 4.1.3. (y, iy, 11z ): I — R3 x A, bir catilandirilmis egri ve y egrisinin uyarlanmis ¢ati
elemanlar1 {v(s), 17 (s), 1z (s), p(s), q(s)} olsun. y bir ¢atilandirilmis slant helis ise ancak ve

ancak

H'(s) ,
=———— —— =+ coto,p = sabit
o(s) oz cot @, = sabi

ifadesi bir sabit fonksiyondur, buradaki H(s),y ¢atilandirilmis egrisinin bir gatilandirilmis
harmonik egriligidir.

Ispat: (.11, 1z ): 1 — R3 x A, bir catilandirilmis egri ve y egrisinin uyarlanmis cati
elemanlar1 {v(s), #; (s), 1z (s), p(s), g(s)}olsun. y bir gatilandirilmis slant helis olmak Uzere,

@ bir sabit ve ¢ da bir sabit birim vektor olsun. Bu durumda;

(I1(s),{) = cos (4.1)
yazilabilir.

(4.1) esitliginin tiirevi alinirsa
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(1 (s),$))" = (cos @),
(' (), $) + (i (s),¢") = 0,
(1" (s), ) =0

olur.

(3.2) esitligi (4.2) denkleminde kullanilirsa
(=p()v(s) + q(s)nz(s), ¢) = 0,
(=p()v(5),¢) +{q()z(5), ) = 0,
—p()(v(s),$) + q(s)(iz(s),$) = 0,
(w(s), ) = H(s){nz(s), )

elde edilir.

(4.3) esitliginin tiirevi alinirsa

V'(5),0) + (v(s), ') = H'(s){m2(s), §) + H(s)({2(5), O))"

(V'(5), ) = H'(s)(1z(s), §) + H(s) ({2 (5), §) + (2 (5), <)),

(V' (), Q) = H' (s)((5), §) + H(s)( 115 (), )

esitligi elde edilir.

(3.1) ve (3.3) esitlikleri (4.4) denkleminde yerine yazilirsa
(P (9),$) = H'()((5), {) + H(s){=q()i (), ),
P(s)((s), §) = H'()(2(5), ¢} + H($) (—q()) (i (), ¢,
p(S)((s), 0) + H()q(s)( (s), ) = H' (s)(5(5), ),
(p(s) + H($)q() ) (s),{) = H' (s)((5), {)

esitligi elde edilir.

(4.1) esitligi (4.5) denkleminde yerine yazilirsa;

<E(S)'() _ p(s)+ H(s)q(s) cos @,

H'(s)
_ _ p)(1+HA()
(2 (s),¢) = e oS¢
elde edilir.

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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(4.6) ifadesi (4.3) esitliginde yazilirsa;

w(),0) = H(5) "2 s

p(s)H(s)(l + Hz(s))
(v(s),{) = IS cos ¢

bulunur.

y catilandirilmis slant helisinin ekseni, ¢ oldugundan

¢ =4v(s) + A (s)+ A3tz (s)
yazilabilir. Burada

A = (), $), A2 = (B1(5), ¢), Az = (Hz(5), ¢)
dir.
(4.8) denkleminde A4, A,, 15 degerleri yerine yazilirsa

_ p(s)H(s)(l + Hz(s))

e cos v(s) + cos i  (s) +

H'(s)
elde edilir.
¢ bir sabit birim vektor oldugundan || ¢ [|= 1 dir.

Buna gore

p(HH(S)(1+ H2(5)) ? p(s)(1 +H2(s)) 2
cosp | + (cosp)? +|———Fcos o

H'(s) H'(s)

2
2
cos?¢ (%) p?()(1+H*(s)) = 1 - cos’p

2
2
cos?e (%) p?(s)(1 + H2(s)) = sin?p,

P21+ H2) i

(H'()®  cos?e’
3/,
p(s)(1+H2(s)) sin @
H'(s) T ~cosg '
H'(s)

tcotp =

3/
p(s)(1+H?(s)) 2

p(s)(1+ H2(s))

cos ¢ [i;(s)

4.7

(4.8)

19



olur.

+cot g =sabit oldufundan o(s) = ——— 2 ifadesi de sabittir, buradaki
p(s)(1+ H2(s)) 2

@, i1 (s) ile ¢ arasindaki sabit agidir.
Boylelikle ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.4. (y,1i;, 0z ): 1 — R3x A, bir catilandirilmis egri ve y egrisinin belirttigi
uyarlanmis cat1 {v(s), 17 (s), uz(s)} olsun. y catilandirilmig egrisi bir gatilandirilmig slant
helis ise y catilandirilmis egrisinin ekseni ;

p(s)(1 + H2(s))
H'(s)

v(s) +m(s) +

_ p(s)H(s)(l +H2(s))
C - H’(S)

M_z(S)> cos ¢

dir. Burada y egrisinin ¢atilandirilmis harmonik egriligi H(s) = % dir ve ¢ # % acisi1 sabit
bir acidir.
Ispat: y catilandirilmis slant helisinin ekseni ¢ ise
{ = v(s) + Au;(s)+ Azu,(s) yazilabilir.
Burada
A = (v(s), 0}, Az = (1 (), §), A3 = Bz (s), ¢)
dir.
(4.1), (4.6) ve (4.7) denklemlerinin sonucundan;

. p(s)(1+H3(s))
v(s) + 1 (s) + % Hz(5)> cos ¢

_ p(s)H(s)(1+H2(s))
( - H’(S)

Bulunur, buradaki ¢, u;(s) ile { arasindaki sabit acidir.

Boylelikle ispat tamamlanir.

Sonug 4.1.5. (y, 11y, 11z ): I — R3 x A, bir catilandirilmis egri ve y gatilandirilmig egrisinin
uyarlanmis catist {v(s),5;(s),#z(s)} olsun. y bir catilandirilmig slant helis ise y

catilandirilmis egrisinin ekseni;

¢ =cosy(s)sinpv(s) + cos@pu(s)+ sinp(s) sing p,(s)
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H(s)

seklindedir, burada (s) = arccos (—1>, v(s)ile{ arasindaki agidir, ayrica

(1 +H2(s))2

@, i1 (s) ile ¢ arasindaki sabit acidir.

4.2. Catilandirilms Slant Helislerin Kiresel Gostergeleri
4.2.1. Catilandinlms Slant Helislerin v — Gostergeleri
Tamm 4.2.1.1. (y, [i;, iz ): I — R3 x A, bir ¢atilandirilmis egri olsun. Her s € [ igin
B(s) = v(s)
olarak tammlanan (B, Hg ,Hzp): 1 = S 2x A, catilandirilmis egrisine ¥  egrisinin

catilandirilmis v —yOnundeki gostergesi denir. B egrisinin uyarlanmis ¢ati1 elemanlari

{vg, g, 25} ile gosterilirse
B'(s) = ag(s)vp(s) (4.9)
olacak gekilde ag: I — R diizgiin fonksiyonu vardir.

Teorem 4.2.1.2. R® de (y,l;, ;) bir catilandirilmis egri ve y egrisinin Gatilandirilmis

v —yo6nlndeki gostergesi (5,15, Hizp) olsun. y bir catilandirilmig slant helis ise ancak ve

ancak g bir catilandirilmis helistir.

Ispat: Varsayalim ki ¥, R® de bir catilandirilmis slant helis ve y egrisinin ¢atilandirilmas

v —yobnindeki gdstergesi 8 olsun.
Tanim 4. 2. 1. 1. den
B(s) = v(s)
olup bu son esitligin s parametresine gore tiirevi alinirsa
B'(s) =v'(s)
olur.
Son denklemde (3.1) ve (4.9) esitlikleri yerine yazilirsa
ag(s)vp(s) = p(s)EL(s) (4.10)
elde edilir.

(4.10) esitliginin normu alinirsa
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lag ()] =p(s),
ag(s) =p(s)>0
elde edilir.
(4.11) ifadesi (4.10) esitliginde yerine yazilirsa
p(s) vp(s) = p(s)i(s)
vg(s) = 11(s)
olacaktir.
(4.12) denkleminin tiirevi alinirsa
vp'(s) =11’ (s)
elde edilir.
(3.2) esitligi son denklemde yazilirsa
Pp(Iizp(s) = —p(s)v(s) + q(S)(s)
elde edilir.
(4.13) esitliginin normu almirsa
pp(s) = p()y/(1 + H?(s))

esitligi elde edilir.

(4.14) deki pg(s) ifadesinin esiti (4.13) numarali esitlikte yazilirsa
p(s)y'1+ H?(s)p(s) = —p(s)v(s) + q(s)i(s)

H(s)

- 1 J—
.ulﬁ (S) - _mv(s) + mﬂz(s)

elde edilir.

Hzp(s) = vp(s) x g (),

v(s) ) m(s)

(<) = 0 1 0
J1+H2(s) J1+H?2(s)

_ _ H(s) 1 N

:uZB(S) - mv(s) +m#2(s)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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olacaktir.

(4.16) esitliginin tiirevi alinirsa

i (5) = () v(s)+% V() + () B S) + ()

H(s) H(H'(s) —
—qs ()7 (s) = v(s) + —=Vv'(s) - ——%~ ( )
q,B Hip (1+ H2 S)) /2 1+H?(s) (1+H2(S))3/2
+———T15'(s)
Ji+HZ ()2

olur.
Son esitlikte (3.1) ve (3.3) ifadeleri yerlerine yazilirsa

- — — H(s)H'(s)
—qp($)ip(s) = ———=-v(s) + WP(S)M(S)—W 1z (s)

(1+H2(s))

+ s (CAOE)),

3 N _ __H® POH(S) __ a(s) \—
WO = () + (P2, — 2 s)

__H®H'(s) —
(1+HZ(S))3/Z 2(5)

H'(s) H(H'(s) —
—qp(s S ——v(s)+0 U (s) ————5-; (s),
qp ()i (s) ) i SUAL
H'(s) H()H'(s)
—qzp(s s) = ———-v(s) ————%-1,(s)
Qﬁ( ).ulﬁ( ) (1+H2(s))3/2 (1+H2(S))3/2 Uy

elde edilir.

y bir catilandirilmis slant helis oldugundan o(s) = H(S) 3 diizenlemesi yapilirsa
p(s)(1+H?(s)) "2

—qp($)ap(s) = p(s)a(s)v(s) — p(s)H(s)a(s)nz(s)
bulunur.
Bu son denklemin normu alinirsa

2
156 = {(p(5)0(5))" + PEaHE)
qp(s) = p(s)a(s){/1+ H?(s) (4.17)

elde edilir.
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(4.14) ve (4.17) esitlikleri kullanilirsa;

qp(s) _ p(s)o(s)/1+H2(s)
pp(s) p()V1+HZ(s) '

ag(s) _
)~ 00

sonucuna ulasilir.

¥, R3 de bir catilandirilmis slant helis oldugundan H—(S)3/ = o(s) ifadesi bir sabit
p(s)(1+H2(s)) 2
sayidir. Dolayisiyla :B ((;) ifadesinin de sabit oldugu asikardir. Yani y egrisinin ¢atilandirilmis
B

v —yonindeki gostergesi olan g bir ¢atilandirilmis helistir.

Sonug 4.2.1.3. y catilandirilmis egrisinin v —gdsterge egrisi olan £ bir regiler gatilandirilmig

egridir.

Ispat: (4.11) den ag(s) = p(s) > 0 olup sonug asikardr.

Sonug 4.2.1.4. R3® de bir (y,ny,1iz) catilandirilmis egrisi Ve y egrisinin uyarlanmis ¢ati

elemanlar1 {v(s),;(s),uz(s)} ile y egrisinin catilandirilmis v —yOniindeki gdstergesi

(B, g, tzp) Ve B egrisinin uyarlanmus cati elemanlart {vz(s), 15 (s), Hzp(s)} olsun. Bu

durumda y ve B egrilerinin uyarlanmis ¢at1 elemanlar1 arasinda asagidaki esitlikler vardir.
vp(s) = i (s) ,

H(s)

- 1 —
Mm(s) - _\/ﬁv(s) + m#z(s)'

H(s)

@(S) - J1+H2(s)

Burada H(s), y catilandirilmis egrisinin harmonik egriligidir.

1

v(s) + mu_z(s).

Ispat: (4.12), (4.15) ve (4.16) esitliklerinden goriiliir.

Sonug 4.2.1.5. R3 de bir (y,0i;, ;) Gatilandirilmis egrisi ve y egrisinin Gatilandirilmis
egrilikleri  p(s),q(s)ile y  egrisinin  catilandirilmis v —yonindeki  gostergesi
(B, H1p, 1zp) ve B egrisinin ¢atilandirilmis egrilikleri pz(s), qg(s) olsun. Bu durumda y ve

catilandirilmis egrilerinin Gatillandirilmis egrilikleri arasinda asagidaki esitlikler vardir.
pp(s) = p(s)y/ (1 + H?(s)),
45(s) = p(s)a(s)yT+ H2(s) .
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Burada H(s), y catilandirilmig egrisinin harmonik egriligidir.
Ispat: (4.14) ve (4.17) esitliklerinden goriiliir.
4.2.2. Catilandinnlms Slant Helislerin p; —Gostergeleri

Tamm 4.2.2.1. (y,6;, 0z ): 1 — R3x A, bir catilandirilmis egri olsun. Her s €I igin
n(s) = m(s)
olarak tanimlanan (1, fi, Upp): Il — S 2x A, catilandirilmis  egrisine Y  egrisinin

catilandirilmis g; —yonundeki gostergesi denir. 7 egrisinin uyarlanmis c¢at1 elemanlari

{vy, 1y, B2y } ile gosterilirse
n'(s) = ay(s)vy(s) (4.18)
olacak gekilde a;: I — R diizgiin fonksiyonu vardir.

Teorem 4.2.2.2. R3 de (y, 17, iiz) bir catilandirilmis egri ve y egrisinin ¢atilandirilmis fi; —
yoniindeki gostergesi (1, fiy,, Iiz,) olsun. y egrisi bir gatilandirilnus slant helis ise 7 egrisi S?

iizerinde bir diizlemsel egridir.

Ispat: y egrisi, R® de bir catilandirilmis slant helis ve y egrisinin Gatilandirilmis fi; —

yonundeki gostergesi n olsun.
Tanim 4. 2. 2. 1. den
n(s) = n:(s)
olup bu son esitligin s parametresine gore tiirevi alinirsa
n'(s) =m'(s)
olur.
Son denklemde (3.2) ve (4.18) yerlerine yazilirsa
ay()vy(s) = —p(s)v(s) + q()iz(s) (4.19)
elde edilir.

(4.19) esitliginin normu alinirsa
lan ()] = V/p?(s) + q2(s) ,
lay ()] = p(s)y/ 1+ H2(s)
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a,(s) = p(s)y1+ H?(s) (4.20)
elde edilir.

(4.20) esitligi (4.19) da yerine yazilirsa

p(s)y1+ H?(s)vy(s) = —p(s)v(s) + q(s)nz(s),

7(8) = = s V() + s T () (421)
bulunur.

(4.21) denkleminin turevinden

0y(5) = (- gt ) v(5) ~ v () + () ()

H(s)

+ TiH2G) oz (s),

P () = (~ ) v) ~ eV () + () ()

H(s)

+ i) iz (s)

elde edilir.
Yukaridaki denklemde (3.1) ve (3.3) esitlikleri yerine yazilirsa

H'(s)

H(s)H'(s) _ 1 _ _
U( ) mp(s)ul(s) + (1+H2(S))3/2 .HZ(S)

(1+H2(s)) /2

Py Sy (s) =

+ o (—q()E(S)),

Py ()i (5) = H“j”;;Q/Zv(s) P(s)y/1+ HZ () (s) + ”jf) 72 (s)

elde edilir.

H'(s)

y bir gatilandirilmig slant helis oldugundan 3
p(s)(1+H2(s)) "2

= o(s) diizenlemesi yapilabilir.
Boylece

P (S, (5) = p($)H(s)a(s)v(s) — p(s)y/1+ H?(s) pi(s) + p(s)a ()i (s) (4.22)
ifadesi elde edilir.

(4.22) esitliginin normu almnirsa;
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2, = {POHEIE) + (-pWTFIPE) ) + (o)

Py (s) = /P2 ()H?(5)02(s) + p2()(1 + H2(s)) + p?(s)a2(s),

Pn(s) = p(s)yH2(s)a2(s) + (1 + H2(s)) + 02(s),

py(s) = p(s)y (1 + H2(s))(1 + 02(s)) (4.23)
elde edilir.

(4.23) ifadesi (4.22) esitliginde yerine yazilirsa

p(s) (1 + B2(9)(1+ 02D (5) = POHG)o()V(s)
—p(s)y/1+ H?(s) i1 (s) + p(s)a(s)uz (s),

—_— _ H(s)o(s) _ 1 — a(s) _
Hay (5) = J1+ 02(s)J1+H2(s) v(s) m“l () + J1+ 02(s)y1+H2Z(s) #2(s) (4.24)

olur.
a2y () = vy (s) x Tigy (5)
v(s) pi(s) nz(s)
-1 0 H(s)
Hon(S) = J1+H(s) J1+H?(s)
o(s)H(s) _ 1 o(s)
Jo2(s)+1,/1+HZ(s) Jo2(s)+1  o2(s)+1/1+H2(s)
(<) — H(s) a(s)  — 1 _
Han (s) = J1+ 02(s){/1+H2(s) v(s) + 1+ 02(s) H (s) + J1+ 02(s) J1+HZ(s) H2(s) (4.25)
bulunur.

(4.25) esitliginin tiirevi alinirsa

~y ()i (s) = \/1+22(s) <<\/1Ijsz)(s)> v(s) + %v’(s))

a(s) —y

1 1 ’_ 1 —
e Ot e <<¢1+H2(s)> m(S) + e (s)>

esitligi elde edilir.

Son denklemde (3.1), (3.2) ve (3.3) esitlikleri yerine yazilirsa
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— T — 1 H'(s) H(s) _
I (I () = J1+02(s) ((1+H2(S))3/2 v(s) + mP(S)M(S))
+ 29 (—p()v(s) +q(F(S))

1 _ H(s)H'(s) \_—— 1 _ —
olur.

H'(s)

Son esitlikte 3
p(s)(1+H2(s)) "2

= o(s) diizenlemesi yapilirsa

—qn($)y () = ﬁ (p(S)U(S)v(S) + %p(sm_&))

+ J%( p(s)v(s) + q()rz(s))

+ﬁ<( p()H(s)a(s))iz(s) + —— ( CI(S)M1(S))>

1+ 02( 1+H2

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

—qy ()M, (s) = 0.v(s) + 0.71;(s) + 0.7z (s) ,

qy ()i, (s) =0
elde edilir.
Bu son denklemin normu alindiginda

qy(s) =0 (4.26)
bulunur.

Sonug olarak g, (s) = 0 oldugundan 7 egrisi bir diizlemsel egridir. Yani y bir ¢atilandirilms

slant helis iken y catilandirilmis egrisinin ¢atilandirilmis ; — yontndeki gostergesi olan n bir
diizlemsel egridir.

Sonug 4.2.2.3. y gatilandirilmis egrisinin i; —gosterge egrisi olan n bir reguler catilandirilmig
egridir.

Ispat: (4.20) den a,,(s) = p(s){/1 + H2(s) > 0 olup sonug asikardur.

Sonug 4.2.2.4. R® de bir (y, i, iz) Gatilandirilmig e@risi Ve y egrisinin uyarlanmis gati

elemanlar1 {v(s), 1 (s), iz (s)} ile y egrisinin catilandirilmis 7; —yoniindeki gostergesi
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(M, W1y, Uzyy) V€ 7 egrisinin uyarlanms ¢at1 elemanlart {v, (s), i1, (), iz, (s)} olsun. Bu
durumda y ve n egrilerinin uyarlanmis cat1 elemanlar1 arasinda asagidaki iligkiler vardir.

H(s)

1 J—
1777(5) - —WV(S) +\/1+T2(5)MZ(S) ,

- _ H(s)o(s) _ 1 — a(s) —
Han(s) = Ji+ az(s)J1+H2(s)v(S) mm@) + J1+ 02(s)/1+HZ(s) Ha(s),

N _ H(s) o(s) — 1 —
Han(9) = ooy V) ¥ T )+ e e 12 O

Burada H(s), y ¢atilandirilmis egrisinin harmonik egriligidir.

Ispat: (4.21), (4.24) ve (4.25) esitliklerinden goriiliir.
4.2.3. Catilandirnilns Slant Helislerin p; —Gostergeleri

Tamm 4.2.3.1. (y, li;, iz ): I — R3 x A, bir catilandirilmus egri olsun. Her s € I igin
6(s) = mz(s)

olarak tamimlanan (6,715, 025): ] — S? x A, catilandirilmis  egrisine ¥ egrisinin
catilandirilmis @, —yonundeki gostergesi denir. § egrisinin uyarlanmis c¢at1 elemanlari

{vs, s, Has } ile gosterilirse
§'(s) = as(s)vs(s) (4.27)
olacak sekilde a5: I — R diizgiin fonksiyonu vardir.

Teorem 4.2.3.2. R® de (y, iy, [iz) bir catilandirilmis egri ve y egrisinin Gatilandirilmis fi; —
yoniindeki gostergesi (6, 15 , zs) Olsun. y bir catilandirilmis slant helis ise ancak ve ancak

& bir ¢atilandirilmis helistir.

Ispat: y egrisi, R® de bir catilandirilmis slant helis ve y egrisinin Gatilandirilmis i, —

yonundeki gostergesi § olsun.

Tanim 4. 2. 3. 1. den
6(s) = iz(s)

olup bu son esitligin s parametresine gore tiirevi alinirsa
6'(s) =rz'(s)

olur.

(3.3) ve (4.27) esitlikleri son denklemde yazilirsa
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as(s)vs(s) = —q(s)uL(s),

as(s)vs(s) = —p(sHH () (s)

elde edilir.

(4.28) denkleminin normu alinirsa

las(s)| = [p(s)H(S)I,

as(s) = e p(s)H(s)

olur, buradae = 1ise H(s) > 0, ¢ = —1ise H(s) < 0 dir.

(4.29) esitligi (4.28) esitliginde yerine yazilirsa

e p($)H(s)vs(s) = —p(s)H(s) fi (s),

vs(s) = —e [1(5)

elde edilir.

(4.30) esitliginin tiirevi almirsa
vs'(s) = —e iy’ (s)

olacaktir.

Yukaridaki son denklemde (3.2) esitligi yazilirsa
ps($)ins(s) = —e (—p(s)v(s) + q()Ez(s)) |

ps (s (s) = e p(s)v(s) — e q()mz (s)

olur.

(4.31) esitliginin normu alinirsa
Ps(s) = /p*(s) + q*(s)
ps(s) = p(s)y/1+ H%(s)

elde edilir.

(4.32) esitligi (4.31) esitliginde yerine yazilirsa

p(s)y1+ H?(s)s(s) = e p(s)v(s) — € q()z(s) ,

15(5) = g V(8) =

geH(s) —

J1+HZ(s) Ha

(s)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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bulunur.

Has(s) = vs(s)x tys (s)

v(s) i (s) uz(s)
M) =] © € o
J1+HZ(s) 0 B J1+H2(s)

S— ___H»)

ﬂzs(s) m ( )+mﬂ2( ) (4-34)
olur.

(4.34) denkleminin tiirevi alinirsa

H(s)

F27'(5) = (2= v0) + v/ (5) + () T (9) + e T CS)

H'(s) H(s) ’
—ax<(s S)=———= V() t+t——=v (s
45 ()5 (s) (1+H2(5)) 3/, (s) 1+H2(s) (s)
__HOH'S) o
(1+H2(s)) R mﬂz ©

elde edilir.

(3.1) ve (3.3) esitlikleri yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

~45()5() = —Cv(s) + O p(F(S)

(1+H2(s))
‘%7 $) + s (- ()M ())

_ —(q) = — H'®) PHES)  qls) |\ —
B (5) = (1+H2(s))3/2v(5) * (J1+H2(s) J1+H2(s)> (s

_ H(s)H'(s) _( )
(1+H2(s)) s

~s (M) = —E () + 0.1(s) - 2 (),
(1+H2(S)) 2 (1+H2 S)) 2
_%(S)W(S) = H—(S)v S) —LH(S)—( )

(1+H2(s))3/2 (1+H2(s))3/2

bulunur.
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H'(s)

Son esitlikte = o(s) diizenlemesi yapilirsa

10(5)(1+H2(s))3/2
qs5(S)1s(s) = —p(s)a(s)v(s) + p(s)a(s)H () (s)
olur.

Bu son denklemin normu alinirsa

155) = | (-p(£)0))’ + P(Io(IH )Y,

qs(s) = p(s)a(s)y1+ H2(s) (4.35)
elde edilir.

(4.32) ve (4.35) esitlikleri kullanilirsa

a5(s) _ p()a($)J1+H(5)
ps(s) p(s)yY1+HZ(s) '

a5(s)
——=g0(s
ps(s) Q)
bulunur. Buradan 26_8 nin sabit oldugu sonucuna ulasilir.
s

Sonug olarak y bir catilandirilmig slant helis ise y egrisinin ¢atilandirilmis @, — yonundeki

gOstergesi olan § bir ¢atilandirilmis helistir.

Sonug 4.2.3.3. R3 de bir (y,[i;,iiz) Gatilandirilmis egrisi Ve y egrisinin uyarlanmis gat
elemanlar1 {v(s),1;(s), 1z (s)} ile y egrisinin catilandirilmis g, — yonindeki gostergesi
(6,15 ,Uzs) Ve & egrisinin uyarlanmis ¢at1 elemanlart {vs(s), 15 (s), zs(s)} olsun. Bu

durumda y ve & egrilerinin uyarlanmis ¢at1 elemanlari arasinda asagidaki iligkiler vardir.

vs(s) = —e 1y (s),

eH(s) —

Bis(s) = \/%Z(S)U(S) T Toare R (),

N _ H(s) 1 N
/'[26(5) - mv(s) +\/m.u2(s)-

Burada ¢ =1ise H(s) >0, e = —1ise H(s) <0 olup H(s),y catilandirilmig egrisinin
harmonik egriligidir.

Ispat: (4.30), (4.33) ve (4.34) esitliklerinden agiktir.
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Sonuc 4.2.3.4. R3 de bir (y,1;,1z) catilandirilmis egrisi ve y egrisinin Gatilandirilmis
egrilikleri p(s), q(s) ile y egrisinin ¢atilandirilmis z, — yontndeki gostergesi (8, 415 , Hzs)
ve § egrisinin Gatilandirilmig egrilikleri ps(s), gs(s) olsun. Bu durumda y ve § egrilerinin

catilandirilmis egrilikleri arasinda asagidaki bagintilar vardir.
ps(s) = p(s)y1+ H?(s)
qs(s) = p(s)a(s)y/1+ H?(s)

Burada H(s), y ¢atilandirilmis egrisinin harmonik egriligidir.

Ispat: (4.32) ve (4.35) esitliklerinden aciktir.
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Ornek: y : (—2m,27) € R — R,
10 = 2 (2 0 (2) 2 con (2 o (2) 20,2

V6 sin (%)) olarak tanimlanan bir egri olsun.

y egrisinin t = 0 noktasinda bir singiiler noktaya sahip oldugu agiktir, ki boylece y bir Frenet
egri degildir. Ote yandan, y egrisi (v, 11, 1i): (—2m, 2m) € R — R3 x A, gorintisi ile bir
catilandirilmig egridir. (y, 7, ;) olarak verilen bu catilandirilmis egrinin uyarlanmis gati

vektorleri ve uyarlanmis egrilikleri bulunup gériintiileri olusturulursa

y(t) = g(sin (2) - %Sin (E) —m, —cos (%) + %cos (E) 4 costt) 26t

5 5 5 5 5 ' 5
Vesin(3)).

7 =2 (2eos (2) = 2eos (2) ~2eosto) Zsin (2) ~2ain () -
%sin(t) , % - % cos(%)) (4.36)

elde edilir.

Sekil 4.1. y Catilandirilmis Slant Helis

(4.36) esitliginin normu almirsa
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Iy’ (t) =

29—5cos2 (5) + - cos? ( ) += cosz(t) +— sm2 ( ) +—-sin? ( ) +— sz(t)

g i+2‘5¥+2‘5¥ 052 (2;) 12 cos( )cos (7t)——cos( )cos(t)+ cos( )cos(t),

\J — Esm (3;) sin (7;) — —sm ( ) sin(t) + sm ( ) sin(t) — —cos (2;)
Iy'(t) =
| mratmratnes(§)- s (c0s () cos () #in (5) sin (5)
?6 i % (cos ( . ) cos(t) + sin ( . ) sm(t)) e (cos ( - ) cos(t) + sin ( ) sm(t)) :
\ ~3c05(%)
Iy'(t) =
3+ mcos? (5) = frcos (%) = greos (5) + srcos () = eos (%),

10 1= [+ 2 o5t (2) ~ Zaos (%) — 2cos (2),

Ily'(6) II= \/_\/£+24c 2(E —E(ZCOSZ(ZS)—l)—ZCOS(E),

25 25

170 1= £ (242 cos? () - 2 cos2 () + 2 - 205 (2),

25 25
Iy'(®) = ? /2 — 2cos (%) :
1y (6) lI= ?\/2 —2 (1 — 2sin? (g)) ,
1y 1= L [asin? (%),

Iy'(@© I=S2sin (%),

17O lI= \/—\/38 2,0 (Zt),

Iy'(t) = —sm (g) (4.37)

elde edilir.
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Y'(t) = a(t)v(t) esitliginin normu alinirsa
Iy'(®) 1= a(t)
olur.

(4.37) esitligi son denklemde kullanilirsa

a(t) = %sin (g)

(4.38)
esitligi elde edilir.

Y (t) = a(t)v(t) esitliginde (4.36) ve (4.38) esitlikleri yerine yazilirsa;

%sin(?) v(t) = Yo (E 0S (?) - Ecos (%) - écos(t),zsin (%) - gsin (?) -
—s n(t), —6 — icos (E)),

5 5

Sln( ) v(t) = (3 cos ( 5) 2 cos (?t) —cos(t),3sin ( 5) 2 sin (75t) _
sin(t),2vV6 — 2v6 cos (E)),

sin(g)v(t)=i(2605(5) 205(5)+c05(5) cos(t),Zsin(%)—
251n(5)+sm() sin(t),Z\/g—Z\/Ecos(%)),

sin@v(t)=—( 4sin(®) sin (222) + (~2) sin () sin (Z), 4sin () cos(t) +
2sin (3) os (), 2¥8 (1 - cos (5))

sm()v@__(m(t)sm( ) 4 25in () sin (2), ~4 sim () cos(e) -
2sin(@)eos(£), 246( 1 (1250 (3))

Sm()v(t)——<4sm(t)sm( 2) + 2sin (¥) sin (£), 4 sin () cos(t) -

25 (£)cos (%), 246 (250 (1)) ).
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sin(é) v(t) = (2 sin(t) sin ( ) + sin ( )sm ( ) —2sin ( ) cos(t) —

sin (&) cos (%), 2v@sin? (%))
sin@v(t) =

& (asine) sin (&) cos (£) +sin () sin (&), =4 sin (&) cos (£) cos(®) -

sin (&) cos (1), 2vGsin? (%) ).

v(t) = (4sm(t)cos()+sm( ) 4cos()cos(t) cos( ) 2\/_5171())

(2 (st (5) + 5in (5)) + sin (5), =2 (cos (5) + o5 (57)) -
cos (&) 2485 (£)),

v(t) =3 (2sin (5) + 3sin (£), —2cos () = 3cos (£) ,2V6sin(5)) (439

elde edilir.

B W T

00 S
e > 0.0
el ™
05 _«
>_ 0.5

Sekil 4.2. y egrisinin v —gostergesi
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(4.39) esitliginin tiirevi alinirsa

v(t)——( cos( )+%cos(%) sin(it)+%sin

elde edilir.

(4.40) esitliginin normu alinirsa

(

4t
5

),

2v6

5

COS(

t

5

)

(4.40)

1 [ cos (5) + 55 eos? (5) + 55 eos
RAGIEE

6t

4t

)eos 2

s (1) 2 s () n () 22 ()

)+

144 . o

25

6t

5)

I v'(t) II=§ ﬁ+£+@(Cos(65t)cos(5)+sm(5)sm(

v (@) =1 22+ 2205 (%) + 2 cos? (),
1@ 1= B (1 cos () ot )

I v'(t) = § \/% (1 + 2cos? (g) - 1) + ;—zcosz (%) ,

Il v'(t) II— 1[990 rhs2 (5) ,

25

I v'(t) = Z—f cos (g)
elde edilir.
(3.1) ifadesine gore
v'(t) = p(On(t)
esitligi bilindiginden bu son esitligin normu alinirsa;
v (@) II=p(t)
olur. Buna gore
p(©) = cos (3)
olur.

v'(8) = p(Oa (t)

4t
5

)

24
+ —cos?

25

5

(4.41)
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esitliginde (4.40) ve (4.41) yerine yazilirsa
Bcos (S (0 = (eos (£) + Zeos(2), Zoin (£) +
Foin (). 5 cos (1)),
B cos (S0 = (2 cos (£) + cos(2)). 2 sn (£) +
sin ()% cos (5)),
5 cos ()0 = (Y2 cos@ cos (5), 5 25in(@ cos (). % cos ().
5 eos ()0 =3 (5 cos@ycos (5). 5 sin(®) cos (5) 5 eos (7))
m () =< (2V6 cos(t), 26 sin(1), 1) (4.42)

elde edilir.

-0.5.

-05 %

00 =

05 <

1.0

Sekil 4.3. y egrisinin u; —gostergesi

2 () = v(6) x gy (¢),

e, e, e;
) =[5 Ssin (5) + =sin (6;) — % cos (%) — Scos (%) %sm (5) ’
i cos(t) %Esin(t) §
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i (t) = (— 23—5 cos (%) — %cos (6t) — Esin(t) sin (5) z cos(t) sin (3) —

% sin (%) — 22—55in (%) ,%sm ( )sm(t) + ism ( )sm(t) +

—cos cos(t) +—cos cos(t)
Sercos () cos(t) + 55 cos (§) cos(®),

0 (- () oo (§) () () -

() =

n(t) =

bulunur.

cos () 553 (sin () + stn (7)) — 555 (5) -
22—5 sin (6;) , 62\26 (sm ( ) sin(t) + cos ( ) cos(t)) ald (sm( )sm(t) +
cos ( ) cos(t)))

(=5eos (5) + feos (), ~2sin (5) + 2sin (). 5o ().

i( 3COS( )+ 2 05(5) —3si n( )+ 2s n( ) 2\/6005(5)) (4.43)

05
00

-05

-05 X_

0.0 )

Sekil 4.4. y egrisinin r; —gostergesi
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(4.43) esitliginin tiirevi aliirsa
0= (i ()~ s (%), 2eos () + Zeos (2]~ )
olur.
(3.3) ifadesine gore;
1 (8) = —q(Ou(t)
esitligi bilindiginden bu ifadenin normu alinirsa

Il (8) =] q(t)]

olur.
ot [+ G i )
+ 50 cos? () = 22 cos (3 cos () + 2 sin? ()
0 12 [ (e (D n (D) e (D on () # B ).
0 1 s () 4 2 (1)
Il 7z (8) lI= \/288 (1 — cos (2;)) + i—zsinz (%) :
15 (0) II= —\/158<1 - (1 — 2sin? (%))) + 2 sin? (g) ,
177 () I1=1 [24sin? (%),
175 () 1= 25sin (2),
olur. Boylece
q(t) = ism ( ) (4.44)

elde edilir. Ayrica

(%)
H(t) =22
® p(t)

esitliginde (4.41) ve (4.44) ifadeleri kullanilirsa
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2v6 sin(E)

H(t) = E—() :
H(t) = tan (%) (4.45)
bulunur.

(4.45) esitliginin tiirevi alinirsa

H' (t) = §(1 + tan? (g)) (4.46)
olur.
_ H'(t)
o(t) = p()(1+H2(£))/2

ifadesinde (4.41), (4.45) ve (4.46) degerleri yerine yazilirsa

o(t) = » E(j”‘m (E))t -
= cos(g)<1+tan2(g))

1

ot = 5 7
% cos(é) <1+tan2 (g))

1
o(t) =57~
olarak hesaplanur.

Teorem 4. 1. 3. yardimiyla o(t) = 2—\1/3 ifadesi sabit oldugundan (y, iy, it;) catilandirilmis

egrisinin bir ¢atilandirilmis slant helis oldugu sonucuna varilir.
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