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OZET

Q-CHLODOWSKY OPERATORLERI ICIN KUVVET SERIST ANLAMINDA
ISTATISTIKSEL YAKLASIM

Bu tez 5 boliimden olusmaktadr. Ik boliim giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde, istatis-
tiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik kavramlari hatirlatilarak,
pozitif lineer operatorler, siireklilik modiilii ve g-analizin temel tanimlarina ve iyi bilinen te-
oremlere yer verilmistir. Ugiincii boliimde, g-Chlodowsky operatdrleri tanimlanmistir ve klasik
yakinsaklikla elde edilen bazi yaklasim sonuclar1 verilmistir. Esas itibariyle orijinal sonuglari-
miz dordiincii boliimde yer almaktadir. Bu boliimde, g-analiz ile tanimlanan Chlodowsky ope-
ratorlerinin daha 6nce bilinen metotlar tarafindan icerilmeyen kuvvet serisi anlaminda istatistik-
sel yakinsaklik yardimiyla yaklagim 6zellikleri incelenmis, yakinsaklik orani elde edilmis ve bu
orijinal sonuglara iligskin bir 6rnege yer verilmistir. Son boliimde, elde edilen orijinal sonuglarin

degerlendirmesi yapilmistir ve literatiire katkisindan bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: O-Analiz, Chlodowsky Operatorleri, Yaklasim Teorisi, Kuvvet Serisi Me-
todu, Istatistiksel Yakinsaklik.
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ABSTRACT

APPROXIMATION FOR Q-CHLODOWSKY OPERATORS VIA STATISTICAL
CONVERGENCE WITH RESPECT TO POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the se-
cond chapter, by recalling the concepts of statistical convergence and statistical convergence
with respect to power series method, basic definitions, theorems and well known results which
we need throughout the thesis, also definitions of linear positive operators, modulus of con-
tinuity and g-analysis and some of their important properties are given. In the third chapter,
g-Chlodowsky operators are defined, some approximation properties of these operators are exa-
mined and some approximation results obtained with classical convergence are given. The ori-
ginal results of this thesis are included in the fourth chapter. In this chapter, the approximation
properties of Chlodowsky operators defined by g-analysis are examined with the use of sta-
tistical convergence with respect to power series method which is not included by previously
known methods, the rate of convergence is obtained and an example to these original results is
given. In the last chapter, the original results obtained in during the thesis are evaluated and its

contribution to the literature is mentioned.

Keywords: Q-Calculus, Chlodowsky Operators, Approximation Theory, Power Series Method,

Statistical Convergence.
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1. GIRIS

Yaklasim teorisi, verilen uzaydaki bir fonksiyona ayni uzaya ait daha iyi 6zellikleri olan
ve daha kullanigh fonksiyonlarla yaklagimi inceler ve bu teoride, pozitif lineer operatorler etkili
bir yere sahiptir. Yaklagim teorisinin gelisimine bakacak olursak, Alman matematik¢i K. Wei-
erstrass’in 1885 yilinda sundugu, [a,b] kapali araliginda siirekli bir fonksiyona cebirsel ve tri-
gonometrik polinomlarla yaklagima iligkin teoremi ve ispati kilit noktasidir (Weierstrass, 1885:
Giris). Bir¢cok matematik¢i uzun ve karmasik olan bu ispat yerine, daha basit ve takibi kolay
bir ispat vermeyi ama¢ edinmistir. Bu kapsamda, 1912 yilinda S. N. Bernstein, [0, 1] aralig
tizerinde tanimli reel degerli siirekli f fonksiyonlarina yaklagmayi saglayan ve Bernstein poli-

nomlar1 olarak adlandirilan

Bn(f;x):ké)f (S) (Z)xk(l—x)”k, neN (1.1)

polinomlar1 tanimlamistir (Bernstein, 1912: 1-2). Matematigin olasilik ve sayilar teorisi alanla-
rinda da onemli uygulamalara sahip olan Bernstein polinomlari, Weierstrass’in teoreminin daha
kisa ve kolayca anlagilabilir bir ispatinin verilmesini saglamistir (Lorentz, 1953). Dolayisiyla

yaklagim teorisinde de etkileri baglamistir.

1937 yilinda ise Chlodowsky tarafindan 0 < x < b,,, (b,) pozitif artan dizi,

lim b,, = o
n—oo

olmak tizere

n k n X k X n—k

tanimlanarak Bernstein polinomlari [0, oo) aralig1 tizerinde genellestirilmistir (Chlodowsky, 1937:
381).

Bernstein-Chlodowsky operatorleri olarak adlandirilan bu operator dizisinin yaklasim

ozellikleri ¢aligilirken
b

lim — =0

n—eo
sartin1 goz Oniinde bulundurmak oldukca onemlidir. Daha sonra 1953 yilinda P. P. Korovkin
tarafindan bu polinomlar yerine pozitif lineer operatorler kullanilarak, yaklasim teorisinde gii¢lii
ve kullanigli Korovkin tipi yaklagim sonuclari elde edilmistir (Korovkin, 1953: 961).

Son zamanlarda klasik analiz yardimiyla elde edilen ve elde edilemeyen bazi sonuglar
g-analiz ile de caligilmistir. Burada g-analizin ¢ = 1 durumunda klasik analiz ile cakistigini,

dolayisiyla, klasik analizi genellestiren sonuglar elde etmeyi sagladigimi soylemekte fayda var-



dir. Ayrica g-analiz matematik ve fizik bilimleri arasinda koprii gorevi gorerek disiplinlerarasi
calismaya imkan saglamaktadir. Tiim bunlar dikkate alindiginda g-analiz yardimiyla Bernstein

ve Chlodowsky operatorleri asagidaki gibi tanimlanmugtir:

k n n—k—1
By y(f3x) = Zf( ) * T (1-¢'%), (1.3)
I’l k q s=0
ve 0<x<b,, (b,) pozitif artan dizi,

lim b,, = oo
n—oo

olmak tizere

= £ () [, G (-03) a8

(Phillips, 1997), (Karsh ve Gupta, 2008). Ayrica (b,) dizisi iizerine koyulan uygun sartlarla g-
Chlodowsky ve g-Bernstein operatdrleri ile iterasyonlarinin 6zellikleri incelenmistir (Orug ve
Tuncer, 2002), (Ostravska, 2003), (Ostravska, 2006), (Wang, 2007).

Tabi ki bu yaklasim teoremlerinde kullanilan limit, operatorlerin klasik limitidir. Kla-
sik limit mevcut degil iken, yani klasik Korovkin tipi yaklagimda pozitif lineer operator dizisi
birim operatore yakinsamaz iken, yine de yaklasimdan s6z etmek miimkiindiir. Bu noktada,
amaci 1raksak bir diziye (ya da seriye) limit karsilik getirmek olan toplanabilme teorisinden
s0z etmekte fayda vardir. Bir dizinin yakinsak olmadig1 durumda sonsuz matrisler, istatistik-
sel yakinsaklik, hemen hemen yakinsaklik, ideal yakinsaklik kullanilarak diziye limit karsilik
getirilebilir. Iraksak seriler ve toplanabilme teorisi olarak adlandirilan bu teori ile yaklasim te-
orisini birlestiren ilk ¢calisma 2002 yilinda A. D. Gadjiev ve C. Orhan tarafindan yapilmistir. Bu
caligmada Korovkin teoreminde kullanilan klasik yakinsaklik yerine istatistiksel yakinsaklik
alinarak Korovkin teoremi gelistirilmistir (Gadjiev ve Orhan, 2002). 2019 yilinda ise M. Unver

ve C. Orhan tarafindan x = (x j) reel terimli dizi, P, regiiler kuvvet serisi metodu,
Ee={jeNy:|x;—¢|>¢} ve p(t Zp]tf
olmak {iizere, her € > 0 i¢in

6Pp (Eg) - O

ise, yani her € > 0 i¢in

lim t/ =0 1.5
0<t—R~ p Jéep] ( )



saglanacak bigimde bir £ sayis1 varsa, x = (x;) dizisi £ sayisina Pp-istatistiksel yakinsaktir deni-

lerek kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik tantmlanmistir ve bu limit
stp, —limx = £

olarak gosterilmistir (Unver ve Orhan, 2019: 537). Ayrica istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet
serisi anlaminda istatistiksel yakinsakligin birbirini gerektirmedigine dair 6rnekler verilmistir
(Unver ve Orhan, 2019: 538).

Simdiye kadar bir¢ok matematik¢i Korovkin teoremini farkli fonksiyon uzaylarinda da
calismistir. Bunun yani sira, istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel ya-
kinsaklik, hemen hemen yakinsaklik, toplam siiregleri, ideal yakinsaklik alinarak da bir¢cok Ko-
rovkin tipi yaklasim teoremleri elde edilmistir (Atlthan ve Orhan, 2008), (Atlithan vd., 2017),
(Duman ve Orhan, 2004), (Gadjiev ve Orhan, 2002), (C)zgl’ig ve Tas, 2016), (Tas vd., 2018). Tiim
bu metotlarin amaci klasik anlamda yakinsak olmayan; yani 1raksak bir diziye ya da seriye limit

karsilik getirmek olup, klasik yaklasim teorisinin gelisiminde rolii biiyiiktiir.

Bu tezin amaci, H. Karsh ve V. Gupta tarafindan tanimlanan g-Chlodowsky operator-
lerinin klasik yakinsaklik yardimiyla elde edilen sonuglarini genisletmektir (Karsh ve Gupta,
2008). Bu sonuglari, klasik limit mevcut olmadiginda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel ya-

kinsaklik yardimiyla gelistirebilmek yine de miimkiin olacaktir.



2. TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, kuvvet serisi metodu, kuvvet serisi an-
laminda istatistiksel yakinsaklik kavramlar1 hatirlatilacaktir. Ayrica, yaklagim teorisinde dnemli
rol oynayan pozitif lineer operatorler ve hata tahmininde kullanilan siireklilik modiilii ve 6zel-
likleri verilecektir. Son olarak giiniimiizde klasik analiz yerine aktif olarak kullanilan g-analizden

ve ihtiyac duyulacak temel 6zelliklerinden bahsedilecektir.
2.1. Yogunluk

Bu kisimda, Ny negatif olmayan tamsayilar kiimesi ve E C Ny olmak iizere, E kiimesinin

yogunlugu tanitilacaktir.

Tanim 2.1.1.

- 1
O(E) := ’111_I>Igon+1

{j<n:jeE} 2.1)

limitine, mevcut olmast durumunda, E kiimesinin yogunlugu denir (Niven vd., 1980: 473).

Burada |E| ile E kiimesinin kardinalitesi gosterilmektedir.

Ornek 2.1.2. Dogal sayilar kiimesinin sonlu bir alt kiimesi sifir yogunluklu oldugu gibi,
{1,4,9,....7%,..}
kiimesi de sifir yogunlukludur.

2.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Bu kisimda bir dizinin istatistiksel yakinsaklig1 tanitilarak, klasik yakinsaklik ile istatis-

tiksel yakinsaklik arasindaki iligkiden soz edilecektir.

Tamm 2.2.1. x = (x;) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eger
Ee={jeNy:|x;—/]| > ¢}

olmak iizere, her € > 0 i¢in
O0(Ee) =0

ise, yani her € > 0 icin

1
lim
n—eopp+ 1

[{i<n:lxj—t|>€}|=0 (2.2)



saglanacak bigimde bir ¢ sayis1 varsa, x = (x;) dizisi £ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st —limx =1/

ya da
xj— L(st)

olarak gosterilir (Fast, 1951: 241), (Fridy, 1985: 302), (Salat, 1980: 139).
Ornek 2.2.2. m € Ny i¢in
), = m?
= { 0, j#m?
ile tantmlanan (x;) dizisini inceleyelim.

Her € > 0 i¢in,

{i<n:|x;—0[>e} Cc{j<n:x;#0}

ve
{i<n:lx|=etl<{j<n:x;#0} < Vn

oldugundan
lim — i <n:lx| > e} < i 1 {j<n:x;#0} < li ! Vn=0
ng&n—i—l Jj<n:|xj|>¢ |_ngrolon_|_—1|]_n.xj7é |—n5§°m =

elde edilir. Bu durumda
Ee={jeNy:|x;—0|>¢€}

olmak iizere her € > 0 i¢in
O0(E¢)=0

olup, x = (x;) dizisi O sayisina istatistiksel yakinsak olacaktur.

Ornek 2.2.3. m € Ny icin

i — Vi j=m
/ 3, j#m?

ile tanimlanan (x;) dizisini inceleyelim.



Her € > 0 i¢in,

{j<n:|xj=3|>e}| <{j<n:x;#3} <Vn

oldugundan
lim 1 <n:ijxj—3[2 <1'm—1 i <n:x; #3} < i L Vn=0
n1°°n—i—l|{J n.|xj |z e} naloon—}—lHJ—n'xl H nﬁlnt;lol’l—}—l "=

elde edilir. Bu durumda
Ee={jeNy:|x;—3|>¢€}
olmak iizere her € > 0 i¢in
O0(E¢)=0
olup, x = (x;) dizisi 3 sayisina istatistiksel yakinsak olacaktr.

Bu iki 6rnekten anlasilacagi iizere, sinirhi iraksak diziler istatistiksel yakinsak olabile-
cegi gibi, sinirsiz 1raksak diziler de istatistiksel yakinsak olabilmektedir. Burada akla klasik
yakinsaklik ile istatistiksel yakinsaklik arasinda nasil bir iligki oldugu sorusu gelebilir. Yakin-
sak olan bir dizinin ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak olacag1 aciktir. Yani, klasik yakinsaklik
istatistiksel yakinsaklig1 gerektirmektedir. Ancak buradaki 6rneklerden de goriilecegi iizere, is-
tatistiksel yakinsaklik klasik yakinsaklig1 gerektirmemektedir.

2.3. Kuvvet Serisi Metodu

Bu kisimda kuvvet serisi metodu ve bir dizinin kuvvet serisi anlaminda yakinsak ol-
mas1 tamitilacaktir. Ayrica, klasik anlamda yakinsaklik ile kuvvet serisi anlaminda yakinsaklik

arasindaki iligskiden bir 6rnekle s6z edilecektir.

Tamm 2.3.1. (p;) negatif olmayan reel terimli bir dizi ve py > 0 olmak iizere,
p(t)=) pjt’ 2.3)
j=0

ifadesine kuvvet serisi denir. Bu serinin yakinsaklik yaricapi R ve 0 < R < oo olmak {izere kuvvet

serisi metodunun ve x = (x;) dizisi i¢in kuvvet serisi anlaminda yakinsakligin tanimini verelim:

Cp = {f: (—R,R) — R | 0<lziLnR* l%f(t) mevcut}



veE

Cp, = {x = (xj) | px(t Z pjtij yakinsaklik yarigapt > R ve p,€C }
j=

olsun.

P, —1lim : Cp, — R (kisaca P,) olmak iizere

P,—limx= Ilim t'x 2.4
P T o<t—R- p(t Zp, A 24)

ifadesine kuvvet serisi metodu ve x = (x j) dizisine de P,-yakinsaktir denir (Boos, 2000: 152),
(Kratz ve Stadtmiiller, 1989: 362).

Klasik anlamda yakinsak bir dizi ayn1 zamanda P,-yakinsak oluyorsa ve limit degeri

korunuyorsa P, kuvvet serisi metodu regiilerdir denir (Boos, 2000: 160).

Simdi P, kuvvet serisi metodunun regiilerligini karakterize eden teoremi hatirlatalim:
Teorem 2.3.1. P, kuvvet serisi metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart
her j € Ny i¢in

lim =2 =0 (2.5)

olmasidir (Boos, 2000: 160).

Kuvvet serisi metodu Abel ve Borel gibi i1yi bilinen pek ¢ok toplanabilme metotlarini

icermektedir. Gergekten de,

1
i. egerpj=1,jeNgise R=1ve p(t) = T 1€ (—1,1) olup P, kuvvet serisi metodu

Abel metoduyla ¢akigsmaktadir,

1
ii. eger p; = T J € Np ise R = oo ve p(t) = ¢', t € R olup P, kuvvet serisi metodu Borel
J!
metoduyla ¢akigsmaktadir.

Diger taraftan kuvvet serisi metodu klasik yakinsakliktan daha etkilidir. Bunu gérmek

icin asagidaki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 2.3.2. x = (x;) dizisi (1,0,1,0,1,0,...) seklinde tanimlansin.

L .
pj:ﬁa.]ENO



olmak iizere R = oo, p(t) = €' ile tammlanan kuvvet serisi metodunu goz oniine alalim. A¢ik¢a

olup x = (x;) dizisi % sayisina P,-yakinsaktir.

x = (x;) dizisinin klasik anlamda ya da istatistiksel anlamda yakinsak olmadig agiktur.

2.4. Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakinsakhik

Bu kisimda bir dizinin kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsakligi tanitilacaktir.
Ayrica, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve klasik ya-

kinsaklik arasindaki iligkiden sz edilecektir.

Tamm 2.4.1. P, regiiler kuvvet serisi metodu ve E C Ny olsun.

Eger

E)= lim 2.6
» (E) 0<t—R- p(t jgép’ (2.6)

limiti mevcutsa, 8p, (E) sayisina E kiimesinin P,-yogunlugu denir (Unver ve Orhan, 2019: 537).

E kiimesinin P,-yogunlugu i¢in 0 < &p,(E) < 1 oldugu agikur.

Ornek 2.4.2. Asagidaki (p ;) dizisi ile tanimlanan P, kuvvet serisi metodunu goz oniine alalim:

m € Ny i¢in
)1, j=2m
PimY 0 | j=2m+1
E =1{1,3,5,...} C Ny olmak iizere,
1
0(E)==
GE
dir. p,(E) ise
op,(E lim ! t
= 1 _—
i 0<i—R- p(t) jeEp/
1
= lim —.0
0<t—R~ p(l‘)
=0



olur.

Bu Ornekten anlagilacagi iizere, E kiimesinin yogunlugu ile E kiimesinin P,-yogunlugunun

birbirine esit olmas1 gerekmemektedir.

Tanim 2.4.3. x = (x;) reel terimli dizi ve P, regiiler kuvvet serisi metodu olsun.
Ee={jeNy:|x;—¢| > ¢}

olmak {iizere, her € > 0 i¢in
0p,(Ee) =0

ise, yani her € > 0 i¢in

1 .
lim —— it/ =0 2.7
0<t—R- p(t) jég Pi .7)

saglanacak bigimde bir £ sayis1 varsa, x = (x;) dizisi £ sayisina Pp-istatistiksel yakinsaktir denir

ve
stp, — limx = /¢

olarak gosterilir (Unver ve Orhan, 2019: 537).

Ornek 2.4.4. Asagidaki (p ;) dizisi ile tanimlanan P, kuvvet serisi metodunu goz 6niine alalim:

m € Ny icin
=
P70 #m
ve x = (x;) dizisi

0 , j:m2
xj=< .7
jo. j#m?

x = (x;) dizisinin istatistiksel yakinsak olmadig1 aciktir. Ancak her € > 0 igin

olsun.

E.={jeNyp: |xj—0] > e}
olmak tizere

SPP (Eg) — ()



olup, x = (x;) dizisi O sayisina Pp-istatistiksel yakinsaktr.

Ornek 2.4.5. Asagidaki (p ;) dizisi ile tanimlanan P, kuvvet serisi metodunu goz oniine alalim:
m € Ny i¢in

) j=m?
PImY o, jzm

ve x = (x;) dizisi

i =
Tolo, j#Em
olsun.

Bu durumda x = (x;) dizisinin O sayisina istatistiksel yakinsak oldugu agiktir. Ancak x = (x;)

dizisi Py-istatistiksel yakinsak degildir.

Bu 6rneklerden goriilecegi lizere istatistiksel yakinsaklik ile P,-istatistiksel yakinsaklik
birbirini gerektirmemektedir (Unver ve Orhan, 2019: 538).

2.5. Pozitif Lineer Operatorler

Bu kisimda pozitif lineer operatorlere iliskin bazi temel tamim ve 6zellikler verilecektir.

Ayrica iyi bilinen teoremler hatirlatilacaktir.

Tanim 2.5.1. X ve Y iki fonksiyon uzay1 olmak iizere X uzayindan alinan herhangi f fonksi-
yonuna Y uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren L kurali varsa o taktirde X uzayinda bir

operatdr tanimlanmustir denir ve bu durumda g(x) = L(f;x) gosterimi kullanilir.

Eger, X lineer bir uzay ise L operatoriiniin lineerligini tanimlayabiliriz.

Tanim 2.5.2. X ve Y reel fonksiyonlarin iki uzay1 olmak iizere her f, g € X ve o, o keyfi reel
sabitleri i¢in

L(oy f + apgix) = auL(f3x) + 0 L(g;x) (2.8)
gercekleniyorsa L : X — Y doniisiimiine lineer operator denir.

Ayricaeger f > 0 olmasi Lf > 0 olmasini gerektiriyorsa, L doniisiimiine pozitif operator

denir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).

Bu tanimdan goriiliiyor ki L lineer operatorii i¢in L(0;x) = 0 saglanir.

10



Onerme 2.5.3. L: X — Y pozitif lineer operator olsun.
* f < golacak bicimde her f,g € X i¢in Lf < Lg (monotonluk),
* her f € X i¢in [Lf| < L|f|

gerceklenir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).

Tanim 2.5.4. X ve Y normlu uzaylar ve L : X — Y lineer bir operatdr olmak iizere her f € X

i¢in
ILflly < HI flx (2.9)

saglanacak bicimde reel bir H sayis1 varsa L operatorii sinirli operator denir. Ayrica L operato-

riiniin normu

Lfl|ly
Il = sup LESI

(2.10)
rex.f20 I1fllx

ile verilir (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Simdi bir pozitif lineer operatdr dizisinin birim operatdre yakinsakligi i¢cin gerek ve
yeter sart veren bir sonucu hatirlatacagiz. Bu sonug birbirinden bagimsiz olarak, 1951 yilinda
Popoviciu, 1952 yilinda H. Bohman ve 1953 yilinda P. P. Korovkin tarafindan elde edilmistir ve
literatiirde ’Bohman-Korovkin Teoremi’ olarak bilinmektedir (Bohman, 1952: 45), (Korovkin,
1953: 961), (Popoviciu, 1951: 1-4).

Teorem 2.5.1. L, : Cla,b] — Cla,b] pozitif lineer operatorlerin bir dizisi olsun. [a,b] tizerinde

ej(t) =t/ olmak iizere
Ly(ej(t);x) =2 ej(x),j=0,1,2
ise her f € Cla,b] i¢in [a, b] lizerinde
Ly(f(1):x) = f(x)

gerceklenir.

Burada Cla, b] ile [a,b] aralig1 iizerinde tanimli ve siirekli, reel degerli tiim fonksiyonla-

rin uzay1 gosterilmisgtir.

Ornek 2.5.5. [0,1] aralig1 iizerinde taniml, siirekli, reel degerli bir f fonksiyonuna yaklasan

polinomlar dizisi 1912 yilinda Bernstein tarafindan

B,(f:x) = if (S) (Z)xk(l —x)"* neN, xe0,1] (2.11)
k=0

11



seklinde tanimlanmugtir (Bernstein, 1912: 1). {B,},en operatorleri, pozitif ve lineer operator-

lerdir. Ayrica,

B,(1;x) =1,
B, (t;x) = x,
1—
Bn(tz;x) :x2+x—( x)
n

olup {B, }nen operatorler dizisinin Teorem i gergekledigi aciktir.

2.6. Siireklilik Modiilii

Bu kisimda hata tahmininde 6nemli bir yere sahip olan siireklilik modiilii tanitilacaktir
ve bazi ozellikleri verilecektir. Siireklilik modiilii sinirli fonksiyonlar i¢in tanimlanabilir. Ancak
stireklilik modiiliiniin en 6nemli 6zellikleri diizgiin siirekli fonksiyonlar i¢in gecerli olanlaridir
(Altomare ve Campiti, 1994: 266), (Korovkin, 1953: 963).

Tanim 2.6.1. f, [a,b] aralig1 iizerinde tanimli sinirli bir fonksiyon olmak iizere, keyfi 6 > 0 i¢in

w(f,5)=wf([a,b],5)=| Su|p<6 |f(x) = fO)] (2.12)
X—Y|>
x,y€la,b]

seklinde tanimlanan (f, §) fonksiyonuna, f fonksiyonunun [a, b] araliginda siireklilik modiilii

denir.

o(f,8) sayis1 f fonksiyonunun diizgiin siirekliligi taniminda & ile gelen € sayisinin
bir dl¢iimiidiir. Hatta tam olarak & sayisinin bir fonksiyonu seklinde € = wy(0) yazilabilir ve

asagidakiler gerceklenir:

L. Herx #y, x,y € [a,b] i¢in [ f(x) — f(y)| < @(f, [x—y]).
2. Eger0< 6; < & ise o(f,01) < o(f, &) gerceklenir.

3. f fonksiyonunun [a,b] aralig1 iizerinde diizgiin siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart
lim o(f,8) =0 olmasidir.
0—0* (f )

4. f, [a,b] iizerinde sinirh ve & > 0 olsun. Her n € N i¢in @(f,nd0) < now(f,d) olur. Ayrica
her A > 0 icin o(f,A8) < (14+A)w(f,d) gergeklenir.

12



2.7. Q-Analizin Temel Ozellikleri

Bu kisimda matematik ve fizik bilimleri arasinda koprii gorevini goren g-analiz tanitila-

caktir ve ihtiya¢ duyulan 6zellikleri verilecektir.

Tamm 2.7.1. ¢ > 0 ve g bir reel say1 ve i negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere

. 1— qi - q), 4 la
[l]qZ{ ( /=g, a7 (2.13)
L q=1,
seklinde tanimlanan tamsay1iya g-tamsayisi denir.
[i]4 say1sinin faktoriyeli,
} [{gli—1]g---[1]g, i=1,2,...,
i, = 2.14
o { 1, i=0, (19
ve n > k > 0 iken g-binom katsayilari,
n [n],!
=l (2.15)
[k] . [klg![n — k!
olarak tanimlanmaktadir. Ayrica binom katsayilar1 asagidaki ozellikleri de saglamaktadir:
n+1 k| N N n 2.16)
k k—1 k
q q
ve
n+1 n «|n
= + 2.17
k [k —1) Tk @10
q q q

(Kac ve Cheung, 2002: 13, 18).

Ornek 2.7.2. Bernstein polinomlarinin g-genellestirmesi Phillips tarafindan her pozitif n tam-

say1sl1 i¢in,

Je=f (%)

olmak tizere

Bng(fix) = Zn:fk [Z] xan (1—¢'x)
k=0

13



ya da

Jg

. B n & n n—k—1 o
Bn7q<f,x)—};of([nq) qu" g (1-¢’x) (2.18)

seklinde tanimlanmugtir (Phillips, 1997: 511). Bu ifadede ¢ = 1 icin, klasik Bernstein polinom-
larinin elde edilecegi agiktir. Ayrica g-Bernstein polinomlari, g-farklar yardimiyla da ifade edi-

lerek Phillips tarafindan asagidaki teorem elde edilmistir:

Teorem 2.7.1. j =0, 1,2 olmak iizere B, ,(t/;x) igin

gerceklenir (Phillips, 1997: 513).

14



3. Q-CHLODOWSKY OPERATORLERI

Bu boliimde Bernstein operatorlerinin g-analiz yardimiyla tanimlanan Chlodowsky var-

yasyonunun yaklagim ozellikleri incelenecektir.
3.1. Q-Chlodowsky Operatorlerinin Bazi Temel Ozellikleri

Oncelikle Chlodowsky tarafindan 1937 yilinda sinirsiz bir kiime iizerinde tanimlanan
Bernstein-Chlodowsky operatorlerini hatirlatalim (Chlodowsky, 1937: 381) :
0 < x < by, (by) pozitif artan dizi,

lim b;, = oo

n—oo

olmak tizere

1 k n x \* x\" K
Cn(f;x):kg)f(;bn) (k) (b_n) (1—5) ,neN (3.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Buradaki diisiince ile [0, 1] aralig1 tizerinde tanimh ve siirekli f

fonksiyonu i¢in g-analiz yardimiyla

Bug(fiv)= Y (%) Prna().

k=0

n n—k—1
Ping(X) = [k] ** I:!) (1—¢’x)

ya da

pk,n,q(x) = [Z] xk(l _X)Z_k
q

olarak tanimlanan g-Bernstein operatorleri;
0 < x < by, (by) pozitif artan dizi ve
lim b,, = o

n—soo

olmak tizere

Crg(f1) :kéf (%bn) [ZL <bi,,>kn::ﬁ: <1_qsb1n> (3.2)

seklinde genisletilmistir. Bu operatdrler g-Bernstein operatorlerinin g-Chlodowsky varyasyonu
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olarak adlandirilir. Bunun yam sira, g-Bernstein operatorlerinin farkli acilardan da detaylica
calisildigini belirtmekte fayda vardir (Orug¢ ve Tuncer, 2002), (Ostravska, 2003), (Ostravska,
2006), (Wang, 2007).

Cn,q(f;x) operatorlerinin 0 < g < 1 i¢in pozitif ve lineer oldugu kolaylikla elde edilebilir.

Yani;

f(x) >0, x € [0,by] ve by, pozitif terimli artan bir dizi, ayn1 zamanda 0 < ¢ < 1 iken

Cn,q(fQX) >0 (3.3)

olup, operator pozitiftir ve @, o keyfi reel sabitler olmak iizere,
L k n x \ Fnkol X
Cug(0nf+ 02g;x) Z o f+ 0n8) &bn — 1—-q'—
= 1]y k . by, b b,
k n x O\ Frkod X
=Y (auf) (ﬁbn) <b—) (1 —qsb—)
(=0 nlg ") [kf NP/ n (3.4)

olup, operator lineerdir.

Dolayisiyla Bohman-Korovkin teoremi kullanilarak bazi yakinsaklik sonuglarini aras-
tirmak miimkiindiir. Bu sebeple, bu ¢alisma boyunca ¢ sayilar1 i¢in 0 < g < 1 aralig1 kullanila-

caktir.

Lemma 3.1.1. j =0, 1,2 olmak iizere C, 4(t/;x) i¢in
Crg(l;x) =1,
Chq(t;x) =1,

x(by, —x)

Cg(t5x) =% +
! [nlg

gerceklenir.
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gln—1]y ,  bpx

[y [l
gin—1g+[1lg—[llg 5 bnx
W T
 [n)gx? —x*+bux

[nlg

x(by —x)

[nlg

elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar. m

Operatoriin lineerligi ve Lemma kullanilarak agsagidaki ifadeler kolaylikla elde
edilir:

Chg ((t—x)ix) =0, (3.5)

(3.6)

Ancak burada 0 < g < 1 ve n — oo olmak iizere

o = -
n —_—

q 1— q
oldugu dikkate alinirsa C, 4(t%;x) ve Cnq ((t —x)%;x)) ifadelerinin n — oo igin sirastyla x> ve
0 fonksiyonlarina yakinsamadig1 gériiliir. Klasik Chlodowsky operatérleri icin de C,(t%;x) ve
Cy, ((t —x)z;x)) ifadelerinin n — oo igin sirasiyla x*> ve O fonksiyonlarma yakinsamadig: iyi

bilinmektedir.

Bu durumun birincisi ¢ tamsayilarindan, ikincisi ise (b,) dizisinden olmak tizere iki
sebebi vardir. Dolayisiyla yaklasim 6zelliklerini incelemek i¢in bu zorluklarin ortadan kaldiril-

mas1 gerekmektedir.

g tamsayilarindan dogan zorluk iki sekilde ortadan kaldirilabilmektedir. Birinci yol, ¢
sayisint 1 secmektir. Ancak bu durumda tanimladigimiz operator klasik Chlodowsky operatorii

olacaktir.

Bu sebeple g sayis1 yerine, asagidaki kosullar1 saglayan g, dizisi alinarak bu zorluk

asilacaktir:
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* 0< gy <,

* limg,=1,ve
n—soo

by,
¢ lim

=0.
n—eo (1] n

Ikinci zorluk ise [0, o) araliginin keyfi kapali sinirh alt aralig1 iizerinde noktasal ve diiz-

giin yakinsakliklar caligilarak agilacaktir.
3.2. Q-Chlodowsky Operatorlerinin Bazi Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda g-Chlodowsky operatorleri i¢in H. Karsli ve V. Gupta tarafindan elde edilen
bazi yaklagim sonuglari verilecektir (Karsli ve Gupta, 2008: 223):

Teorem 3.2.1. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < ¢, < 1,

lim g, = 1

n—oo

ve

lim 22— 0
n—ree [n]Qn
olsun. Bu durumda f € CJ0,0) igin

[K]

n kn—k—1
Cogn(f32) = Zf( o bn) " (1> I1 (1 —qnsi) ,  0<x<b,
= \[nlg, ki, bn) 0 b

operatorleri, A pozitif reel sabit olmak iizere [0,A] aralig1 iizerinde f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.

Ispat. Bohman-Korovkin teoremi geregince g-Chlodowsky operatérlerinin pozitifligi ve lineer-

lig1 kullanilarak

i Cug,(Lix) =1
ii. g, (t;x) =3 x
iii. Cug, (t%x) = 22
oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma yardimiyla (i), (ii) ve

x(by —x)

[n]g,

Crqn (%) =X +
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olup, x € [0,A] oldugundan

|Cng, (£%1x) = %[ = X(l[);]q_x> = ;in = 0 (n = e0)

elde edilir. Dolayisiyla teoremin hipotezleri altinda
gerceklenir. Bu ise ispati tamamlar. m
Teorem 3.2.2. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
Jiman =1
ve
by

Iim — =0
N—oo [”]qﬂ

olsun. Bu durumda f € C[0,0) ise

Cra ()~ )] < 20 ( : %)

gerceklenir.

Ispat.

Cua )= £ = | 3 £ b H (bin)k(l_bin):k—ﬂx)
& [ Gen)-] [, G) (-5).
<£Jr (o) -]

Ejzb" _xD [k

S
|
N

F =
~
-
VRS
[E—

|
F| =
~__
B3 |
e
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Mar,

:kgw L [n]q,; ‘ k](b_)"(l
(B

Skgo 1+ qn6 a)(f,5)[k]qn(bn

£ e[ G (-

n k n—k
—evaf ] () (-5),
+w(1g,6)k)i) Eszbn_x [’;L (bin)k@—_

elde edilir.

LG s =G (i) -

oldugu kullanilarak ve Cauchy-Schwarz esitsizligi yardimiyla

HGIGHN

£l [ G)'(
- . )12

CIGN

n

)}

k=0

(K]

b,—x
[n]qn

- 4n

yazilirsa



1/2

bulunur. Buradan

1/2
G (f3%) — f(X)] < o(f,0)+ o(f,6) {x(bn x) }
o [”]qn
olup, eger
5= {M}l/ ?
[nlg,
secilirse

Cran (3~ 1) < 20(£,8) = 20 ( / M)

olacaktir. Bu ise ispati tamamlar. m

Bu ifadede esitsizligin sag tarafinin 1raksak olabilecegi kolaylikla goriiliir. Ornegin,

icin n — oo iken & — 0 ifadesini garanti edemeyiz.

Yine de bu teoremi dikkate alarak noktasal yakinsaklik ve diizgiin yakinsaklik i¢in asa-

gidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.2.3. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,

limg, =1

n—soo

veE
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olsun. Bu durumda f € C[0,b,) ve xp sabit olmak iizere

g,

xob
|Cogu (f3%0) = £ (x0)] <200 (f, ° >
gerceklenir.

ispat. Xo sabit olmak iizere, x¢ icin

x(b, —x) < xoby,

g, [nlg,

esitsizligi saglanir. Ayrica, siireklilik modiiliiniin monotonluk 6zelligi kullanilarak yani

[n] qn

& =

alinarak ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2.4. A, Teorem |3.2.1|ifade edilirken kullanilan say1 olmak iizere,

(gn) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,

lim g, =1

n—oo

Ve

. by
lim
n—yoo [n] s

=0

olsun. Bu durumda f € C[0, ) ise, yeterince biiyiik n sayilari i¢in

Ab,
||Cn>an_f||C[O7bn] < 20 <f7 _)

[l’l] 4n
gerceklenir.

Ispat. Teorem geregince

1Co g, (f3%) — f(x)] £20 <f7 M)

gergeklenir ve Teorem [3.2.1]ifade edilirken kullanilan A i¢in

x(by —x) < Ab,,

g, [,

olup, siireklilik modiiliiniin monotonluk 6zelligi kullanilarak ispat tamamlanir. m
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Simdi Peetre-K fonksiyonelini hatirlatalim:

Tanmm 3.2.1. f € Cla,b] ve § > 0 olmak iizere Peetre-K fonksiyoneli

K(f,6):= inf b}{||f—g||c[a,b] + 6|8l c2pap }

g€C?[a,

ile tanimlanir. Burada

C*la,b] = {f € Cla,b]: f', " € Cla,b]},
ve norm ise

8llc2fa ) = 18 llctap) + 118 llcras) + 18" cras)
seklindedir.

Teorem 3.2.5. g keyfi bir tamsay1 olsun. Bu durumda g € C?[0, b, i¢in

. x(by —x)
|Crq(g3x) —g(x)| < Tn]quHCZ[O,bn}

gerceklenir.
Ispat. Taylor formiiliiniin integral kalan terimli formunu kullanarak

) = ¢ +¢ (=) + [ (=g O)as
ya da

60 = ¢ +¢ 00—+ [ (== u)g" (e u)du
yazabiliriz.

80 =gl =@ —0+ [ (—x—u)g" v+ u)du

esitligine g-Chlodowsky operatoriinii uygularsak

Cugl8(t) —8(x)] =Cnq [¢'(x)(r —x)] +Cig Uotx(f —x—u)g" (x4 u)du

yazariz ve

(3.7

(3.8)

(3.9)
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Cog(8:2) — () =8 (1Cnglt — 5.2 + Cag ( [ u)du;x)
Cig(8:%) — 2(x)] = |&'(X)Cog (t —x:%) +Cig ( /0 e _x_u>g"<x+u>du;x)

Cg ( /0 T x— g (et u)du;x>

Cog ( /0 e u)du;x)

< g/ (X)Cug(t — ;%) | +

<118 llcio,6,) |Cng(t = 2:2)[ + 118" ll (0.5,

elde ederiz. Burada

(t—x)?

t—Xx
/0 (t—x—u)du= 5

oldugundan

Cog(t —x3%)| + 18" llco.6,]

x(b, —x
S!\g"\!c[o,bn]%
q

x(by —x)
—Tn]quHCz[Qb,,]

|Cug(g5%) — g(x)] <Il&"llco,pu]

cua(575)

elde edilir. Bu da ispati tamamlar. m

Asagidaki teoremlerin ispatinda kullanilan yontem ile kendi orijinal sonuglarimiz1 elde
ederken takip edecegimiz yontem aynidir. Dolayisiyla bu teoremleri ispatsiz olarak ifade et-

mekte bir sakinca yoktur.

Teorem 3.2.6. (g, ) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,

fim =1

veE

) by,
lim
)

=0

qn

olsun. Bu durumda f € C[0,0) ve A > 0 sabiti i¢in

Abn
_ <
1Cngn () = Fllcopn] < 2K (f ’ 2[n]qn)
gerceklenir.

Simdi Lipschitz sinifin1 hatirlatalim:
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Tanim 3.2.2. f:R — R ve her x,y € R olmak iizere y > 0 iken

f () = f)] < Mx—y|" (3.10)

esitsizligini saglayan M > 0 sabiti varsa bu durumda f fonksiyonu 7. dereceden Lipschitz sii-

reklidir denir ve

seklinde yazilir.

Teorem 3.2.7. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,

lim g, = 1

n—oo

veE

. by
lim
o)

=0
qn

olsun. Bu durumda f € Lipy[0,b,] ve x € [0,A], A > 0 sabiti i¢in

(04

meﬂ—ﬂmwdéM{ }2
[”Z] qn

gerceklenir.

Teorem 3.2.8. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < ¢, < 1,
lim g, = 1
n—soo

ve

. by
lim
o0 [n]Qn

=0

olsun. Bu durumda f fonksiyonu siirekli tiireve sahip ve [0,A] aralifinda f’(x) fonksiyonunun
siireklilik modiilii (f”,8) ise

Crg, (f3x) = f(X)| <N b (f’, %)

[n]g, nlg,

gerceklenir.
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4. Q-CHLODOWSKY OPERATORLERI ICIN KUVVET SERISI ANLAMINDA
ISTATISTIKSEL YAKLASIM

Yaklasim teorisi ile toplanabilme teorisini birlestiren ilk ¢calisma A. D. Gadjiev ve C.
Orhan tarafindan 2002 yilinda yapilmistir ve aktif olarak calisilan bir teori haline gelmistir.
Bu teoremler, klasik analiz ile verilmis olup zamanla 6nemli hale gelen g-analiz yardimiyla
calisilmistir ( Phillips, 1997), (Karsli ve Gupta, 2008).

Bu boliimde kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik metodu kullanilarak g-

Chlodowsky operatorlerinin yaklasim ozellikleri incelenecektir.

Bu boliim orijinal sonuglar icermektedir.

4.1. Pozitif Lineer Operatorler Icin Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakla-

sim

Bu kisimda istatistiksel yakinsaklik, P,-istatistiksel yakinsaklik ve Korovkin tipi yakla-

stmi birlestiren teoremler hatirlatilacaktir.

Teorem 4.1.1. (L,) pozitif lineer operatdr dizisi olsun.

L, : Cla,b] — Bla,b]
olmak iizere, eger j = 0,1,2 i¢in ¢;(¢) =t/ olmak iizere,

st —lim||Lne; —ej[pap) = O 4.1)
ise her f € Cla,b] i¢in

st —lim || L f — f || plap)= 0 (4.2)

gerceklenir (Gadjiev ve Orhan, 2002: 131).

Teorem 4.1.2. P, regiiler kuvvet serisi metodu ve (L,) pozitif lineer operatér dizisi olsun.

L, :Cla,b] — Cla,b]
ve j=0,1,2icin ¢;(t) =t/ olmak iizere,

stp, —lim||L,e; —ej|| =0 4.3)
ise her f € Cla,b] igin

stp, —lim | Lo f — f | =0 (4.4)
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gerceklenir (Unver ve Orhan, 2019: 544).

Yukaridaki iki teorem i¢in kullanilan ispat teknigi ayni olup, sadece ikinci teoremin

ispatin1 vermek yeterli olacaktir.

Ispat. Keyfi f € C[a, b] alalim. f kapal aralikta siirekli oldugu i¢in ayn1 zamanda diizgiin siirekli

oldugundan her € > 0 sayist i¢in bir § > 0 sayist bulabiliriz ki |t — x| < & olacak bigimde

t,x € [a,b] i¢in

[f()—fx)] <e

gerceklenir. Ayrica, f fonksiyonu sinirli olup || f|| < M olacak bigimde M > 0 sayisi vardir ve

1f(t) — f(x)] <2M, —o0 < t,x < o0
yazilabilir. Dolayisiyla her 7, x € [a,b] i¢in

70— FW)] < 4 (1 —x)

gerceklenir. L, operatorlerinin pozitifligi, lineerligi ve monotonlugu kullanilarak

|Ln(f3%) = f(O)] = L (f (1) = f(x) + f(x);x) = £ ()]
= [Ln (f(t) = f(x):) + f(x) (Ln(1:x) = 1) |
< [Lp (f () = f(x)s0) [+ [ f ()| Ln(Lx) — 1
< Ly (f () = f(x);0) [+ M|Ly(15x) — 1]
<L <s+ )2;x) +M|L,(1;x) — 1|
Lo(1:x) + 25]‘24 (= 20545 x) + ML (1) — 1|
=e+e(L,(1;x)—1)
+2i24 Ly (t%x) — 2xLy (t;x) + 37 Lo (13x)] + M|Ly(15x) — 1|
<

5
e+ 8+M)|Ln(1;x)—1|
2
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2Mc?
=e+(e+M+ T)]Ln(l;x) —1|

4Mc? 2M
Ly (t;x) — x| + y!LnOz;x) — x|

T
elde edilir. Buradan ¢, x € [a, b] olmak {izere maksimum alinirsa ve

2Mc? 4Mc?
H = max 8+M+7,T

olarak tanimlanirsa
ILnf — fIl < H[||Lneo — eol| + || Lner — e1]| + || Lnez — ex]|]

gergeklenir. Keyfi € > 0 icin

/

2
€
Eg =: {HGN()Z Z HLnej—ejH > ﬁ}

j=0

yani
8/
Eg =: {I’l € No : ||Lneo — eol| + || Lner — e1]| + || Lnez — e2|| > E}
olarak tanimlansin.
{neNo:|Lif—fl> €'} CE
olacagi acgiktir. Ayrica j = 0, 1,2 olmak iizere
8/
E;=: {n € No:||Lyej—ej| > —}
yani
E() =

Er,=<neNy: ||Ln€2—€2|| T

£
E| =: {n € No:||Lher —e1]| >
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olarak tanimlansin. Dolayisiyla

Es CEyUE|UE,
olup

2
0<, ({neNo:|Lf —fll >€}) <Y 6p(E))
Jj=0

gerceklenir ve hipotezler altinda

8, ({neNo:||Lf—f||>€'})=0

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. m

4.2. Q-Chlodowsky Operatorleri Icin Kuvvet Serisi Anlaminda Istatistiksel Yakin-
saklik Yardimiyla Elde Edilen Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda g-Chlodowsky operatorleri i¢in kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakin-
saklik yardimiyla elde etti§imiz yaklagim sonuglar1 verilecektir. Burada n = 0 igin C, 4(f;x)

operatoriiniin f(x) olarak tanimlandigini belirtmekte fayda vardir.
Teorem 4.2.1. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, — limg, =1
ve
b
stp, —lim # =0
an

olsun. Bu durumda f € C[0, ) ise, A pozitif reel say1 olmak iizere
stp, —lim |Gy g, f — fllcjo,4) = 0
gerceklenir.

Ispat. Teorem geregince g-Chlodowsky operatorlerinin pozitifligi ve lineerligi kullanila-

rak
i s, ~ 1im [ Cug, 1 — 1]l =0
ii. stp, —lim|[|Cy g,t — x||cj0.4) = O
iii. stp, —lim [Cpg,1* — %[l cjoa) =0
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oldugunu gostermek yeterlidir.

Operatoriin tanimi1 dikkate alinirsa (i) ve (i) nin gerceklendigi agiktir. (iii) i¢in,

x(b, —x)

Chg, (15%) = X% +
e [n]Qn
olup, x € [0,A] oldugundan

Ab,

[n]g,

‘Cmqn(tz;x)—xz} < —0,(n— o0)

elde edilir ve teoremin hipotezleri altinda ispat tamamlanir. m
Teorem 4.2.2. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < ¢, < 1,

stp, — limg, =1
ve

b
stp, —lim =0

[n]g,

olsun. Bu durumda f € C|0, ) ise

G g, (f3%) — f(x¥)] <20 (f, xﬁ’#‘”)

gerceklenir.

Ispat. Teorem ispatindaki yontem kullanilarak 0 < g, < 1 olacak bigcimde (g,) reel say1

dizisi i¢in
stp, —limg, =1
ve

b
stp, — lim—— =0

[n]g,

sartlar1 saglandigindan

Cra (220~ )] < 20 ( ; %)

gerceklenir. Bu ise ispati tamamlar. m

Bu teorem yardimiyla asagidaki sonucumuzu kolaylikla elde edebiliriz.
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Teorem 4.2.3. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, — limg, =1
ve

. b
stp, —hmﬁ =0

olsun. Bu durumda f € C[0,b,], xo sabit ve xo € [0,b,] igin
Xobn
Chg, (f3%0) — f(x0)| <20 | f, W

4n

gerceklenir.

Ispat. Herhangi bir x( noktasi icin asagidaki esitsizlik daima dogrudur:

x(by —x)

xObn
[n]qn .

[n] Gn

<

Teorem 4.2.2 yardimiyla ve siireklilik modiiliiniin monotonluk 6zelligi de kullanilarak ispat

tamamlanir. =

Teorem 4.2.4. A, Teorem [4.2.1]ifade edilirken kullanilan say1 olmak iizere,

(gn) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, — limg, =1
ve
stp, —lim —"— =0
’ [n]qn

olsun. Bu durumda yeterince biiyiik n sayilar1 ve f € C[0,0) igin

Ab,
1Crgf — fllcop) 20| foy | o
[n]‘In

gerceklenir.

Ispat. Teorem m geregince

Cg, (f3%) — f(xX)] <200 (f7 M)
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gerceklenir ve Teorem {.2.T]ifade edilirken kullanilan A sayis1 igin

x(b,—x) _ Ab,
W = T

olup, siireklilik modiiliiniin monotonluk 6zelligi kullanilarak ispat tamamlanir. m

(Tas vd., 2013: 1152)’de Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin Stancu tipinin g-analogu,
0 < a < B, a ve B pozitif tamsayilar iken; 0 < x < b,, (b,) pozitif artan bir dizi ve

lim b, = oo
n—oo

olmak iizere,

w( o v p [ Katlodg ) n (g)k<_“g)"k
it =2 (i) o). ) (13, @)
seklinde tanimlanmisgtir.

o = B = 0 alindiginda Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin Stancu tipinin g-analogu
ile g-Bernstein-Chlodowsky operatorlerinin cakisacagi aciktir. (Tas vd., 2013: 1153)’de g-Bernstein-

Chlodowsky operatorlerinin Stancu tipi i¢in asagidaki teorem verilmistir:

Teorem 4.2.5. j =0, 1,2 olmak iizere C,, ;113 (t/;x) igin

CcxP(1x) =1,

B fy) — [, X [a]y
Cnd ) = B ol + Bl
2 2
C,?’qﬁ(tz;x) _ [n]y x2+x(bn—x) n 2[a]y[n]q b+ [a]y b,
’ am+mm2< g ) ([n)g + [Bly)° [n)g +[Bly)°
gerceklenir.
O0<gn<l,

stp, — limg, =1
ve
stp, —lim ﬁ =0

sartlar1 saglandiinda, P,-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla g-Bernstein-Chlodowsky opera-

torlerinin Stancu tipi i¢in benzer sonuglari elde edebiliriz.
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Teorem 4.2.6. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, — limg, =1
ve

. b
stp, —hmﬁ =0

olsun. Bu durumda f € C[0, ) ve A > 0 sabiti i¢in

Ab,
1Cogn (F) — Fllcion < 2K (f, ﬂ)

gerceklenir.
Ispat. H. Karsli ve V. Gupta’nin ¢alismasinda

|G (f3%) = FOO < 1S = &llct0.6,)|Crng (LX) 4 1 = &llcio,6,) + [Crg (83) — 8 ()]

ve

x(b, —x
Coan )= 1) < 21f = lln + 517 lellcaon,
q

oldugunu biliyoruz (Karsh ve Gupta, 2008: 225). Boylece

|Crg (f5) = ()] < 2| f = &llcjo,p,) + 2—||8Hc2[o,bn]
[n]qn

gergeklenir. g € C?[0,b,] iizerinden infimum alinirsa istenilen sonug elde edilir. Boylece ispat

tamamlanir. m

Teorem 4.2.7. (g,) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, —limg, =1

ve

stp, —lim [n]’; =0

olsun. Bu durumda f € Lipy[0,b,] ve x € [0,A], A > 0 sabiti igin

(04

Ab, ) 2
1Caan () — Fllcton < M{ } 2

[n]g,
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gerceklenir.

Ispat. Kolaylikla

Cogn (1) — £(3)] = ]:Of (%b) H (;‘—n)k(l—bin):k—ﬂw

elde ederiz. Ayrica

2 2
= — ve = —
P1=1 pP2=5"4
alinirsa
1 1
— =1
p1 P2
olup

yazabiliriz.
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Holder esitsizligi yardimiyla

|G, (f3%) = f(x)| <M i‘.

ve
£HLGYea
k=0 k n bn bn qn
oldugundan

n

)

k=0

|Cg, (f3%) = f(x)| <M

buluruz. g € C?[0,b,] ise

. x(by —x)
|Crq(g3x) —8(x)| < 2, 1gllc270,6,]

esitsizligini de kullanirsak,

Coanlrin) -~ f)] < {0 =)
elde ederiz. Buradan 0 < ¢, < 1,
stp, —limg, =1
ve
stp. — lim —— = 0,
’ [n]Qn

ve her x € [0,4] i¢in

o
Ab, ) 2
1Coig (F) = Fllcpo,p,) < M{ - } 2

N R

N R




elde ederiz. Bu ise ispati tamamlar. m

Teorem 4.2.8. (g, ) bir reel say1 dizisi, 0 < g, < 1,
stp, —limg, =1

ve

stp, —lim [n]’; =0

olsun. Bu durumda f fonksiyonu siirekli tiireve sahip ve [0,A] aralifinda f’(x) fonksiyonunun
siireklilik modiilii (f”,8) ise

Crg, (f3x) = f(X)| <N b (f’, %)

[”l] qn ”l] qn
gerceklenir.
T [k] qn . .. o . o
Ispat. u, x ve i b, arasinda bir nokta olmak iizere, ortalama deger teoremi geregince
Mign
[K]g
f <[ 1 bl’l _f(x)
/ _ n] qn
qn bn - x
[n] qn

yazabiliriz. Dolayisiyla

() 1o

(Ejz b —x) f1(w)
(B, ) s+ (oo, ) (0 - o)

[”]qn

olup

cwtra-sio=rof (Hen-n)[] () (-5)]

(B ow-rarf] (Y (-2,
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olmak iizere, 7 i¢in

G M A G I

oldugunu kullanirsak ve Cauchy-Schwarz esitsizligini uygularsak
k n—k
0,6 (-2)
x — —_——
eI, G 060,
< “by, —x — 1——

n

[K]g.
[”l]qn o

k=0
1/2

GO
k=0 k Gn bn bn qn
< x(by, —x)
[n]‘h
< Ab,
N [n]qn

elde ederiz. x € [0,A] ve

x(by,—x) _ Ab,

[n] n

oldugundan 7> i¢in

R () B G (-0, <25

yazabiliriz.
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Bu durumda

Coa(£3) = £ < w<f',6>\/g e

< w(f’ﬁ){ Aby | 1 Aby }

[n]g, 5 [nlg,

elde ederiz. Eger

by

[n] n

5:

olarak secilirse

Cogn(Fi)— f@I <0 (£ 2 ) dva [ 2 ya, [
H% M% MM

Sw(fﬂ [:]’;){(\/ZM) [:]_q}

Simdi bu sonug¢larimizi destekleyecek bir 6rnek verelim.

S

olup ispat tamamlanir. m

Ornek 4.2.1. Asagidaki (p,) dizisi ile tanimlanan P, kuvvet serisi metodunu goz oniine alalim:

m € Ny icin
)L, n=2m

Pn= 0, n=2m+1

ve ayrica (g, ) dizisi
0 , n=2m+1
qn =
1—— , n=2m
n

olsun.

P, kuvvet serisi metodunun regiiler oldugu agiktir. (g,) dizisinin istatistiksel yakinsak ya da
klasik anlamda yakinsak olmadig1 kolaylikla goriilebilir.

Ancak her € > 0 i¢in

Ee={neNy:|g,— 1| > ¢}
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olmak iizere
0p,(Ee) =0

olup
stp, — limg, =1

olur. (g,) dizisi 1 sayisina kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaktir.
Ornekte aldigimiz (g,) dizisi

* H. Karsli ve V. Gupta’nin, "Some approximation properties of g-Chlodowsky operators"

isimli caligmasinda elde edilen sonuglarin sartlarini ve

* E.Tag, C. Orhan ve T. Yurdakadim’in "The Stancu-Chlodowsky operators based on g-

Calculus" isimli calismasinda elde edilen sonuglarin sartlarini

kargilamamaktadir. (g,) dizisi klasik anlamda yakinsak ve istatistiksel yakinsak olmadigi halde,
P,-istatistiksel yakinsak yani kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaktir. Dolayisiyla bizim
sonuclarimiz kullanilarak g-Chlodowsky operatorlerinin yaklagim 6zelliklerinden yine de soz

etmek mumkiindiir.
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yardimiyla
g-Chlodowsky operatorlerinin yaklagim 6zelliklerinin arastirilmas: amag¢lanmigtir. Bunun igin,
oncelikle klasik Korovkin teoremi, kuvvet serisi metodu, istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet
serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik hatirlatilmistir. Sonra yaklasim teorisinde onemli bir
yere sahip olan Bernstein operatorleri ve [0,o0) araligina genellestirilmesi olan Chlodowsky
operatorleri tanitilmistir. Son zamanlarda aktif olarak kullanilan, matematik ve fizik bilimleri
arasinda koprii gorevi goren ve ¢ = 1 durumunda klasik analiz ile ¢akisan g-analize iligkin te-
mel kavramlar hatirlatilmistir. Bernstein ve Chlodowsky operatorleri g-analizle tanimlanarak,
g-Chlodowsky operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra, siireklilik mo-
diilii ve Peetre-K fonksiyoneli kullanilarak yakinsaklik orani elde edilmistir. Ayrica pozitif li-
neer operator dizileri i¢in klasik yakinsaklik yerine, istatistiksel yakinsaklik ve kuvvet serisi
anlaminda istatistiksel yakinsaklik alinarak elde edilen Korovkin tipi teoremler hatirlatilmig-
tir. Son olarak, amacimiz dogrultusunda kuvvet serisi anlaminda istatistiksel yakinsaklik yar-
dimiyla g-Chlodowsky operatorlerinin yaklasim ozellikleri elde edilmistir. Ayrica yakinsaklik
oranti, siireklilik modiilii ve Peetre-K fonksiyoneli ile hesaplanmistir. Bir 6rnek verilerek bilinen
sonuglarin kullanilamayacagi goriilmiistiir, dolayisiyla ispatladigimiz teoremlerimizin etkili bir

kullanim alanina sahip olacagi gosterilmistir.

Sonug olarak, klasik limit mevcut degil iken, yine de toplanabilme metotlar1 kullanila-
rak yaklagimdan s6z etmemizi saglayan bu teoremler literatiir i¢in ilgi ¢ekicidir. Ayrica klasik
analiz kullanilarak elde edilen ve elde edilemeyen sonuglar1 g-analiz yardimiyla incelemek di-
siplinlerarasi ¢calisma baglaminda faydali olacaktir. Bu calisma konusu ile ilgilenen okuyuculara
toplanabilme metotlar1 kullanilarak g-analiz yardimiyla verilebilecek yaklasim teoremleri oneri

niteligindedir.
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