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ederim.

Bu çalışmanın,
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Destek alındı ise;

Destekleyen kurum;
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hissettiğim ve bundan sonraki hayatımda mutlaka olmasını istediğim, çok sevdiğim değerli da-
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ÖZET

Q-CHLODOWSKY OPERATÖRLERİ İÇİN KUVVET SERİSİ ANLAMINDA
İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM

Bu tez 5 bölümden oluşmaktadır. İlk bölüm giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde, istatis-
tiksel yakınsaklık ve kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık kavramları hatırlatılarak,
pozitif lineer operatörler, süreklilik modülü ve q-analizin temel tanımlarına ve iyi bilinen te-
oremlere yer verilmiştir. Üçüncü bölümde, q-Chlodowsky operatörleri tanımlanmıştır ve klasik
yakınsaklıkla elde edilen bazı yaklaşım sonuçları verilmiştir. Esas itibariyle orijinal sonuçları-
mız dördüncü bölümde yer almaktadır. Bu bölümde, q-analiz ile tanımlanan Chlodowsky ope-
ratörlerinin daha önce bilinen metotlar tarafından içerilmeyen kuvvet serisi anlamında istatistik-
sel yakınsaklık yardımıyla yaklaşım özellikleri incelenmiş, yakınsaklık oranı elde edilmiş ve bu
orijinal sonuçlara ilişkin bir örneğe yer verilmiştir. Son bölümde, elde edilen orijinal sonuçların
değerlendirmesi yapılmıştır ve literatüre katkısından bahsedilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Q-Analiz, Chlodowsky Operatörleri, Yaklaşım Teorisi, Kuvvet Serisi Me-
todu, İstatistiksel Yakınsaklık.
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ABSTRACT

APPROXIMATION FOR Q-CHLODOWSKY OPERATORS VIA STATISTICAL
CONVERGENCE WITH RESPECT TO POWER SERIES METHOD

This thesis consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction. In the se-
cond chapter, by recalling the concepts of statistical convergence and statistical convergence
with respect to power series method, basic definitions, theorems and well known results which
we need throughout the thesis, also definitions of linear positive operators, modulus of con-
tinuity and q-analysis and some of their important properties are given. In the third chapter,
q-Chlodowsky operators are defined, some approximation properties of these operators are exa-
mined and some approximation results obtained with classical convergence are given. The ori-
ginal results of this thesis are included in the fourth chapter. In this chapter, the approximation
properties of Chlodowsky operators defined by q-analysis are examined with the use of sta-
tistical convergence with respect to power series method which is not included by previously
known methods, the rate of convergence is obtained and an example to these original results is
given. In the last chapter, the original results obtained in during the thesis are evaluated and its
contribution to the literature is mentioned.

Keywords: Q-Calculus, Chlodowsky Operators, Approximation Theory, Power Series Method,
Statistical Convergence.

iii
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

R : Reel sayılar kümesi
N : Doğal sayılar kümesi
N0 : Negatif olmayan tamsayılar kümesi
|E| : E kümesinin kardinalitesi
δ (E) : E kümesinin yoğunluğu
δPp(E) : E kümesinin Pp-yoğunluğu
st− limx : x dizisinin istatistiksel limiti
stPp − limx : x dizisinin Pp-istatistiksel limiti
Ln(·; ·) : Pozitif lineer operatör dizisi
Bn(·; ·) : Bernstein operatörleri dizisi
Bn,q(·; ·) : Q-Bernstein operatörleri dizisi
Cn(·; ·) : Chlodowsky operatörleri dizisi
Cn,q(·; ·) : Q-Chlodowsky operatörleri dizisi
C[a,b] : [a,b] kapalı aralığında tanımlı ve reel değerli sürekli fonksiyonlar uzayı
B[a,b] : [a,b] kapalı aralığında tanımlı ve reel değerli sınırlı fonksiyonlar uzayı
ω(f,δ ) : Süreklilik modülü
⇒ : Düzgün yakınsaklık
[n]q : q-tamsayısı
∥.∥X : X uzayında norm
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1. GİRİŞ

Yaklaşım teorisi, verilen uzaydaki bir fonksiyona aynı uzaya ait daha iyi özellikleri olan
ve daha kullanışlı fonksiyonlarla yaklaşımı inceler ve bu teoride, pozitif lineer operatörler etkili
bir yere sahiptir. Yaklaşım teorisinin gelişimine bakacak olursak, Alman matematikçi K. Wei-
erstrass’ın 1885 yılında sunduğu, [a,b] kapalı aralığında sürekli bir fonksiyona cebirsel ve tri-
gonometrik polinomlarla yaklaşıma ilişkin teoremi ve ispatı kilit noktasıdır (Weierstrass, 1885:
Giriş). Birçok matematikçi uzun ve karmaşık olan bu ispat yerine, daha basit ve takibi kolay
bir ispat vermeyi amaç edinmiştir. Bu kapsamda, 1912 yılında S. N. Bernstein, [0,1] aralığı
üzerinde tanımlı reel değerli sürekli f fonksiyonlarına yaklaşmayı sağlayan ve Bernstein poli-
nomları olarak adlandırılan

Bn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1− x)n−k, n ∈ N (1.1)

polinomları tanımlamıştır (Bernstein, 1912: 1-2). Matematiğin olasılık ve sayılar teorisi alanla-
rında da önemli uygulamalara sahip olan Bernstein polinomları, Weierstrass’ın teoreminin daha
kısa ve kolayca anlaşılabilir bir ispatının verilmesini sağlamıştır (Lorentz, 1953). Dolayısıyla
yaklaşım teorisinde de etkileri başlamıştır.

1937 yılında ise Chlodowsky tarafından 0 ≤ x ≤ bn, (bn) pozitif artan dizi,

lim
n→∞

bn = ∞

olmak üzere

Cn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

bn

)(
n
k

)(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

, n ∈ N (1.2)

tanımlanarak Bernstein polinomları [0,∞) aralığı üzerinde genelleştirilmiştir (Chlodowsky, 1937:
381).

Bernstein-Chlodowsky operatörleri olarak adlandırılan bu operatör dizisinin yaklaşım
özellikleri çalışılırken

lim
n→∞

bn

n
= 0

şartını göz önünde bulundurmak oldukça önemlidir. Daha sonra 1953 yılında P. P. Korovkin
tarafından bu polinomlar yerine pozitif lineer operatörler kullanılarak, yaklaşım teorisinde güçlü
ve kullanışlı Korovkin tipi yaklaşım sonuçları elde edilmiştir (Korovkin, 1953: 961).

Son zamanlarda klasik analiz yardımıyla elde edilen ve elde edilemeyen bazı sonuçlar
q-analiz ile de çalışılmıştır. Burada q-analizin q = 1 durumunda klasik analiz ile çakıştığını,
dolayısıyla, klasik analizi genelleştiren sonuçlar elde etmeyi sağladığını söylemekte fayda var-
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dır. Ayrıca q-analiz matematik ve fizik bilimleri arasında köprü görevi görerek disiplinlerarası
çalışmaya imkan sağlamaktadır. Tüm bunlar dikkate alındığında q-analiz yardımıyla Bernstein
ve Chlodowsky operatörleri aşağıdaki gibi tanımlanmıştır:

Bn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]q
[n]q

)[
n

k

]
q

xk
n−k−1

∏
s=0

(1−qsx), (1.3)

ve 0 ≤ x ≤ bn, (bn) pozitif artan dizi,

lim
n→∞

bn = ∞

olmak üzere

Cn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]q
[n]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)
(1.4)

(Phillips, 1997), (Karslı ve Gupta, 2008). Ayrıca (bn) dizisi üzerine koyulan uygun şartlarla q-
Chlodowsky ve q-Bernstein operatörleri ile iterasyonlarının özellikleri incelenmiştir (Oruç ve
Tuncer, 2002), (Ostravska, 2003), (Ostravska, 2006), (Wang, 2007).

Tabi ki bu yaklaşım teoremlerinde kullanılan limit, operatörlerin klasik limitidir. Kla-
sik limit mevcut değil iken, yani klasik Korovkin tipi yaklaşımda pozitif lineer operatör dizisi
birim operatöre yakınsamaz iken, yine de yaklaşımdan söz etmek mümkündür. Bu noktada,
amacı ıraksak bir diziye (ya da seriye) limit karşılık getirmek olan toplanabilme teorisinden
söz etmekte fayda vardır. Bir dizinin yakınsak olmadığı durumda sonsuz matrisler, istatistik-
sel yakınsaklık, hemen hemen yakınsaklık, ideal yakınsaklık kullanılarak diziye limit karşılık
getirilebilir. Iraksak seriler ve toplanabilme teorisi olarak adlandırılan bu teori ile yaklaşım te-
orisini birleştiren ilk çalışma 2002 yılında A. D. Gadjiev ve C. Orhan tarafından yapılmıştır. Bu
çalışmada Korovkin teoreminde kullanılan klasik yakınsaklık yerine istatistiksel yakınsaklık
alınarak Korovkin teoremi geliştirilmiştir (Gadjiev ve Orhan, 2002). 2019 yılında ise M. Ünver
ve C. Orhan tarafından x = (x j) reel terimli dizi, Pp regüler kuvvet serisi metodu,

Eε = { j ∈ N0 : |x j − ℓ| ≥ ε} ve p(t) =
∞

∑
j=0

p jt j

olmak üzere, her ε > 0 için

δPp(Eε) = 0

ise, yani her ε > 0 için

lim
0<t→R−

1
p(t) ∑

j∈Eε

p jt j = 0 (1.5)
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sağlanacak biçimde bir ℓ sayısı varsa, x = (x j) dizisi ℓ sayısına Pp-istatistiksel yakınsaktır deni-
lerek kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık tanımlanmıştır ve bu limit

stPp − limx = ℓ

olarak gösterilmiştir (Ünver ve Orhan, 2019: 537). Ayrıca istatistiksel yakınsaklık ve kuvvet
serisi anlamında istatistiksel yakınsaklığın birbirini gerektirmediğine dair örnekler verilmiştir
(Ünver ve Orhan, 2019: 538).

Şimdiye kadar birçok matematikçi Korovkin teoremini farklı fonksiyon uzaylarında da
çalışmıştır. Bunun yanı sıra, istatistiksel yakınsaklık, kuvvet serisi anlamında istatistiksel ya-
kınsaklık, hemen hemen yakınsaklık, toplam süreçleri, ideal yakınsaklık alınarak da birçok Ko-
rovkin tipi yaklaşım teoremleri elde edilmiştir (Atlıhan ve Orhan, 2008), (Atlıhan vd., 2017),
(Duman ve Orhan, 2004), (Gadjiev ve Orhan, 2002), (Özgüç ve Taş, 2016), (Taş vd., 2018). Tüm
bu metotların amacı klasik anlamda yakınsak olmayan; yani ıraksak bir diziye ya da seriye limit
karşılık getirmek olup, klasik yaklaşım teorisinin gelişiminde rolü büyüktür.

Bu tezin amacı, H. Karslı ve V. Gupta tarafından tanımlanan q-Chlodowsky operatör-
lerinin klasik yakınsaklık yardımıyla elde edilen sonuçlarını genişletmektir (Karslı ve Gupta,
2008). Bu sonuçları, klasik limit mevcut olmadığında kuvvet serisi anlamında istatistiksel ya-
kınsaklık yardımıyla geliştirebilmek yine de mümkün olacaktır.
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2. TEMEL TANIMLAR

Bu bölümde yoğunluk, istatistiksel yakınsaklık, kuvvet serisi metodu, kuvvet serisi an-
lamında istatistiksel yakınsaklık kavramları hatırlatılacaktır. Ayrıca, yaklaşım teorisinde önemli
rol oynayan pozitif lineer operatörler ve hata tahmininde kullanılan süreklilik modülü ve özel-
likleri verilecektir. Son olarak günümüzde klasik analiz yerine aktif olarak kullanılan q-analizden
ve ihtiyaç duyulacak temel özelliklerinden bahsedilecektir.

2.1. Yoğunluk

Bu kısımda, N0 negatif olmayan tamsayılar kümesi ve E ⊆N0 olmak üzere, E kümesinin
yoğunluğu tanıtılacaktır.

Tanım 2.1.1.
δ (E) := lim

n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : j ∈ E}| (2.1)

limitine, mevcut olması durumunda, E kümesinin yoğunluğu denir (Niven vd., 1980: 473).
Burada |E| ile E kümesinin kardinalitesi gösterilmektedir.

Örnek 2.1.2. Doğal sayılar kümesinin sonlu bir alt kümesi sıfır yoğunluklu olduğu gibi,

{1,4,9, . . . , j2, . . .}

kümesi de sıfır yoğunlukludur.

2.2. İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda bir dizinin istatistiksel yakınsaklığı tanıtılarak, klasik yakınsaklık ile istatis-
tiksel yakınsaklık arasındaki ilişkiden söz edilecektir.

Tanım 2.2.1. x = (x j) reel ya da kompleks terimli bir dizi olsun. Eğer

Eε = { j ∈ N0 : |x j − ℓ| ≥ ε}

olmak üzere, her ε > 0 için

δ (Eε) = 0

ise, yani her ε > 0 için

lim
n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : |x j − ℓ| ≥ ε}|= 0 (2.2)
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sağlanacak biçimde bir ℓ sayısı varsa, x = (x j) dizisi ℓ sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve

st − limx = ℓ

ya da

x j → ℓ(st)

olarak gösterilir (Fast, 1951: 241), (Fridy, 1985: 302), (Salat, 1980: 139).

Örnek 2.2.2. m ∈ N0 için

x j =

{
1 , j = m2

0 , j ̸= m2

ile tanımlanan (x j) dizisini inceleyelim.
Her ε > 0 için,

{ j ≤ n : |x j −0| ≥ ε} ⊂ { j ≤ n : x j ̸= 0}

ve

|{ j ≤ n : |x j| ≥ ε}| ≤ |{ j ≤ n : x j ̸= 0}| ≤
√

n

olduğundan

lim
n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : |x j| ≥ ε}| ≤ lim
n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : x j ̸= 0}| ≤ lim
n→∞

1
n+1

√
n = 0

elde edilir. Bu durumda

Eε = { j ∈ N0 : |x j −0| ≥ ε}

olmak üzere her ε > 0 için

δ (Eε) = 0

olup, x = (x j) dizisi 0 sayısına istatistiksel yakınsak olacaktır.

Örnek 2.2.3. m ∈ N0 için

x j =

{ √
j , j = m2

3 , j ̸= m2

ile tanımlanan (x j) dizisini inceleyelim.
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Her ε > 0 için,

|{ j ≤ n : |x j −3| ≥ ε}| ≤ |{ j ≤ n : x j ̸= 3}| ≤
√

n

olduğundan

lim
n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : |x j −3| ≥ ε}| ≤ lim
n→∞

1
n+1

|{ j ≤ n : x j ̸= 3}| ≤ lim
n→∞

1
n+1

√
n = 0

elde edilir. Bu durumda

Eε = { j ∈ N0 : |x j −3| ≥ ε}

olmak üzere her ε > 0 için

δ (Eε) = 0

olup, x = (x j) dizisi 3 sayısına istatistiksel yakınsak olacaktır.

Bu iki örnekten anlaşılacağı üzere, sınırlı ıraksak diziler istatistiksel yakınsak olabile-
ceği gibi, sınırsız ıraksak diziler de istatistiksel yakınsak olabilmektedir. Burada akla klasik
yakınsaklık ile istatistiksel yakınsaklık arasında nasıl bir ilişki olduğu sorusu gelebilir. Yakın-
sak olan bir dizinin aynı zamanda istatistiksel yakınsak olacağı açıktır. Yani, klasik yakınsaklık
istatistiksel yakınsaklığı gerektirmektedir. Ancak buradaki örneklerden de görüleceği üzere, is-
tatistiksel yakınsaklık klasik yakınsaklığı gerektirmemektedir.

2.3. Kuvvet Serisi Metodu

Bu kısımda kuvvet serisi metodu ve bir dizinin kuvvet serisi anlamında yakınsak ol-
ması tanıtılacaktır. Ayrıca, klasik anlamda yakınsaklık ile kuvvet serisi anlamında yakınsaklık
arasındaki ilişkiden bir örnekle söz edilecektir.

Tanım 2.3.1. (p j) negatif olmayan reel terimli bir dizi ve p0 > 0 olmak üzere,

p(t) :=
∞

∑
j=0

p jt j (2.3)

ifadesine kuvvet serisi denir. Bu serinin yakınsaklık yarıçapı R ve 0<R≤∞ olmak üzere kuvvet
serisi metodunun ve x = (x j) dizisi için kuvvet serisi anlamında yakınsaklığın tanımını verelim:

Cp :=
{

f : (−R,R)→ R | lim
0<t→R−

1
p(t)

f (t) mevcut
}
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ve

CPp :=

{
x = (x j) | px(t) :=

∞

∑
j=0

p jt jx j yakınsaklık yarıçapı ≥ R ve px ∈Cp

}

olsun.

Pp − lim : CPp → R (kısaca Pp) olmak üzere

Pp − limx = lim
0<t→R−

1
p(t)

∞

∑
j=0

p jt jx j (2.4)

ifadesine kuvvet serisi metodu ve x = (x j) dizisine de Pp-yakınsaktır denir (Boos, 2000: 152),
(Kratz ve Stadtmüller, 1989: 362).

Klasik anlamda yakınsak bir dizi aynı zamanda Pp-yakınsak oluyorsa ve limit değeri
korunuyorsa Pp kuvvet serisi metodu regülerdir denir (Boos, 2000: 160).

Şimdi Pp kuvvet serisi metodunun regülerliğini karakterize eden teoremi hatırlatalım:

Teorem 2.3.1. Pp kuvvet serisi metodunun regüler olması için gerek ve yeter şart
her j ∈ N0 için

lim
t→R−

p jt j

p(t)
= 0 (2.5)

olmasıdır (Boos, 2000: 160).

Kuvvet serisi metodu Abel ve Borel gibi iyi bilinen pek çok toplanabilme metotlarını
içermektedir. Gerçekten de,

i. eğer p j = 1, j ∈ N0 ise R = 1 ve p(t) =
1

1− t
, t ∈ (−1,1) olup Pp kuvvet serisi metodu

Abel metoduyla çakışmaktadır,

ii. eğer p j =
1
j!

, j ∈ N0 ise R = ∞ ve p(t) = et , t ∈ R olup Pp kuvvet serisi metodu Borel

metoduyla çakışmaktadır.

Diğer taraftan kuvvet serisi metodu klasik yakınsaklıktan daha etkilidir. Bunu görmek
için aşağıdaki örneği inceleyelim:

Örnek 2.3.2. x = (x j) dizisi (1,0,1,0,1,0, . . .) şeklinde tanımlansın.

p j =
1
j!
, j ∈ N0
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olmak üzere R = ∞, p(t) = et ile tanımlanan kuvvet serisi metodunu göz önüne alalım. Açıkça

lim
t→∞

1
et

∞

∑
j=0

x jt j

j!
= lim

t→∞

1
et

∞

∑
j=0

t2 j

(2 j)!

= lim
t→∞

1
et

(
et + e−t

2

)
=

1
2

olup x = (x j) dizisi 1
2 sayısına Pp-yakınsaktır.

x = (x j) dizisinin klasik anlamda ya da istatistiksel anlamda yakınsak olmadığı açıktır.

2.4. Kuvvet Serisi Anlamında İstatistiksel Yakınsaklık

Bu kısımda bir dizinin kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklığı tanıtılacaktır.
Ayrıca, kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık, istatistiksel yakınsaklık ve klasik ya-
kınsaklık arasındaki ilişkiden söz edilecektir.

Tanım 2.4.1. Pp regüler kuvvet serisi metodu ve E ⊂ N0 olsun.
Eğer

δPp(E) = lim
0<t→R−

1
p(t) ∑

j∈E
p jt j (2.6)

limiti mevcutsa, δPp(E) sayısına E kümesinin Pp-yoğunluğu denir (Ünver ve Orhan, 2019: 537).
E kümesinin Pp-yoğunluğu için 0 ≤ δPp(E)≤ 1 olduğu açıktır.

Örnek 2.4.2. Aşağıdaki (p j) dizisi ile tanımlanan Pp kuvvet serisi metodunu göz önüne alalım:
m ∈ N0 için

p j =

{
1 , j = 2m

0 , j = 2m+1

E = {1,3,5, . . .} ⊂ N0 olmak üzere,

δ (E) =
1
2

dir. δPp(E) ise

δPp(E) = lim
0<t→R−

1
p(t) ∑

j∈E
p jt j

= lim
0<t→R−

1
p(t)

.0

=0
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olur.

Bu örnekten anlaşılacağı üzere, E kümesinin yoğunluğu ile E kümesinin Pp-yoğunluğunun
birbirine eşit olması gerekmemektedir.

Tanım 2.4.3. x = (x j) reel terimli dizi ve Pp regüler kuvvet serisi metodu olsun.

Eε = { j ∈ N0 : |x j − ℓ| ≥ ε}

olmak üzere, her ε > 0 için

δPp(Eε) = 0

ise, yani her ε > 0 için

lim
0<t→R−

1
p(t) ∑

j∈Eε

p jt j = 0 (2.7)

sağlanacak biçimde bir ℓ sayısı varsa, x = (x j) dizisi ℓ sayısına Pp-istatistiksel yakınsaktır denir
ve

stPp − limx = ℓ

olarak gösterilir (Ünver ve Orhan, 2019: 537).

Örnek 2.4.4. Aşağıdaki (p j) dizisi ile tanımlanan Pp kuvvet serisi metodunu göz önüne alalım:
m ∈ N0 için

p j =

{
1 , j = m2

0 , j ̸= m2

ve x = (x j) dizisi

x j =

{
0 , j = m2

j , j ̸= m2

olsun.
x = (x j) dizisinin istatistiksel yakınsak olmadığı açıktır. Ancak her ε > 0 için

Eε = { j ∈ N0 : |x j −0| ≥ ε}

olmak üzere

δPp(Eε) = 0
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olup, x = (x j) dizisi 0 sayısına Pp-istatistiksel yakınsaktır.

Örnek 2.4.5. Aşağıdaki (p j) dizisi ile tanımlanan Pp kuvvet serisi metodunu göz önüne alalım:
m ∈ N0 için

p j =

{
1 , j = m2

0 , j ̸= m2

ve x = (x j) dizisi

x j =

{
j , j = m2

0 , j ̸= m2

olsun.
Bu durumda x = (x j) dizisinin 0 sayısına istatistiksel yakınsak olduğu açıktır. Ancak x = (x j)

dizisi Pp-istatistiksel yakınsak değildir.

Bu örneklerden görüleceği üzere istatistiksel yakınsaklık ile Pp-istatistiksel yakınsaklık
birbirini gerektirmemektedir (Ünver ve Orhan, 2019: 538).

2.5. Pozitif Lineer Operatörler

Bu kısımda pozitif lineer operatörlere ilişkin bazı temel tanım ve özellikler verilecektir.
Ayrıca iyi bilinen teoremler hatırlatılacaktır.

Tanım 2.5.1. X ve Y iki fonksiyon uzayı olmak üzere X uzayından alınan herhangi f fonksi-
yonuna Y uzayında bir g fonksiyonu karşılık getiren L kuralı varsa o taktirde X uzayında bir
operatör tanımlanmıştır denir ve bu durumda g(x) = L( f ;x) gösterimi kullanılır.

Eğer, X lineer bir uzay ise L operatörünün lineerliğini tanımlayabiliriz.

Tanım 2.5.2. X ve Y reel fonksiyonların iki uzayı olmak üzere her f ,g ∈ X ve α1,α2 keyfi reel
sabitleri için

L(α1 f +α2g;x) = α1L( f ;x)+α2L(g;x) (2.8)

gerçekleniyorsa L : X → Y dönüşümüne lineer operatör denir.

Ayrıca eğer f ≥ 0 olması L f ≥ 0 olmasını gerektiriyorsa, L dönüşümüne pozitif operatör
denir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 11).

Bu tanımdan görülüyor ki L lineer operatörü için L(0;x) = 0 sağlanır.
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Önerme 2.5.3. L : X → Y pozitif lineer operatör olsun.

• f ≤ g olacak biçimde her f ,g ∈ X için L f ≤ Lg (monotonluk),

• her f ∈ X için |L f | ≤ L| f |

gerçeklenir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 11).

Tanım 2.5.4. X ve Y normlu uzaylar ve L : X → Y lineer bir operatör olmak üzere her f ∈ X

için

∥L f∥Y ≤ H∥ f∥X (2.9)

sağlanacak biçimde reel bir H sayısı varsa L operatörü sınırlı operatör denir. Ayrıca L operatö-
rünün normu

∥L∥= sup
f∈X , f ̸=θ

∥L f∥Y

∥ f∥X
(2.10)

ile verilir (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 12), (Kreyzig, 2007: 91-92).

Şimdi bir pozitif lineer operatör dizisinin birim operatöre yakınsaklığı için gerek ve
yeter şart veren bir sonucu hatırlatacağız. Bu sonuç birbirinden bağımsız olarak, 1951 yılında
Popoviciu , 1952 yılında H. Bohman ve 1953 yılında P. P. Korovkin tarafından elde edilmiştir ve
literatürde ’Bohman-Korovkin Teoremi’ olarak bilinmektedir (Bohman, 1952: 45), (Korovkin,
1953: 961), (Popoviciu, 1951: 1-4).

Teorem 2.5.1. Ln : C[a,b]→ C[a,b] pozitif lineer operatörlerin bir dizisi olsun. [a,b] üzerinde
e j(t) = t j olmak üzere

Ln(e j(t);x)⇒ e j(x), j = 0,1,2

ise her f ∈C[a,b] için [a,b] üzerinde

Ln( f (t);x)⇒ f (x)

gerçeklenir.

Burada C[a,b] ile [a,b] aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli, reel değerli tüm fonksiyonla-
rın uzayı gösterilmiştir.

Örnek 2.5.5. [0,1] aralığı üzerinde tanımlı, sürekli, reel değerli bir f fonksiyonuna yaklaşan
polinomlar dizisi 1912 yılında Bernstein tarafından

Bn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

)(
n
k

)
xk(1− x)n−k, n ∈ N, x ∈ [0,1] (2.11)
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şeklinde tanımlanmıştır (Bernstein, 1912: 1). {Bn}n∈N operatörleri, pozitif ve lineer operatör-
lerdir. Ayrıca,

Bn(1;x) = 1,

Bn(t;x) = x,

Bn(t2;x) = x2 +
x(1− x)

n

olup {Bn}n∈N operatörler dizisinin Teorem 2.5.1 i gerçeklediği açıktır.

2.6. Süreklilik Modülü

Bu kısımda hata tahmininde önemli bir yere sahip olan süreklilik modülü tanıtılacaktır
ve bazı özellikleri verilecektir. Süreklilik modülü sınırlı fonksiyonlar için tanımlanabilir. Ancak
süreklilik modülünün en önemli özellikleri düzgün sürekli fonksiyonlar için geçerli olanlarıdır
(Altomare ve Campiti, 1994: 266), (Korovkin, 1953: 963).

Tanım 2.6.1. f , [a,b] aralığı üzerinde tanımlı sınırlı bir fonksiyon olmak üzere, keyfi δ > 0 için

ω( f ,δ ) = ω f ([a,b],δ ) = sup
|x−y|≤δ

x,y∈[a,b]

| f (x)− f (y)| (2.12)

şeklinde tanımlanan ω( f ,δ ) fonksiyonuna, f fonksiyonunun [a,b] aralığında süreklilik modülü
denir.

ω( f ,δ ) sayısı f fonksiyonunun düzgün sürekliliği tanımında δ ile gelen ε sayısının
bir ölçümüdür. Hatta tam olarak δ sayısının bir fonksiyonu şeklinde ε = ω f (δ ) yazılabilir ve
aşağıdakiler gerçeklenir:

1. Her x ̸= y, x,y ∈ [a,b] için | f (x)− f (y)| ≤ ω( f , |x− y|).

2. Eğer 0 < δ1 ≤ δ2 ise ω( f ,δ1)≤ ω( f ,δ2) gerçeklenir.

3. f fonksiyonunun [a,b] aralığı üzerinde düzgün sürekli olması için gerek ve yeter şart
lim

δ→0+
ω( f ,δ ) = 0 olmasıdır.

4. f , [a,b] üzerinde sınırlı ve δ > 0 olsun. Her n ∈ N için ω( f ,nδ )≤ nω( f ,δ ) olur. Ayrıca
her λ > 0 için ω( f ,λδ )≤ (1+λ )ω( f ,δ ) gerçeklenir.
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2.7. Q-Analizin Temel Özellikleri

Bu kısımda matematik ve fizik bilimleri arasında köprü görevini gören q-analiz tanıtıla-
caktır ve ihtiyaç duyulan özellikleri verilecektir.

Tanım 2.7.1. q > 0 ve q bir reel sayı ve i negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere

[i]q =

{
(1−qi)/(1−q), q ̸= 1,
i, q = 1,

(2.13)

şeklinde tanımlanan tamsayıya q-tamsayısı denir.

[i]q sayısının faktöriyeli,

[i]q! =

{
[i]q[i−1]q · · · [1]q, i = 1,2, . . . ,
1, i = 0,

(2.14)

ve n ≥ k ≥ 0 iken q-binom katsayıları,[
n

k

]
q

=
[n]q!

[k]q![n− k]q!
(2.15)

olarak tanımlanmaktadır. Ayrıca binom katsayıları aşağıdaki özellikleri de sağlamaktadır:[
n+1

k

]
q

= qn−k+1

[
n

k−1

]
q

+

[
n

k

]
q

(2.16)

ve [
n+1

k

]
q

=

[
n

k−1

]
q

+qk

[
n

k

]
q

(2.17)

(Kac ve Cheung, 2002: 13, 18).

Örnek 2.7.2. Bernstein polinomlarının q-genelleştirmesi Phillips tarafından her pozitif n tam-
sayısı için,

fk = f
(
[k]q
[n]q

)
olmak üzere

Bn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

fk

[
n

k

]
q

xk
n−k−1

∏
s=0

(1−qsx)
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ya da

Bn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]q
[n]q

)[
n

k

]
q

xk
n−k−1

∏
s=0

(1−qsx) (2.18)

şeklinde tanımlanmıştır (Phillips, 1997: 511). Bu ifadede q = 1 için, klasik Bernstein polinom-
larının elde edileceği açıktır. Ayrıca q-Bernstein polinomları, q-farklar yardımıyla da ifade edi-
lerek Phillips tarafından aşağıdaki teorem elde edilmiştir:

Teorem 2.7.1. j = 0,1,2 olmak üzere Bn,q(t j;x) için

Bn,q(1;x) = 1,

Bn,q(t;x) = x,

Bn,q(t2;x) = x2 +
x(1− x)
[n]q

gerçeklenir (Phillips, 1997: 513).

14



3. Q-CHLODOWSKY OPERATÖRLERİ

Bu bölümde Bernstein operatörlerinin q-analiz yardımıyla tanımlanan Chlodowsky var-
yasyonunun yaklaşım özellikleri incelenecektir.

3.1. Q-Chlodowsky Operatörlerinin Bazı Temel Özellikleri

Öncelikle Chlodowsky tarafından 1937 yılında sınırsız bir küme üzerinde tanımlanan
Bernstein-Chlodowsky operatörlerini hatırlatalım (Chlodowsky, 1937: 381) :
0 ≤ x ≤ bn, (bn) pozitif artan dizi,

lim
n→∞

bn = ∞

olmak üzere

Cn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(

k
n

bn

)(
n
k

)(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

, n ∈ N (3.1)

şeklinde tanımlanmaktadır. Buradaki düşünce ile [0,1] aralığı üzerinde tanımlı ve sürekli f

fonksiyonu için q-analiz yardımıyla

Bn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]q
[n]q

)
pk,n,q(x),

pk,n,q(x) =

[
n

k

]
q

xk
n−k−1

∏
s=0

(1−qsx)

ya da

pk,n,q(x) =

[
n

k

]
q

xk(1− x)n−k
q

olarak tanımlanan q-Bernstein operatörleri;

0 ≤ x ≤ bn, (bn) pozitif artan dizi ve

lim
n→∞

bn = ∞

olmak üzere

Cn,q( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]q
[n]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)
(3.2)

şeklinde genişletilmiştir. Bu operatörler q-Bernstein operatörlerinin q-Chlodowsky varyasyonu
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olarak adlandırılır. Bunun yanı sıra, q-Bernstein operatörlerinin farklı açılardan da detaylıca
çalışıldığını belirtmekte fayda vardır (Oruç ve Tuncer, 2002), (Ostravska, 2003), (Ostravska,
2006), (Wang, 2007).

Cn,q( f ;x) operatörlerinin 0< q≤ 1 için pozitif ve lineer olduğu kolaylıkla elde edilebilir.
Yani;

f (x)≥ 0, x ∈ [0,bn] ve bn pozitif terimli artan bir dizi, aynı zamanda 0 < q ≤ 1 iken

Cn,q( f ;x)≥ 0 (3.3)

olup, operatör pozitiftir ve α1, α2 keyfi reel sabitler olmak üzere,

Cn,q(α1 f +α2g;x) =
n

∑
k=0

(α1 f +α2g)
(
[k]q
[n]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)

=
n

∑
k=0

(α1 f )
(
[k]q
[n]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)

+
n

∑
k=0

(α2g)
(
[k]q
[n]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)
= α1Cn,q( f ;x)+α2Cn,q(g;x)

(3.4)

olup, operatör lineerdir.

Dolayısıyla Bohman-Korovkin teoremi kullanılarak bazı yakınsaklık sonuçlarını araş-
tırmak mümkündür. Bu sebeple, bu çalışma boyunca q sayıları için 0 < q ≤ 1 aralığı kullanıla-
caktır.

Lemma 3.1.1. j = 0,1,2 olmak üzere Cn,q(t j;x) için

Cn,q(1;x) = 1,

Cn,q(t;x) = x,

Cn,q(t2;x) = x2 +
x(bn − x)

[n]q

gerçeklenir.
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İspat. Gerçekten de;
j = 0 için

Cn,q(1;x) =
n

∑
k=0

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qs x

bn

)

=
n

∑
k=0

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

=

[
x
bn

+

(
1− x

bn

)]n

q

= [1]q

= 1,

j = 1 için

Cn,q(t;x) =
n

∑
k=0

[k]q
[n]q

bn

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn

n

∑
k=0

[k]q
[n]q

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn

n

∑
k=1

[k]q
[n]q

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn
x
bn

n

∑
k=1

[k]q
[n]q

[n]q!
[k]q![n− k]q!

(
x
bn

)k−1(
1− x

bn

)n−k

q

= x
n

∑
k=1

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k−1(
1− x

bn

)n−k

q

= x
n−1

∑
k=0

[n−1]q!
[k]q![n− k−1]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= x
n−1

∑
k=0

[
n−1

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= x
[

x
bn

+

(
1− x

bn

)]n−1

q

= x[1]q

= x,
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ve j = 2 için

Cn,q(t2;x) =
n

∑
k=0

(
[k]q
[n]q

bn

)2
[

n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn
2

n

∑
k=1

[k]q
2

[n]q
2

[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn
2

n

∑
k=1

[k]q
2

[n]q
2

[n]q!
[k]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn
2

n

∑
k=1

[k]q
[n]q

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

= bn
2

n

∑
k=1

[k−1]q
[n]q

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

+bn
2

n

∑
k=1

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

=
qbn

2[n−1]q
[n]q

n

∑
k=2

[k−1]q
[n−2]q!

[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

+
bn

2

[n]q

n

∑
k=1

[n−1]q!
[k−1]q![n− k]q!

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

q

=
qbn

2[n−1]q
[n]q

n−2

∑
k=0

[n−2]q!
[k]q![n− k−2]q!

(
x
bn

)k+2(
1− x

bn

)n−k−2

q

+
bn

2

[n]q

n−1

∑
k=0

[n−1]q!
[k]q![n− k−1]q!

(
x
bn

)k+1(
1− x

bn

)n−k−1

q

=
qbn

2[n−1]q
[n]q

n−2

∑
k=0

[
n−2

k

]
q

(
x
bn

)2( x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k−2

q

+
bn

2

[n]q

n−1

∑
k=0

[
n−1

k

]
q

(
x
bn

)1( x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k−1

q

=
qbn

2[n−1]q
[n]q

(
x
bn

)2 n−2

∑
k=0

[
n−2

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k−2

q

+
bn

2

[n]q

x
bn

n−1

∑
k=0

[
n−1

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k−1

q

=
qbn

2[n−1]q
[n]q

(
x2

bn
2

)[
x
bn

+

(
1− x

bn

)]n−2

q
+

bn
2

[n]q

x
bn

[
x
bn

+

(
1− x

bn

)]n−1

q
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=
q[n−1]q

[n]q
x2 +

bnx
[n]q

=
q[n−1]q +[1]q − [1]q

[n]q
x2 +

bnx
[n]q

=
[n]qx2 − x2 +bnx

[n]q

= x2 +
x(bn − x)

[n]q

elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.

Operatörün lineerliği ve Lemma 3.1.1 kullanılarak aşağıdaki ifadeler kolaylıkla elde
edilir:

Cn,q ((t − x);x) = 0, (3.5)

Cn,q
(
(t − x)2;x)

)
=

x(bn − x)
[n]q

. (3.6)

Ancak burada 0 < q < 1 ve n → ∞ olmak üzere

[n]q →
1

1−q

olduğu dikkate alınırsa Cn,q(t2;x) ve Cn,q
(
(t − x)2;x)

)
ifadelerinin n → ∞ için sırasıyla x2 ve

0 fonksiyonlarına yakınsamadığı görülür. Klasik Chlodowsky operatörleri için de Cn(t2;x) ve
Cn
(
(t − x)2;x)

)
ifadelerinin n → ∞ için sırasıyla x2 ve 0 fonksiyonlarına yakınsamadığı iyi

bilinmektedir.

Bu durumun birincisi q tamsayılarından, ikincisi ise (bn) dizisinden olmak üzere iki
sebebi vardır. Dolayısıyla yaklaşım özelliklerini incelemek için bu zorlukların ortadan kaldırıl-
ması gerekmektedir.

q tamsayılarından doğan zorluk iki şekilde ortadan kaldırılabilmektedir. Birinci yol, q

sayısını 1 seçmektir. Ancak bu durumda tanımladığımız operatör klasik Chlodowsky operatörü
olacaktır.

Bu sebeple q sayısı yerine, aşağıdaki koşulları sağlayan qn dizisi alınarak bu zorluk
aşılacaktır:
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• 0 < qn < 1,

• lim
n→∞

qn = 1, ve

• lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0.

İkinci zorluk ise [0,∞) aralığının keyfi kapalı sınırlı alt aralığı üzerinde noktasal ve düz-
gün yakınsaklıklar çalışılarak aşılacaktır.

3.2. Q-Chlodowsky Operatörlerinin Bazı Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda q-Chlodowsky operatörleri için H. Karslı ve V. Gupta tarafından elde edilen
bazı yaklaşım sonuçları verilecektir (Karslı ve Gupta, 2008: 223):

Teorem 3.2.1. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) için

Cn,qn( f ;x) =
n

∑
k=0

f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k n−k−1

∏
s=0

(
1−qn

s x
bn

)
, 0 ≤ x ≤ bn

operatörleri, A pozitif reel sabit olmak üzere [0,A] aralığı üzerinde f fonksiyonuna düzgün
yakınsaktır.

İspat. Bohman-Korovkin teoremi gereğince q-Chlodowsky operatörlerinin pozitifliği ve lineer-
liği kullanılarak

i. Cn,qn(1;x)⇒ 1

ii. Cn,qn(t;x)⇒ x

iii. Cn,qn(t
2;x)⇒ x2

olduğunu göstermek yeterlidir. Lemma 3.1.1 yardımıyla (i), (ii) ve

Cn,qn(t
2;x) = x2 +

x(bn − x)
[n]qn
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olup, x ∈ [0,A] olduğundan

∣∣Cn,qn(t
2;x)− x2∣∣= x(bn − x)

[n]qn

≤ Abn

[n]qn

→ 0,(n → ∞)

elde edilir. Dolayısıyla teoremin hipotezleri altında

Cn,qn(t
2;x)⇒ x2

gerçeklenir. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 3.2.2. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ise

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat.

|Cn,qn( f ;x)− f (x)|=

∣∣∣∣∣∣
n

∑
k=0

f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

− f (x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n

∑
k=0

[
f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x)

][
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

∣∣∣∣∣∣
≤

n

∑
k=0

∣∣∣∣ f ( [k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x)

∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤
n

∑
k=0

ω

(
f ,
∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣)
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn
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=
n

∑
k=0

ω

 f ,
δ

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣

δ


[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤
n

∑
k=0

1+

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣

δ

ω( f ,δ )

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

=
n

∑
k=0

ω( f ,δ )

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

+
n

∑
k=0

ω( f ,δ )
δ

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

= ω( f ,δ )
n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

+
ω( f ,δ )

δ

n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

elde edilir.

n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

=

(
x
bn

+

(
1− x

bn

))n

qn

= 1

olduğu kullanılarak ve Cauchy-Schwarz eşitsizliği yardımıyla

n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤
n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣

[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

·


[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

yazılırsa
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n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤

 n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

·

 n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

=

{
x(bn − x)
[n]qn

}1/2

bulunur. Buradan

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ ω( f ,δ )+
ω( f ,δ )

δ

{
x(bn − x)
[n]qn

}1/2

olup, eğer

δ =

{
x(bn − x)
[n]qn

}1/2

seçilirse

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω( f ,δ ) = 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)

olacaktır. Bu ise ispatı tamamlar.

Bu ifadede eşitsizliğin sağ tarafının ıraksak olabileceği kolaylıkla görülür. Örneğin,

x =
bn

2
ve δ =

bn
2

4[n]qn

için n → ∞ iken δ → 0 ifadesini garanti edemeyiz.

Yine de bu teoremi dikkate alarak noktasal yakınsaklık ve düzgün yakınsaklık için aşa-
ğıdaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.2.3. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0
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olsun. Bu durumda f ∈C[0,bn) ve x0 sabit olmak üzere

|Cn,qn( f ;x0)− f (x0)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x0bn

[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. x0 sabit olmak üzere, x0 için

x(bn − x)
[n]qn

≤ x0bn

[n]qn

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca, süreklilik modülünün monotonluk özelliği kullanılarak yani

δ2 =
x0bn

[n]qn

alınarak ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.4. A, Teorem 3.2.1 ifade edilirken kullanılan sayı olmak üzere,
(qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ise, yeterince büyük n sayıları için

∥Cn,qn f − f∥C[0,bn] ≤ 2ω

(
f ,

√
Abn

[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. Teorem 3.2.2 gereğince

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)

gerçeklenir ve Teorem 3.2.1 ifade edilirken kullanılan A için

x(bn − x)
[n]qn

≤ Abn

[n]qn

olup, süreklilik modülünün monotonluk özelliği kullanılarak ispat tamamlanır.
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Şimdi Peetre-K fonksiyonelini hatırlatalım:

Tanım 3.2.1. f ∈C[a,b] ve δ > 0 olmak üzere Peetre-K fonksiyoneli

K( f ,δ ) := inf
g∈C2[a,b]

{∥ f −g∥C[a,b]+δ∥g∥C2[a,b]} (3.7)

ile tanımlanır. Burada

C2[a,b] = { f ∈C[a,b] : f ′, f ′′ ∈C[a,b]}, (3.8)

ve norm ise

∥g∥C2[a,b] := ∥g∥C[a,b]+∥g′∥C[a,b]+∥g′′∥C[a,b] (3.9)

şeklindedir.

Teorem 3.2.5. q keyfi bir tamsayı olsun. Bu durumda g ∈C2[0,bn] için

|Cn,q(g;x)−g(x)| ≤ x(bn − x)
2[n]q

∥g∥C2[0,bn]

gerçeklenir.

İspat. Taylor formülünün integral kalan terimli formunu kullanarak

g(t) = g(x)+g′(x)(t − x)+
∫ t

x
(t − v)g′′(v)dv

ya da

g(t) = g(x)+g′(x)(t − x)+
∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du

yazabiliriz.

g(t)−g(x) = g′(x)(t − x)+
∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du

eşitliğine q-Chlodowsky operatörünü uygularsak

Cn,q [g(t)−g(x)] =Cn,q
[
g′(x)(t − x)

]
+Cn,q

[∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du

]

yazarız ve
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Cn,q(g;x)−g(x) =g′(x)Cn,q(t − x;x)+Cn,q

(∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du;x

)
|Cn,q(g;x)−g(x)|=

∣∣∣∣g′(x)Cn,q(t − x;x)+Cn,q

(∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du;x

)∣∣∣∣
≤
∣∣g′(x)Cn,q(t − x;x)

∣∣+ ∣∣∣∣Cn,q

(∫ t−x

0
(t − x−u)g′′(x+u)du;x

)∣∣∣∣
≤∥g′∥C[0,bn]

∣∣Cn,q(t − x;x)
∣∣+∥g′′∥C[0,bn]

∣∣∣∣Cn,q

(∫ t−x

0
(t − x−u)du;x

)∣∣∣∣
elde ederiz. Burada∫ t−x

0
(t − x−u)du =

(t − x)2

2

olduğundan

|Cn,q(g;x)−g(x)| ≤∥g′∥C[0,bn]

∣∣Cn,q(t − x;x)
∣∣+∥g′′∥C[0,bn]

∣∣∣∣Cn,q

(
(t − x)2

2
;x
)∣∣∣∣

≤∥g′′∥C[0,bn]
x(bn − x)

2[n]q

≤x(bn − x)
2[n]q

∥g∥C2[0,bn]

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar.

Aşağıdaki teoremlerin ispatında kullanılan yöntem ile kendi orijinal sonuçlarımızı elde
ederken takip edeceğimiz yöntem aynıdır. Dolayısıyla bu teoremleri ispatsız olarak ifade et-
mekte bir sakınca yoktur.

Teorem 3.2.6. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ve A > 0 sabiti için

∥Cn,qn( f )− f∥C[0,bn] ≤ 2K
(

f ,
Abn

2[n]qn

)
gerçeklenir.

Şimdi Lipschitz sınıfını hatırlatalım:
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Tanım 3.2.2. f : R→ R ve her x,y ∈ R olmak üzere γ > 0 iken

| f (x)− f (y)| ≤ M|x− y|γ (3.10)

eşitsizliğini sağlayan M > 0 sabiti varsa bu durumda f fonksiyonu γ . dereceden Lipschitz sü-
reklidir denir ve

f ∈ LipM(γ,R)

şeklinde yazılır.

Teorem 3.2.7. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈ LipM[0,bn] ve x ∈ [0,A], A > 0 sabiti için

∥Cn,qn( f )− f∥C[0,bn] ≤ M
{

Abn

[n]qn

}α

2

gerçeklenir.

Teorem 3.2.8. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

lim
n→∞

qn = 1

ve

lim
n→∞

bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f fonksiyonu sürekli türeve sahip ve [0,A] aralığında f ′(x) fonksiyonunun
süreklilik modülü ω( f ′,δ ) ise

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ N

√
bn

[n]qn

ω

(
f ′,

√
bn

[n]qn

)

gerçeklenir.
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4. Q-CHLODOWSKY OPERATÖRLERİ İÇİN KUVVET SERİSİ ANLAMINDA
İSTATİSTİKSEL YAKLAŞIM

Yaklaşım teorisi ile toplanabilme teorisini birleştiren ilk çalışma A. D. Gadjiev ve C.
Orhan tarafından 2002 yılında yapılmıştır ve aktif olarak çalışılan bir teori haline gelmiştir.
Bu teoremler, klasik analiz ile verilmiş olup zamanla önemli hale gelen q-analiz yardımıyla
çalışılmıştır ( Phillips, 1997), (Karslı ve Gupta, 2008).

Bu bölümde kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık metodu kullanılarak q-
Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelenecektir.

Bu bölüm orijinal sonuçlar içermektedir.

4.1. Pozitif Lineer Operatörler İçin Kuvvet Serisi Anlamında İstatistiksel Yakla-
şım

Bu kısımda istatistiksel yakınsaklık, Pp-istatistiksel yakınsaklık ve Korovkin tipi yakla-
şımı birleştiren teoremler hatırlatılacaktır.

Teorem 4.1.1. (Ln) pozitif lineer operatör dizisi olsun.

Ln : C[a,b]→ B[a,b]

olmak üzere, eğer j = 0,1,2 için e j(t) = t j olmak üzere,

st − lim∥Lne j − e j∥B[a,b] = 0 (4.1)

ise her f ∈C[a,b] için

st − lim ∥ Ln f − f ∥B[a,b]= 0 (4.2)

gerçeklenir (Gadjiev ve Orhan, 2002: 131).

Teorem 4.1.2. Pp regüler kuvvet serisi metodu ve (Ln) pozitif lineer operatör dizisi olsun.

Ln : C[a,b]→C[a,b]

ve j = 0,1,2 için e j(t) = t j olmak üzere,

stPp − lim∥Lne j − e j∥= 0 (4.3)

ise her f ∈C[a,b] için

stPp − lim ∥ Ln f − f ∥= 0 (4.4)
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gerçeklenir (Ünver ve Orhan, 2019: 544).

Yukarıdaki iki teorem için kullanılan ispat tekniği aynı olup, sadece ikinci teoremin
ispatını vermek yeterli olacaktır.

İspat. Keyfi f ∈C[a,b] alalım. f kapalı aralıkta sürekli olduğu için aynı zamanda düzgün sürekli
olduğundan her ε > 0 sayısı için bir δ > 0 sayısı bulabiliriz ki |t − x| ≤ δ olacak biçimde
t,x ∈ [a,b] için

| f (t)− f (x)|< ε

gerçeklenir. Ayrıca, f fonksiyonu sınırlı olup ∥ f∥ ≤ M olacak biçimde M > 0 sayısı vardır ve

| f (t)− f (x)| ≤ 2M, −∞ < t,x < ∞

yazılabilir. Dolayısıyla her t,x ∈ [a,b] için

| f (t)− f (x)|< ε +
2M
δ 2 (t − x)2

gerçeklenir. Ln operatörlerinin pozitifliği, lineerliği ve monotonluğu kullanılarak

|Ln( f ;x)− f (x)|= |Ln ( f (t)− f (x)+ f (x);x)− f (x)|

= |Ln ( f (t)− f (x);x)+ f (x)(Ln(1;x)−1) |

≤ |Ln ( f (t)− f (x);x) |+ | f (x)||Ln(1;x)−1|

≤ |Ln ( f (t)− f (x);x) |+M|Ln(1;x)−1|

≤ Ln

(
ε +

2M
δ 2 (t − x)2;x

)
+M|Ln(1;x)−1|

= εLn(1;x)+
2M
δ 2 Ln(t2 −2tx+ x2;x)+M|Ln(1;x)−1|

= ε + ε (Ln(1;x)−1)

+
2M
δ 2

[
Ln(t2;x)−2xLn(t;x)+ x2Ln(1;x)

]
+M|Ln(1;x)−1|

≤ ε +(ε +M)|Ln(1;x)−1|

+
2M
δ 2

[
Ln(t2;x)− x2 −2x(Ln(t;x)− x)+ x2 (Ln(1;x)−1)

]
≤ ε +(ε +M)|Ln(1;x)−1|

+
2M
δ 2

[
|Ln(t2;x)− x2|+2c|Ln(t;x)− x|+ c2|Ln(1;x)−1|

]
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= ε +(ε +M+
2Mc2

δ 2 )|Ln(1;x)−1|

+
4Mc2

δ 2 |Ln(t;x)− x|+ 2M
δ 2 |Ln(t2;x)− x2|

elde edilir. Buradan t,x ∈ [a,b] olmak üzere maksimum alınırsa ve

H = max
{

ε +M+
2Mc2

δ 2 ,
4Mc2

δ 2

}
olarak tanımlanırsa

∥Ln f − f∥⩽ H [∥Lne0 − e0∥+∥Lne1 − e1∥+∥Lne2 − e2∥]

gerçeklenir. Keyfi ε ′ > 0 için

Eε ′ =:

{
n ∈ N0 :

2

∑
j=0

∥Lne j − e j∥ ≥
ε ′

H

}

yani

Eε ′ =:
{

n ∈ N0 : ∥Lne0 − e0∥+∥Lne1 − e1∥+∥Lne2 − e2∥ ≥
ε ′

H

}
olarak tanımlansın.

{
n ∈ N0 :∥ Ln f − f ∥≥ ε

′}⊂ Eε ′

olacağı açıktır. Ayrıca j = 0,1,2 olmak üzere

E j =:
{

n ∈ N0 : ∥Lne j − e j∥ ≥
ε ′

3H

}
yani

E0 =:
{

n ∈ N0 : ∥Lne0 − e0∥ ≥
ε ′

3H

}
,

E1 =:
{

n ∈ N0 : ∥Lne1 − e1∥ ≥
ε ′

3H

}
,

E2 =:
{

n ∈ N0 : ∥Lne2 − e2∥ ≥
ε ′

3H

}
,
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olarak tanımlansın. Dolayısıyla

Eε ′ ⊂ E0 ∪E1 ∪E2

olup

0 ≤ δPp

({
n ∈ N0 : ∥Ln f − f∥ ≥ ε

′})≤ 2

∑
j=0

δPp(E j)

gerçeklenir ve hipotezler altında

δPp

({
n ∈ N0 : ∥Ln f − f∥ ≥ ε

′})= 0

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

4.2. Q-Chlodowsky Operatörleri İçin Kuvvet Serisi Anlamında İstatistiksel Yakın-
saklık Yardımıyla Elde Edilen Yaklaşım Özellikleri

Bu kısımda q-Chlodowsky operatörleri için kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakın-
saklık yardımıyla elde ettiğimiz yaklaşım sonuçları verilecektir. Burada n = 0 için Cn,q( f ;x)

operatörünün f (x) olarak tanımlandığını belirtmekte fayda vardır.

Teorem 4.2.1. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ise, A pozitif reel sayı olmak üzere

stPp − lim∥Cn,qn f − f∥C[0,A] = 0

gerçeklenir.

İspat. Teorem 4.1.2 gereğince q-Chlodowsky operatörlerinin pozitifliği ve lineerliği kullanıla-
rak

i. stPp − lim∥Cn,qn1−1∥C[0,A] = 0

ii. stPp − lim∥Cn,qnt − x∥C[0,A] = 0

iii. stPp − lim∥Cn,qnt2 − x2∥C[0,A] = 0
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olduğunu göstermek yeterlidir.
Operatörün tanımı dikkate alınırsa (i) ve (ii) nin gerçeklendiği açıktır. (iii) için,

Cn,qn(t
2;x) = x2 +

x(bn − x)
[n]qn

olup, x ∈ [0,A] olduğundan

∣∣Cn,qn(t
2;x)− x2∣∣≤ Abn

[n]qn

→ 0,(n → ∞)

elde edilir ve teoremin hipotezleri altında ispat tamamlanır.

Teorem 4.2.2. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ise

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. Teorem 3.2.2 ispatındaki yöntem kullanılarak 0 < qn < 1 olacak biçimde (qn) reel sayı
dizisi için

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

şartları sağlandığından

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)

gerçeklenir. Bu ise ispatı tamamlar.

Bu teorem yardımıyla aşağıdaki sonucumuzu kolaylıkla elde edebiliriz.
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Teorem 4.2.3. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,bn], x0 sabit ve x0 ∈ [0,bn] için

|Cn,qn( f ;x0)− f (x0)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x0bn

[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. Herhangi bir x0 noktası için aşağıdaki eşitsizlik daima doğrudur:

x(bn − x)
[n]qn

≤ x0bn

[n]qn

.

Teorem 4.2.2 yardımıyla ve süreklilik modülünün monotonluk özelliği de kullanılarak ispat
tamamlanır.

Teorem 4.2.4. A, Teorem 4.2.1 ifade edilirken kullanılan sayı olmak üzere,

(qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda yeterince büyük n sayıları ve f ∈C[0,∞) için

∥Cn,qn f − f∥C[0,bn] ≤ 2ω

(
f ,

√
Abn

[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. Teorem 4.2.3 gereğince

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2ω

(
f ,

√
x(bn − x)
[n]qn

)
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gerçeklenir ve Teorem 4.2.1 ifade edilirken kullanılan A sayısı için

x(bn − x)
[n]qn

≤ Abn

[n]qn

olup, süreklilik modülünün monotonluk özelliği kullanılarak ispat tamamlanır.

(Taş vd., 2013: 1152)’de Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin Stancu tipinin q-analogu,
0 ≤ α ≤ β , α ve β pozitif tamsayılar iken; 0 ≤ x ≤ bn, (bn) pozitif artan bir dizi ve

lim
n→∞

bn = ∞

olmak üzere,

Cα,β
n,q ( f ;x) =

n

∑
k=0

f
(
[k]q +[α]q
[n]q +[β ]q

bn

)[
n

k

]
q

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

(4.5)

şeklinde tanımlanmıştır.

α = β = 0 alındığında Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin Stancu tipinin q-analogu
ile q-Bernstein-Chlodowsky operatörlerinin çakışacağı açıktır. (Taş vd., 2013: 1153)’de q-Bernstein-
Chlodowsky operatörlerinin Stancu tipi için aşağıdaki teorem verilmiştir:

Teorem 4.2.5. j = 0,1,2 olmak üzere Cα,β
n,q (t j;x) için

Cα,β
n,q (1;x) =1,

Cα,β
n,q (t;x) =

[n]q
[n]q +[β ]q

x+
[α]q

[n]q +[β ]q
bn,

Cα,β
n,q (t2;x) =

[n]q
2(

[n]q +[β ]q
)2

(
x2 +

x(bn − x)
[n]q

)
+

2[α]q[n]q(
[n]q +[β ]q

)2 bnx+
[α]q

2(
[n]q +[β ]q

)2 bn
2

gerçeklenir.

0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

şartları sağlandığında, Pp-istatistiksel yakınsaklık yardımıyla q-Bernstein-Chlodowsky opera-
törlerinin Stancu tipi için benzer sonuçları elde edebiliriz.
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Teorem 4.2.6. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈C[0,∞) ve A > 0 sabiti için

∥Cn,qn( f )− f∥C[0,bn] ≤ 2K
(

f ,
Abn

2[n]qn

)
gerçeklenir.

İspat. H. Karslı ve V. Gupta’nın çalışmasında

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ ∥ f −g∥C[0,bn]|Cn,qn(1;x)|+∥ f −g∥C[0,bn]+ |Cn,qn(g;x)−g(x)|

ve

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2∥ f −g∥C[0,bn]+
x(bn − x)

2[n]q
∥g∥C2[0,bn]

olduğunu biliyoruz (Karslı ve Gupta, 2008: 225). Böylece

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ 2∥ f −g∥C[0,bn]+
Abn

2[n]qn

∥g∥C2[0,bn]

gerçeklenir. g ∈ C2[0,bn] üzerinden infimum alınırsa istenilen sonuç elde edilir. Böylece ispat
tamamlanır.

Teorem 4.2.7. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f ∈ LipM[0,bn] ve x ∈ [0,A], A > 0 sabiti için

∥Cn,qn( f )− f∥C[0,bn] ≤ M
{

Abn

[n]qn

}α

2
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gerçeklenir.

İspat. Kolaylıkla

|Cn,qn( f ;x)− f (x)|=

∣∣∣∣∣∣
n

∑
k=0

f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

− f (x)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
n

∑
k=0

[
f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x)

][
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

∣∣∣∣∣∣
≤

n

∑
k=0

∣∣∣∣ f ( [k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x)

∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤ M
n

∑
k=0

∣∣∣∣( [k]qn

[n]qn

bn

)
− x
∣∣∣∣α
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

elde ederiz. Ayrıca

p1 =
2
α

ve p2 =
2

2−α

alınırsa

1
p1

+
1
p2

= 1

olup

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ M
n

∑
k=0

{∣∣∣∣( [k]qn

[n]qn

bn

)
− x
∣∣∣∣2
}α

2

[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


α

2

.


[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


2−α

2

yazabiliriz.
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Hölder eşitsizliği yardımıyla

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ M

 n

∑
k=0

∣∣∣∣( [k]qn

[n]qn

bn

)
− x
∣∣∣∣2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


α

2

.

 n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


2−α

2

ve

n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

= 1

olduğundan

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ M

 n

∑
k=0

∣∣∣∣( [k]qn

[n]qn

bn

)
− x
∣∣∣∣2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


α

2

buluruz. g ∈C2[0,bn] ise

|Cn,q(g;x)−g(x)| ≤ x(bn − x)
2[n]q

∥g∥C2[0,bn]

eşitsizliğini de kullanırsak,

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ M
{

x(bn − x)
[n]qn

}α

2

elde ederiz. Buradan 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0,

ve her x ∈ [0,A] için

∥Cn,qn( f )− f∥C[0,bn] ≤ M
{

Abn

[n]qn

}α

2
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elde ederiz. Bu ise ispatı tamamlar.

Teorem 4.2.8. (qn) bir reel sayı dizisi, 0 < qn < 1,

stPp − limqn = 1

ve

stPp − lim
bn

[n]qn

= 0

olsun. Bu durumda f fonksiyonu sürekli türeve sahip ve [0,A] aralığında f ′(x) fonksiyonunun
süreklilik modülü ω( f ′,δ ) ise

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ N

√
bn

[n]qn

ω

(
f ′,

√
bn

[n]qn

)

gerçeklenir.

İspat. µ , x ve
[k]qn

[n]qn

bn arasında bir nokta olmak üzere, ortalama değer teoremi gereğince

f ′(µ) =
f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x)

[k]qn

[n]qn

bn − x

yazabiliriz. Dolayısıyla

f
(
[k]qn

[n]qn

bn

)
− f (x) =

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)

f ′(µ)

=

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)

f ′(x)+
(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)
( f ′(µ)− f ′(x))

olup

Cn,qn( f ;x)− f (x) = f ′(x)
n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

+
n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)(

f ′(µ)− f ′(x)
)[n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn
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elde ederiz. Bu eşitlikte

f ′(x)
n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

= f ′(x)
n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn

)[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

− f ′(x)x
n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

= f ′(x).x− f ′(x).x = 0

yani

f ′(x)
n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

= 0

olur.

|µ − x| ≤
∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣

olmak üzere

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ ω( f ′,δ )
n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

+
ω( f ′,δ )

δ

n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

=: ω( f ′,δ )T1 +T2

gerçeklenir.

T1 :=
n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

ve

T2 :=
ω( f ′,δ )

δ

n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn
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olmak üzere, T1 için

n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

=

[
x
bn

+

(
1− x

bn

)]n

qn

= 1

olduğunu kullanırsak ve Cauchy-Schwarz eşitsizliğini uygularsak

n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤
n

∑
k=0

∣∣∣∣ [k]qn

[n]qn

bn − x
∣∣∣∣

[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

·


[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

≤

 n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

·

 n

∑
k=0

[
n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn


1/2

≤

√
x(bn − x)
[n]qn

≤

√
Abn

[n]qn

elde ederiz. x ∈ [0,A] ve

x(bn − x)
[n]qn

≤ Abn

[n]qn

olduğundan T2 için

ω( f ′,δ )
δ

n

∑
k=0

(
[k]qn

[n]qn

bn − x
)2
[

n

k

]
qn

(
x
bn

)k(
1− x

bn

)n−k

qn

≤ ω( f ′,δ )
δ

Abn

[n]qn

yazabiliriz.
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Bu durumda

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ ω( f ′,δ )

√
Abn

[n]qn

+
ω( f ′,δ )

δ

Abn

[n]qn

≤ ω( f ′,δ )

{√
Abn

[n]qn

+
1
δ

Abn

[n]qn

}

elde ederiz. Eğer

δ =

√
bn

[n]qn

olarak seçilirse

|Cn,qn( f ;x)− f (x)| ≤ ω

(
f ′,

√
bn

[n]qn

){
√

A

√
bn

[n]qn

+A

√
bn

[n]qn

}

≤ ω

(
f ′,

√
bn

[n]qn

){
(
√

A+A)

√
bn

[n]qn

}

olup ispat tamamlanır.

Şimdi bu sonuçlarımızı destekleyecek bir örnek verelim.

Örnek 4.2.1. Aşağıdaki (pn) dizisi ile tanımlanan Pp kuvvet serisi metodunu göz önüne alalım:
m ∈ N0 için

pn =

{
1 , n = 2m

0 , n = 2m+1

ve ayrıca (qn) dizisi

qn =

 0 , n = 2m+1

1− 1
n

, n = 2m

olsun.
Pp kuvvet serisi metodunun regüler olduğu açıktır. (qn) dizisinin istatistiksel yakınsak ya da
klasik anlamda yakınsak olmadığı kolaylıkla görülebilir.
Ancak her ε > 0 için

Eε = {n ∈ N0 : |qn −1| ≥ ε}
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olmak üzere

δPp(Eε) = 0

olup

stPp − limqn = 1

olur. (qn) dizisi 1 sayısına kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaktır.

Örnekte aldığımız (qn) dizisi

• H. Karsli ve V. Gupta’nın, "Some approximation properties of q-Chlodowsky operators"
isimli çalışmasında elde edilen sonuçların şartlarını ve

• E.Taş, C. Orhan ve T. Yurdakadim’in "The Stancu-Chlodowsky operators based on q-
Calculus" isimli çalışmasında elde edilen sonuçların şartlarını

karşılamamaktadır. (qn) dizisi klasik anlamda yakınsak ve istatistiksel yakınsak olmadığı halde,
Pp-istatistiksel yakınsak yani kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaktır. Dolayısıyla bizim
sonuçlarımız kullanılarak q-Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım özelliklerinden yine de söz
etmek mümkündür.
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5. SONUÇ, TARTIŞMA VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında, kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık yardımıyla
q-Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım özelliklerinin araştırılması amaçlanmıştır. Bunun için,
öncelikle klasik Korovkin teoremi, kuvvet serisi metodu, istatistiksel yakınsaklık ve kuvvet
serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık hatırlatılmıştır. Sonra yaklaşım teorisinde önemli bir
yere sahip olan Bernstein operatörleri ve [0,∞) aralığına genelleştirilmesi olan Chlodowsky
operatörleri tanıtılmıştır. Son zamanlarda aktif olarak kullanılan, matematik ve fizik bilimleri
arasında köprü görevi gören ve q = 1 durumunda klasik analiz ile çakışan q-analize ilişkin te-
mel kavramlar hatırlatılmıştır. Bernstein ve Chlodowsky operatörleri q-analizle tanımlanarak,
q-Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım özellikleri incelenmiştir. Daha sonra, süreklilik mo-
dülü ve Peetre-K fonksiyoneli kullanılarak yakınsaklık oranı elde edilmiştir. Ayrıca pozitif li-
neer operatör dizileri için klasik yakınsaklık yerine, istatistiksel yakınsaklık ve kuvvet serisi
anlamında istatistiksel yakınsaklık alınarak elde edilen Korovkin tipi teoremler hatırlatılmış-
tır. Son olarak, amacımız doğrultusunda kuvvet serisi anlamında istatistiksel yakınsaklık yar-
dımıyla q-Chlodowsky operatörlerinin yaklaşım özellikleri elde edilmiştir. Ayrıca yakınsaklık
oranı, süreklilik modülü ve Peetre-K fonksiyoneli ile hesaplanmıştır. Bir örnek verilerek bilinen
sonuçların kullanılamayacağı görülmüştür, dolayısıyla ispatladığımız teoremlerimizin etkili bir
kullanım alanına sahip olacağı gösterilmiştir.

Sonuç olarak, klasik limit mevcut değil iken, yine de toplanabilme metotları kullanıla-
rak yaklaşımdan söz etmemizi sağlayan bu teoremler literatür için ilgi çekicidir. Ayrıca klasik
analiz kullanılarak elde edilen ve elde edilemeyen sonuçları q-analiz yardımıyla incelemek di-
siplinlerarası çalışma bağlamında faydalı olacaktır. Bu çalışma konusu ile ilgilenen okuyuculara
toplanabilme metotları kullanılarak q-analiz yardımıyla verilebilecek yaklaşım teoremleri öneri
niteliğindedir.
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Hacısalihoğlu, H. I., & Hacıyev, A. I. (1995). Lineer Pozitif Operatör Dizilerinin Yakınsaklığı.
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