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OZET

Bu tez 4 boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde giris kismina yer verilmistir.
Ikinci kistmda Oklid uzay1 ve Lorentz uzay igin gerekli tanim ve teoremler verilmistir.

Uciincii kistmda 3-boyutlu Oklid uzay1 ve 4-boyutlu Oklid uzayinda kuaterniyonik

normal egriler calisilmugtir.  Swrasiyla E® ve E®de kuaterniyonik bir egrinin

kuaterniyonik normal egri olmas1 icin gerekli ve yeterli kosullar verilmistir. Son
bolimde 4-boyutlu yari-Oklid uzayr E,"de yari-reel kuaterniyonik normal egriler
calisilmigtir.  Ayrica, yari-reel kuaterniyonik normal egrilerin egrilik fonksiyonlari
bakimindan bazi karakterizasyonlari verilmistir. E,* de yari-reel kuaterniyonik bir

egrinin yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar

verilmistir.
Anahtar kelimeler

Normal egriler; Reel ve yari-reel kuaterniyonlar; Kuaterniyonik egriler; Konum vektorii



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. In the first chapter "Introduction” part has
been presented. In the second chapter, terms definitions and theorems which are
necessary for Oklid space and Lorentz space are given. In the third part, quaternionic
normal curves are studied in Euclidean 3-space and four dimensional Euclidean 4-space.

The necessary and sufficient conditions are given for a quaternionic curve to be a
quaternionic normal curves in E*and E* respectively. In the final chapter, semi-real
guaternionic normal curves are studied in four dimensional semi-Euclidean space E,*.

Moreover, some characterizations of semi-real quaternionic normal curves are given in

terms of their curvature functions. The necessary and sufficient conditions are given for

a semi-real quaternionic curve to be a semi-real quaternionic normal curves in E,*.

Keywords

Normal curves; real and semi-real quaternions; quaternionic curves; position vector.



Rn
Eﬂ
E’

E,’

SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

:N— boyutlu reel i¢ garpim uzay1
:n— boyutlu Oklid uzay1

: 3— boyutlu Minkowski uzay1
:4— boyutlu yar1-Oklidyen uzay
:Vektor uzayi

:Oklid uzayinda bir agik aralik
:I¢ carpim

:Norm

: E" Oklid uzayinda i— yinci Frenet vektorii

: E" Oklid uzayinda i— yinci Frenet egriligi

: Minkowski uzayinda i¢ carpim

:Minkowski uzayinda vektorel carpim
:Herhangi bir kuaterniyon

:Kuaterniyonlar climlesi

:q kuaterniyonunun skaler kismi

:q kuaterniyonunun vektdrel kismi

:q kuaterniyonunun eslenigi

:q kuaterniyonunun normu



{t,n, .}
{T’N11N2'N3}
{k,K,(r=K)}

{T,N,B,,B,}

(KK (r—ge6,K)}

:q, birim kuaterniyonunun ekseni
:Kuaterniyonik i¢ ¢carpim

: Yari-reel Kuaterniyonlar ciimlesi

:Yari-reel bir kuaterniyonunun eslenigi

'E,* yar1-Oklidyen uzayda pseudo-kiire

:E," yar1-Oklidyen uzayda pseudo-hiperbolik kiire
' E,* yan-Oklidyen uzayda 151k konisi

: Uzaysal kuaterniyonik egrilerin Frenet vektorleri
:Kuaterniyonik egrinin Frenet vektorleri
:Kuaterniyonik egrinin Frenet egrilikleri
:Yari-reel kuaterniyonik egrinin Frenet vektorleri

:Yari-reel kuaterniyonik egrinin Frenet egrilikleri
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1.GIRIS

Kuaterniyonlar teorisi kompleks sayilarin genislemesi olan bir say1 sistemidir.
[k tanim 1843' de Iranli matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan (1805-1865)
yaptlmistir.  Kuaterniyonlar bir skaler ve bir vektoriin toplami olarak yazilabilir.
Kuaterniyonlar sirali dort sayinin 4 birime eslik etmesiyle tanimlanan, cebirin ilging bir
formudur. Bu elemanlar dogal sayilara benzer bir yol ile tek bir birim olarak
toplanabilir veya g¢arpilabilir. Ayrica ¢, ve g, kuaterniyon iken, ¢,q, sayisinin 0,0,
sayisina esit olmast gerekli degildir. Matematiksel olarak kuaterniyon c¢arpimi
degismeli degildir. Kuaterniyonlar mekanik ve kinematik gibi ¢esitli alanlarda,
kuantum mekanigi ve kimyada grup temsilinde 6nemli bir rol oynarlar. Diger yandan
da ortogonal ve birim simetri gruplarda dénme doniistimi ile baglantilidirlar.

Kuaterniyonlar uzayda sonlu donmeyi temsil etme imkan1 saglarlar.

E® ve E* de kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet formiilleri Bharathi ve
Nagaraj tarafindan verilmistir. Daha sonra Céken ve Tuna E,* yari-Oklidyen uzayimnda
kuaterniyonik bir egri i¢in Serret-Frenet formiillerini tanimlamislardir. Ayrica Coken
ve Tuna kuaterniyonik egriler i¢in kuaterniyonik egimli egriler ve harmonik egrilikleri
tanimlanuglardir.  E* Oklid uzayinda ise Hacisalihoglu, Gk, Okuyucu ve Kahraman
kuaterniyonik B, -slant helisini karakterize etmislerdir ve Okuyucu tarafindan E* Oklid

uzayinda kuaterniyonik Mannheim egrilerini ¢aligilmistir.

Chen E® Oklid uzayinda normal egrileri konum vektdrii her zaman normal
diizleminde yatan egriler olarak tanimlanustir. Benzer olarak, E*> Minkowski uzaymda
timelike normal egriler normal diizlemde her zaman sabit bir nokta iceren egriler olarak
tanimlamistir. Bundan dolay1 bu gibi egrilerin konum vektorleri her zaman normal
diizlemde yatarlar. Ozel olarak, timelike normal egriler E,;> Minkowski uzayinda
pseudo kiirede yatarlar. Ayrica, normal egriler egri teorisi i¢in ilging sonuglar1 olan
kiiresel egriler ile aymi karakterizasyona sahiptir. Son zamanlarda ilarslan, E
Minkowski 3-uzayinda spacelike normal egrilerin bazi karakterizasyonlarini ¢aligmistir.

Ayrica Ilarslan ve Nesovic Minkowski-spacetime uzayinda spacelike ve timelike

normal egrileri aragtirmiglardir.



Bu tez calismasinda, 3-boyutlu E® Oklidyen uzay1 ve 4-boyutlu E* Oklidyen

uzayinda kuaterniyonik normal egriler tanimlanmustir. Ayrica 4-boyutlu yar1-Oklidyen
uzayr E,* de yari-reel kuaterniyonik normal egriler tammlanmistir. Kuaterniyonik
normal egriler ve yari-reel kuaterniyonik normal egrilerin egrilik fonksiyonlari

bakimindan bazi1 karakterizasyonlar1 agiklanmistir. Swrastyla E® ve E* de

kuaterniyonik bir egrinin kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar
verilmistir. Benzer olarak E,* yari -Oklidyen uzayinda bir yari-reel kuaterniyonik

egrinin yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar

verilmigtir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Bu kisimda E", n-boyutlu Oklid uzayinda temel tanim ve teoremler verilecektir. R"

Oklid uzay1 standart Oklid uzayr anlaminda fark edilmesi icin E" ile gosterilecektir.

Tamm 2.1.1. A bir reel afin uzay ve V , A ile birlesen bir vektor uzayi olsun. V de
bir i¢ ¢arpim,

(,):VxV =R

X= (X X,)

G = W) =2 X% 10—y )

Oklid i¢ carpimi olarak tanimlandiginda A afin uzayina n-boyutlu bir Oklid uzay
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.2. E" n-boyutlu bir Oklid uzayi olsun. |,| V vektdr uzayinda bir norm

olmak tizere,
d: E"xE"—=R

(x,y) — d(x,y) = |xy

:«’zn:(yi _Xi)2

olarak tamimlanan d fonksiyonuna E" Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,y)

reel sayisina da X,y € E" noktalar1 arasindaki uzaklik denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.3. E" n-boyutlu bir Oklid uzay: olsun. |,| V vektdr uzayinda bir norm
olmak tizere,
d: E"XE"—>R

(%, y) = d(x, y) =[xy

ile tantmlanan d fonksiyonuna E" de Oklid metrigi denir (Hacisalihoglu, 2000).



Tamm 2.1.4. E" n-boyutlu bir Oklid uzay1 olsun. VX, Y,z € E" icin Xy vektorii ile yz

53

|2

vektorii arasindaki a¢inin Ol¢iisii,

5!

cost =

ile hesaplanan 6 reel sayisidir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.5. E" de sirali bir P,,P,P,,...,P, nokta n+1-lisine R" de karsilik gelen

n

{HTI%,P;PZ,...,P;P”} vektor n-lisi R" i¢in bir ortonormal baz ise {P,P,P,,...,P}

sistemine E" de bir dik ¢at1 veya Oklid catis1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.1.6. E" deki E, E,...E catistna standart Oklid catis1  denir

n

(Hacisalihoglu, 2000).
Tanmim 2.1.7. E" n-boyutlu Oklid uzay1 ve I C R agik aralik olmak iizere,

a:l—E"

5 — (8) = (04(8). - 4, (9))

fonksiyonu diferansiyellenebilir ise o« ya E" n-boyutlu Oklid uzaymda (I,«)

koordinat komsulugu ile verilmis bir egri denir ve M ile gosterilir (Hacisalihoglu,

2000).

Tanmm 2.1.8. E" de bir M egrisinin (I,a) ve (J,3) gibi iki koordinat komsulugu

verilsin.

h=a"o3:J—1 diferansiyellenebilir fonksiyonuna M nin bir parametre degisimi

denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.9. E" de M egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. «a:I— E"
fonksiyonunun ~ Oklidiyen koordinat fonksiyonlari «y,c,...,c,, olmak fiizere,

a=(a,0,..,a,), at)eM igin,



o [2] =a/(t)= [%,..., da”]
ot dt " dt ),

dir.  (af(t),o/(t)) tanjant vektdriine, M egrisinin t €1 parametre degerine karsilik

gelen «a(t) noktasindaki hiz vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.10. «:1— R" egrisi verilsin. Her tel igin o/(t)=0 ise « egrisine

diizenli egri (regiiler egri) denir (Sabuncuoglu, 2014).
Tamm 2.1.11. M C E" egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin.

||o/|| I—R
t— o’ @) =['®)

seklinde taniml ||o/|| fonksiyonuna, M egrisinin (l,a) koordinat komsuluguna gore

skaler hiz fonksiyonu ve ||a'(t)|| reel sayisina da M nin (I,«) koordinat komsuluguna

gore «(t) noktasindaki skaler hizi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 2.1.12. M egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. Eger Vse&l igin
||o/(S)|| =1 ise M egrisi (I,a)'ya gore birim hizli egridir denir. Bu durumda, egrinin

s €I parametresine yay-parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.13. «:1— R" egrisinin t,,t €I olmak iizere t, dan t ye yay uzunlugu

fonksiyonu f :t — f(t) olduguna gore,
t

f(t)= [ o/ fdu
ty

degerine yay uzunlugu denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.14. M CE" egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

p={a',a”,...,a/"} sistemi lineer bagimsiz ve Vo, k > igin;



o e Sp{y} olmak iizere, ¢» den elde edilen V,,V,,,,V. ortonormal sistemine M

egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alan1 ve her bir V,, 1<i<r vektoriine Serret-Frenet

vektorii adi verilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.15. E® Oklid uzayinda M egrisi (I,«0) koordinat komsulugu ile verilsin.

s €1 yay-parametresi olmak iizere,

T=0d
1
N=_—"¢q"
o
B=TxN

olan {T (s),N(s),B(s)} sistemine «(S) noktasindaki, M egrisinin Frenet 3-ayaklisidir
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.16. E® uzayindaki birim hizh a:1— E® egrisi igin K(S):”T/(S)”
fonksiyonuna « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. k(S) sayisma « egrisinin «(S)

noktasindaki egriligi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.17. Birim hizli o:1— E?® egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} olmak
iizere, 7:1— R, 7(s)=—(B/(s),N(s)) fonksiyonuna o egrisinin burulma fonksiyonu

denir. 7(S) sayisina egrinin «(S) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2014).

Teorem 2.1.1. Birim hizl1 a:1 — E® egrisinin Frenet vektor alanlar1 {T, N, B} ise,

T'=kN
N'=—xkT +7B
B'=—7N

dir.

Bu teoremde elde edilen esitliklere, birim hizli «v egrisi i¢in Frenet formiilleri denir. Bu
formiilleri Frenet 1847 de bulmus, 1852 de yayinlamistir. Ondan habersiz olarak Serret,
1851 yilinda hesaplamistir. Bundan dolay1 bazen bu formiillere Frenet-Serret formiilleri

de denir.



0 « O
Frenet formiillerindeki katsayilar matrisi |—« O 7| matrisi ters simetrik bir matristir
0O —7 0

(Sabuncuoglu, 2014).

Teorem 2.1.2. «:1— E® herhangi bir egrinin Frenet vektor alanlart T,N, B ile egrilik

ve burulmasi x ve 7 ile gosterildigine gore,

I}
T= / "
o] _lo'xa”]
= 3
o/ xa" ]
B=1r—— ve
”a % v ” <a/><a//’a///>
T =
_ 2
N=BxT ”o/xo//”

dir (Sabuncuoglu, 2014).

Teorem 2.1.3. «:I— E® herhangi bir egrinin Frenet vektor alanlart {T,N,B} ve bu

egrinin egrilik ve burulmasi Kk, 7 olsun. ||a' || =1 olduguna gore,

T’ =vkN
N’ = v(—kT +7B)
B'=—uvrN

dir (Sabuncuoglu, 2014).

Tamm 2.1.18. E® uzayindaki birim hizli o:I — E® egrisinin Frenet vektor alanlart

{T,N, B} olsun.
{T(s),N(s)} ciimlesinin gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki oskiilator diizlem denir.
{T (s),B(S)} ciimlesinin gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki rektifiyan diizlem denir.

{N(s), B(S)} climlesinin gerdigi diizleme, «(S) noktasindaki normal diizlem denir

(Sabuncuoglu, 2014).



Teorem 2.1.4. a:1 — R® birim hizli bir egri olsun. « egrisinin egriligi sifir ise a(I)

ciimlesi R® uzayinda bir dogrunun alt ciimlesidir. Karsit olarak a(I) ciimlesi R*

uzayinda bir dogrunun alt ctimlesi iSe « egrisinin egriligi sifirdir (Sabuncuoglu, 2014).

Teorem 2.1.5. o :1 — R® egrisi diizlemsel ise 7=0 dir ve egrinin her bir noktasindaki

oskiilator diizlemi, egrinin i¢inde bulundugu E diizlemidir. Karsit olarak —=0 ise

o:1— R® egrisi diizlemseldir (Sabuncuoglu, 2014).
Verilen bu temel kavramlar E" uzaymna genisletilirse,

Tamm 2.1.19. M C E" egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s &1 ya karsilik

gelen «(s) noktasindaki Frenet r -ayaklist {V,(s),...,V, (s)} olsun. Buna gore,

k:l—R
S— ki (S) = <Vil(s)!vi+l(s)>

seklinde tanimli k. fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s&1 igin
k.(s) reel sayisina da «(S) noktasindaki M egrisinin i-yinci egriligi denir

(Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1.6. M CE" egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. seI yay-

parametresi olmak lizere, «(S) noktasindaki i-yinci egriligi Frenet r-ayaklisi

Vi (s), ..., V, ()} ise,

i V(s) =k (s)V,(s)
i V(8) =k ,(8)V, 1 () + ki (S)V, 4 (8) , 1<i<r

ii. Vr/(s) = _kr—l (S)Vr,]_(S)
dir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.20. M CE" egrisi (I,«) koordinat komsulugu ile verilsin. Vsel ya

kargilik gelen a(s) € M noktasinda M nin 1. ve 2. egrilikleri k,(s) ve k,(s) ise,



H:I—-R

s—H(s)= ::1((2))

seklinde tanimli H fonksiyonuna, M nin s noktasindaki 1—inci harmonik egriligi
denir (Hacisalihoglu, 2000).

2.2. Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda 3-boyutlu E,*> Minkowski uzayinda temel tanim ve kavramlar verilecektir.

Tamm 2.2.1. E® Minkowski 3-uzayinda E’ uzaymin bir dik koordinat sistemi

(X, X,,X;) olarak alinirsa,
g = —dx” +dx,” +dx;’
ile tantmlanan metrikle beraber 3-boyutlu Oklid uzayidir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.2. E* Minkowski 3-uzayinda bir vektoriin normu,

IVI= g .v)|
olarak tanimlidir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.3. E;> Minkowski 3-uzayinda v,w¢c E* —{0} vektérleri igin g(v,w) =0 ise

vV ve W vektorleri ortogonal iki vektor olarak tanimlanir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.4. E* Minkowski 3-uzaymda X=(X,%,,%), Y=(Y, Y, Ys) iki vektdr

olmak iizere X ve Yy nin vektorel carpimu,

€& € &
XALY =X X X :(Xsyz_xzys’ X3Y1 — X, Y3, lez_xzyl)
Yi Yo Y

olarak tanimlidir (O'Neill, 1983).
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Tamm 2.2.5. v € E® —{0} vektérii igin,

i. g(v,v)>0 ise v spacelike vektor
ii. g(v,v)<O0 ise v timelike vektor
iii.  g(v,v)=0 v=0 ise v null (lightlike) vektor denir.

Ayrica v=_0 ise V spacelike vektor olur (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.6. E° Minkowski 3-uzayinda « keyfi bir egri olsun. Hiz vektori o

sirasiyla spacelike, timelike veya null (lightlike) olursa « egrisi sirasiyla spacelike,

timelike veya null (lightlike) egri olarak isimlendirilir (O'Neill, 1983).
Tamm 2.2.7. E* Minkowski 3-uzayida « bir egri olsun. o’ hiz vektdrii igin,

i. g(d,a')=1ise « egrisine birim hizl spacelike egri,
ii. g(o/,a')=—1ise « egrisine birim hizli timelike egri,

iii. g(a/,a’)=0 ise « egrisine null (lightlike) egri ad1 verilir (O'Neill, 1983).
Tamm 2.2.8. E° Minkowski 3-uzayinda ae E’ timelike bir vektor olsun. Eger bu

vektoriin ilk bileseni sirasiyla pozitif ya da negatif ise ge E.® vektorii sirastyla future

pointing timelike vektdr ya da past pointing timelike vektdr olarak adlandirilir (Onder

ve Ugurlu, 2009).
Tamim 2.2.9. i) Hiperbolik aci: g ve b E,> Minkowski 3-uzayinda iki timelike future
pointing (ya da past pointing) vektdr olsun. O zaman g(a,b) =—|[a||b| cosh# olacak

sekilde bir tek 0 >0 reel sayis1 vardir. Bu aciya 5 ve B vektorleri arasindaki
hiperbolik a¢1 denir (O'Neill, 1983).

ii) Merkezi aci: E° Minkowski 3-uzayinda bir timelike alt vektdr uzaymi geren
spacelike vektorler a ve b olsun. O halde g(a,b) =|[a|||b[|cosh & olacak sekilde bir

tek 6 >0 reel sayis1 vardir. Bu agiya a ve b vektorleri arasindaki merkezi ag1 denir

(Ratcliffe, 1994).
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iii) Spacelike agi: E° Minkowski 3-uzayinda bir spacelike alt vektdr uzaymi geren
spacelike vektorler 5 ve b olsun. O halde g(a,b) :||a||||b||0050 olacak sekilde bir tek

0 >0 reel sayist vardir. Bu agiya a ve b vektorleri arasindaki spacelike ac1 denir

(Ratcliffe, 1994).
iv) Lorentzian timelike aci: E,> Minkowski 3-uzayinda ; spacelike bir vektor ve b
timelike bir vektér olsun. O zaman g(a,b) =|[a|||o|sinh olacak sekilde bir tek 6 >0

reel sayisi vardir. Bu agiya a ve b vektorleri arasindaki Lorentzian timelike ag1 denir

(Ratcliffe, 1994).

Tamm 2.2.10. E;*> Minkowski 3-uzayinda spacelike egrinin asli normal vektdrii,
N=0

ise bu egriye pseudo-null egrisi denir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.11. o:1— E? birim hizli non-null (spacelike veya timelike) bir egri olsun.

« egrisinin teget, asli normal ve binormal vektor alanlarindan olusan hareketli Frenet

catis1 {T, N, B} olsun.
I. « bir spacelike egri ise Frenet formiilleri,

T/ 0 = O||T
N'|=|—x 0 7||N
B’ 0O 7 0/|B

seklindedir. Burada,
g(I',T)zl, g(N’N):€::F1| g(B,B):—€

olarak verilir. x ve 7, « spacelike egrisinin sirasiyla, egrilik ve burulmasidir. Ayrica

e, « spacelike egrisinin tiirlinii belirler. € =1 ise « spacelike egrisi, N spacelike asli



12

normali ve B timelike binormali olan bir egridir. Eger ¢ =—1 ise « spacelike egrisi,

N timelike asli normali ve B spacelike binormali olan bir egridir (O'Neill, 1983).

ii. « bir timelike egri ise Frenet formiilleri,

T/ 0 ~ O||T
N'l=|x 0 7|[N
B’ 0 —7 0||B

seklindedir. Burada,
g(T.N)=g(N,B)=9(T,B) =0,
g(T.-T)=-1, g(N,N)=g(B,B)=1
dir. k ve 7, « timelike egrisinin sirastyla, egrilik ve burulmasidir (O'Neill, 1983).

Tamm 2.2.12. o:1— E? birim hizl null veya pseudo null bir egri olsun. « egrisinin

teget, asli normal ve binormal vektér alanlarindan olusan hareketli Frenet c¢atisi

{T,N, B} olsun.
I. « bir null egri ise Frenet formiilleri,

T/ 0 =« oT
N'l=|7 0 —kl|N
B’ 0 —7 0]/B

seklindedir. « egrisi bir dogru ise birinci egrilik x =0 dir. Bunun digindaki durumlar

icin k =1 dir. Burada,
g(T.T)=9(B,B)=g(T,N)=g(N,B)=0
g(N,N)=9(T,B)=1
seklindedir. Dolayisiyla,

TAN=-T,NA_B=-B,BA_ T=—N
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esitlikleri elde edilir (Walrave, 1995).

i o bir pseudo-null egri ise Frenet formiilleri,

T/ 0  O0O]T
N'l=[0 7+ 0N
B’ —x 0 —7|B

seklindedir. « egrisi bir dogru ise birinci egrilik x =0 dir. Bunun disindaki durumlar

icin k=1 dir. Burada,
g(N,N)=9(B,B)=9g(T,N)=g(T,B)=0
g(T.T)=g(N,B)=1
dir. Dolayisiyla,
TAN=N,NA B=T,BA, T=B
esitlikleri elde edilir (Walrave, 1995).

2.3. Reel Kuaterniyonlar

— = —

Tamm 2.3.1. Reel bir kuaterniyon, sirali dort saymm +1,e;,e,,e, gibi dort birime eslik

etmesiyle tanimlanir. Bu birimler,

. - - 5 >
iii.  e,ne =—6, 6816 =—€, A6 =—¢,

ozelliklerine sahiptir. Dolayisiyla bir kuaterniyon,
q=d+ae+be,+ce,

bigiminde ifade edilebilir. Burada, q kuaterniyonunu S, ile gosterilen skaler kisim ve

V, ile gosterilen vektorel kisim olmak tizere,
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N

— -
S,=d, V,=ae+be,+ce,,

q=S,+V,
seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.2. Reel kuaterniyonlar ciimlesi QQ iizerinde toplama iglemi,

@:QxQ—->Q

(q11 qz) - ql ® q2 = Sql®q2 +VQ1®Q2
ile

- - -

Sqeq, =S¢ T, Vgeq =Vae®V

G2

olarak tamimlanir. Burada Soﬂ, qu €R ve +islemi R deki toplama islemidir. VOQ, qu

de birer reel vektor olup ¢ islemi reel vektér uzayindaki Abel grubu (vektorlerde

toplama) isleminin aymisidir. O halde (Q,+) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki

etkisiz eleman sifir kuaterniyon adini alir ve (0,0,0,0) sirali dortliisiinden bagka bir sey

degildir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.3.3.
O:RxQ—Q
(4,0) > A0q =4S, + AV,

seklinde tanimlanan dis islem VA € R ve Vq,,q, € Q icin,

i 10(0,909,)=(100)®(10q,)
. (L+4)09=(4009)® (4 00q)
ii.  (4.4,)00=40(4,00)

iv. 100=q

dir. O halde {Q,®,R,+,.,®} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzayr Q ile

gosterecegiz (Hacisalihoglu, 1983).
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Tanim 2.3.4.
x:QxQ—->Q
(%,9,) >0, x0,
islemi ,
X |+1| = | = | -
€1 €2 €3
+1|+1| > | = | -
€1 €2 €3
S>> | =1 » | —
e eq es3 —ey
> | > | > | -1| -
=) €2 —€3 €1
- > - | > | -1
es3 es3 ey —eq

ile tanimlanir. Buna gore,

¢, xq,=(d, +a,e+be,+ce)x(d,+a,e+b,e,+c,e;)
¢, xq, =dd, —(a,a, +bb, +cc,)

+(d,a, +a,d, +bc, —cb,)e
+(d,b, +bd, +ca, —ac,)e,
+ (dlCZ + Cle + a1b2 - blaz)ea

elde edilir ve ifade diizenlendiginde,
Pxq=5,8, —(V,V,)+SV, +SV, +V, AV,

elde edilir. Boylece kuaterniyon ¢arpiminin su ozelliklere sahip oldugu kolaylikla

goriiliir.

i.  Iki kuaterniyon ¢arpimi bir kuaterniyondur.
ii.  Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.

iii.  Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon carpimi degisimli degildir. Bu ozellikleriyle, {Q,®,R,+,.,®,x}

sistemi bir birlesimli cebirdir. Bu cebire kuaterniyon cebiri denir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tanim 2.3.5. Vq,,0, € Q olmak iizere kuaterniyonlar i¢in esitlik bagintisi,

- -
veV =V
2 qz

G =0, < S, =3, &

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.6.

K:Q—->Q
q—K(q) =K,

islemi Vq =S, +\7q €Q icin K, =5, —VZ seklinde tanimlanir ve K kuaterniyonuna
g nun eslenigi denir. V:q :—\7q oldugundan,

qxK, =K, xq=d*+a*+b’+c’ eR
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Burada K, = 6] seklinde de gosterilir. Bundan sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

ac¢isindan bu ifade kullanilacaktir.

Tamm 2.3.7. q=d +ae +be,+ce, olmak iizere,

N:Q—>R

q— N(aq)=N, =gxq=0xq
seklinde tanimlanan N(q) fonksiyonuna q € Q kuaterniyonunun normu denir. Ustelik
I 2 2 2 | A2
N,=0xg=0gxg=d"+a”+b"+c
pozitif bir reel sayisidir (Hacisalihoglu, 1983).

Burada N, = ||q|| seklinde de gosterilir. Daha sonraki kisimlarda kolaylik saglanmasi

acisindan bu ifade kullanilacaktir.
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Tanim 2.3.8.

(@ :Q—{0}—»Q-{0}
g —qt= L
o
seklinde tanimlanir. Bdylece qxq '=q 'xq=1 elde edilir gq=0 olmak iizere

Vg € Q elemaninm bir q ' inversine sahip olmas1 Q cebirini bir boliim cebiri yapar.

Boylece Q da bolme islemini tanimlamak miimkiin olur (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.3.9. =0 olmak tizere bir p kuaterniyonunu bir q kuaterniyonu ile bolmek

-1

icin p yi q ° ile carpmak gerekir. Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli olmadigindan

bu ¢arpim islemi iki tirliidiir ve dolayisiyla p yi g ile iki tiirli bolmek gerekir.

L=pxq"
r :qilx p

Burada r, kuaterniyonuna p nin ¢ ile sagdan ve r, kuaterniyonuna p nin q ile soldan

bolimii denir. Genel olarak r, ile r, farklidir. Dolayisiyla P notasyonu kullanilamaz
q

(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.3.10. Normu bir olan bir kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve q, ile
gosterilir.  Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir q kuaterniyonunun

normlanmisi,

- -

=i=d+ag1+be2+ce3
lal  d?2+a2+b2+c?

do

olarak ifade edilebilir. Bu ¢, birim kuaterniyonu qO:cose+§,sin9 formunda

yazilabilir. Burada,
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d
cosd =
Jd?+a?+b?+c?
2 2 2
Sing Jai+b%+c

Jd? +a2 +h? +¢2

dir ve @ +b° +¢* #0 oldugu zaman,

- - -

> ae-+be,+ce,

S
Ja?+b? +¢c?
birim vektdriine q, birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tammm 2.3.11. a,b€Q i¢in genel bir kuaterniyon ifadesinde d, =d, =0 alinirsa

- -

a=ae+be+ce ve b=a,e+b,e,+c,e, seklinde iki vektor elde edilir. Bu iki

vektoriin kuaterniyon ¢arpimi,

e T
€& € &
- -
axb = _(a1a2 + blbz + ClCZ) +a bl C,
a, bz C,

olarak bulunur. Bu ise bir kuaterniyondur. Vektor cebirinde, a,b vektorlerinin i

- —

carpimini < a,b > ve vektorel ¢arpimini da aA b ile gosterdigimize gore,

< EB >=(a,a, +bb, +clc2)

- - -
el e2 e3
- -
anb=l|a, b ¢
a2 b2 CZ

dir. Buna gore bu kuaterniyon ¢arpimi,

- > —

- - -
axb=-<a,b>+anab
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formunda yazilabilir. O halde iki vektoriin kuaterniyon ¢arpimi dyle bir kuaterniyondur

ki bu kuaterniyonun skaler kismi1 ve vektorel kismi sirastyla,

S(gxg)=—<g,g> ve V(gxg)zg/\g

seklindedir. Ayrica iki vektor dik iseler kuaterniyon ¢arpimlart vektorel carpimlarina
esit olur; iki vektor paralel iseler kuaterniyon c¢arpimlar1 bu iki vektoriin skaler (i)

carpiminin ters isaretlisine esittir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 2.3.12. p,q € Q reel kuaterniyonlar1 verilsin.

h:QxQ—->R

(nqr»h(nq)=%(pxq+qxp)

ile tanimlanan h fonksiyonuna kuaterniyon i¢ carpimi denir. h fonksiyonu reel degerli,
simetrik ve bilineerdir. Dolayisiyla i¢ ¢arpim aksiyomlarin1 saglar. Burada x

kuaterniyon ¢arpimini géstermektedir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
O halde bir kuaterniyonun normu bu tanimla beraber karakterize edilebilir.

Tamm 2.3.13. Bir g € Q kuaterniyonun normu,

ol =h(a.q)=axq
saglayan ||q| reel sayist ile ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
Tamim 2.3.14. Bir g € Q kuaterniyonu,

q+&:0

oluyorsa g kuaterniyonuna bir uzay kuaterniyon denir. Uzay kuaterniyonlarin ctimlesi

3-boyutlu vektdr uzayr R® e izomorftur. q € Q kuaterniyonu icin,

q-q=0
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oluyorsa g kuaterniyonuna bir temporal kuaterniyon denir. Genel olarak, qeQ

q=%(a+éj+%(q—d)

seklinde ifade edilebilir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).

kuaterniyonu

2.4. Yari-reel Kuaterniyonlar

— = —

Tamm 2.4.1. Bir yari-reel kuaterniyon sirali dort saymnin +1,e,e,,e, olan dort birime

eslik etmesiyle tanimlanir. Burada +1 reel birim olup, diger {i¢ birim ise,
(123) permiitasyonu (ijk) ve a,b,c,d € R iken,

-> - -

. exg=-cg, 1<i<3

1
. -> - -> 2> > 3
ii. exe =cece ee, (E)

- - > o> o

ii. exe =-cece e, (E)

dir. Buna gore bir q yari-reel kuaterniyonu, q nun sirasiyla skaler ve vektor kisimlar
— — -

S,=d veV, =ae+be,+ce; olmak iizere,

q=Sq +Vq

- -

R
q=d-+ae-+be,+cCe,

formunda yazilir. Burada,

- |-1, e timelike
ce =

1 gi spacelike

dir. Bundan sonra yari-reel kuaterniyonlarin ciimlesi,
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q|q=d+ag+bg+cez, a,b,c,d eR

- > o

€,6,6 R’ h(e,, ,)—|g(e)| 1<i<3

Q, =

ile gosterilecektir (Tuna, 2002).

Tanim 2.4.2. Her p,qe @, i¢in iki yari-reel kuaterniyonun garpimi E13 de sirasiyla

(,), ve A_ skaler ve vektorel ¢arpim olmak iizere,
P 4=5,8,+(V,.Vy) +SV +SV, +V, ALV,

olarak tanimlidir (Tuna, 2002).

Tamim 2.4.3. g€ Q, kuaterniyonun eslenigi aq ile gosterilir ve

aq=S5,-V,=d —azl—bgz—ce
ile tantmlidir ve bu h formunun tanimlanmasina yardim eder (Tuna, 2002).
Tamm 2.4.4. p,qcQ, icin,
h:Q,xQ, >R
h(p,q) = [gp £,q(Px Q) +8qgap(q><Lap)] E’

h(p q)__[ gp aq pX aCI) q ap(qx ap)}

seklinde tanimlanan h fonksiyonuna yari-reel kuaterniyon i¢ ¢arpimi denir. Bu reel

degerli h fonksiyonu anti simetrik ve bilineerlik 6zelligine sahiptir. Burada X, yari-

reel kuaterniyon ¢arpimini géstermektedir (Tuna, 2002).

Tanim 2.4.5 q € Q, yari-reel kuaterniyonun normu,

lal” =|h(a, a)| =|sa(ax, aq)|

seklinde taniml1 olan ||q|| reel sayisina denir (Tuna, 2002).
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Tamm 2.4.6. q<€Q, yari-reel kuaterniyonu icin +aq=0 ise q ya bir yari-reel

uzaysal kuaterniyon denir (Tuna, 2002).
Tanim 2.4.7. p,q€Q, i¢in,
h(p.q)=0
ise p ve g yari-reel kuaterniyonlarina h-ortogonaldir denir (Tuna, 2002).

Tanim 2.4.8. g € Q, yari-reel kuaterniyonu igin,

ol =1
ise g ya bir yari-reel birim kuaterniyon denir (Tuna, 2002).

Tamm?2.4.9. Bir yari-reel kuaterniyon |, =qx agq=aqx_q olmak lizere sirasiyla
I, <0, 1,>0, 1, =0 ise spacelike, timelike veya lightlike yari-reel kuaterniyon olarak

adlandirilir (Ozdemir ve Ergin, 2006).

Tamm 2.4.10. E;> Minkowski uzayinda herhangi bir spacelike kuaterniyonun vektdr

kismi spacelike olur fakat herhangi bir timelike kuaterniyonun vektor kismi spacelike ya
da timelike olabilir. Yari-reel kuaterniyonlarin kutupsal bicimleri asagidaki

siniflandirmalar ile verilmektedir:

i.  E’ de her spacelike kuaterniyon,

- -

2 2 2 R -
sinh0:i1 Coshez\/ q2 +q3 +q4 ve ¢ _q2e1+q3ez+q463

= bir spacelike birim
0
N, N, V-0 +05° +0,

vektor iken,
q=N, (sinh 0+;0 cosh 6’)

formunda yazilabilir.

- -

ii. E’ de spacelike vektor kismiyla birlikte her timelike kuaterniyon gyx, &, =1

i¢in,
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A2 2 2 R - - -
umhgzih,smhgzx/q2+q3+q4 P LG LR
Nq Nq \/_qz +0; +Q,

vektor iken,

bir spacelike birim

qa=N, (cosh 0+ ¢&,8inh 49)

formunda yazilabilir.

- -

iii. E de timelike vektdr kismiyla birlikte her timelike kuaterniyon gx, &, =-1

igin,

. \’ — - e+d3q,e,+ e .. . .. .
cosd = G sind = % % —9 Ve g, = 92 &+ %€+ 4y & bir timelike birim vektor

' 0

] N, q," — 0" —a,’
iken,
a=N, (cos@+gosin 0)
formunda yazilabilir (Ozdemir ve Ergin, 2006).
Tamm 2.4.11. Her birim Kuaterniyon ;0><L ;0 =-1 denklemini saglayan go birim
vektori igin,

0, = (cos 0+ ;)sin 9)

formunda yazilabilir ve ¢, vektdriine q, kuaterniyonunun ekseni denir (Ozdemir ve

Ergin, 2006).

Tamm 2.4.12. E,* de hiper-kuadrikler sirasiyla,

S2(m,r)={xeE," :h(x—m,x—m)=r?}
Ho(m,r) ={xeE," :h(x—m,x—m) =-r’}
Cl(m,r)={xeE,* :h(x—m,x—m) =0}

pseudo-kiire, pseudo-hiperbolik ve 151k konisi olarak tamimlidir (ilarslan ve Nesovic,
2009).
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3.3-BOYUTLU VE 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KUATERNIYONIK
NORMAL EGRILERIN BAZI KARAKTERIZASYONLARI
3.1. Uzaysal Kuaterniyonik Normal Egriler
Tamm 3.1.1. Reel kuaterniyonlar ctimlesinde s € I=[0,1] icin,
v ICR—-Q

s—4(8)= (e, 1<i<3

i—1
olarak tanimlanan egriye uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
Teorem 3.1.1. E® 3-boyutlu Oklid uzayinda, kuaterniyonlarm uzay, {y €Q, y +); =0}

seklindedir. R reel dogrusunda | =[0,1] bir aralik olsun ve S& | parametresi, tim S

ler igin |t(s)||=1 birim uzunlugu, v (s) =t segimi ile;

VICR—Q ()= (e, A<i<3)

i=1
olur. Burada t'xt+txt' =0 kosulu vardir.

Son denklemde t’, t ye dik ve t'xt bir uzaysal kuaterniyondur. {t(s),n,(s),n,(s)}

v kuaterniyonik egrisinin y(S) noktasindaki Frenet {i¢-yiizliisii olsun.
Frenet denklemleri;

t/(s) = k(s)n,(s)
n/(s) = —k(S)t(s) + ()N, ()
N (s) = —r(s)n,(s)

seklindedir. Burada t birim teget, n, birim esas normal, n, birim binormal vektor

alani, k esas egrilik ve r, 7 kuaterniyonik egrisinin burulmasidir (Bharathi ve Nagaraj,

1987).
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yatan egrilere normal egriler denir. E® de ~ normal egrisinin konum vektdrii A ve p

keyfi diferansiyellenebilir fonksiyonlar iken
7(8) = A(S)ny(s) + u(s)n, (s)
denklemini saglarlar (ilarslan, 2005).

Uzaysal kuaterniyonik normal egrilerin bazi temel 6zellikleri asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 3.1.2. selc R, k(s)>0, r(s)#0 egrilikleri icin E*de ~=~(s) bir birim

hizli kuaterniyonik normal egri olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler elde edilir.

i) k(s) ve r(s) egrilikleri,

1 .
@:clcos fr(s)ds +c,sin fr(s)ds ,C,C, €R

denklemini saglarlar.
ii) Sirasiyla;
h(v(s),n,) = —c, cos fr(s)ds —c, sin fr(s)ds
h(y(s),n,) =c,sin fr(s)ds —C, COS fr(s)ds
verilen kuaterniyonik egrinin konum vektoriiniin, esas normali ve binormal kismuidir.

Diger taraftan, eger S€ICR igin k(s) >0, r(s)=0 egrilikleri ile E*de v =~(s) bir

kuaterniyonik normal egriye esittir.

Ispat: s yay uzunlugu parametresi iken, E*de ~(s) birim hizli uzaysal kuaterniyonik

normal bir egri olsun. Bu durumda,

Y(8) = A(S)ny (8) + pu(s)n, () 3.1)
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seklinde yazilabilir. (3.1) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri

uygulanirsa,

Y'(©) =N (s) + (IN/(s) + 1 (8)n,(s)+ (8)ny(8)
t=\n + A=kt +rn,) +p'n, + p(—rn,)
t=\"—ru)n +Ar+p)n, +(—k\)t

bulunur. Her iki tarafta katsay1 esitligine gore,
—kA=1 N—-ru=0, rx+p' =0 (3.2)

elde edilir. (3.2) denklemleri ¢oziiliirse,

!

1 1 1
AMS)=———, S =———|—— 3.3
Ok T [k(s)] &9
oldugu goriiliir. Boylelikle
1 1 1
S)=———=—N(S)———|——=]| n,(s 3.4
v(s) k(s) (S) ((s) [k(S)] »(S) (3.4)
elde edilir.
rA+ 1 =0 ve (3.3) ifadesi kullanilarak,
_r _E[E] —0
K rik
denklemi bulunur ve denklem diizenlendiginde,
111 r
2=l +==0 3.5
r[k] Kk (3:5)

diferansiyel denklemi elde edilir.
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y(s) = P ve p(s)= " esitlikleri (3.5) denkleminde yerine yazilirsa,

B0

p(s)y (s) o(s)

- 1 . . .
elde edilir ve t = f Tds degisken degistirmesi yapilirsa;
p(s

d’y
— 4+ =0
dt? y

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii; c,,c, € R iken,

y =¢, cost+c,sint dir. Buradan;

1 .
@:clcos(fr(s)ds)+c23|n(fr(5)d5)

(3.6)
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dir. Buradan (i) ifadesi elde edilmis olur. Daha sonra (3.3) ve (3.4) denklemlerinde

(3.6) ifadesi yerine yazilarak,

A= —(c, cos( f r(s)ds) +c, sin( f r(s)ds))

!

bulunur. (3.3) ve u(s):—L S denklemleri kullanilarak,
r(s) \k(s)

1 d .
:_@E(qcosfr(s)ds+c23|nfr(s)ds)

:—i(—clsinfr(s)ds)r(s)+(c2 cosfr(s)ds)r(s)), r(s) =0

r(s)
:clsinfr(s)ds—c2 cosfr(s)ds

elde edilir. Dolayisiyla,

1(s) = ¢, sin( f r(s)ds) —c, cos( f r(s)ds)



seklinde elde edilir. Buradan en genel haliyle,

%9:—@pmq}@mg+gamqummug
+(clsin(f r(s)ds)—c, cos(f r(s)ds))n,(s)

dir.

Daha sonra (3.7) denkleminde c,,c, € R olmak iizere;
h(v,7)=¢’+¢,’

h(~(s),n,) = —c, cos fr(s)ds —C,sin fr(s)ds

h(vy(s),n,) =c,sin fr(s)ds —C, COS fr(s)ds
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(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

elde edilir. O halde (ii) ifadesi de ispatlanmis olur. Tersine, (i) ifadesini kabul edelim;

1 .
g =G [ r(s)ds) +c, sin( [ r(s)ds)

dir. (3.11) ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa,

1 .
[@] :—cl(smfr(s)ds)r(s)+c2(cosfr(s)ds)r(s)

1 [ 1 ]:_cl(sin [ r(s)ds) -+, (cos ['r(s)ds)

r(s) k(s)

elde edilir ve tekrar s ye gore tiirev alinirsa,

!

=g (cos [ r(s)ds)r(s)—c,(sin [r(s)ds)r(s)

!

N
r(s)Lk(s)

= —1(s)(c,(cos [ T(s)ds) +c,(sin [r(s)ds))

(3.11)
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sl |l
- = :_r(s) -
r(s)\k(s) k(s)

elde edilir. Bu durumda,

__r (3.12)

bulunur. (3.12) denklemi ile Frenet formiilleri kullanilirsa,

d 1 1(1)
— S —N Z1=(n|=0
ds 7()+k 1+r[k] 2

olur. Boylece, v egrisinin uzaysal kuaterniyonik normal bir egriye esit oldugu goriiliir.

Ayrica (ii) ifadesini kabul edelim. (3.8) denklemi elde edilir. (3.8) denkleminin s ye

gore tiirevi alinirsa,
h(7(s), ) =0

bulunur. Béylece 7 egrisinin uzaysal kuaterniyonik bir normal egri oldugu goriiliir.

Teorem 3.1.3. seICR, k(s)>0, r(s)=0 egrilikleri icin E*de = ~(s) bir birim

hizl kuaterniyonik egrisinin S birim kiiresinde yatmas i¢in gerek ve yeter kosul;

%:i b? —c? cos(fr(s)ds)+csin(fr(s)ds) ceR,beR" (3.13)

ifadesinin saglanmasidir.

ispat: ilk olarak egri S* birim kiiresinde yatsin. O halde h(y,~)=b? beR"dur.
h(y,7) =b* beR" ifadesi (3.8) denkleminde yerine yazilirsa, ¢, =4+b*—c® elde

edilir. (3.6) denklemi ve c, ==4+/b*—c? denklemi kullanilarak (3.13) denklemi elde

edilir.



30

Tersine (3.13) denklemini kabul edelim. Daha sonra (3.13) denkleminin s ye gore
tiirevi almirsa b€ R* igin h(y,7)=b? elde edilir. Bu ise v egrisinin S° birim

kiiresinde yattigini gosterir.
3.2. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Kuaterniyonik Normal Egriler
Tamm 3.2.1. Q reel kuaterniyonlar ciimlesinde s € 1=[0,1] i¢in,

B ICR—-Q

sﬁﬁ(s):iﬁi(s)ei, 1<i<4, (e, =1

olarak tanimlanan egriye kuaterniyonik egri denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).
Teorem 3.2.1. E* dort boyutlu Oklid uzayinda,

B ICR—-Q

s B(5) = D (98, €, =1

fonksiyonu ile tammmlanan [  egrisinin  (3(S) noktasindaki hiz  vektorii

4
T =05'(s)=) _~{(s)e, dir ve E* dort boyutlu Oklid uzayinda, diferansiyellenebilir bir

i=1

egrinin Frenet vektorleri, {T, N, B, E} olsun. Buna gore Frenet formiilleri,

T (s)=KN(s)

N (s)=—KT(s)+kB(s)

B (s)=—kN(s)+(r—K)E(s)
E(s)=—(r—K)B

(3.13)

ile verilir. Burada;

N =txT
B=nxT
E=n,xT

K=[re)
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dir. E® de v egrisi aracihigiyla, bir 3 egrisi igin Frenet formiilleri agiklanmustir.
Ayrica 3 ve v egrilerinin egrilikleri arasinda bir iliski vardir. Bu iliski, # egrisinin
burulmasinin « egrisinin asli egriligi oldugu ile agiklanir. Ek olarak, 3 egrisinin
bitorsiyonu (r—K) dir. Burada, $ egrisinin asli egriligi K ve v egrisinin burulmast

r dir. Bu iliskiler kuaterniyonlar i¢in tek tiirli belirlidir.

Tammm 3.2.2. Konum vektorii her zaman normal diizlemde yatan egrilere normal
egriler denir. E*® de [ normal egrisinin konum vektdri, A, p ve v keyfi

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere,
B(s) = A(S)N(s) + 1u(s)B(s) + v(s)E(s)
bi¢iminde yazilirlar (ilarslan ve Nesovic, 2009)

Durum 3.2.1. 8= ((S) bir birim hizli kuaterniyonik normal egrisi tamamiyla Q da

yatsin. O halde, konum vektort,
B(s) = A(s) N(s) + u(s)B(s) +(s)E(9) (3.14)

denklemini saglar. (3.14) denklemin s ye gore tlirevi alinir ve Frenet formiilleri

kullanilirsa,
T=—KXT +(\ —kp)N+ kA +p/ —(r—=K)v B+ (r—K)u+v' E
olur. Buradan,
—K =1 N—ku=0, k\+p' —(r—K)=0, (—K)u+'=0 (3.15)

elde edilir. Ilk ii¢ denklemden,
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1
=R
1 1)
M(S):_@[@] (3.16)
1 (s) | 1 ( 1)
v(s)= r(s)— K(s) K(s)_l_ k(S)[K(S)]

bulunur. (3.16) bagintisi (3.14) denkleminde yerine yazilirsa,  Kuaterniyonik normal

egrisinin konum vektort,

o1 1 (1), 1 k) |1(
=N k(s)[K(s)]B (5)—K(s) K(s)*k(s)[K(s)] = @4

esitligi ile verilir.
Bu ifadelerle asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 3.2.2. (3 bir birim hizli kuaterniyonik egrisi tamamen @Q da yatsm. [

egrisinin bir kuaterniyonik normal egri olmasi igin gerek ve yeter kosul,

_[r(s)—K(s)][ 1 ]: 1 k(s) 1 [ 1 ] (3.18)

k(s) K(s)) |r(s)—K(s) K(s) k(s){K(s)

esitliginin saglanmasidir.
Ispat: 3 bir kuaterniyonik normal egri olsun. Bu durumda
(r—K)u+v'=0

denkleminde (3.2.4) degerleri yerine yazilarak,
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(s) 1 (1 '
K(s) k(s)(K(s)

(rs)-K))( 1) | 1
k(s) K(s)] |r(s)—K(s)

denklemi elde edilir. Tersine, (3.18) bagmtisini kabul edelim. m & Q vektori,

m(s)=06(s)+

U S I O O 1 k(s) | 1 (1
K(s)  k(s)(K(s) r(s)—K(s) |K(s) [k(s){K(s)
(3.19)

olsun. (3.19) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,

)T ) N [ )
m(s)_H[K(s)] N+[K(s>]N * k(s)[K(s)] °

1 1
ko) K(s)] °

1
r—K

1
r—K

O

£ k(s)+ 1[ 1 ]
K(s)

]El
K(s) |Kk(S)IK(s)

K(s) | 1 (1 ' -
K(s) [k(s){K(s)

1( 1
k() K(s)

elde edilir ve Frenet formiilleri uygulanirsa,

L HS)—K(s) [ 1) 1
"= [K(s)]“[r(s)—K(s)]

elde edilir. (3.18) bagmntisi kullanilarak,
m’(s) =0

bulunur. Dolayisiyla m bir sabit vektor iken, 3 egrisinin bir kuaterniyonik normal egri

oldugu gortiliir.
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Teorem 3.2.3. 3 bir birim hizh kuaterniyonik egrisi tamamiyla Q da yatsin. Eger 3

bir kuaterniyonik normal egri ise,

i) # konum vektoriiniin sirasiyla birinci ve ikinci normal bilesenleri;

h(ﬁ,N)=—$
1 1 '
hw’B):_@[K(s)]

ile verilir.

ii) # konum vektoriiniin sirasiyla ikinci ve tiglincii normal bilesenleri;

1 1 '
““’B):‘@[m]

1 k(s) | 1 [ 1

ile verilir.

Tersine, 3 birim hizli kuaterniyonik egrisi tamamen QQ da yatsin. Bu durumda (i) ve

(ii) ifadelerinden biri varsa 3 kuaterniyonik normal egridir.

Ispat: (3 kuaterniyonik normal egri ise, (3.17) bagmusinm (i) ve (ii) ifadelerini

sagladig1 goriiliir. Tersine,
(i) ifadesini kabul edelim. h(8,N) = —% denkleminde s ye gore tiirev alinirsa,
s

h(T,N)+h(ﬁ,N'):—[%]

olurve N = —KT +kB yerine yazilirsa,
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h(8,—KT +kB):—[%]

_Kh(ﬁ,T)Jrkh(ﬂ,B):—[%], h(ﬁ,B):—%(i]

1(1) 1)
-] =[]

elde edilir. Buradan —K.h(3,T)=0 bulunur. K =0 oldugundan h(3,T)=0

olmalidir. O halde f bir kuaterniyonik normal egridir. Eger (ii) ifadesi kabul edilirse,

MG E) =~ rlz((z)ﬁ k(1s>[K(1s)]'|
elde edilir ve s ye gore tiirevi alinirsa,
h(T,E)+h(B,E )=— (r_lK)§+ %[%] R(TE)=0
cosm= ek il ]| oo
e |k ]

elde edilir. Teorem 3.2 ye gore 3 bir kuaterniyonik normal egridir.

Teorem 3.2.4. 3 birim hizhi kuaterniyonik egrisi tamamen @Q da yatsin. (3 nin

kuaterniyonik normal egri olmasi igin gerek ve yeter sart 3 nmn Q da S° kiiresinde

yatmasi gerekir.

Ispat: 3 bir kuaterniyonik normal egri olsun. Teorem 3.2.2 kullanilarak,
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_(r—K)[i] 1|k

_ _+1[1]'
k (K) (r—=K)/K |klK

1 |k [1(1y]].
esitligi vardir. Bu esitligin her iki tarafi Z(r ) E+ E[E] ile carpilir ve ifade
diizenlenirse,
-l
KK k{K)klK
: . (3.20)
1 k |1(1 1 k |1(1
2 —+|=|= —+|=|= =0
(r—K)IK |klK (r—K)IK [klK
elde edilir. Diger taraftan (3.20) denklemi,
2 "\? N
1 111 1 |k [1(1
— —|= —+|—|= =cC, ceR 3.21
) +{elie] | |2+l a2y

denkleminin diferansiyellenmis halidir. Kabulden dolay1 # kuaterniyonik egrisi

normal egriye esit oldugundan (3.19) ve (3.21) denklemleri kullanilarak,

1. 1(1) y [k (1(1))
B_m__EN_E[E]B_r—K K E[E] =
(T n [k (ray)])
h(ﬁ_m’ﬁ_m)_[i] * E[E] KK E[E] —¢

elde edilir. Buradan h(3—m, 3—m)=c oldugu goriiliir. Sonug olarak 3, Q da S°

kiiresinde yatar.
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Tersine 3, Q da bir S° kiresinde yatsin. O halde mcQ sabit vektor iken
h(B—m, 3—m)=c, ceR dir. h(6—m, 3—m)=c denkleminin s ye gore tiirevi
alinirsa h(8—m, T)=0 oldugu bulunur. Dolayistyla [ bir kuaterniyonik normal
egridir.

Tanmm 3.2.3. Q da keyfi bir 3 egrisi sabit egrilik fonksiyonunu igerirse bir W —egri

ya da bir helis olarak adlandirilir (Petrovic ve Sucurovic, 2002).

Asagidaki teorem kuaterniyonik normal egriler tizerinden Q da kuaterniyonik

W —egrisinin karakterizasyonlarin1 gostermektedir.

Teorem 3.2.5. Her birim hizli tamamiyla Q da yatan kuaterniyonik W —egrisi, bir

kuaterniyonik normal egriye esittir.

Ispat: c,c,,c, e R—{0} icin K(s)=c,, k(s)=c,, (r—K)(s)=c, oldugunu kabul
edelim. Egrilik fonksiyonlarmin sabit oldugu gbéz Oniine alinarak ve Teorem 3.2.2

kullanilarak,

1N+1[1]B+ 1 k(s)+1[l]
K(s)  k(s){K(s) (r(s)—K(s))|K(s) |k(s){K(s)

m(s)=06(s)+

yazilabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa,

Co1 e 1(1) 1 |k [1(1)
m=38+=N +=|—|B + —+|=|=| |E
P Hx k[K] (r—K)|K k[K]
m=T_Lkroteg [(T=K)kg_p
K K (r—K)JK

m' =0

bulunur. O halde $ bir kuaterniyonik normal egriye esittir.
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Onerme 3.2.1. Birim hizli Q da yatan 3 egrisinin bir kuaterniyonik normal egriye esit

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul diferansiyellenebilir f(S) fonksiyonu igin,

f(s)(r(s)—K(S»::2((?)+ k(ls)[K(ls)]

(3.22)

k(s) K(s)

esitliklerinin saglanmasidir.

Teorem 3.2.6. 3, Q da bir birim hizhi kuaterniyonik egri olsun. (3 egrisinin

kuaterniyonik normal egriye esit olmasi igin gerek ve yeter kosul a,, b, € R sabitleri ve

0(s) = if(r(s) —K(s))ds igin,

1 [ 1 ]:[ao+ ﬂcosg(s)ds]cosé(S)

kOIKE) K(s) 323
Jr[b0 +f%sin 9(s)ds]sin 0(s)
olmasidr.
Ispat: (3 kuaterniyonik normal egri olsun. Onerme 3.2.1'e gore f(5)

diferansiyellenebilir fonksiyonu vardir, dyle ki (3.22) denklemi elde edilir.

S
6(s) = f (r(s) — K(s))ds
0

__ 11 oesy_ [ XG)
a(s) = k(s)[K(s)]cos@(s)+f(s)5|n9(s) fK(S)cose(s)ds (3.24)

L e — RSO
b(s) = k(s)[K(s)]Sme(S) f (s)cosa(s) fK(S)sme(s)ds
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ile tamiml 6(S), a(s) ve b(s) diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun (3.25) denklemi

yardimuiyla,

0 (s) = (r(s)— K(s))

ve

|11,
a@[uahw]
K(s) 1 (1)

+ @COS (9(5) + {@ [@]

a'(s)=0

0s0(s) + r(s)k( })((S) [K( )] siné(s) — rs) —K(s)

1 I.
<o) [K(S)]sme(s)

SO(s)— (( )) cos(s)

bulunur. Ayrica,

v | (Y [ 1) B () -K@)[ 1)
b(s)[ k(s)[K(s) ]sm@(s) [k(s)(K(S)]cose(s)](r(s) K(s)) + ) [K(S)]cose(s)

1 K9 |11
k(s) | K(s)

b'(s) = 0

O -KE) K()

sinA(s)(r(s)— K (s)) — k((s))sm o(s)

elde edilir. Bu durumda
a(s)=a,, b(s)=hb,, a,b,eR (3.25)

dir. (3.24) denkleminin ikinci ve tligiincii denklemleri sirasiyla cosé(s) ve sinf(s) ile

carpilirsa,

a,cosé(s) = —ﬁ[%] cos® A(s) + f(s)sind(s)cosh(s) — [f%cos H(S)ds]cos 0(s)

b, Sind(s) =— k(l)[Kt)]sm 0(s) — f(s)sind(s)cosd(s) — [ K((S))sme(s)ds]sme(s)
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elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa toplanirsa,

a,0s0(s) +b,sind(s) = —%[%] (cos® 8(s) +sin? 4(s))

[ K(( )) cos H(S)ds]cos 0(s) — [ K((s)) sin 9(s)ds]sm 0(s)

olur. Denklem diizenlenirse,

1 (1) K(s)
k(s)[K(S)] [ %) Kes )0059(5)0'8]0059@)

[ +f k() sm@(s)ds]sin@(s)

denklemi elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tersine, a,,b, € R sabitleri igin (3.23) denklemi saglansin. (3.23) denkleminin s ye

gore tiirevi alinirsa,

11 1
k(s)|K(s)| |

(s) . ,
[bo +f@sm 9(5)ds]cos€(s)€ (s)

k(s)
K(s)

cos6(s)cosd(s) — [ao +f K(s) cos H(S)ds]sm 0(s)0 (s) + (( ))sm 6(s)sin 4(s)

elde edilir. Denklem diizenlenirse,

1 [ 1))
k(s) | K(s)

llz((s)) (cos” O(s) +sin? 6(s)) — [ao +f ()COSQ(S)dS]S'” 0(s)(r(s) —K(s) +

[b + f K(s )sm e(s)ds]cose(s)(r(s)—K(s))

elde edilir. Buradan,

_[aﬂ_i_f@cose(s)dslsin o(s) (3.26)

= (r(5)~K(s))

_k(s>_[ 1 [ 1 ]
K (koK) +[ . fk()sma(s)ds]cosG(S)
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bulunur. f(s) diferansiyellenebilir fonksiyonu;

(3.27)

B 1 k(s) 1
f“)<mwmw>mw+hwimw]
ile taniml1 idi. Daha sonra (3.26) ve (3.27) denklemleri kullanilarak,
k(s) . k(s)
f(s)= [a0 +f cose(s)ds]sm 9(5)—[b0+fK(S)sm G(S)dS]cose(s) (3.28)
bulunur. (3.28) ve (3.23) denklemleri kullanilarak,
1y K(S) ke KG) -
f'(s) = K(s) ——c0sd(s)sind(s [a0 +f 0039 ds]cos& s)(r(s) —K(s)) K(s) cosf(s)sind(s)
s) . .
_[b0 +f@sm 0(5)ds]5m 0(s)(r(s)—K(s))

elde edilir ve diizenlenerek,

f(s)=(r(s)—K(s))

[ao 4 f %cose(s)ds]cose(s)—[bo 4 f %sin H(S)ds]sin o(s)

bulunur. O halde,

(1)~ O —KE)( 1)
k(s) K(s)

elde edilir. Buradan Onerme 3.2.1 gésterir ki § bir kuaterniyonik normal egriye esittir.
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4. E3 YARI OKLIDYEN UZAYINDA KUATERNIYONIiK NORMAL EGRILER

Bu kisimda dért boyutlu E,* Oklidyen uzayi, birim yari reel kuaterniyonlarin
uzayi ile tanimlanacaktir. Ilk olarak E° uzaymdaki~y kuaterniyonik egrisinin Frenet

catist ve Frenet formiilleri kullamilarak E,* uzayindaki kuaterniyonik egriler igin

formiiller elde edilecektir.

Tanim 4.1. E13, 3-boyutlu yar1-Oklid uzayinda uzaysal kuaterniyonlarin uzay

{y€Q, y+ay=0}olsun. I=[0,1]] C R olmak iizere,

v:ICR—Q,

s=7(8)=>_ ()8

C™ egrisi wverilsin. Vsel igin ~(S) noktasindaki Frenet ii¢ ayaklist

3
t(S):Z'yi'(S)ei, n(s), n,(s) ve egrilikler de K(s), r(s) olmak {iizere, ~ egrisi

i=1

boyunca t,n, ve n, nin tiirevleri ile egrilikler arasindaki iligki,

t =¢.kn

n =g reegb—kt

b =—¢g,rn
seklindedir. Burada,
h(t,t) =<, h(n,n)=¢,, h(b,b)=¢,

dir (Tuna, 2002).

4
Teorem 4.1. E,* uzayinda bir 3:I1CR — Q egrisi 3(s)= Zﬂi (s)e,, e, =1 seklinde

i=1

4
tamiml1 olsun. S parametresi, T :ﬂ'(s):zjﬁi'(s)ei ile tanimlanan bir biyiiklik
i=1

olsun. E,* yari-Oklid uzaymnda diferansiyellenebilir egrilerin Frenet vektorleri
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{T,N,B,,B,} olsun. [ egrisinin tanjant vektorii T(S) ve K=¢, ||T'(S)|| iken Frenet

formiilleri,
T'(s) =g KN(s)
N'(s) = —&,e, KT (S) +¢,kB,(S) 1)
B/(S) = —<kN(5) + &, (T — &2,y K)B,(9) |
B;(s) = —¢, (r —:&rey K)B,(9)

seklindedir.

elde edilmistir. Ayrica 3 ve ~ egrilerinin egrilikleri arasinda iligkiler vardir. Bu
iligkiler, = egrisinin asli egriliginin [ egrisinin torsiyonu olmasiyla agiklanabilir.
Ayrica, [ egrisinin asli egriligi K ve ~ egrisinin torsiyonu r iken, (r —ege e K) 3

egrisinin bitorsiyonudur. Bu iliskiler kuaterniyonik egriler i¢in tek tiirlii belirlidir.

Bu kisimda her bir $ i¢in (r —e,e,6,K) = 0 lgiincii egriligiyle birlikte yari-reel

kuaterniyonik normal egriler karakterize edilecektir.

Durum 4.1. 3= [(S) bir birim hizli yari-reel kuaterniyonik normal egrisi tamamiyla

Q, de yatsin. O halde 3 egrisinin konum vektorii,

B(8) = AS) N(8) + 14(5) By (5) +1/(8) B, (S) (4.2)

seklinde yazilir. (4.2) denkleminin s ye gore tirevi alinir ve Frenet formiilleri

uygulanirsa,

T =XN+A(—¢e KT +¢,kB)) + /B, + p(— kN + ¢, (r —e,6,2,K)B,)
+1'B, +v(—¢,(r —&,66,K))B,

elde edilir. Buradan,

—genKA=1,

2\ —ekpu=0,

e kA +p' —¢, (r—eee, K =0,
e (r—eee K)p+v =0.
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olur. ilk ii¢ denklem kullanilarak,

Eén
)\(S):—@

o (L)
He) == k(s)[K(s)] (4.4)
V(s) = — €,EN e k(s)+ 1 1 N

(r(s)—e&re  KE)) | " K(s) | k(s)(K(s)

elde edilir. (4.4) bagintis1 (4.2) denkleminde yerine yazilirsa, 3 yari-reel kuaterniyonik

normal egrisinin konum vektori,

ﬁ(s):_gteN N EN [ 1 ]IB EpEn k(s) +[ 1 [ 1 ]I'B

2

Ks) | k©)|KE) 1) —ae e K(s)| T KE) k()| KE)

elde edilir.

Teorem 4.2. 3 bir birim hizli yari-reel kuaterniyonik egrisi tamamiyla Q, de yatsin.

{3 egrisinin bir yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi igin gerek ve yeter kosul,

_(r(s)—e&e K@) | 1 _ €€ ce k(s) n 1 1 (4.5)
k(s) K(s) r(s) —e.erenK(s) K(s) [|k(s)|K(s)
olmasidir.
Ispat: 3 bir yari-reel kuaterniyonik normal egri olsun. O halde,
g, (r(s) —eee K(S)p+v'=0 (4.6)

dir. (4.6) denkleminde ;. ve v fonksiyonlari yerine yazilirsa,

() —eaaKE)( 1) &.c. ke |1 i
k(s) K(s) B r(s)—eee K(s)| " K(s)  |k(s) | K(s)
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elde edilir. Tersine (4.5) denklemini kabul edelim. me Q, vektor

&E, K(s) +[ 1 [ L ] B, (4.7)
K(s) [k(s)|K(s)

2

EEn ey [ 1 | EpEn
) =0+ gN T k(s)[K(s)] T e

olsun. (4.7) denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri uygulanirsa,

/ o 1 I Eén [ N - |
m'(s)=T +a€N[K(s)] N +[K(S)]( ekt +€nkBl)+[k(s)[K(s)] ”

45 [ 1 ](—akN + &, (r(s) — ser ey K(s)B,)

k(s) | K(s)
Eoln k(s) 1 (1))
T aeak®| T KE) +[k(s) [ K(s)] >
EpEN k(s) 1 1 1 _ _
O e K®)| K(s)+[k(s)[K(S)]] CarE)—asa ks,

elde edilir. Buradan denklem tekrar diizenlenirse,

m'(s) =

2

(O -cea KO 1) as
k(s) K@) 2 r(s)—ee e K(S)

. k(s)+[ 1 [ 1 ] o
K(s) [|k(s)|K(s)

olur. (4.5) bagntis1 kullanilarak,
m’(s) =0

bulunur. Dolayisiyla m sabit bir vektordiir. Sonug olarak 3 yari-reel kuaterniyonik

normal egridir.

Teorem 4.3. 3 bir birim hizli yari-reel kuaterniyonik egrisi tamamiyla Q, de yatsin.

Eger [ yari-reel kuaterniyonik normal egri ise agsagidaki ifadeleri saglar:

i) B konum vektoriiniin sirasiyla asli normal ve ilk binormal bilesenleri;
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h(3,N) =— Kg(ts)
E,ETEN L
B=""0 [K(s)]

ile verilir.

ii) 8 konum vektoriiniin sirasiyla ilk binormal ve ikinci binormal bilesenleri;
€.E1E 1 |

h(3,B)=—Ten |_=
GB=0 [K(s)]

Eréy

_. k() 1 [ 1 ]
r(s) —eere K(s)| " K(s) [k(s)|K(s)

h(3,B,) =—

ile verilir. Tersine, 3 bir birim hizli yari-reel kuaterniyonik egrisi tamamiyla Q, de

yatsin. Eger (i) ve (ii) ifadelerinden biri saglanirsa, 3 bir normal egridir.

Ispat: (3 yari-reel kuaterniyonik normal egri ise (4.2) bagmtis1 kullanilarak (i) ve (ii)

ifadeleri saglanir.
Tersine, (i) sikkinin varligini kabul edelim:

&

K(s)

ifadesinin s ye gore tiirevi alinirsa,

h(3,N) = -

h(T,N) +h(8,—&.e KT +¢,kB,) = —¢, [L] , h(T,N)=0
K(s)

—&EN Kh(3,T) +¢,kh(3,B,) = —& [ K](-S)]

elde edilir. h(3,B,) = —%[%] ifadesi denklemde yerine yazilirsa,
S S
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—e,.eyKh(B,T) +¢,k

Cema 1) (1)
k(s) (K(s))|  LK(s)

1 1)
e Kh(B,T) — e e, [@] B [@]

—cey Kh(3,T) =0

elde edilir. K =0 oldugundan h(3,T)=0 dir. O halde § bir normal bir egridir.

(1) sikkinin varligii kabul edelim:

ErEN
h(3,B,) =~ r(s) —ecreyK(s)

k(s) [ 1 [ 1 ]
E&n +
K(s) |k(s)|K(s)

denkleminin s ye gore tiirevi alinir ve Frenet formiilleri uygulanirsa,

k(s) [ 1 [ 1 ]
EE, +
K(s) [k(s)|K(s)

K(s) [ 1 [ 1 )
€&, +
K(s) |k(s)|K(s)

elde edilir. Denklem diizenlenir ve h(3,B,) =— Seren | 1 ifadesi yerine yazilirsa,
k(s) (K(s)

h(r;Bg)"_h(Bv_gb(r—gthgN K)Bl): . E1EN
r—eeregK

—&,(F —&erey KON(F, By) = |- — TN

r—eerenK

—€ &€ 1 | &€
_ r— K n~T>~N — | T>N
& (F &ty )[ k(s) ][K(s)] e e K

K(s) [ 1 [ 1 ]
&é&n +
K(s) |k(s)|K(s)

elde edilir ve denklem tekrar diizenlenirse,

) —ssaKO) 1 )| es
k(s) K@) |r

—gerenK

K(s) [ 1 [ 1 ]
&En +
K(s) |k(s)|K(s)
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elde edilir. O halde 8 bir normal egridir.

Teorem 4.4. 3 tamamiyla QQ, de yatan, bir birim hizli yari-reel kuaterniyonik egri
olsun. [ egrisinin bir yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul, 3 egrisinin Q, de bir hiperkuadratikte yatmasi gerekir.

Ispat: 3 yari-reel kuaterniyonik normal egri olsun. Teorem 4.1.2 ye gore,

O -aaa KO 1) _|_as | ke [1 (1]
k(s) K(s))  [r—cee K| "K() k()| K(s)

esitligi vardir. Esitligin her iki tarafi p R o S K(s) +[ ! [ L ]

(r—aee )| " KE) [k |KE)
carpilirsa,
sale) el e
K (K k (KJ|k(s)|K(s)
Lo G _. k() 1 [ 1 ] 1 __ k() 1 [ 1 ]
(r—eee K| TK(S) [ K(S)IKES) )| |[(r—eee K)| " K(S) | Kk(s)K(s)

elde edilir ve elde edilen denklem,

{3 1)

denkleminin diferansiyellenmis halidir. 3 kuaterniyonik normal egri oldugundan

2

1 k

—|EE, — =r, reR (48
(r—eeeK)| ' "K (4.8)

1 2
€N [E] +€,.& +

dolayi,

ﬁ—m:—&“EN N _ En [ 1 ]'Bl_ EpEN ce k(s) +[ 1 [ 1 ] B
K(s) k(s){ K(s) r(s) —e.cge K(S) K(s) [k(s)(K(s)

2
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yazilabilir ve,

2

1Y (1(1) 1 kK (1(1))
h(3—m,3—m)=|— == -_— — ==
(F=m5=m) [K] N k[K] (r—ceek)| KT k[K]

bulunur. (4.8) ifadesine gore,
h(ﬁ—m,ﬁ—m):r

elde edilir. Sonug olarak 3 @, de bir hiperkiirede yatar. Tersine, 3, Q, de bir
hiperkiirede yatsin. O halde m € Q, sabit vektor iken,
h(B—m,B—m)=r, reR (4.9)
dir. (4.9) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,
h(6—m, T)=0
elde edilir. Dolayisiyla, 3 kuaterniyonik egrisi bir normal egridir.

Q, de keyfi bir 3 egrisinin egrilik fonksiyonlar1 sabit ise bu egri W —egrisi
olarak tanimlanmisti.  Asagidaki teorem yari-reel kuaterniyonik normal egriler
bakimindan Q, de yari-reel Kkuaterniyonik W —egrisinin karakterizasyonlarini

verecektir.

Teorem 4.5. Her birim hizli yari-reel kuaterniyonik tamamiyla Q, de yatan bir W —

egrisi yari-reel kuaterniyonik normal egriye esittir.

Ispat: [ kuaterniyonik bir W —egri olsun. Dolayisiyla, W —egri tammindan |,
C,.C, C, e R—{0} iken K(s)=C,, k(s) =C,, (r —g,g,5,K)(s) =C, egrilik

fonksiyonlart igin,

2

_ EEN En 1 | SN k(S) 1 - ]
m(s) = 3(s) + K(s) N + k(s) [ K(S)] By + r(s)—e.cre K(s) St K(s) +{k(5) [ K(S)] °
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olmak tizere ve egriliklerin sabit oldugu goz Oniine alinip, S ye gore tiirev alinir, Frenet

formiilleri uygulanirsa,

1(1)
m(s)=T + giN (—een KT +6,kB) + £, E[E] (—ekN +¢, (r —ce,6,K))B,
EpEN k
eee ) K (—e)(r — ey K)By
t~T=N

elde edilir. Denklem diizenlenirse,

m’(s)=0
bulunur. Dolayisiyla Teorem 4.1.2 ye gore [ bir yari-reel kuaterniyonik normal
egridir.

Onerme 4.1. Bir birim hizl1 yari-reel kuaterniyonik tamamiyla Q, de yatan 3 egrisinin

yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul diferansiyellenebilir

bir f(s) fonksiyonu igin,

B k(s) 1 (1)
P asra k) =55 6 i) [ K(S)]

(4.8)

f/(s)=—¢,¢,

r(s)—cerenK(s)f 1
k(s) K(s)

olmasidir.

Onerme 4.1.1 in yan sira asagidaki teorem, Q, de yari-reel kuaterniyonik egrinin yari-

reel kuaterniyonik normal egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosullari verecektir.

Teorem 4.6. 3, spacelike asli normali ile spacelike yari-reel uzaysal kuaterniyonik
egrilerden olusan Frenet formiillerine sahip bir birim hizlh Q, de yatan bir yari-reel
kuaterniyonik egri olsun. (3 egrisinin yari-reel kuaterniyonik normal egri olmasi igin

gerek ve yeter kosul, a,,b, € R sabitleri igin;
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%[%]:[aﬁr& (())coshG(S)ds]coshQ(S) [b ‘e K((Z))smhe(s)ds]smhe(s)(4 9)

olmasidir. Burada,
0(s) = f (r(s) —c.e,e, K ())ds
0

dir.

Ispat: [ bir yari-reel kuaterniyonik normal egrisi Onerme 4.1.1.ye gore f(5)
diferansiyellenebilir bir fonksiyon icin (4.8) bagmntisim saglar. Ayrica (3, spacelike asli

normal vektdre sahip bir spacelike egri oldugundan ¢, =—1 dur.

0(s) = ](r(s) —e&re4K(8))ds

a(s)=— (1)[K( )] coshd(s) + f (s)sinh 9(5)—5tf£cosh f(s)ds (4.10)
b(s):— ! [ L ]5|nh9(s)+f(s)cosh0(s) ()S|nh9(s)ds
k(s) [ K(s) K(s)

ile tanimli 6, a, b diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar.  (4.8) denklemi

kullanilarak,
0/(5) = (r(s) — 2212, K (9))

elde edilir ve
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1

coshd(s) — [ k)

[L] ]sinh 0(s)(r(s) — 5,6, K(S))

ey | L[ 1)
“*LJW] K(S)

) r(s)—ataTsNK(s)[ 1
" k(s) K(s)

K(s) [ 1 [ 1 ]
€&, +
K(s) [k(s)|K(s)

+

] sinh 6(s)

1
r(s) —ecrenK(s)

coshd(s)(r(s) — e, K(3))

—€, K(s) cosh 6(s)
K(s)

elde edilir.

cosh A(s)(r(s) — e, K(8))

N N | N R
b'(s) = [k(s)[K(s)] sinh 8(s) [k(s)[K(s)]

. r(s) —eeeyK(s)| 1
" k(s) K(s)

] cosh 6(s)

B 1
r(s) —eereyK(s)

sinh 8(s)(r(s) —e,e;eK(9))

K(s) [ 1 [ 1 ]
€&y +
K(s) [k(s)|K(s)

— e X6 ginho(s)
K(s)

elde edilir. ¢ =1,¢, =1, ¢, =—1 oldugu goz 6niine almirsa, a’(s)=0 ve b'(s)=0
elde edilir. O halde a(s)=a,, b(s)=b, ve a,,b, € R dir. (4.10) denkleminin ikinci
ve ligiincii denklemleri sirastyla cosh6(s) ve —sinh6(s) ile ¢arpilirsa,

a,.coshd(s) = [%[%] ]0052 ho(s) + f (s).sinh 6(s).cosh 6(s) — [at f %cosh 9(s)ds]cosh 0(s)

k(s)(K(s)

i (| K

sin?hA(s) — f (s).cosh A(s).sinh A(s) + [st @sinh 9(s)ds]sinh 0(s)

elde edilir. cos®hf(s)—sin*hd(s) =1 oldugu goz oniine almarak ifadeler taraf tarafa

toplanirsa,
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a,coshd(s) — b, sinh 0(s) = —L[L] (cos® hd(s) —sin® hd(s)) + [—stf%cosh 0(s)ds]cosh 6(s)

k(s) [ K(s)
[+s (())smh 9(s)d5]smh 0(s)

bulunur. Denklem diizenlenirse,

_é[ﬁ] —[ao +¢, K(())coshe(s)ds]coshH(S) [ ot & K((s)) sinh 9(s)ds]smh 6(s)

elde edilir. Tersine, a,,b, € R sabitleri i¢in (4.9) ifadesini kabul edelim. (4.9)

denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,

= [gI %cosh 0(5)]cosh 0(s) + [ao +¢ f%cosh H(S)ds]sinh 0(s)(r(s) — .50 K(S))

— [st E((Ss)) sinh 0(5)]sinh (s) —[b0+ & K(( )) sinh 0(s)ds]cosh 0(s)(r(s) —e,crenK(9))
elde edilir. Denklem diizenlenirse,

k) |1 [ 1 "_ [%JFEl %cosha(s)ds]sinhe(s)
NORBIKUE

(4.11)

(r(s) — ey K(s))

—[b0+£t f %sinh 0(s)ds]cosh 0(s)

bulunur.

k(s)
K(s)

(4.12)

FO)r(S) — 555y K(S) = a8, 1 or +

1
k(s) [ K(s)

ile taniml1 idi. O halde (4.11) ve (4.12) denklemleri kullanilarak,
f(s)=—|a,+¢ K(s) —>2_cosh §(s)ds |sinh 6(s) +| b K(s) —>2sinhd(s)ds |coshd(s) (4.13)
JK(s) K(s)

elde edilir. (4.13) denkleminin s ye gore tiirevi alinirsa,
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f/(s)= —[5t %cosh 0(s)sinh 9(5)] — [aO + etf%cosh 9(s)ds]cosh O(s)(r(s) —egrenK(S))

[q %sinh 6(s)cosh 9(5)] + [b0+etf%sinh e(s)ds]sinh O(s)(r(s) —egre K(9))

Olur ve denklem diizenlenirse,

—[ao +¢€, gcosh 0(s)ds] cosh 6(s)

£/(5) = (1(8) 2y ey K 5)) ©)

+[b0+5t @sinh 9(s)ds]sinh 0(s
K(s)

elde edilir. Ayrica (4.9) bagintis1 kullanilirsa,

8= e r(s)—eteTeNK(s)[ 1 ]
k(s) K(s)

elde edilir. Bu durumda Onerme 4.1.1 e gére (3 bir yari-reel kuaterniyonik normal

egridir.
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