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KUATERNiIYONIK EGRILER UZERINE
OZET

Bu tez dort boliimden olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci béliimde Oklid uzay1 ve yari-Oklid uzayinda temel kavramlar verilmistir.
Ayrica, reel kuaterniyonlar kiimesi ve yari-reel kuaterniyonlar kiimesinde temel
kavramlar tanitilmis ve egri tanimi1 verilmistir.

Ucgiincii boliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda
egrinin elastik olmayan akis1 incelenmistir. Ayrica bu boliimde reel kuaterniyonik egri
icin akis tanimlanmis ve elastik olmama kosulu incelenmistir.

Dérdiincii boliim bu ¢aligmanin orijinal kismini olusturmaktadir. Bu boliimde
yari-reel kuaterniyonik egri icin akig tanimlanmig ve elastik olmama kosulu

incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyon; Elastik Olmayan Egri Akisi; Evoliisyon; Reel
Kuaterniyonik Egri; Yari-Reel Kuaterniyonink Egri.



ON THE QUATERNIONIC CURVES
ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction.

In the second chapter, basic concepts in the Euclidean and semi Euclidean space
are introduced. Moreover, reel quaternion set and semi-reel quaternion set are
introduced and defination of quaternionic curve is given.

In the third chapter, inextensibe flow of cirve in 3-dimensional Euclidean space
and 3-dimensional Minkowski space is examined. Moreover, flow of real quaternionic
curve is defined and conditions for an inextensibility is examined.

The fourth chapter is the original part of this study. In this chapter, flow of semi-
real quaternionic curve is defined. The necessary and sufficient conditionts for

inextensible flow are expressed. Finally evolution equations of curvature are given.

Key Words: Quaternion; Inextensible Curve Flow; Evolution; Real Quaternionic

Curve; Semi Real Quaternionic Curve.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

: n-Boyutlu Oklid Uzay1

E" in P Noktasindaki Tanjant Uzay1

E" deki Vektor Alanlarinin Kiimesi

: i¢ Carpim Fonksiyonu

: Norm Fonksiyonu

: Vektorel Carpim

: Metrik

: Parametre Degisim Fonksiyonu

. i -yinci Egrilik Fonksiyonu

. 1-yinci Frenet Vektorii

: 1-yinci Egrilik Fonksiyonu

. E* de bir egrinin egriligi (birinci egriligi)
: E* de bir egrinin torsiyonu (burulmasi), ( ikinci egriligi)
: Teget Vektor Alani

: Normal Vektor Alani

: Binormal Vektor Alani

: Reel Kuaterniyonlarin Kiimesi

: Yar1-Reel Kuaterniyonlarin Kiimesi



1. GIRIS

Bir egrinin veya ylizeyin evoliisyonu (zamana goére degisimi) egrinin veya
yiizeyin akisina denk gelmektedir. O halde bir egrideki degisim egrinin akis1 yardimiyla
incelenebilir. Egriler teorisinin fizik, kimya, biyoloji ve miihendislikte bircok
uygulamasi olmakla birlikte bunlarin ¢cogunda dis etkenler goz ardi edilmistir. Son
zamanlarda yapilan ¢aligsmalarda ise alisila gelmisin disinda zaman parametresi yani dig
etkenler aktif rol oynamaktadir. Bu da egrilerin zamana gore degisimini yani egri akisini
onemli kilmaktadir. Egri akisinin dogal olarak fizikte ve miihendislikte uygulamasi
olduk¢a fazladir. Elastik olmayan egri hareketleri goriintii islemede, animasyonlarin
yapiminda ve yapisal mekanikte oldukga fazla kullanilmaktadir. Biitiin bu uygulamalar
egrilerin zamana gore degisimlerini (evoliisyon) icerir.

Egrilerin egrilik vektor alanlarini, yani ivme vektorleri boyunca zamana gore
degisimlerini, ¢calismak i¢in Gage ve Hamilton (Gage, 1984; Gage ve Hamilton 1986)’te
yeni metotlar bulmuslar ve Grayson (Grayson, 1987) ise 1s1 denklemini kullanarak
kapali diizlemsel egrilerin bir gembere doniligiimiinii kanitlamistir. Ayrica, Gage (Gage,
1986)’da alan1 koruyan diizlemsel egri degisimini (evoliisyon), Kwon (Kwon ve Park,
1999; Kwon vd, 2005)’de, 3-boyutlu Oklid uzayindaki egrilerin elastik olmayan
hareketlerini, Tandogan (Tandogan, 2009)’da 3-boyutlu Minkowski uzayinda egrilerin
elastik olmayan hareketlerini incelemistir. Korpinar ve Bas 4-boyutlu Oklid uzayinda
kuaterniyonik egrilerin elastik olmayan hareketlerini incelemistir (Kdrpinar ve Bas,
2016).

Kuaterniyonlar 1843 yilinda Willian Rowan Hamilton tarafindan
kesfedilmistir. Hamilton kompleks sayilardan daha kapsamli bir say1 sistemi ararken 4-
boyutlu say1 sistemi olan kuaterniyonlart bulmustur. A. Carley, K. Clifford ve J.J.
Slyvester gibi matematikciler kuaterniyonlar cebirinin  gelismesine katkida
bulunmuslardir. R. Kaya ve S. Kogak kuaterniyonlar cebirine katkida bulunan Tiirk
matematikgilerdir. Bharathi ve Nagaraj 3-boyutlu ve 4-boyutlu uzaylarda kuaterniyonik
egriler i¢in Serret-Frenet formiillerini vermislerdir. Daha sonra Coken ve Tuna yari-
Oklid uzayindaki kuaterniyonik egriler igin Serret-Frenet formiillerini vermislerdir.

Bu tez calismasinda 4-boyutlu yar1-Oklid uzayinda elastik olmayan yari-reel

kuaterniyonik egri hareketleri ele alinmistir. Bir egri akisinin elastik olup olmamasiyla



ilgili kosullar incelenmistir. Yari-reel kuaterniyonik egrinin egrilikleri ile ilgili

evoliisyon denklemleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢aligmamizda temel olusturan esaslara yer verilecektir.

2.1. Oklid Uzay ve Egriler
Bu kistmda n-boyutlu Oklid uzay1 ve bu uzayda egriler ile ilgili temel tanimlar
ve kavramlar ele alinmistir. Sonrasinda, 6zel olarak n=3 alindiginda elde edilen

sonuclar verilmistir.

Tamim 2.1.1. Bostan farkli bir kiime A ve J cismi {izerinde bir vektor uzayr V. olmak
tizere; VP,Q,R € A igin

f: AxA — V
(P.Q) — f(P,Q=PQ
doniistimi
i.VP,Q,Re A i¢in f(P,R)=f(P,Q)+ f(Q,R),

i.VPeA ve WeV icin f(P,Q) =V olacak sekilde bir tek Q noktasi vardir,

afin aksiyomlarmi sagliyorsa, A kiimesine V vektor uzay: ile birlestirilmis bir afin

uzayi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.2. V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay A olsun. Pe A,
veV icin (P,Q) ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektdr denir ve v, ile gosterilir.
P e A noktasinda ki tanjant vektorlerinin kiimesi T,(P) bir reel vektor uzayidir, bu

uzaya tanjant uzay1 denir (Yiice, 2017).

Tammm 2.1.3. VP eE" noktalar1 {izerindeki tanjant uzaylarin birlegimi U T..(P)

PeE"

olmak tzere

X: B - [JT.(P)
PeE"

P - X,



dontistimiine E" de bir vektor alani denir ve E" deki vektor alanlarmin kiimesi y(E")

ile gosterilir. y(E") vektor alanlarinin kiimesi bir reel vektor uzayidir. Bu uzaya vektor

alanlarinin uzayi denir (Yiice, 2017).

Tanmm 2.1.4. V kiimesi, R reel sayilar cismi tizerinde bir vektor uzayi olsun. Vu,veV

icin V de bir

(): VxV - R

uv) — (uv)

i¢ carpim (skaler ¢arpim) fonksiyonu tanimlanabilirse, bu fonksiyon ile beraber V

vektor uzayina bir i¢ ¢arpim uzay1 denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.5. V, n-boyutlu bir i¢ ¢arpim uzayi olsun. V vektor uzayi ile birlestirilmis

bir A afin uzayma. Oklid uzay1 denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamim 2.1.6. E" uzayinda X = (X, X,,...,X,) ve Y=(Y;,Y,,..., y,) olmak iizere

esitligi ile tanimlanan fonksiyona Oklid i¢ garpim1 denir (Sabuncuoglu, 2017).

Tamim 2.1.7. VX € E" olmak iizere

seklinde tanimlanan || ||:IEZ:n — R fonksiyonuna bir norm, ||7(||e]R sayisina da X

vektoriiniin normudur denir (Sabuncuoglu, 2017).

Tanim 2.1.8. VX, y e E" i¢in

d(x,y) =[x~



esitligi ile tanimli d:E"xE" —-R fonksiyonu, [E" uzayinda bir metriktir
(Sabuncuoglu, 2017).

Tanim 2.1.9. Vx,y e E® i¢in
XAY=(%Y5 = YoXs X5Yy — YaX0, XY, — YiXp)

esitligi ile tanimli A :E°xE® - E* fonksiyonuna vektdrel ¢arpim denir (Hacisalihoglu,

2000).

Tanin 2.1.10. | < R bir acik aralik olmak tizere

a: IcR > E"
t o> a®)=(@0) a0 0)

fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise a(t) cE" kiimesine E" de bir egri

denir (O’Neill, 1997).

Tanmm 2.1.11. «, E" de bir egri olsun. Vt e R igin

a'(t)zd_“z(d%(t) das (1) m’dan(t))

dt d ' dt 7 dt
vektoriine, o egrisinin «(t) noktasindaki teget (hiz) vektorii denir (Shifrin, 2011).

Tamm 2.1.12. | c R de tamimh bir egri ¢ ve J acik araliginda diferansiyellenebilir

bir fonksiyon h:J — 1 ise
P=ach:] —>I

bileske fonksiyonu bir diferansiyellenebilir egridir ve S ya h ile @ nin yeniden

parametrizasyonu denir (O’Neill, 1997).



Tamim 2.1.13. E" de bir s parametresiyle verilmis bir ;1 c R —E" egrisi i¢in

ler ()| =1, s el
Ise « egrisine birim hizli egri denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.14. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan bir egriye regiiler egri

denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 2.1.1. E" de regiiler her egri, birim hizli olacak sekilde yeniden
parametrelendirilebilirdir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 2.1.15. E", n-boyutlu Oklid uzayinda, a:1 c R — E" bir diferansiyellenebilir
egri olmak iizere, w:{a',a",...,a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va®, k>r igin
o™ e Sp{y} olsun. w den elde edilen {V,,V,,...V,} ortonormal sistemine, & egrisinin
Serret-Frenet r-ayaklist ve Vtel igin {Vl(t),Vz(t),...,Vr (t)} ye ise a egrisinin «(t)
noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklist denir. Her bir V., 1<i<r ye Serret-Frenet

vektorii denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanim 2.1.16. a:1 c R — E" bir birim hizli egri olmak tizere, S| ya karsilik gelen

a(s) noktasindaki Frenet r-ayaklist {V,(s),V,(s),....V,(s)} olsun. Buna gdre

k: I > R ,1<i<r

s > k()= (V/(8)Viu(9))

seklinde tanimli k; fonksiyonuna o egrisinin i-yinci egriligi denir (Hacisalihoglu,

2000).



Teorem 2.1.2. a:1 c R — E" bir birim hizli egri olsun. Sl ya karsilik gelen «(S)

noktasindaki i-yinci egrilik k;(s) ve Frenet r-ayaklis {Vl(s),V2 (8),.-V, (S)} ise

V; (8) =Ky (s)V, (),

- _ (2.1)
V. (S) =—k ,(S)V, ,(S) + ki (S)V,,,(9), L<i<r,

Vr' (S) = _kr—l (S)Vr—l (S),

dir (Hacisalihoglu, 2000).
Ozel Hal: n=306zel halinde (2.1) deki esitliklerden

A 0 k 0V T 0 x O|T
V, |=|-k, 0 k,[|V,|veya|N [=|-x 0 <z||N
V, 0 -k, 0|V, B 0 -r 0B

elde edilir. Burada, 1-inci egrilik olan Kk, (S) =« (s) degeri sadece egrilik adiyla ve 2-nci
egrilik olan K,(S)=7(s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla da bilinir (Hacisalihoglu,
2000).

3-boyutlu Oklid uzay1 B> de verilen bir egrinin {T, N, B, x, z'} Frenet elemanlari

egrinin birim hizli olmasi veya olmamasi durumuna gore asagidaki teoremler

yardimiyla hesaplanabilir.

Teorem 2.1.3. a:1 c R —E® birim hizli bir egri olsun. « egrisinin {T, N,B,K‘,Z‘}

Frenet elemanlari i¢in;

1= <) =] 9]
(s) . ..
N(s)= 220 e a'(s),e’ (s)Ae'(S) (2.2)
o] " Jeg- {700
B(s)=T(s) AB(s) o (s

dir (Yiice, 2017).



Teorem 2.1.4. a1 c R — E® bir regiiler egri olsun. & egrisinin {T, N, B,K,T} Frenet

elemanlari i¢in;

) e
T(e)= 2 e ra )
o o) O ol
N(s)=B(S)AT(s) ve det ( .0 () '"(s)) (2.3)
_d@Ad(s) g =t
RN PIEYE| e &) na’9)

dir (Yiice, 2017).
2.2. Yar1-Oklid Uzay1 ve Egriler

Tamim 2.2.1. V vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bi-lineer form g olsun. g simetrik

bi-lineer formu eger,
i. vveV vev=0icing (\7,\7) >0 ise pozitif tanimli,
ii. v'veV vev=0 icin g (\7,\7) < 0 ise negatif tanimli,
iii. YveV vev=0 icing (\7,\7) >0 ise yari-pozitif tanimli,
iv. WweV vev=0 icing (\7,\7) <0 ise yari-negatif tanimli,

V. Yv,weV icing (\7, Vv) =0 oldugunda v = 0 olmak zorunda ise non-dejenere
degilse dejeneredir,

denir (O’Neill, 1983).
Tanmm 2.2.2. V, n-boyutlu bir vektdr uzayt ve ¢, V iizerinde simetrik bi-lineer form
olsun. W da V nin bir alt uzayi ve g nin W ya kisitlanmis hali g|,, olmak iizere,

glw W =W > R

negatif tanimli olacak sekilde en biiyiik boyutlu W alt uzaymnin boyutuna g simetrik
bi-lineer formun indeksi denir. g nin indeksi 0< p <n olmak tizere p ile gosterilir

(O°Neill, 1983).



Tanmm 2.2.3. R" n-boyutlu standart reel vektor uzay1 ve 0 < p <n olmak tizere g non-

dejenere, simetrik bi-lineer formu
. p n

g (u,v) == UV + Uy,
i=1 i=p

bi¢iminde tanimliysa, R" ye yar1-Oklid uzay denir ve R"p ile gosterilir. Eger p=1 ve

n>2 ise R} uzayr n—boyutlu Minkowski uzay1 adin1 alir (O’Neill, 1983).
Tanmm 2.2.4. Ve R} olmak iizere
i. g (\7,\7) >0 veya v=0 ise v vektoriine spacelike vektor,
ii. g (\7,\7) <0 ise v vektoriine timelike vektdr,
iii. g(\?,\?) =0 ise v vektdriine null vektor,
denir (O’ Neill, 1983)
Tamm 225 u#0, v#0, Uve ]Rr;) olmak flizere g (G,\?) -0 ise u ile v

vektorlerilerine ortogonal vektorler denir ve ulv ile gosterilir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.2.6. WV e R'; olmak iizere

Fl=lo(vv)
seklinde tanimlanan || ||:R}, >R fonksiyonu bir normdur ve H\?H sayisma Vv

vektoriiniin normu denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.1. R} yar1-Oklid uzay1 her zaman ortonormal bir baza sahiptir (O’Neill,

1983).
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Tamm 2.2.7. {él,éz,...,én}, Rr;, uzayinin ortonormal bir bazi olsun. g(éi,éi)zgi_l

olmak iizere WV e ]R':) vektorii;

{/. = zgi_lg (\7, éi )é.
i=1
seklinde tek tiirli belirlidir (O’ Neill, 1983).

Tamm 2.2.8. R} yar-Oklid uzayr ve a:l1 c R— R diferansiyellenebilir bir egri
olsun. & egrisinin Frenet vektorleri {V;,V,,...,V,} olmak iizere;
i. 9(V,.V,)=¢,>0 ise a egrisine spacelike egri,
ii. g(V,,V,)=¢,<0 ise a egrisine timelike egri,
iii. 9(V,,V;)=¢,=0 ise o egrisine lightlike egri

denir (O’Neill, 1983).

Teorem 2.2.2. R} yari-Oklid uzay ve a:1 c R— R’ diferansiyellenebilir bir egri

olsun. & egrisinin Frenet vektorleri {V,,V,,....V,} ve g(V,.V,)=¢&_, olmak iizere Frenet

formiillert;

V, =kV,,
V) =—¢ ek V. +kV,

i ivi+l?

V. =—¢, ,&,.K V.,

1<i<n, (2.4)

bigimindedir. Burada k;, i —yinci egrilik fonksiyonudur (ilarslan, 2002).

Ozel Hal: n=3, p=1 6zel halinde; eger egrimiz timelike normalli spacelike egri ise

(2.4) denkleminden

\ 0 k 0V T 0 x OfT
V, [=|k, 0 k,||V,|veya|N |=|x 0 z|N|
Vv, 0 -k, 0V, B 0 -r 0}l B
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eger egrimiz spacelike normalli timelike egri ise (2.4) denkleminden

v\ To k 07V, 77 [0 « OT
V, |=|k, 0 k,||V,|veya|N [=|x 0 z| N,
v, | |0 k, 0]V, B| |0 r ofB

V1 To k o]V, TT 70 « OT
V, |=|-k, 0 k,||V,|veya|N |=|-x 0 z||N
Vv, 0 k, 0]V, B 0 r 0||B

esitlikleri elde edilir. Burada, 1-inci egrilik olan Kk, (S) = x(S) degeri sadece egrilik adryla
ve 2—inci egrilik olan Kk, (s) =z(s) degeri de burulma (torsiyon) adiyla bilinir (ilarslan,

2002).

2.3. Reel Kuaterniyonlar
Bir reel kuaterniyon +1, €1, €2, €3 gibi dort birime sirali dort reel saymnin eslik

etmesiyle tanimlanabilir. Burada +1 bir reel sayr olmak iizere diger {i¢ birim igin

asagidaki ozellikler gegerlidir;

iii. e2 AB1=—€3, €3A€; =—€1, €1 AL3 =—€2.

Boylece bir reel kuaterniyon bilesenleri d,a,b,ce R olmak iizere
q=d+aei +be; +ces seklinde ifade edilebilir. e, e,, es birimleri 3-boyutlu reel
vektor uzaymin bir dik koordinat sisteminin baz vektorleri olarak alinabilir. Bu
durumda S, skaler kismu, V., vektorel kismi gostermek iizere bir reel g kuaterniyonu
q=S3, +\7q bi¢ciminde yazilabilir. Reel kuaterniyonlarin kiimesi genel olarak Q ile

gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).
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Tamm 23.1. =S, +V,, 0,=S, +V, herhangi iki reel kuaterniyonunun

toplami S 5, =S, +S, ve V g0, =\7q1 +\7q2 olmak tizere

®: QxQ — Q
(0,0) — 0,®q,= Sq1®q2 +\7q1@qz

seklinde tanimhidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.2. =S, +\7q herhangi bir reel kuaterniyon ve 1 €R olmak {izere bir skaler

ile bir reel kuaterniyonun ¢arpimi

O: RxQ — Q
(L,0) - A10q=1S,+AV,

seklindedir (Hacisalihoglu, 1983).
Yukarida tanimlanan skaler ile carpma (dis islem) islemi VA,4,4,eR ve

v(q,q,,0, reel kuaterniyonlar: i¢in

i.10(0,®0,)=400,®1040,,

i. (4L+4,)0q=(400q)®(4,0q),
iii. (4.4,)00=40(4,00),
iv.109=q

dir. Béylece, {Q,®,R,+,.,0} sistemi bir reel vektdr uzayidir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.3.3. d;,a,b,c eR i¢in q =d, +ae +he, +ce, ve d,,a,,b,,c,eR igin

q, =d, +a,e +b,e, +c,e, gibi iki reel kuaterniyonun garpimi

0, xd, =d,d, _(aiaz +bb, +Clc2)
+(d,a, +ad, +bc,—cb,)e

+(d,b, +bd, +ca,—ac,)e,
+(d,c, +d,c, +ab,—ba,)e,
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seklindedir. Eger g, =S, +V, Ve q,=S_ +V, seklinde ifade edilir ise
%, =84S, ~(Vo, Vo )+ Sa Vo, +S0, Ve +Ve A Ve,
dir. Ayrica kuaterniyon ¢arpimi asagidaki 6zelliklere sahiptir;
i. Iki kuaterniyonun garpimi yine bir kuaterniyondur.
ii. Kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir.
iii. Kuaterniyon ¢arpimi dagilimlidir.

Fakat kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Boylece
{Ql ®l ]Rl +l " Ol X}

sistemi bir asosyatif (birlesimli) cebirdir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.4. ¢, =S, +\Tql ve q, =3, +\Tqz herhangi iki reel kuaterniyon olsun. iki reel

kuaterniyon i¢in esitlik bagintisi

G =0, =S, =3, VeV::ng

bicimindedir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.5. g, =S, +\Z ve q, =3, +\Tqz herhangi iki reel kuaterniyon olmak tizere

0 —d, =S, ~Vgq,
- (Sq1 N SQz )+(\Tq1 _\qu)

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 2.3.6. =3, +\7q herhangi bir reel kuaterniyonunun eslenigi

y: Q - Q
a — Kq:Sq_\Tq

seklinde tanimlidir.

v, 0d,,-.,q, €Q

Y (O +0+..+0,) =70 + 70, + ...+ 70,
y(qlxqzx'“an):yqn+7qn—1+"'+7ql

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.7. q=3, +\7q herhangi bir reel kuaterniyonunun normu

N: Q - Q
g — N(@)=N,=9gxK,=K,xq

veya q=d +ae, +be, +ce, ise
2 2 2 2
N,=0qxK,=K,xq=d"+a”+b"+c
ile tanimlanur.
Yy, Gyyenrs G, € Q igin

N (qlxqzx...an)= N Ng, N,

dir (Hacisalihoglu, 1983).

14
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Tanim 2.3.8. Sifirdan farkli herhangi q kuaterniyonunun inversi

(' 2> 0

4 Ve
qg —> (¢ N

seklinde tanimlanir.

vq]_!qz’---iqn € Q l(}ln

(Gx Gy xx0y) " =0, x 0y
dir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.3.9. q sifir dan farkli bir reel kuaterniyon olmak iizere p reel kuaterniyonunu
q kuaterniyonu ile bolmek demek p yi g ile carpmak demektir. Fakat kuaterniyon
carpimt degisimli olmadigindan bu ¢arpma islemi iki tiirliidiir ve dolayisiyla p yi q ile
iki tiirli bolmek gerekir. r; kuaterniyonu p nin q ile sagdan, r, kuaterniyonu p nin g

ile soldan bolimi olmak tizere

L=pxq™,
r,=q"xp.

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Genel olarak r, ve r, farkli oldugundan P notasyonu kullanilmaz.
q

Tamm 2.3.10. Normu bir olan bir reel kuaterniyona birim kuaterniyon denir ve q, ile
gosterilir. Buna gore vektorlerde oldugu gibi herhangi bir g kuaterniyonunun
normlanmisi

q _d-+ae +be,+ce,

q:—_
° N, JdZialib?ic?
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d

olarak ifade edilebilir ve q, birim kuaterniyonu cosé = ,
Jd?+a +b% +¢?

2 2 2
. a“+b“+c .
sin@ = olmak tizere;
JdZ+a2+b’ +¢?

g, =C0SO+S,sin @
seklinde yazilabilir. a® +b®+c? # 0 oldugu zaman

< _ ae +be, +ce,

S0
JaZ+b®+c’
birim vektdriine ¢, birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.11. Herhangi iki reel kuaterniyon g, ve g, olmak iizere

h: QxQ —» Q
1
(ql,qz)—>h(q1,q2)=§(ql><yq2+qzxyq1)

reel degerli, simetrik, bilineer h fonksiyonuna kuaterniyonik i¢ c¢arpim fonksiyonu
denir (Bharathi ve Nagaraj, 1987).

Tamm 2.3.12. Herhangi iki reel kuaterniyon g, ve g, olmak iizere h(q,,q,)=0 ise g,

ve (, kuaterniyonlaria h— ortogonaldir denir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.3.13. Herhangi bir q reel kuaterniyonu igin
q+79=0

oluyorsa g reel kuaterniyonuna uzaysal kuaterniyon denir. Uzaysal kuaterniyonlarin
kiimesi R® uzaymna izomorftur. Dolayisiyla, herhangi iki @ ve @, uzaysal

kuaterniyonunun kuaterniyon ¢arpimi

0, X0, :_<q11q2>+q1/\q2
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seklinde olup, bu carpim uzaysal kuaterniyonlarin birbirine dik olmalar1 durumunda
vektorel carpimlarina, birbirine paralel olmalari durumunda ise i¢ carpimlarinin ters

isaretlisine esittir (Hacisalihoglu, 1983).
2.4. Kuaterniyonik Egriler

Tamm 2.4.1. E?, ii¢c boyutlu Oklid uzayi,, uzaysal kuaterniyonlarm uzay:

{qeQ:q+yq=0} ile tammlansin. 1 =[0,1]c R olmak tizere

a. lcR > Q
3 —
S O EDXACE
i=1
ile tanimlanan diferansiyellenebilir « egrisine uzaysal kuaterniyonik egri denir (Bharatti
ve Nagaraj, 1987).

Teorem 2.4.1. a:l cR—Q birim hizli uzaysal kuaterniyonik egrisinin egrilikleri

{k,r} ve Frenet gatis1 {t(s),n(s),b(s)} olmak iizere Frenet formiilleri

t'(s) 0 k(s) 0 |[t(s)
n(s)|=l-k(s) 0 r(s)| n(s)
b'(s) 0 —r(s) 0 | b(s)

seklindedir (Bharatti ve Nagaraj, 1987).

Tamm 2.4.2. E*, dort boyutlu Oklid uzayi, birim reel kuaterniyonlarin uzay: ile

tanimlansi. | =[0,1] reel sayilarin birim alt aralig1 olmak tizere

B: IcR > Q

s o Bs)=Yas)e

diferansiyellenebilir S egrisine reel kuaterniyonik egri denir (Bharatti ve Nagaraj,

1987).
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Teorem 242, B:1cR—>Q birim hizlh reel kuaterniyonik egrisinin egrilikleri

{K,k,r—K} ve Frenet ¢atis1 {T,N,B,,B,} olmak iizere Frenet Formiilleri

T'(s) 0 K 0 0 T()
N'(s)| |-K 0 k 0 || N(s)
B/(s)| | 0O —k 0 (r—K) || B,(s)
B, (s) 0 0 —(r-K) 0 B,(s)

seklindedir (Bharatti ve Nagaraj, 1987).

2.5. Yari-Reel Kuaterniyonlar
Bir yari-reel kuaterniyon +1, €1, €2, €3 gibi dort birime sirali dort reel saymin

eslik etmesiyle tanimlanabilir. Burada +1 bir reel say1 olmak {izere diger {i¢ birim i¢in

asagidaki ozellikler gecerlidir;

i. € X, 6 = —Eei )

ii. e X, €j Zé‘eié‘ej €k, (Rf),

iii. %, e =—¢,¢, e, (R}).
i v

Eger ¢, =1 ise ¢ spacelike, eger ¢, =—1 ise ¢ timeliketir. Boylece bir yari-
reel kuaterniyon, bilesenleri d,a,b,c € R olmak iizere q=d + ae; +bes +ces seklinde
ifade edilebir. €1, e, es birimleri 3-boyutlu yari-reel vektor uzaymin bir dik koordinat
sisteminin baz vektorleri olarak alinabilir. Bu durumda S, skaler kismu, \7q vektorel
kismi gostermek {iizere bir yari-reel g kuaterniyonu q=S5, +\7q bigiminde yazilabilir.

Yari-reel kuaterniyonlarin kiimesi genel olarak Q, ile gosterilir (Tuna, 2002).
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Tamm 2.5.1. ¢, =S, +V 0, =S, +V _€Q, ve 1eR olsun. Q, iizerinde sirasiyla,

toplama (i¢ islem) ve skaler ile carpma (dis islem) islemleri

®: QxQ, —» Q
(Ch! qz) - 0,9q,= Sql@qz +\7Q1®QZ

ve

O: RxQ, —» Q,
(L,Q) — A0Qq=4S,+AV,

seklinde tanimlanir. Boylece, {QV,EB, R,+,., @} sistemi bir reel vektor uzayidir (Tuna,

2002).

Tamm 2.5.2. d,,a,b,c eR i¢in q,=d, +ae +he, +ce, ve d,a,b,c,eR igin

q, =d, +a,e +b,e, +c,e, gibiiki yari-reel kuaterniyonun ¢arpimi

0, %, 0,=dd, - ( £, +&, b, + &, ccz)
+(dla2+a1d2+g%g ))e1
+(d1b2+b1d2+gelg (ca, —alcz))e2

e,

+(d1c2+d2c1+gelg (ab,—ba,

w

seklindedir. Eger q, =S, +V¢q Ve 0, =S, +Vq, seklinde ifade edilir ise
ql XL q2 = SchSqZ —<\_/.ql ,\7q2 >|_ + Sq1\7q2 + Sq2\7q1 ‘|‘\7ql /\L \7)q2
dir (Tuna, 2002).

Tamm 2.5.3. ¢, =S, +Vq Ve 0, =S, +V,, herhangi iki yari-reel kuaterniyon olsun.

Iki yari-reel kuaterniyon igin esitlik bagintist

=0, S, =S, VeVq =V,



bi¢cimindedir (Tuna, 2002).
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Tamm 2.5.4. ¢, =S, +Vq Ve q,=S, +V, herhangi iki yari-reel kuaterniyon olmak

uzere

0 — 0, =S, ~Vgq,
=(S, S, )+(\7q1 —\7%)

seklinde tanimlanir (Tuna, 2002).

Tamm 2.5.5. =3, +\7q herhangi bir yari-reel kuaterniyonunun eslenigi

seklinde tanimlidir (Tuna, 2002).

Tamm 2.5.6. q=S, +Vq herhangi bir yari-reel kuaterniyonunun normu

N: Q —» Q
q - N(@)=N,=[gx K|

seklinde tanimhidir ve K, ile gosterilir (Tuna, 2002).

Tamm 2.5.7. Herhangi iki yari-reel kuaterniyon g, ve g, olmak iizere

h: Q,xQ, — Q,
(ql’qZ) - h(ql'qZ) :%(gqlgqu (ql XL qu )+nggl(ql (qz XL qu))

reel degerli, simetrik, bilineer h fonksiyonuna yari-reel kuaterniyonik i¢ g¢arpim

fonksiyonu denir (Tuna, 2002).

Tanim 2.5.8. Herhangi iki yari-reel kuaterniyon ¢, ve g, olmak iizere h(ql,qz) =0 ise

g, ve (g, yari-reel kuaterniyonlarina h— ortogonaldir denir (Tuna, 2002).
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Tamim 2.5.9. Herhangi bir q yari-reel kuaterniyonu igin

N, =1

q

ise ( ya bir yari-reel birim kuaterniyon denir (Tuna, 2002).
Tamim 2.5.10. Herhangi bir g yari-reel kuaterniyonu i¢in
q+Kqg=0

oluyorsa q yari-reel kuaterniyonuna uzaysal yari-reel kuaterniyon denir. Uzaysal yar1-
reel kuaterniyonlarin kiimesi R} uzayma izomorftur. Dolayistyla, herhangi iki ¢, ve g,

uzaysal yari-reel kuaterniyonunun kuaterniyon ¢arpimi

G x .0, = _<q11q2>,_ +0, AL 0,
seklinde olup, bu carpim uzaysal yari-reel kuaterniyonlarin birbirine dik olmalari
durumunda vektérel carpimlarina, birbirine paralel olmalart durumunda ise ig

carpimlarinin ters isaretlisine esittir (Hacisalihoglu, 1983).
2.6. Yar1-Reel Kuaterniyonik Egriler
Tammm 2.6.1. E’ yan-Oklid uzayi, uzaysal yari-reel kuaterniyonlarin uzay

{q €Q,:q+K, = O} ile tanimlansin. | =[0,1] < R olmak iizere

a: IcR - Q,

s o a9 =Ya®e

ile tamimlanan diferansiyellenebilir « egrisine uzaysal yari-reel kuaterniyonik egri denir

(Tuna, 2002).

Teorem 2.6.1. a:l cR—>Q, birim hizli uzaysal yari-reel kuaterniyonik egrisinin

egrilikleri {k, r} ve Frenet catisi {t(s), n(s), b(S)} olmak tizere Frenet formiilleri
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t'(s) 0 k() 0 |[t(s)
n(s) [=| —&k(s) 0 g,r(s) || n(s)
b (s) 0 —&r(s) 0 || b(s)

seklindedir. Burada h(t,t)=¢,, h(n,n)=¢, ve h(b,b)=g¢, dir (Tuna, 2002).

Tamim 2.6.2. E;, dort boyutlu yar1-Oklid uzayi, yari-reel kuaterniyonlar uzay ile

tanimlansin. | =[0,1] reel sayilarin birim alt aralig1 olmak tizere
p: IcR - Q
4 —_—
s o pE)=2a0)e
i=1
diferansiyellenebilir S egrisine yari-reel kuaterniyonik egri denir (Tuna, 2002).

Teorem 2.6.2. f:1 cR—Q, birim hizli yari-reel kuaterniyonik egrisinin egrilikleri

{K‘, k,(r—e&r 6, K)} ve Frenet catis1 {T,N,B;,B,} olmak iizere Frenet Formiilleri

T (s) 0 enk 0 0 T(s)
N:(S) _|~asnk 0 £,k 0 N(s) (2.4)
B, (s) 0 —gk 0 &, (r—ge&eyx) || B(Ss)
Bz'(s) 0 0 ) (r _8t‘9T‘9NK) 0 B, (s)

seklindedir. Burada h(T,T)=¢;, h(N,N)=¢,, h(B,B,)=¢,&, h(B,,B,)=¢,& ve

g&r€y =1 dir (Tuna, 2002).
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3. ELASTIK OLMAYAN EGRi AKISI

3.1 OKlid Uzayinda Elastik Olmayan Egri Akist
E’,3—-boyutlu Oklid uzayinda yay uzunlugu | olan diferansiyellenebilir bir

egri a olsun. t zaman (evoliisyon) parametresi olmak iizere & egrisinin 1— parametreli

bir ailesi

a:(0,1)x[0.w)— E®
(u,t) ->a(ut)

dir. o egrisinin yay uzunlugu

a—a du
ou

S(U)ZI

esitligiyle verilir. a(u) egrisinin hiz1 V=Hg—a ve yay-parametresi S olmak iizere U
u

ve s parametrelerine gore kismi tiirevler arasindaki iligki

o0_10
0s Vvoau
seklindir.

Tanmm 3.1.1. «(u,t), E° de bir egri ve o egrisinin Frenet catis1 {T,N,B} ve f, ler

skaler hiz fonksiyonu olmak iizere o egrisinin akisi

%: fT+f,N+f,B

bi¢iminde tanimlidir (Kwon vd., 2005).

a(u,t) egrisinin yay uzunlugu varyasyonu
u
s(u,t)= _[vdu
0

olmak tizere egrinin herhangi bir degisime (sikisma, esneme vb) sahip olmamasi igin
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gs(u,t) :I%u =0, Vue(0l)
ot ) ot
sartin1 saglamasi gerekir (Kwon vd., 2005).

Tamm 3.1.2. E° de bir egri evoliisyonu « (u,t) ve a(u,t) nin akisi o olmak iizere

0

ot

%a
ou

ise akisa elastik olmayan akis denir (Kwon vd., 2005).

: oa . ot of
Teorem 3.1.1. «(u,t) nin akist Ky elastik degildir gerek ve yeter sart 8_;: f,x dir
(Kwon vd., 2005).

Teorem 3.1.2. E* de bir egri evoliisyonu «(u,t) olsun. « egrisinin Frenet catisi

{T,N,B} nin zaman parametresine gore tiirev formiilleri

ﬁ=(fl/<+6—f2+ fser +(—f2r+%j8,
ot 0s 0s

a—N:—[ flr<+%+ f3ro + 4B,
ot 0s
@:(fzr—a—f?’jT — AN,

ot 0s

A= <% B> dir (Kwon vd., 2005).

Teorem 3.1.3. a(u,t) nin akist % elastik olmasin, o halde asagidaki esitlikler

mevcuttur;
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x_2
ot 0s

foks ( afgj oA
—=x| f,r——|-——,
ot 0S 0S

0

of
KA :—r(flk+a—;+ ET]—E( f,r)+

o° f of or
fr)+—=24+2237+f —— f 72,
(1) 0s? s s ?

821,
0s®

(Kwon vd., 2005).

3.2 Minkowski Uzayinda Elastik Olmayan Egri Akisi

B}, 3—boyutlu Minkowski uzayinda yay uzunlugu | olan diferansiyellenebilir

bir egri & olsun. o egrisinin 1—parametreli bir ailesi

a:(0,1)x[0.w) — E;
(u,t) ->a(ut)

olsun. Burada U egrimizin parametresi, t ise zaman (evoliisyon) parametresidir. «

egrisinin yay uzunlugu

du

a_a
ou

s(u)- J

esitligiyle verilir. V=H6—aH dersek s yay-parametresi olmak iizere 2=12 esitligi
ou 0s vau
vardir.

Tamm 3.2.1. «(u,t) 3—boyutlu Minkowski uzaymnda bir egri ve « egrisinin Frenet

catist {T,N,B} olsun. a egrisinin akisi

%= fT+f,N+f,B

bigiminde tanimlidir. Burada f, ler skaler hiz fonksiyonudur (Tandogan, 2009).

a(u,t) egrisinin yay uzunlugu varyasyonu
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s(u,t)= J vdu
0
olmak {izere egrinin herhangi bir degisime sahip olmamasi i¢in
és(u,t) :I%u =0, Vue(0l)
ot y Ot
sartin1 saglamasi gerekir

Tamim 3.2.2. E; de bir egri evoliisyonu « (u,t) ve o (u,t) nin akisi %X olmak iizere

0

ot

oa
ou

ise akisa elastik olmayan akis denir (Tandogan, 2009).

Teorem 3.2.1. E’ de a(u,t) nin akist % elastik degildir gerek ve yeter sart

% =—f,x dir (Tandogan, 2009).
S

Teorem 3.2.2. E; de bir egri evoliisyonu « (u,t) ve o egrisinin Frenet ¢atist {T,N,B}

olsun. {T, N, B} nin zaman parametresine gore tiirev formiilleri

ﬂz(fll(-i-i-i- f3er +(_f27+%j8’
ot 0s 0s

N

(fll(‘+%+ f3ro +0B,
0s

@:(—f2r+%JT —-0ON,
ot s

seklindedir, burada &= <% B> dir (Tandogan, 2009).
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Teorem 3.2.3. E? de «(u,t) nin % akisi elastik olmasin, o halde asagidaki esitlikler

mevcuttur;

ox 0O O f 0
—=—(fx)+—2+—(f,r)-f, 0%+ =,
P L) e L) R E s e
or ( afgj 05
R L L
ot 05 0S

of 0 o° f
K‘é‘——T(flK"}-—SZ—F f:;TJ—g(fz ) aTZS

(Tandogan, 2009).

3.3. Elastik Olmayan Kuaterniyonik Egri AKis1
£, E* de diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri olmak iizere S egrisinin

1—parametreli diferansiyellenebilir bir ailesi

B:(0,1)x[0.w) > E*
(u,t) ->put)

seklinde verilmis olsun. Burada U egrimizin parametresi, t ise zaman (evoliisyon)

parametresidir. S kuaterniyonik egrisinin yay uzunlugu
u
s(u)= Ivdu
0

dur. s yay-parametresi olmak iizere — =~— dur.

& S
ou oS Vvoau

esitligiyle verilir, burada v z‘

Tamim 3.3.1. B, E* de diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri ve 4 kuaterniyonik

egrisinin Frenet catis1 {T,N,B;,B,} olsun. f egrisinin akist

0
EIB: ng +92N +gsBl+g4Bz

bigiminde tanimhidir. Burada g, ler skaler hiz fonksiyonudur (Korpinar ve Bas, 2016).
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g (u ,t) kuaterniyonik egrisinin yay uzunlugu varyasyonu

s(u,t)= Jvdu

0

dur. B nin herhangi bir degisime sahip olmamasi i¢in saglanmasi gereken sart

2s(u,t) = I%u =0, vue(0,l)

ot ) ot
dir .

Tamm 3.3.2. E* de kuaterniyonik bir egri evoliisyonu S(u,t) ve B(u,t) nin akisi %

olsun. g egrisinin U parametresine gore hizinin t parametresine gore degisimi sifir,

yani

9
ot

P
ou

ise % akisina elastik olmayan kuaterniyonik egri akis1 denir.
4 . op . Lot g
Teorem 3.3.1. E' de S(u,t) nin akist ~ elastik degildir gerek ve yeter sart
B _ g,k dir (Ko Bas, 2016
2 = g,k dir (Korpmar ve Bas, ).

Teorem 3.3.2. E* de kuaterniyonik bir £(u,t) egri evoliisyonu {T,N,B,,B,} Frenet

catist ile verilmis olsun. {T, N, B, BZ} Frenet catisinin evoliisyon denklemleri
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0 0 0
:(glx+%—g3ij +(g2k+%—g4(r—K)jBl+[gS(r—z<)+%sz,

OoN 0
o _(gllc+ agz —gsij +n,B, +1,B,,

ot s

oB a9
El:_(gszra_:_g“(r_K)jT =N +7,B,,
oB ag
jz_(gs(r—/f)"'a_;}r _772N _77381

seklindedir, burada nlzh(%\l,Blj, n, =h(%\l,sz, nazh(%,sz dir (Korpmar ve

Bas, 2016).
Teorem 3.3.3. b akis1 elastik olmayan bir akis olsun. Egriliklerin evoliisyon
ot
denklemleri
ok 0 0°y, .0g ok )
—=—(0,x -2—=2k-9g,—-0,k*+g,k(r—«),
ot as(g1 ) o5t s Jigs T (r=)
ok g 0
E:gsz+8_S3k_g4K(r_K)+8_Z1_(r_K)n2’
6(!‘—1(‘)_ +%
- 2
ot os

bigimindedir (Korpinar ve Bas, 2016).

Teorem 3.3.3 den kalan esitlikler yardimiyla agsagidaki sonug verilebilir.

Sonuc¢ 3.3.1.
0 ok ©? of o(r—«
Knl=g1Kk+2%k—gsk2+gzg+—ang3—28—;(r—1c)—f4—(as )—f3(r—K) ,
0 o(r-x) o°
K‘772:gzk(r—K‘)+2%(f—]{)—g4(r_,()2+g3 (as )+ 3524’

0 o
(r—/c)771+%—k773 =—g3K‘(I"—K)—%K.
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4 ELASTIK OLMAYAN YARI-REEL KUATERNiYONIiK EGRi AKISI

B, E; de diferansiyellenebilir yari-reel kuaterniyonik bir egri olsun., A

egrisinin parametresi U, zaman (evoliisyon) parametresi t olmak {izere B egrisinin

1—parametreli diferansiyellenebilir bir ailesi

B:(0,1)x[0.w) > E;
(u,t) -put)

bi¢iminde tanimlanir. S yari-reel kuaterniyonik egrisinin yay uzunlugu

s(u):Ivdu

seklinde tanimlidir. B(u) yari-reel kuaterniyonik egrinin hiz fonksiyonu V:Hg—ﬂ ve
u
yay-parametresi S olmak tizere
0_190 (4.1)
os voau

dur.

Tanim 4.1. S, E; de diferansiyellenebilir yari-reel kuaterniyonik bir egri ve B yari-
reel kuaterniyonik egrisinin Frenet gatis1 {T,N,B,,B,} olsun. g;,1< j<4 ler skaler hiz

fonksiyonu olmak {izere f egrisinin akisi

o
§= o,T +9,N+9g;B,+9,B,

bi¢iminde tanimlidir.

B(u,t) yari-reel kuaterniyonik egrisinin yay uzunlugu varyasyonu

s(u,t)::[vdu
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bi¢imde tanimlidir. S nin herhangi bir degisime sahip olmamasi i¢in saglanmasi

gereken sart
0 rov
aS(U,t):.!EdUZO, Yu E(O,I) (42)

olmasidir.

Tanim 4.2. E; de yari-reel kuaterniyonik bir egri evoliisyonu B (u,t) ve B(u,t) nin

0 5 S . , . ;
akis1 EIB olsun. Eger £ egrisinin U parametresine gore hizinin t parametresine gore

degisimi, yani

9
ot

P
ou

ise % akisina elastik olmayan yari-reel kuaterniyonik egri akisi denir.

Onerme 4.1. B(u), E; de diferansiyellenebilir yari-reel kuaterniyonik bir egri olsun.

p vari-reel kuaterniyonik egrisinin hiz fonksiyonunun evoliisyon denklemi

ov 0
E:ET %—S@TENVKQZ 4.3)
bigimindedir.

ispat. 83 ve % ye gore kismi tlirevlerin degismeli oldugu goz oniinde bulundurulup
u

Ve = h(g—ﬁ,g—ﬂj nin t ye gore tiirevi alinirsa
u’ou
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ZVﬂzgh(%,%j
ot ot \ou ou

_ah %,g(%n
ou ou\ ot
op 0O

=2h EE( T +9,N +gSBl+g4Bz)j

=2V| & %—qugNVngj

elde dilir. Buradan da

@—g %—888 VK(g
T at t“T“N 2

ot
elde edilir.
Teorem 4.1. B(u,t), E; de yari-reel kuaterniyonik bir egri olsun. B(u,t) nin akist

op

ry elastik degildir gerek ve yeter sart

09,

g =&&yK0Q,
dir.

op

Ispat. Kabul edelim ki yari-reel kuaterniyonik egrinin akist ry elastik olmasin. (4.2)

ve (4.3) denklemlerinden
0 (ov ¢ o9
as(u,t) = -([Edu = E[(ET El—gthng;cgzjdu =0

elde edilir. Yukaridaki esitligin saglanabilmesi i¢in
a9,

at = &&\VKQ,

olmalidir. (4.1) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa
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09,

S = &&yK0,

dir. Tersine

09,

g = &&yK0Q,

aliirsa akisin elastik olmadig gosterilebilir.
Teorem 4.2. B(u,t), E; de yari-reel kuaterniyonik bir egri ve B(u,t) egrisinin Frenet

catist {T,N,B,,B,} olsun. nlzh(%,Bl], nzzh(%,sz ve nszh(%,sz olmak

tizere {T,N,B,,B,} Frenet catisinin evoliisyon denklemleri

el
E:(gNglzﬁ gz—gtg3ij +[gngzk+ gS—Sbg4(r gthgNK)jBl
+(5ng3(r £ ENK)+ g"’sz,
%\I = _(ET Ok + &8y %_gthgN gsij +&,6:7B, +€b‘9T77282' (4-4)

9,

B
ﬁ:_(gzk +é, %—gngbg4(r —gthgNK)jT —eymN +&,6,1,B,,
—:—EgnngS(r —EE 6y K) T &, EJT — &y N —&,6:77,B;

dir.

Ispat. 82 ve 0 ye gore kismi tiirevlerin degismeli oldugu g6z 6niinde bulundurulup,
u

T nin t ye gore tiirevi alinirsa

of o(o 0(0 0
E=a(a—f)=§[§j=£(gﬂ'+gzl\l+9351+94Bz)

elde edilir. (2.4) Frenet tiirev formiilleri ve (3.6) denklemi g6z 6niinde bulundurulursa
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=(£N g1/(+aaisz—gtgsij +(5ng2k +%—gbg4(r —glngNK)j B,

g
+(€”gg(r_gthgNK)+6_54j B,,

elde edilir. {T,N,B,,B,} Frenet ¢atisinin ortogonal oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

0

oT
0=—h(T,N)=h
ot ( )

—\ N

5

E
%—atgskj+h(T

):h(%r,Bl)+ h(T,

g,szJrh(T,
ot
g&j
0s
0 OoN
0=—h(N,B,)=h| —,B, |+h| N,
oB
= +h| N,—/ |,
EnérTh [ 8'[)
0 OoN
—h(N,B,)=h| —,B
ot (N.B;) (& 2
B
=gbgT772+h(N,Ezj,
0 (s
ot

0=—6th(Bl,Bz)=h
oB
= +h| B,—% |,
Epérlls ( il 6tj

O:

Jn[w
)

et

)
at )

@]
ot
(r —€K€T€NK)j+ h(T,
)
ot
+h(T

@J
ot )
1 at L
)

ot

ot

esitlikleri elde edilir. Buradan da N,B, ve B, ye ait evoliisyon denklemleri
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o9
~ = _(‘C:T 9K+ &€y 8_32 —&ErEy gaij +&,617,B, + £,6:11,8,,

0B 0
El - _(gzk &, %_Ené‘b%(r _gthng))T —&yN +&,6:17;B,,

oB 0
Ez = —(gné‘bg?,(l’ —SthgNK)"'gb %}r _‘9N772N _gngTUSBl

seklinde elde edilir.
. op op .
Teorem 4.3. B(u,t) yari-reel kuaterniyonik egrisinin akisi a0 olsun. a0 akis elastik
degil ise
K oK o°g g ok
—— =£6,0,k° +0, = e 8322 -2¢&.8, 8_33 k—¢&6,0, =
— 6,600,k + £.6,6,0,K(r —.616yK)

dir.

Ispat. (2.4) ve (4.4)denklemleri kullanilarak ﬁ(ﬂj ve é(@j kismi tiirevleri
0s\ ot ot\ 0s

o(aoT 0
E(Ej = (—gtgzlcz - &8y %K+ &y ggick]T

2
£,0,K° +5N916—K+6—922—25t %k
" 0s 0S 05 N

ok
~49s g—gtgngzkz +,6,0,K (I’ _gthgNK)

0 ok d%g
5n€N91Kk+28n%k—gtgngsk2+gngzg+ 6323

|, o o ) >
I — &6 6y K
—2¢€b%(r—gt(s‘TgNK)—gbg4 atST L

—6,6,05 (T —6.616,k)"
99,
0,k (r—ee&regi)+2¢, E(r —£,E1E\K)

+ B
o(r—e&64k) . d%g, 2

0s 0s?

2
—£,6,04 (I —&&r6nk) +6,0

ve
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o(oT) o ox oN
O 9 kNY =g, KN s N
at(ésj o (N =an N+ o

= (—ngN 0,5° — & _8552 K+ E&; gSKij

oKk
+ &y 2t N +¢,&;6ymKkB, + &,6:641,KB,

seklinde elde edilir. ofat =ﬁ a esitligi goz oOniinde bulundurulursa N nin
os\ ot ot\ os

bileseninden

89, | ok

09
2_2¢¢ —£&y gsg

os> N os
2
— 66,600,k + 66,60,k (r—g66.K)

2 oK
— = &EVUK +glg+8N

elde dilir.

0 (6Tj g(gj esitliginden kalanlar g6z oniinde bulundurulursa asagidaki sonug

aslat ) atl as
verilebilir.
Sonu¢ 4.1. 2(8—1—) = ﬁ(@_Tj esitliginden kalanlar goz Oniinde bulundurulursa
os\ ot ) ot\ os
asagidaki denklemler
a9 ok o°g
K1, = & 0,kK + 26, £, 8_52 k—e.&r8,0:K° +&6,0, ng E,ErEN ?23

o(r—g&r64K)
0s

99,

—26,6,61 €y E(r — §E E\K )~ E,60E1EUa

2
—&,6:640, (r —&6:64K)

09, 2
K11, = £6,0,K (F —&,616yK) + 26,6,8, E(r —&616K)— 66,9, (F —£616yK)

o(r—er64K) d%g,

s P 5s?

t66,6,0;

elde edilir.
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Teorem 4.4. (u,t) yari-reel kuaterniyonik egrisinin akist (?9_[: olsun. % akisi elastik
degil ise
a9 on
Pl 9,5k +&£.6,&) 8_33 K — 6,606, Uuk (T — €61 64K )+ €y 6_51
—&,601, (F — 6,61 6K)
dir.

Ispat. (2.4) ve (4.4) denklemleri kullanilarak g(ﬂj ve 0 (@j kismi tiirevleri

s\ ot atl os
o (N oK o%g &g ok
g(aj :(—gthgN 0,5° — & glg—ngN 6T22+gthgN a—;k +&6:640, gJT
- :_p 99 k- k |N
| Eren Gk — e — 2K+ e Gk — g8,
om _ _ B
+| e e, (r—e&6yx) | B,
ST(r_gthgNK)nl
+ B
0s
ve
OfN 22(—8t8NKT +¢,kB,)
ot\ os ) ot

oK g
= (—gth E—gngzk2 _8_83k +6,0,k(r —gthgNK)JT

+| —£,0,6° — &6y %K‘-F ey9skK —g,8y nlkj N

995

0
+| —g.6,649,6K — £,6) — K asEy 9.k (r—g&6yK)+¢, = B,

a9,

+| —68,80 05K (F — 61 64K ) — 68 EK + gnebngsk) B,
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seklinde elde edilir. o[N :ﬁ N esitligi géz oniinde bulundurulursa B, in
os\ ot ot\ os

bileseninden

ok g on
s 0,kk + &6, 6_;K_ £ &6, 6N Uk (I —E 816K )+ & a_sl

—&,6:1, (T —£,6164K)

elde edilir.

Sonug 4.2. g(@j = g(ﬂJ esitliginden kalanlar géz 6ntinde bulundurulursa
os\ ot ) ot\ os

on, 09,
(r—&&eyk)n, =—¢, T EEaETEN Usk (r —g6160K)— 6,6y gchrgngb?kk

elde edilir.

op

Teorem 4.5. (u,t) yari-reel kuaterniyonik egrisinin akist o

op

olsun. = akisi elastik
ot
degil ise
o(r—&&6yK)
ot

on,
=&.E,ENTLK + €,6,&; _83

dir.

Ispat. (2.4) ve (4.4)denklemleri kullanilarak i(@j ve g(@j kismi tiirevleri
os\ ot ot\ 0os

892 ok azg g
—-—=2k-0,——¢&, —~+¢&.8 —(r—g& 6K
g(%j: 0s 2os " os° ”bﬁs( teTEN )T
os\ ot O(r—&&r6yK)
+&,6,0, +enK
0s
+(_8N gZKk —&éy %K-i_gngng g4K(r_gthgNK)_gN %j N
S S

0
+ (_8n8N 1K — & ( r— 5thgNK)) B, + (gbgT %J B,
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ve

8(88} 6( gkN +&, (r—£6.6,K)B,)

g6 Uxk+e8 €, aagsz k—é& &0k
-
94(

2
—£,0;(r — &6 64K) — 6,6,

, r—&616K)

+ ngnlk &y (r— & 6yx)) B,
O(r—&&r6yK)

E& 1K+ €,
berTl2 o5 j

s
+( e eum (1= 66K )jN
(-
o

seklinde elde edilir. i(%j=g[%j esitligi goz Oniinde bulundurulursa B,
os\ ot ot\ o0s

bileseninden

o(r—&&6yK)
ot

o1

=&.E,ENTLK + €,6,&;

elde edilir.
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