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BEYAN

"Benzerlik Kavramm Ve Metriklerle Tliskisi adl1 yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi si-
rasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlan-
digim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde
herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Univer-
sitesi veya bagka bir {iniversitede bagka bir tez calismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit
edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve

vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;

projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarasi ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi duru-

munda ise ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | DESTEK ALINMAMISTIR | X
Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1-BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2-TUBITAK
Diger;
ETIK KURUL onay1 var
ise;
ETIK KURUL karar tarih/ | = ceeeeenenenenee /
SaAyl: | eeesssesssssses

Ogrenci Ad1 ve Soyadi
Esra GUDER
Tarih
..... feeed 2025
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OZET
BENZERLIK KAVRAMI VE METRIKLERLE ILISKISi

Bu calismada metrik uzaylar, kismi metrik uzaylar, quasi metrik uzaylar ve benzerlik metrik
uzaylarin aralarindaki iliskiler arastirilmistir. Ilk olarak metrik uzay, kismi metrik uzay ve quasi
metrik uzay ile ilgili genel tamimlar, kavramlara yer verilmis olup, bu yapilarla ilgili 6rnekler
verilmigtir. Sonraki boliimde bu yapilarin birbirleriyle iligkisi incelenmistir. Dordiincii boliimde
benzerlik metrik uzayin tanimi ele alinarak bu uzaylar ile ilgili kavramlara ve ¢esitli orneklere
yer verilmistir. Son boliimde ise benzerlik metrik uzayinin quasi metrik ve kismi metrik ile

aralarindaki iligki ele alinmistir. Elde edilen sonuglara yonelik bazi1 drnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Metrik, Quasi Metrik, Kismi Metrik, Benzerlik Metrigi.
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ABSTRACT

THE NOTION OF SIMILARITY AND RELATIONS WITH OTHER METRICS

In this study, the relations between metric, partial metric, quasi metric and similarity metric is
investigated. First, the basic notions and definitions of metric, partial metric and quasi metric are
studied. Also, explicit examples of these structures are given. In the next section, the relations
between these metrics examined. Then, the notion of similarity metric function and its proper-
ties are studied. In the last section, which is also the main section of this study, the relations
between similarity metric and other metrics are evaluated. Moreover, we focused to construct
one metric from each other and state theorems about these construction. Also, some examples

of the results obtained are given.

Keywords: Metric, Quasi Metric, Partial Metric, Similarity Metric.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

Agirlik fonksiyonu

Klasik metrik

Kismi metrik

Kismi metrikten elde edilen klasik metrik
Klasik metrikten elde edilen kismi metrik
Kismi metrikten elde edilen quasi metrik
Quasi metrik

Quasi metrik uzayda kismi siralama bagintisi
Benzerlik metrigi

Benzerlik metriginden elde edilen quasi metrik
Quasi metrikten elde edilen benzerlik metrigi
Benzerlik metriginden elde edilen kismi metrik

Kismi metrikten elde edilen benzerlik metrigi



1. GIRIS

Metrik uzay kavrami ilk kez Fransiz matematik¢i Maurice Frechet (1906) tarafindan
doktora tezinde incelenmistir | (Fréchet, 1906). Kismi metrik kavrami ise Matthews tarafindan

1992 yilinda tanimlanmigtir. Metrik ve kismi metrik aksiyomlarina bakacak olursak

pa(u=w< p(u,w) = p(u,u) = p(w,w)) ve p1(p(u,u) < p(u,w))

aksiyomlarindan p(u,w) = 0 ise u = w dir. Ancak u = w iken p(u,w) = 0 olmak zorunda degil-
dir | (Matthews, 1994). O halde her metrik bir kismi metriktir ancak bunun tersi dogru degildir.
Metrik uzaylarda elde edilmis olan bir¢ok teorem ve sonug¢ kismi metrik uzaylara genellestiril-
mistir. Kismi metrik uzaylar bilgisayar bilimlerinde ve matematigin bir¢cok alaninda kullanilan
bir konu olmusgtur. Quasi metrik kavrami ise 1931 yilinda W. A. Wilson tarafindan tanimlanmig-
tir | (Wilson, 1931). Quasi metrik uzaylar metrik uzaylarm bir genellemesidir ve metrik uzay-
lardaki simetri aksiyomunu saglamazlar. Dolayisiyla her metrik uzay bir quasi metrik uzaydir.
Quasi metrik uzaylar matematik ve uygulamali matematigin yanisira malzeme bilimi, biyoloji
gibi bir¢ok alanda uygulamalar1 mevcuttur.

Nesneleri karsilagtirmanin en yaygin yollarindan biri uzaklik 6l¢iisii oldugundan, nesne-
lerin benzerligini yorumlamak da genel olarak uzaklik ile iligkilidir. Benzerlik sadece uzakliga
bagh degil ayn1 zamanda ortak Ozelliklerin miktarina da bagl olabilir. Metrik uzaylarin ak-
sine verilen iki elemanin ortak 6zellikleri arttikca benzerlik fonksiyonunun degeri artmaktadir
(Chen vd., 2009). Fizik, istatistik, psikoloji gibi bir¢cok alanda benzerlik kavramu ile ilgili ¢alig-
malar mevcuttur. Ornegin biyolojide iki DNA dizisinin benzerligini karsilastirmada, siber gii-
venlikte bir agin trafigini incelerken bir tehdit varliginin var olup olmadigini anlayabilmek icin
agdaki paketleri, referans paketleriyle karsilagtirabilmek ya da veri madenciliginde niteliklerin
onemini degerlendirmede benzerlik kavrami kullanilmaktadir. Benzerlik fonksiyonunun ilk ak-
siyomatik tamimi Chen, Ma ve Zhang tarafindan Benzerlik Metrigi ve Mesafe Metrigi Uzerine
adli makalelerinde tamimlanmistir | (Chen vd., 2009). Yakin zamanda Ondrej Rozinek tarafindan
bu tanim kullanilarak benzerlik ve uzaklik arasindaki iligkiler incelenmistir| (Rozinek ve Mares,
2021).

Bu tezin amaci metrik, quasi metrik, kismi metrik ve benzerlik metriginin 6zelliklerini
aciklayarak birbirleri arasindaki iligskiyi incelemektir. Tezin ikinci boliimiinde bazi temel kav-
ramlar ve drnekler verilmistir. Uglincii boliimde metrik uzaylar, kismi metrik uzaylar ve quasi
metrik uzaylar arasindaki iligkiler ve literatiirde yapilan bazi ¢alismalar ve 6rneklere yer veril-
mistir. Dordiincii bolimde benzerlik metriginin aksiyomatik tanimina ve cesitli 6rneklere yer
verilmigtir. Son boliimde ise benzerlik metriginin diger metrik yapilarla arasindaki baglanti-
lar ele alinmig olup, bir yapidan digerinin elde edilebilmesi iizerine ¢aligilmistir. Elde edilen

sonuclarla ilgili somut 6rnekler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kisminda ¢alismamizda kullanilacak tanim ve temel kavramlara yer verilmistir.

Tanmm 2.1. X # 0 ve d : X x X — R fonksiyonu verilsin. Her u,w,z € X i¢in ;

dy) d(u,w) >0
dy) dlu,w)=0u=w
dz) d(u,w) =d(w,u)

dy) d(u,z) <d(u,w)+d(w,z)

aksiyomlarini sagliyor ise d fonksiyonu X iizerinde bir metrik ve (X,d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

Ornek 2.2. X =R ve d : R x R — R olsun. Her u, w reel sayisi icin
d(u,w) = |w—u|

ile tanimlanan d fonksiyonunun bir metrik oldugu goriilebilir. Bu metrige R nin alisilmis metrigi
denir | (Y1ldiz, 2005)).

Ornek 2.3. X # 0 olmak iizere ve d : X x X — R ve her u, w reel sayis1 icin

ile tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir | (Y1ldiz, 2005).

Ornek 2.4. X = N bos kiimeden farkli bir kiime ve d : N x N — R* olmak iizere her u,w € N
icin

I 1

-

d(u,w)

ile tammlanan d fonksiyonu N iizerinde bir metriktir | (Kreyszig, 1991)).

Ornek 2.5. C[0,1] = {u|u: [0,1] — R, u siirekli} kiimesi iizerinde

d(u,w) = /01 u(t) — w(t)|dt

t € [0,1] ile tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir | (Kreyszig, 1991).



Ornek 2.6. C[0,1] = {u|u: [0,1] — R, u siirekli} kiimesi iizerinde

d(u,w) = max |u(t) —w(t)|dt
t€l0,1]

t € [0,1] ile tanimlanan d fonksiyonu bir metriktir | (Kreyszig, 1991).

Tamm 2.7. (X,d) bir metrik uzay olsun. w € X ve € € R olsun.
1) By(w,r) ={u € X|d(u,w) < €}
2) Byw,r)={uecX|d(u,w)<e}

kiimelerine sirastyla w merkezli ve € yaricaplt acik yuvar ve kapali yuvar denir | (Y1ildiz, 2005)).

Tanim 2.8. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. X kiimesi iizerinde tanimlanan bir < bagin-
tis1, her u, w,z eleman i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa, bu bagintiya kismi siralama bagintisi

ve (X, <) ikilisi de kismi sirali kiime olarak tanimlanur.
) u<u
2) u<wvew<uiseu=w
3) u<wvew<ziseu < z|(Matthews, 1994).
Tanim 2.9. (X,d) bir metrik uzay olmak tizere her u,w € X icin

d(u,w) > o(u) — o(w)

olacak sekilde bir @ : X — R™ agirlik fonksiyonu var ise d fonksiyonuna X iizerinde agirlikli
metrik, (X,d, w) t¢lisiine de agirlikli metrik uzay denir| (Matthews, 1992).

Tanim 2.10. X # 0 ve g : X x X — R fonksiyonu her u,w,z € X icin
q1) q(u,w) >0
QZ) C[(M,W) = Q(Wal’t) =0cu=w
3) q(u,z) < q(u,w)+q(w,z)

ozelliklerini saghyor ise, g fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir quasi metrik, (X, q) ikilisine de
bir quasi metrik uzay denir. g nun eslenik quasi metrigi yine bir quasi metrik olan her u,w € X

i¢in
q" (u,w) = g(w,u) 2.1)

esitligi ile tammmlidir.



Ornek 2.11. X = [0, ) ve ¢(u,w) = max{0,w — u} ile tanimlanan ¢ fonksiyonu quasi metriktir
(Campion vd., 2018).

Gercekten de g fonksiyonunun ¢g; — g3 aksiyomlarini sagladig1 asagida goriiliir:

q1) q > 0 oldugu tanimdan agiktir.

q2) Her u,w € X i¢in g(w,u) = q(u,w) = 0 olsun. Bu durumda
q(u,w) =0 =max{w—u,0} = w—u = 0 olup w = u olur. Benzer sekilde
qg(w,u) =0 =max{u—w,0} ise u —w = 0 olup u = w olur. Simdi u = w olsun.

max{0,w —w} = 0 ve max{0,u — u} = 0 oldugundan g(w,u) = g(u,w) = 0 dur.

q3)
q(u,z) = max{u—z,0}
=max{u—w+w—2z,0+0}
< max{u—w,0} +max{w —z,0}

= q(u,w) +¢q(w,2).

Aksiyomlar saglandigindan g fonksiyonu bir quasi metriktir.

Ornek 2.12. X =R ve g: X x X — [0, ) verilsin. B > 0 olmak iizere

dew) = Bu—w) u>w
w—u u<sw

ile tammlanan fonksiyon bir quasi metriktir | (Collins ve Zimmer, 2007).

Gergekten de g fonksiyonunun g; — g3 aksiyomlarim sagladig1 asagida goriiliir:

q1) ¢ nun tanimindan agiktir.

q2) Her u,w € X i¢in g(u,w) = 0ise u < w ve g(w,u) = 0 = w < u dir. O halde u = w dir.

Tersine u = w olsun. u < w = w—u =w —w = 0 dir. Dolayisiyla g(u,w) = g(w,u) olur.

q3) u <w olsun. Bu durumda
Uu<w<z=z—us<w—u+z—w
z<usw=Bu—z) <w—ut+p(w-z)
u<z<w=z—u<w—u+f(w—z) olur.
w < u olsun. O halde
z<w<u=Bu—z)<Bu—w)+pw-2)
w<z<u=Bu—z)<pu—w)+(z—w)
w<u<z=z—u<p(u—w)+z—uolur.



Verilen esitsizliklerin saglandig1 agiktir. Dolayisiyla g fonksiyonu quasi metriktir.

Ornek 2.13. ¢: R x R — R™ verilsin.

w > u

w<u

ile tammlanan g fonksiyonu bir quasi metriktir | (Collins ve Zimmer, 2007)).

Ornek 2.14. ¢: R xR — R verilsin.

w—u w=>1u
g(u,w) =
1 w<u

ile tanimlanan ¢ fonksiyonu bir quasi metriktir | (Collins ve Zimmer, 2007).

Tanmm 2.15. (X,q) quasi metrik uzayi verilsin. Bir @ : X — R (agirlik) fonksiyonu
@ (u) +¢q(u,w) = O(w) +gq(w,u) (2.2)

esitligini saglhiyorsa ¢ fonksiyonuna (agirlikli) quasi metrik denir. Ozel olarak eger w(X) C
[0,00) ise 0 zaman g fonksiyonu pozitif (agirlikli) quasi metrik olarak adlandirilir|(Kiinzi, 2001)
(Kiinz1 ve Vajner, 1994)) | (Wilson, 1931) | (Campi6n vd., 2018).

Ornek 2.16. X =R™ ve her u € R" i¢in ®(u) = u olmak iizere her u,w € R" igin

0 w<u
q(u,w) =
w—u w>u

ile tammmlanan g fonksiyonu bir agirlikli quasi metriktir | (Kiinzi ve Vajner, 1994).
Ispat. {1k olarak quasi metrik (¢ — g3) aksiyomlarinin saglandigim gosterelim:

q1) g fonksiyonunun tanimi geregi agiktir.

q2) w>uise g(u,w) =w—u>0olur. w < uise g(u,w) = 0 olur. Dolayisiyla u = w olur.
u=wolsun. w > u ise u = w oldugundan w —u = w—w =0 ve g(u,w) = 0 dir.
w < uise g(u,w) =0 dir.
w > uise q(u,w) =w—u ve g(w,u) = u—w dolayisiyla g(u,w) = g(w,u)dir.

w < uise g(u,w) =0 ve g(w,u) = 0 dolayisiyla g(u,w) = g(w,u)

q3) q(u,z) =0= q(u,z) < q(u,w)+q(w,z) olur. Bu durumda z < u,w < u ve z < w olur.
w>uise q(u,z) > q(u,w) +q(w,z) olsun.
z—u>w—u+z—w yani bir ¢eliski elde edilir. O halde g(u,z) < g(u,w) + g(w,z) dir.



Daha sonra agirlikli quasi metrik olmasi icin gerekli aksiyomlar: inceleyelim:

@,,) Heru € RT i¢in ®(u) = u € RT oldugundan @ (u) > 0 dir.

®y,) w>uise ®(u)+w—u= o(w)+w—uoldugundan o(u) = w(w) dir.
w<uise ®(u)+0=w(w)+0 oldugundan @(u) = w(w) olur.

Ornek 2.17. X = R* x R™ iizerinde tanimlanan ve agirlik fonksiyonu @(u,w) = u olan

\/(u1 — u2)2 + (Wl — W2)2 +uy —up
2

q((u1,w1), (u2,w2)) =

fonksiyonu agirlikli quasi metriktir | (Kiinzi ve Vajner, 1994).

Uyar 2.18. Goriilebilir ki her metrik agirlikli quasi metriktir | (Vitolo, 1999). Ancak her quasi
metrik bir agirlikli quasi metrik belirtmek zorunda degildir| (Matthews, 1994)).

Ornek 2.19. X = {u,w,z} kiimesi igin,
Q(uaw) = 07Q<W7u) = Z,Q(M,Z) = 1761(Z7u) = l,q(W,Z) =3,
Q(Z,W) = 07Q(”7”) = q(W,W) = Q(sz) =0

ile tammlanan g : X x X — R* fonksiyonu bir quasi metriktir. Fakat agirlikli degildir. Kabul
edelim ki @ : X — R fonksiyonu g i¢in bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda (2.2) esitligi
g6z Oniine alindiginda

o(u) = 0(z),0(w)+3 = w(z) ve ®(w)+ 2 bulunur. Bu denklem sisteminin ¢6ztiimii olmadi-

gindan @ bir agirlik fonksiyonu olamaz.
Onerme 2.20. (X,q) quasi metrik uzay1 agirliklidir ancak ve ancak her u,w,z € X icin
q(u,w) +q(w,2) +q(z,u) = q(u,2) +q(z,w) + g(w,u)
ve hert € X i¢in T, = {q(t,u) — q(u,t)|u € X } kiimesinin alttan sinirli olmasidir | (Vitolo, 1999).
Tanim 2.21. (X, q) bir quasi metrik uzay olsun. u € X ve € > 0 olmak iizere
1) By(u,e) ={weX:q(uw)<e}

2) Bylu, el ={weX:q(uw)<e}

ile tanimlanan kiimelere sirasiyla # merkezli € yaricaplh agik yuvar ve kapali yuvar denir| (Matt-
hews, 1994)).



Onerme 2.22. Bir (X, q) quasi metrik uzayinda her u,w elemani icin
quw)=0u<,w

ile tanimlanan <, bir kismi siralama bagintisidir | (Matthews, 1994).

ispat.

1) g(u,u) =0 oldugundan u <, u oldugu agiktir.
2) u <4wvew <, uolsun. Bu durumda g(u,w) = 0 ve g(w,u) = 0 olup u = w dir.

3) q(u,w) =0ve g(w,z) = 0ise g(u,w) < q(u,z) +q(w,z)
0 < g(u,z) + 0 oldugundan g(u,z) = 0 elde edilir. Yani, u <, w ve w <, zise u <, z dir.

Tamim 2.23. X # 0 ve p: X x X — R fonksiyonu her u,w,z € X i¢in

p1) p(u,u) < p(u,w)
p2) u=w< p(u,u) = p(u,w) = p(w,w)
p3) p(u,w) = p(w,u)

P4) p(l/t,Z) < p(u,w) +p(W7Z) —p(w,w)

ozelliklerini sagliyor ise p fonksiyonuna X kiimesinde bir kismi metrik ve (X, p) ikilisine de

kismi metrik uzay denir | (Matthews, 1994).

Uyar 2.24. Her metrik bir kismi metriktir ancak tersi her zaman dogru degildir | (Matthews,
1994).

Gergektende d fonksiyonu X iizerinde bir metrik olmak iizere;

p1) d(u,u) =0 <d(u,w) oldugu goriiliir.

p2) u=wolsun. O halde d(u,u) =0,d(u,w) =0,d(w,w) =0 dir. Buradan d(u,u) = d(u,w) =
d(w,w) saglanir. Aksine d(u,u) =0,d(u,w) = 0,d(w,w) =0ise u = w dir.

p3) d(u,w) =d(w,u) oldugu goriiliir.

p4) d(z,z) =0 oldugundan d(u,z) < d(u,w)+d(w,z) — d(w,w) oldugu goriiliir.



Eger p(u,w) = 0 ise py, p> aksiyomlarindan u = w elde edilir. Ancak u = w ise p(u,w) =0
olmak zorunda degildir. Ciinkii u = w ise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olup, sifira esit olmak

zorunda degildir.

Ornek 2.25. Her u,w € R* icin p(u,w) = max{u,w} ile tammlanan p : R* x R* — R* fonk-
siyonu R {izerinde bir kismi metriktir | (O’Neill, 1995).

Gergekten de p fonksiyonunun pj — p4 aksiyomlarini sagladig1 asagida goriiliir:

p1) plu,u) = max{u,u} = u < max{u,w} = p(u,w) dir.

p2) p(u,u) = p(u,w)= p(w,w) olsun. max{u,u} = max{u,w} = max{w,w} olur. Dolayisiyla

u=wolur. u =wise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) oldugu goriiliir.
p3) p(u,w) =max{u,w} = max{w,u} = p(w,u) oldugundan p3 aksiyomu saglanir.
pa) p(u,z) < p(u,w)+ p(w,z) — p(w,w) oldugunu gosterelim. u,w,z nin birbirine gore du-

rumlarini ele alalim. Oncelikle u < w < z olsun. Bu durumda

p(u,z) = max{u,z} < max{u,w}+ max{w,z} — max{w,w}

:p(u,w)+p(w,z) —p(W,W)
olur. Diger durumlarda da p4 aksiyomunun saglandig1 benzer sekilde goriilebilir. O halde p

fonksiyonu bir kismi metriktir.

Ornek 2.26. Her u,w € R~ igin p(u,w) = —min{u,w} seklinde tanimlanan p: R~ x R~ — R*
fonksiyonu R™ iizerinde bir kismi metriktir | (O’Neill, 1995).

Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarimi sagladig1 asagida goriiliir:

p1) min {u,w} > u oldugundan —u < —min{u,w} dir. O halde
p(uyu) = —u < —min{u,w} = p(u,w) dir.

p2) p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olsun. —u = —w oldugundan u = w elde edilir.

u=wise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) oldugu agiktir.
p3) p(u,w) = —min{u,w} = —min{w,u} = p(w,u) oldugundan p3 aksiyomu saglanir.

p4) p(u,z) < p(u,w)+ p(w,z) — p(w,w) oldugunu gosterelim. u,w,z nin birbirine gore du-

rumlarini ele alalim. Oncelikle u < w < z olsun. O halde

p(u,z) = —min{u,z} < —min{u,w} —min{w,z} + min{w,w}

:p(u,w) +p(W7Z> —p(w,w)

olmaktadir. Diger durumlarda da p4 aksiyomunun saglandig1 benzer sekilde goriilebilir.

Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi metriktir.



Ornek 2.27. X = [0,1] U [2,3] kiimesi iizerinde

max{u,w}, {u,w}n[2,3]#0

pu,w) =
lu—w| {u,w} C[0,1]

ile beraber (X, p) bir kismi metrik uzaydir| (Chi vd., 2012).
Gergekten de p fonksiyonunun p; — p4 aksiyomlarim sagladig1 asagida goriiliir:

p1) {u,w}n(2,3] # 0= p(u,u) = max{u,u} = u < max{u,w} = p(u,w) olur ve {u,w} C
[0,1] = p(u,u) = |u—u| =0 < |u—w| = p(u,w) elde edilir.

p2) u=wolsun. {u,w}N[2,3] # 0= p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olur. {u,w} C [0,1] =
p(u,u) = p(u,w) =p(w,w) = |lu—u|=0dir. {u,w}N[2,3] #0= p(u,u) =uve p(w,w) =
w dir. Buradan u = w olur. {u,w} C [0,1] = p(u,u) =|u—u| =0,p(w,w) = |lw—w|=0
ve p(u,w) = |u —w| = 0 olur. Dolayisiyla u = w dir.

p3) {u,w}n[2,3] # 0= p(u,w) = max{u,w} = max{w,u} = p(w,u) dir. {u,w} C [0,1] =
plu,w) = |u—w| = |w—u| = p(w,u) elde edilir.

pa) {u,w}n[2,3] #0ise

max{u,z} < max{u,w}+max{w,z} — max{w,w}

= p(u,w) +p(w,z) + —p(w,w)
olur. {u,w} C [0,1] ise

p(uz) =lu—z[ =Ju—z+w—w|
=lu—w+w—g
<|u—w|+|w—z|
=lu—w|+|w—z|—|w,w|

:p(u,w)+p(w,z) —p(W,W)

elde edilir. Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi metriktir.

Ornek 2.28. X =R ve her u,w i¢in p(u,w) = "%} ile verilsin. (X, p) bir kismi metrik

uzaydir.

Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarimi sagladig1 asagida goriiliir:
p1) max{u,u} < max{u,w} dir. Buradan ¢"®{1} < emax{uw} — by y) < p(u,w) dir.

p2) u=wise

emax{uu} — Hu



emax{u,w} "

etk — oW — ¢t dir. O halde p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) dir. p(u,u) = p(u,w) =

p(w,w) olsun. Bu durumda

emax{u,u} — emax{u,w} — emax{w,w}

u max{uw} _ ,w

e =e

u=max{u,w} =w

u=w dir.

p3) emax{u,w} — p(u,w) — emax{w,u} = p(w7 u) olur.

pa) max{u,z} < max{u,w} + max{w,z} — max{w,w} olmak iizere {1} < gmax{uw} 4

enaxiwzt _ gmaxtww} olur. Bu durumda p(u,z) < p(u,w) + p(w,z) — p(w,w) olur.

O halde p fonksiyonu bir kismi metriktir.

Ornek 2.29. X = {[k,]] : k,] € R,k < [} kiimesi iizerinde tanimlanan
p([k, 1]’ [m’ n]) = maX{L n} B mln{k9m}
ile tanimlanan p fonksiyonu bir kismi metriktir | (Karapinar ve Yiiksel, 2011)).

Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarimi sagladig1 asagida goriiliir:

p1) p(lk, 1], plk,1]) = max{l,1} —max{k,k} =1—k < max{k,l} —min{m,n} = p(|k,1], p|m,n])

olur.
p2) [k,1] = [m,n] olsun.
p([k,1], [k, 1)) = max{l,1} — min{k,k} =1 —
p([k,1],[m,n]) = max{l,n} —min{k,m} =1—k
p([m,n],[m,n]) = max{n,n} — min{m,m} = n—m =1 —k olur. Yani p([k,l],[k,1])
p(lk, 1], [m,n]) = p([m,n], [m,n]) olur.
p([k,l],[k,l]) ([k l] [ ])—p([m,n],[m,n]) isel—k:p([k,l],[m,n]):n—molur.

Buradan [k, [] = [m,n] elde edilir.

p3) p(lk, 1], [m,n]) = max{l,n} — min{k,m} = max{n,l} —min{m,k} = p([m,n], k,1])

p4)
p([k,1],[m,n]) = max{l,n} —min{k,m}

=max{l+ f—f,n+f—f}—min{k+e—e,m+e—e}

<max{l, f} +max{f,n} —max{f,f} —min{k,e} —min{e,m} +min{e,e}
=max{l, f} —min{k,e} + max{f,n} —min{e,m} — (max{f, f} —min{e,e}
= p([k,1], [e, f1+ p(le, f1, [m,n]) — p([e, f1,[e, f])-
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Aksiyomlar saglandigindan p fonksiyonu bir kismi metriktir.

Tanim 2.30. (X, p) bir kismi metrik uzay, w € X, € > 0 olmak tizere

1) By(w,€) ={uecX|p(uw)<e},

2) Bp|w, €] = {u € X|p(u,w) < €} ile tanimlanan kiimelere sirasiyla w merkezli € yaricapli

acik yuvar ve kapali yuvar denir| (Matthews, 1992).

Onerme 2.31. Bir (X, p) kismi metrik uzaymnda p: X x X — R ve < »C X x X olmak lizere her

u,w elemani icin

u<pw e plu,u) = plu,w)
ile tanimlanan <, bir kismi siralama bagintisidir | (Matthews, 1994).
Ispat.

1) Her u € X igin p(u,u) = p(u,u) oldugundan u <, u oldugu agiktir.

2) u<,wvew <, uolsun. p3 aksiyomundan p(u,w) = p(w,u) = p(w,w) ve p, aksiyomun-

dan u = w oldugu goriiliir.

3) u<,wvew <,z olsun. Bu durumda p(u,u) = p(u,w) ve p(w,w) = p(w,z) olur. p4
aksiyomundan p(u,z) < p(u,w)+ p(w,z) — p(w,w) dir. Buradan p(u,z) < p(u,u) olur.
p1 aksiyomundan p(u,z) = p(u,u) yani u <, z dir.
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3. METRIK, KISMI METRIK VE QUASI METRIK ARASINDAKI ILISKILER

Tezin bu boliimiinde metrik, kismi metrik, ve quasi metrik yapilarin arasindaki iliskiye

yer verilmisgtir.

Onerme 3.1. (X, p) bir kismi metrik uzay ve her u,w € X igin

dp(u,w) =2p(u,w) — p(u,u) — p(w,w) (3.1

ile tanimlanan ve agirlik fonksiyonu w(u) = p(u,u) olan d,, fonksiyonu X iizerinde bir agirliklt
metriktir | (Matthews, 1994)).

ispat.

di) pi ve py aksiyomlarindan p(u,u) < p(u,w) ve p(w,w) = p(u,u) dir. Yani d,(u,w) >0
dir.

dy) d(u,w) =0 olsun. Bu durumda
dp(u,w) =0= 2p(u,w) _p(u7u) —p(W,W) =0

= 2p(u,w) = p(u,u) + p(w,w)
= 2p(u,w) = p(”?”) +p(”7u) /\2p(u,w) = p(va) —l—p(W,W)
= 2p(u,w) =2p(u,u) A2p(u,w) =2p(w,w)

= p(u,w) = p(u,u) = p(w,w)
= u = w elde edilir. Tersine u = w oldugunu kabul edelim ve d(u,w) = 0 oldugunu

gosterelim.

dp(uvw) = 2p(u,w) —p(u,u) —p(W, W)
= 2p(u,w) —p(u,W) _p(l’tvw>
=2p(u,w) —2p(u,w)
=0

olur.

d3) d(u,w) = d(w,u) oldugunu gosterelim.

olur.

dy) d(u,z) <d(u,w)+d(w,z) oldugunu gosterelim.
2p(u,z) — p(u,u) — p(z,2) < 2p(u,w) — p(u,u) — p(w,w) +2p(w,z) — p(w,w) — p(z,2)
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olup 2p(u,z) < 2p(u,w) +2p(w,z) — 2p(w,w) dir. Béylece p(u,z) < p(u,w)+ p(w,z) —
p(w,w) esitsizligi elde edilir.
O halde her u,w,z € X i¢in dy,d;,d3,ds aksiyomlarini saglandigindan (X, d) bir metrik

uzaydir. Simdi agirlikli metrik icin gerekli aksiyomlar1 saglatalim.
®g,) ©(u) =u € R oldugundan @(u) > 0 olur.

®g,) 2p(u,w)— p(u,u)—p(w,w) > p(u,u) — p(w,w) dir. Buradan p(u,w) > p(u,u) yani d(u,w) >
o(u) — o(w) dir.

Ornek 3.2. p:R* xR* — R* ve p(u,w) = max{u,w} ile tanimlanan kismi metrikten iiretilen
dp(u,w) =2max{u,w} —u—w
fonksiyonu Onerme geregi bir metriktir.

dy) 2max{u,w} —u—w > 0 oldugu aciktir.

dy) u=w ise 2max{u,u} —u—u =0 ve 2max{w,w} —w —w = 0 dir. Tersine d(u,w) =0

olsun. 2max{u,w} —u—w =0 ise u = w dir.
dz) 2max{u,w} —u—w = 2max{w,u} —w —u yani d(u,w) = d(w,u) olur.

ds) Kabul edelim ki d(u,w) > d(u,z) +d(w,z) olsun. Bunun sonucunda 2max{u,w} —u —
w > 2max{u,z} —u—z+ 2max{w,z} —w — z elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum s6z ko-
nusudur ve bu durumlar incelendiginde her biri i¢in bir ¢eligki elde edildiginden d(u,w) <
d(u,z) +d(w,z) olur.

Onerme 3.3. (X,d, ) bir agirlikli metrik uzay olsun.

d(u,w)+ o(u)+o(w)
2

pa(u,w) =
ile tammlanan p; : X x X — R fonksiyonu X iizerinde bir kismi metriktir | (Matthews, 1994).

ispat.

pl) d(u,u)+co2(u)+a)(u) < d(u,w)+o(u)+o(w)

> = p(u,u) < p(u,w) oldugu goriiliir.

p2) p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olsun.
du,u)+20(u) dww)+20(w) du,w)+o(u)+ o(w)

2 2 2
d(u,u)+20(u) =d(w,w)+20(w) =d(u,w)+ o(u) + o(w). O halde u = w dir. Tersine

u=wise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu goriiliir.
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du,w)+ou)+ow) dwu)+o(w)+ o(u)

p3) p(u,w) = ) = ) :p(w,u)

d(u,z) + o(u) +0(z) _du,w)+ou)+ow) dw,z)+oWw)+0(2) 44, 20w

P4) > < > + 5 - 2
du,z) + o(u) + o(z) < d(u,w) + o(u) + o(w) +d(w,z) + ©(w) + ©(z) — d(w,w) —
20(w)

d(u,z) <d(u,w)+d(w,z) —d(w,w)

Verilen aksiyomlar saglandigindan p, bir kismi metriktir.

Onerme 3.4. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her u,w € X icin

qp(u,w) = p(u,w) — p(u,u) (3.2)

ile tammlanan ¢, : X x X — R™ fonksiyonu X iizerinde bir quasi metriktir. u € X i¢in 0(u) =
p(u,u) alindiginda g, fonksiyonu X iizerinde agirlikli quasi metriktir | (Matthews, 1994).

Ispat. ilk olarak ¢ p Nin bir quasi metrik oldugunu gosterelim.

q1) p1 aksiyomundan p(u,u) < p(u,w) dir. Bu durumda 0 < g, (u,w) dir.

q2) u=wise q,(u,u) = p(u,u) — p(u,u) =0 ve p(w,w) — p(w,w) = 0 olur.
qp(u,w) = p(u,w) — p(u,u) = 0 oldugundan p(u,w) = p(u,u) dir. Ayrica g,(w,u) =
p(w,u) — p(w,w) =0 ve p(w,u) = p(w,w) dir. O halde p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) dir.

Yani u = w dir.

q3) p(u,z) — p(u,u) < p(u,w) — p(u,u) + p(w,z) — p(w,w)
p(u,z) < p(u,w) + p(w,z) — p(w,w) olur.
Daha sonra agirlikli quasi metrik aksiyomlarini inceleyelim.

®,,) ®(u) > 0 oldugundan w,, aksiyomu goriiliir.
qu) p(uau) —|—p(l/t,W) _p(uvu) = p(W,W) —I—p(w,u) —p<W,W)

p(u,w) = p(w,u). Dolayisiyla @(u) — @(w) = g,(w,u) — g, (u,w) dir.

O halde g, fonksiyonu bir agirlikli quasi metriktir. m

Ornek 3.5. p: R~ xR~ — R* ve p(u,w) = —min{u,w} ile tanimlanan kismi metrikten iireti-

len g, =R~ xR~ — R* olmak iizere

qp(u,w) = p(u,w) — p(u,u) = —min{u,w} +u
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fonksiyonu Onerme [3.4| geregi bir quasi metriktir. Ger¢ekten de g; — g3 kosullarinin saglandig
asagidaki sekilde goriiliir.
q1) q(u,w) > 0 oldugu tanimdan agiktir.

q2) q(u,w) = g(w,u) = 0 olsun. Bu durumda g(u,w) = —min{u,w} +u =0 ve g(w,u) =
—min{w,u}+w = 0 oldugundan u = w dir. Tersine « = w olsun. Bu durumda —min{u,w} +

u =0 dir. Yani g(u,w) = g(w,u) =0 dir.

q3) Kabul edelim ki g(u,z) > q(u,w) + g(w,z) olsun. Bunun sonucunda —min{u,z} +u >
—min{u,w} 4+ u — min{w,z} +w elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum s6z konusudur ve
bu durumlar incelendiginde her biri igin bir ¢eligki elde edildiginden g(u,z) < g(u,w) +
q(w,z) olur.

Onerme 3.6. (X,q, ®) bir agirlikli quasi metrik ve her u,w € X icin

Pq(u,w) = q(u,w) + 0(u)

ile tanmimlanan p, : X x X — R* fonksiyonu X iizerinde bir kismi metriktir | (Matthews, 1994).
Ispat.

p1) ¢1 aksiyomundan 0 < g(u,w) dir. ®(u) < g(u,w) + @(u) olur. Yani p(u,u) < p(u,w) dir.

p2) u=wise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu goriiliir. Tersine p(u,u) = p(w,w) = p(u,w)
olsun. g; aksiyomundan @(u) = q(u,w)+ @(u) = o(w)dir. Buradan w, tanimindan o (u) =
q(u,w) 4+ o(u) = g(w,u) + o(w) = o(w) dir. O halde g(u,w) = g(w,u) = 0 dir. g, aksi-

yomundan u = w elde edilir.
p3) wg tanimindan g(u,w) + @ (u) = g(w,u) + o(w) dir. Yani p(u,w) = p(w,u) olur.

p4) g2 ve g3 aksiyomlarindan

q(u,w) +q(w,z)dir.
q(u,2) + o(u) < qu,w) + o(u) +g(w,z) + 0(y) — o(y)
p(u,W) +p(W7Z) —p(W,W)

dir.

Dolayisiyla p, fonksiyonu bir kismi metriktir.

15



Ornek 3.7. X =R* xR ile tanimlanan ve agirlik fonksiyonu @(u, w) = uolan g((u1, w1 ), (ua, w2)) =
\/(ul — u2)2 + (Wl — W2)2 +u; —uy
2

agirlikli quasi metrikten iiretilen

V(g —u2)2+ (Wi —wa)2 +up —uy
2

pq(u,w) = Pq((ul,wl)a (ug,w2)) = u +

fonksiyonu Onerme [3.6] geregi bir kismi metriktir.

Onerme 3.8. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her u,w € X icin

dp(”v W) = max{p(u7 W) - p(”v u>7p(u7 W) - p(W, W)}
ile tanmmmlanan d), : X x X — R* fonksiyonu X iizerinde bir metriktir | (Chi vd., 2012).
Ispat.

dy) p1ve pp aksiyomlarindan p(u,u) < p(u,w) = p(u,u)— p(u,w) > 0ve p(w,w) < p(u,w) =
p(”a W) _p(W7 W) >0 Olup dp(uaw) = max{p(”a W) _p(ua u),p(u,w) —p(W, W)} > Oelde
edilir.

d>) u=w olsun. Bu durumda d, (u,w) = max{p(u,w) — p(u,u), p(u,w) — p(w,w) }"dir. Dola-
yistyla max{0,0} = 0 olur. Aksine d,,(u, w) = 0 olsun. Buradan d,,(u, w) = max{p(u,w) —

p(”a I/t),p(l/t,W) —p(W,W)} = 0’dir. p(u,w) —p(u,u) =0 isep(u,w) = p(l’l?u) ve p(I’t?W) -
p(w,w) =0ise p(u,w) = p(w,w) olur. Yani u = w dir.

d3) p3 aksiyomundan
dp(u,w) = mae{ plu,w) — plu,u), plu,w) — plow,w)’}
= max{p(w,u) — p(w,w), p(w,u) — p(w,w)}
=dp(w,u)
oldugu goriiliir.
ds) p4 aksiyomu kullanilarak
d(u,z) = max{p(u,z) — p(u,u), p(u,z) — p(z,2)}
< max{p(u,w) —I—p(W,Z) —p(w,w) —p(u,u),p(u,w) —I—p(W,Z) —p(W,W) —p(z,z)}

= max{p(u,w) — p(u,u), p(u,w) — p(w,w)} +max{p(w,z) — p(w,w), p(w,z) — p(z,2)}
:p(u,w)+p(w,z)

elde edilir.

Dolayisiyla d), fonksiyonu bir metriktir. m
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4. BENZERLIK METRIGI

Bu boliimde benzerlik metrik uzay kavrami verilerek metrik uzay ile arasindaki iligkiler
incelenmistir. Daha sonraki boliimde ise benzerlik metrik uzayinin quasi metrik uzay ve kismi

metrik uzay ile arasindaki iligkiler verilecektir.

Tanim 4.1. X bostan farkli bir kiime ve s : X x X — R fonksiyonu verilsin. Her u,w,z € X i¢in

s1) s(u,w) = s(w,u)

52) s(u,u) >0

53) s(u,w) < s(u,u)

s4) s(u,w)+s(w,z) < s(u,z) +s(w,w)

ss) s(u,u) =s(w,w) =s(u,w) Su=w
aksiyomlari saglaniyor ise s fonksiyonuna X iizerinde bir benzerlik metrigi ve (X, s) bir benzer-
lik uzay1 denir. Verilen tanima bakarak sunu soyleyebiliriz metrik uzaylarin aksine iki eleman

birbirine benzedikge s(u, w) degeri bilyiir. Ayrica her u,w € X igin |s(u,w)| < 1 ise s (normalize)
benzerlik metrigi denir | (Chen vd., 2009).

Onerme 4.2. s;(u,w) > 0 ve sp(u,w) > 0 iki benzerlik metrigi verilsin. s1(u, w) + s (u,w) bir
benzerlik metrigidir| (Chen vd., 2009).

Ispat. s (u,w) ve sp(u,w) fonksiyonlar1 benzerlik metrigi oldugundan asagidaki aksiyomlar

saglar:

s1) s1(u,w)+s2(u,w) =s1(w,u) +s2(w,u) yani sy (u,w) = sy (w,u) ve sp(u, w) = sp(w, u) olur.

52) s1 ve s benzerlik metrigi oldugundan ve s, aksiyomundan s(u,u) > 0 vardir. O halde

s1(u,u) + s2(u,u) > 0 oldugu agiktir.

s3) s1(u,w) ve sp(u,w) fonksiyonlar1 benzerlik metrigi oldugundan sy (u,w) < sy(u,u) ve
s2(u,w) < sp(u,u) olur. Buradan iki esitsizlik toplandiginda s3 aksiyomunun saglandigi
aciktir.

s4) s1(u,w) ve s2(u,w) fonksiyonlari benzerlik metrigi oldugundan s (u, w) +s1(w,z) < s1(u,2) +
si(w,w) ve so(u,w) + s2(w,z) < s2(u,z) + s2(w,w) olur. Buradan iki esitsizlik toplandi-
ginda s4 aksiyomunun saglandig1 agiktir.

ss) u=wise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu gorilir. s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olsun. Bu
durumda sy (u,u) + s2(u,u) = s1(w,w) +s2(w,w) = s1(u,w) + s2(u,w) oldugundan u = w

olur.
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Ornek 4.3. X bos kiimeden farkl1 sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X icin
s(A,B) = |ANB]
ile taniml1 5 : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigidir | (Chen vd., 2009).

Gercekten de s fonksiyonunun s; — s5 aksiyomlarini sagladig1 asagida goriiliir:

s1) [ANB| = |BNA| oldugundan s; aksiyomunun saglandig1 agiktir.
s72) Her A i¢in |A| > 0 oldugundan s, aksiyomunun goriiliir.
s3) ANB C A olup, |JANB| < |A| oldugu goriiliir.
s4) s4 aksiyomunun saglandig1 bir Venn gemasi yardimiyla goriiliir.
ss) A=Bise s(A,A) =s(B,B) = s(A,B) oldugu aciktir. s(A,A) = s(B,B) = s(A,B) olsun. Bu
durumda |A| = |B| = |A N B| oldugundan A = B olur.
Dolayisiyla s fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

Ornek 4.4. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X icin

ANB
s(A,B) = —| |
max{|Al,|B|}

ile taniml1 5 : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigidir | (Chen vd., 2009).

Ornek 4.5. Istatistikten bilinen Jaccard indeksi X kiimesinden alinan sonlu A ve B kiimeleri

arasindaki benzerligi olcer ve

IANB|
~ JAUB]

J(A,B)

ile gosterilir. Bu X iizerinde bir benzerlik metrigi ve (X,J) bir benzerlik uzayidir | (Chen vd.,
2009) | (Rozinek ve Mares, 2021)).

Ayrica yapilan ¢alismalarda benzerlik ve uzaklik birbiri ile iligkilendirilmistir | (Elzinga,
2014) | (Chen vd., 2009). Ornegin (X,d) bir metrik uzay olsun. Her u,w € X ve sabit bir t € X

icin
s(u,w) =d(u,t) +d(w,t) —d(u,w)

fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

Benzerlik metrigi ve metrik (uzaklik) arasindaki iligkiler asagida verilmisgtir.
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Tanim 4.6. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere her u,w € X i¢in d(u,w) < 1 ise d fonksiyonuna

(normalize) metrik denir|(Alhajjar ve Lefevre, 2019).

Onerme 4.7. d fonksiyonu (normalize) uzaklik metrigi ise, 1 - d (normalize) benzerlik metri-
gidir. Eger s fonksiyonu, s(u,w) > 0 ve s(u,u) = 1 olan (normalize) benzerlik metrigi ise 1 —s

(normalize) metriktir | (Alhajjar ve Lefevre, 2019).
Ispat. i1k olarak s = 1 — d nin bir normalize benzerlik metrigi oldugunu gosterelim.

s1) 1—d(u,w) =1—d(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.
s2) 1 —d(u,u) > 0 oldugu agiktir.

s3) d(u,w) > d(u,u) oldugundan ;
_d(uvw) < —d(l/l,l/t)
1 —d(u,w) <1—d(u,u) elde edilir.

s4) d(u,w)+d(w,z) > d(u,z) +d(w,w) olsun.
—d(u,w) —d(w,2) < —d(u,z) —d(w,w)
1—d(u,w)+1—d(w,z) <1—d(u,z) + 1 —d(w,w)

ss) u=w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu aciktir. Tersine s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)
olsun. Bu durumda 1 —d(u,u) = 1 —d(w,w) = 1 —d(u,w) oldugundan u = w dir. Simdi
(normalize) benzerlik metrigi olmasi i¢in gerekli aksiyomumuzu gosterelim ve bunuda s*
olarak tanimlayalim.
st =s(u,w) <1

d(u,w) <1
—d(u,w) > —1
1—d(u,w)>0
1 >d(u,w).

Aksiyomlarin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla bir normalize benzerlik metrigidir.

Simdi d = 1 — s fonksiyonunun (normalize) metrik oldugunu gosterelim.

dy) 1—s(u,w) > 0 s fonksiyonun tanimindan agiktir.
dy) 1—s(u,w)=0ise u=wdir. Tersine u = wise | —s(u,u) =0 dir.
dz) 1—s(u,w)=1—s(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.

ds) s(w,w)+s(u,z) > s(u,w)+s(w,z)
—s(w,w) —s(u,z) < —s(u,w) — s(w,z) olur.
1 —s(u,z) <1—s(u,w)+1—s(w,z) elde edilir.
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Simdi (normalize) metrik olmasi i¢in gerekli aksiyomumuzu gosterelim ve bunu da d*
olarak tanimlayalim.

d*=d(u,w) <1

s(u,w) <1

—s(u,w) > —1

1 —s(u,w) >0

1> s(u,w)

Aksiyomlarin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla bir normalize metriktir. m

Onerme 4.8. (X,s) bir benzerlik metrik uzay1 olmak iizere her u,w € X icin

s(u,u) +s(w,w)

ds(u,w) = 2

—s(u,w)

ile tanimlanan d; fonksiyonu bir metriktir | (Chen vd., 2009).

ispat.
dy) sy ve s3 aksiyomlarindan

s(uyu) 4+ s(w,w) s(u,u) — (u,w) + s(w,w) —s(u,w)

ds(u,w) = > —s(u,w) = 5

oldugu goriiliir.

d>) Eger u =w ise d,(u,w) = 0 dur. Tersine dp,(u,w) = 0 ise s(u,u) + s(w,w) —2s(u,w) =0
olur. s(u,u) > s(u,w) ve s(w,w) > s(u,w) oldugundan s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir.

Dolayisiyla u = w dir.

d3)
s(u,u)+s(w,w) —2s(u,w
(i) = (ut, 1) +( 2) (1, w)
B s(w,w) +s(u,u) —2s(w,u)
B 2
(o) = s(w, w);—s(u,u) ~ stw)
dy)
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s(u,u) +5(z,z) —25(u,z)

ds(u,z) = >
_ s(u,u) +5(z,2) + 2s(w,w) — 25(u, w) — 25(w, 2)
- 2
B s(u,u) +s(wyw) = 2s(u,w)  s(w,w) +5(z,2) — 25(w, 2)
B 2 * 2

= ds(u,w) +ds(w,z).

m Verilen aksiyomlar saglandi§indan d,, bir metriktir.

Onerme 4.9. (X,s) bir benzerlik metrik uzay1 olsun.
dy(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)} —s(u,w)

fonksiyonu bir metriktir | (Chen vd., 2009).

ispat.

dy) s3 ve ss aksiyomlarindan s(u,u),s(w,w) > s(u,w) dir. O halde max{s(u,u),s(w,w)} —

s(u,w) > 0 olacagr agiktir. Dolayisiyla ds(u,w) > 0 bulunur.

dy) ds(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)} — s(u,w) = 0 olsun. Bu durumda ss aksiyomu geregi
s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugundan u = w dir. Tersine u = w olsun. s5 aksiyomun-
dan dg(u,w) = 0 dir.

dz) ds(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)} —s(u,w) = max{s(w,w),s(u,u)} — s(w,u) = ds(w,u)

dy) ds(u,z) = max{s(u,u),s(z,2)} — s(u,z) ve ds(u,w) + ds(w,z) = max{s(u,u),s(w,w)} —
s(u,w) + max{s(w,w),s(z,2)} —s(w,z) s3 ve s4 aksiyomlarindan saglandig goriiliir.

Dolayisiyla d; fonksiyonu bir metriktir. m

Ornek 4.10. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A,B € X i¢in s(A,B) =
|A N B| benzerlik metriginden iiretilen

ds(A, B) = max{|Al, B[} — |ANB|

fonksiyonu Onerme geregi bir metriktir.

Onerme 4.11. (X,d) bir metrik uzay ve m > 1 olmak iizere herhangi bir sabit o € X i¢gin

d(u,0)+d(w,o
sq(u,w) = ( Hn;( )—d(u,w)

fonksiyonu bir benzerlik metrigidir | (Chen vd., 2009).
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Ispat.

d(u,0)+d(w,o0)

s1) Sq(u,w) = - —d(u,w)
:d(w,o)—l—d(u,o)_d(w )
:sd(w,u)m

d(u,0)+d(u,o
52) Sq(u,w) = ( );( )—d(u,u)
2d(u,o
= (m)—d(u,u)
_Zd(u,o)
2d(u,o
53) Sd(”?”): (m )_
d(u,0)+d(w,o
sq(u,w) = (,0) +d{ )—d(u,w)

m
sq(u,u) > sq(u,w)

1 1

s4) %(d(u,o)—i—d(z 0))—d(u,z) > %(d(u,o)—|—d(w,0)—|—d(w,0)+d(z,0)—d(w,0)—d(w,o))
—d(u,w) —d(w,z) +d(w,w)
d(u,w)+d(w,z) > d(u,z) +d(w,w)

2d(u,o 2d(w, 0 d(u,0)+d(w,o
55) (m )—d(u,u): (m )—d(w,w): ( )—'n; ( )—d(u,w)
d(u,u) =d(w,w) =d(u,w) =>u=w
2d(u,o 2d(w,o0 d(u,0)+d(w,o
u=w= ( )—d(u,u): ( )—d(w,w): (,0) +d{ )—d(u,w)

sa(it, ) = 5w, w) = sau,w) "

O halde s, fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. m

Ornek 4.12. 5s: X x X — R (normalize) benzerlik metrigi ve her u € X igin s(u,u) = 1 olsun.

Bu durumda

1
dg : X x X — R ve ds(u,w) = 5(1 —s(u,w))
fonksiyonu bir (normalize) metriktir | (Chen vd., 2009).

Gergekten de d fonksiyonunun m| — my4 aksiyomlarini sagladig1 asagida goriiliir:

1
dy) ds(u,w) = 5(1 —s(u,w))
= —1<s(u,w) <1
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= 1> —s(u,w) > —1
=2>1-—s(u,w) >0

1
=1> E(l—s(u,w)) >0

1
=0< 5(1 —s(u,w)) <1

1
dy) ds(u,w) = 5(1 —s(u,w))

= 0= %(1 —s(u,w))
=0=1-s(u,w)
= 1=s(u,w)

= uUu=w

dy) s(u,w) > s(u,
) < —=s(u,z) = s(w,2) +s(w, )
W) <1—s(u,z)+1—s(w,z)+1—s(w,w)

= —(1—=s(u,w) < =((1 —s(u,z) + (1 —s(w,2))

= —(1—s(u,w) < =(1 —s(u,z)+ %(1 —s(w,z))
= dy(u,w) <dg(u,z) +ds(w,z)
Dolayisiyla dg fonksiyonu bir metriktir. Simdi dg fonksiyonunun bir (normalize) metrik
oldugunu gosterelim.
d* =ds(u,w) <1
= —1 <s(u,w)
= 1> —s(u,w)
=2>1—s(u,w)
=1> %(1 —s(u,w)
= dg(u,w) <1
Ornek 4.13. X # 0 iizerinde tanimlanan s(u, w) = e~4(t")
metrigidir | (Chen vd., 2009).

fonksiyonu bir (normalize) benzerlik
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Gergekten de d fonksiyonunun s; — s5 aksiyomlarini sagladigi agsagida goriiliir :

1) d aksiyomundan e~ duw) — g=d(wu) dip.

52) s(u,u) =0
= —s(u,u) =0
= ¢~du) = 0 =

53) s(u,w) >0

sq) s(u,z) < s(u,w) +s(w,z) —s(w,w)
s(u,2) +s(wyw) < s(u,w) +s(w,z)
—s(u,z) —s(w,w) > —s(u,w) —s(w,z)

SS) e—d(u,u) —

< s(u,w) =0

< u = w olur. Tersine u = w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir. s; — s5 aksiyomlar1 sag-
landigindan d bir benzerlik metrigidir. Simdi (normalize) benzerlik metrigi olmasi i¢in
gerekli kosulu saglatalim.

s =s(u,w)| < 1

= s(u,w) >0

= —s(u,w) <0

s odluw) < o0

= ¢ W) <]

= |e‘d(”7w)] < 1.

s fonksiyonu bir (normalize) benzerlik metrigidir.
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5. BENZERLIK METRIGININ KISMi METRIiK VE QUASI METRIK iLE iLi$-
KILERI

Tezin bu boliimiinde diger ¢alismalardan farkli olarak benzerlik metriginin kismi metrik

ve quasi metrik ile iligkileri incelenmis ve cesitli 6rnekler verilmistir.

Onerme 5.1. (X,s) bir benzerlik uzayi ve ¢, : X x X — R olmak iizere her u,w € X icin
qs(u,w) = s(u,u) — s(u,w)

ile tanimlanan (X, gy) ikilisi quasi metrik uzaydir.

ispat.

q1) s2 aksiyomundan goriiliir.

g2) Het u,w € X igin qy(u,w) = g, (w,u) = 0 ise gy(1t,w) = s(at,u) — (1, w) = 0 ve g (w; 4) =
s(w,w) —s(w,u) = 0 dir. Yani s3 aksiyomundan s(u,u) = s(u,w) = s(w,w) elde ederiz ve

dolayisiyla s4 aksiyomundan u = w elde ederiz. Ayrica bunun terside aciktir.

q3) Tim u,w € U i¢in s5 aksiyomu kullanilarak agagidaki gibi sonug elde edilir.

qs(u,z) = s(u,u) — s(u,z)
< s(u,u) = [s(u,w) +s(w,z) —s(w, w)
= s(u,u) —s(u,w) + s(w,w) —s(w,z)

qs(u,w) +qs(w, z)

Dolayisiyla g, bir quasi metriktir. m

Ornek 5.2. s: R xR — [0, ) olmak iizere s(u,w) = min{u,w} — u—w ile tanimlanan benzerlik

metriginden iiretilen
qs(u,w) =w—min{u,w}

fonksiyonu Onerme geregi bir quasi metriktir. s fonksiyonunun (g; — ¢3) aksiyomlarini
sagladig1 asagida goriiliir :
q1) q(u,w) >0 oldugu tanimdan agiktir.

q2) u=w olsun. Bu durumda u —min{u,u} = 0 oldugundan g(u,w) = g(w,u) = 0 dir. Tersine
q(u,w) = g(w,u) = 0 olsun. Bu durumda g(u,w) = w—min{u,w} = 0 dir. O halde u = w
dir.
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q3) Kabul edelim ki g(u,z) > g(u,w) + g(w,z) olsun. Bunun sonucunda w — min{u,z} >w —
min{u,w} +w — min{w,z} elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum s6z konusudur ve bu du-
rumlar incelendiginde her biri i¢in bir ¢eligki elde edildiginden g(u,z) < g(u,w)+q(w,z)
olur.

Dolayisiyla g fonksiyonu bir quasi metriktir.

Uyari 5.3. Herhangi bir u,w € X i¢in s(u,w) < M olacak sekilde M € R varsa, o zaman
os(u) =M — s(u,u)

fonksiyonu aslinda (X, g5) i¢in bir agirlik fonksiyonudur. Boylece bir M elemaninin varhiginda,
bir s fonksiyonundan agirlikli quasi metrik elde edilebilir. Sonug olarak, normalize bir benzerlik

metriginden agirlikli quasi metrik elde edilebilir.

Ornek 5.4. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olmak iizere s : X x X — R icin
s(A,B) = |ANB]

fonksiyonunun bir benzerlik metrigi oldugu Ornek 4.4] te belirtilmistir.
Ustelik X in elemanlari sonlu kiimeler oldugundan sup{|A| : A € X} < oo olur. Bu sayiya M

diyelim. Onermemiz sonucunda X iizerinde

q(A,B) =s(A,A) —s(A,B)
=|ANA|—|ANB|=]A|—|ANB| = |A\B|

fonksiyonu Onerme [5.1|ve Uyari|5.3|geregi @(A) = M — s(A,A) = M — |A| ile birlikte bir agr-
likl1 quasi metrik uzaydir.
q1) |A\A| = |0] =0 oldugundan g;aksiyomu saglanir.

q2) A =B = q(A,B) = q(B,A) = 0 oldugu goriiliir. Tersine g(A,B) = ¢(B,A) = 0 olsun.
q(A,B) =|A\B| =0. YaniA C B ve g(B,A) = |B\ A| =0 oldugundan B C A. Dolayisiyla
A = B olur.

q3) g3 aksiyomunun saglandigi bir Venn semasi yardimiyla goriilebilir.

Daha sonra agirlikli quasi metrik aksiyomlarimizi gosterelim.
wq,) @(A) tanimindan agiktr.

wg,) A=(A\B)U(ANB) ve |A|=|A\B|+]ANB|
B=(B\A)U(ANB) ve |B| = |B\ A| + |ANB| dir. Buradan
M —|A|+|A\B| =M —|B|+|B\ A| olur. |A| ve |B| esitlikleri yerine konulursa
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=—|A\B|+|ANB|+|A\B| = —|B\A|+ |ANB|+|B\ A| yani
®(A)+¢(A,B) = o(B) +q(B,A) olur.

Ornek 5.5. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X icin

ANB|

SAB) = AL B}

ile tamiml1 s : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigi oldugu Ornek de belirtilmistir.
Burada her A, B € X i¢in s(A,B) < 1 oldugu goriilebilir. Diger yandan, s(A,A) = 1 dir. Boylece
Onerme [5.1| geregi

gs(A,B) =s(A,A) —s(A,B) =1 —5(A,B)

fonksiyonu Onerme ve Uyari geregi X iizerinde bir quasi metrik olup, M = 1 i¢in
ws(A) =M —5(A,A) = 0 agirlik(sabit) fonksiyonu ile birlikte (X, g5, s) bir agirlikli quasi met-
rik uzaydir.

Ancak bir quasi metrikten bir benzerlik metrigi elde etmek miimkiin olmayabilir. Bunu

yapabilmek i¢in (X, g) iizerinde bir agirlik fonksiyonuna da ihtiyacimiz vardir.

Onerme 5.6. (X,q,®,) agirlikli quasi metrik uzay olsun. s,(u,w) : X x X — R bir fonksiyon

ve u,w € X i¢gin

sqi,w) = () — g(w,1)
(X, s4) bir benzerlik metrik uzayidir.
ispat.

s1) g2 aksiyomundan ve @ tanimindan goriiliir.

s7) Tim u,w € X q; ve g aksiyomlarii kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz:
sﬂ(”?”) - st](uvw) = ‘Pq(u7w) - Q(ua u) - wﬁ](”) +Q(Wa u) > 0.
s3) Tim u,w € X i¢in (2.2) kosulunu kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz :

$q(10,w) — 4 (w,10) = @ 1) — g(ow,) — @, () + q(u, )
— @,(u) — @, () — glw,1) + ()
— () — g{ut,w) + g (w.10) — g1, )
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s4) Tim u,w,z € X ve ¢o ve g3 aksiyomlarini kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz :

sq(u,2) = @y (u) — q(z,u)
> (u) = lq(z,w) + q(w,u)]
) = q(wyu) + @0y (w) = q(z,w) — @y (w) — g(w, w)

= 5q(u,w) +s4(w,2) — 54(w,w)

= oy (u

ss) Eger her u,w € X igin sq(u,u) = sq(u,w) ise w,(u) = w,4(u) — g(w,u) olur ve dolayisiyla
g(w,u) = 0 elde ederiz. Benzer sekilde eger s,(w,w) = s,(u,w) ise s3 aksiyomunu kul-
lanirsak, o zaman w,(w) = w,(w) — g(u,w) ve dolayistyla g(u,w) = 0 olur. Béylece ¢

aksiyomundan u = w elde ederiz. Ayrica bunun tersi de aciktir.

Dolayistyla s, bir benzerlik metrigidir. m

Ornek 5.7. X = R* xR ile tanmimlanan ve agirlik fonksiyonu @(u, w) = uolan g((u1, w1 ), (ua, w2)) =
\/(ul — u2)2 + (Wl — W2)2 +ur; —uy
2

agirlikli quasi metrikten iiretilen

V(2 —up)2+ (wy —wi)24+up —up
2

sq(u,w) = sq((ur,w1), (u2,w2)) = u1 —

fonksiyonu Onerme |5.6| geregi bir benzerlik metrigidir. Gergektende s4 fonksiyonunun benzer-

lik metrigi aksiyomlarini sagladigi asagida goriiliir:

_ — 2 _ EPRY) ¥
51) sq(u,w) = ui+ur—/ (1 2141) Hwa—wi)? _ iy V(g 2142) +(wi—ws) = sq(w,u) dir.

) ur+ur—/ (g —up)2+(wy—wi )2

5 = u; > 0 oldugundan s, aksiyomu saglanir.

s3) u = (u;,w1),w = (up,w) € RT™ x R olmak iizere \/(“2_"1)22+(W2_W1)2 — A dersek bu-
radan A fonksiyonunu koordinat ekseninde gostericek olursak dik kenarlart |u; — up| ve
|wi —ws| olan dik tiggenin hipoteniisiidiir. O halde A + u; — uy > 0 oldugu goriiliir. Yani
s3 aksiyomunun saglandig1 goriiliir. Benzer sekilde s4 ve s5 aksiyomlarinin da saglandigi

goriiliir. Dolayisiyla s, fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

Uyar1 5.8. Yukaridaki gosterime bakarak, benzerlik metrigi s, dan quasi metrik g, fonksiyo-
nunu olugturarak, ger¢ektende g nun eslenigi olan g* elde edilmigtir. Yani g5, = ¢* dir. Ayrica

her u,w € X igin s, (u,w) < M esitsizligini saglayan bir M varsa @;, = M — @ dir.
s fonksiyonu X iizerinde tanimli bir benzerlik metrigi olmak iizere
d(u,w) = s(u,u) + s(w,w) — 2s(u,w)
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fonksiyonu bir metriktir | (Rozinek ve Mares, 2021)).

Dolayisiyla asagidaki sonucu soyleyebiliriz:

Sonug 5.1. (X,s) bir benzerlik metrik uzay ve ds; = g5 + g, olmak iizere
ds(u,w) = s(u,u) +s(w,w) — 2s(u,w)

fonksiyonu bir metriktir.

Onerme 5.9. (X, p) bir kismi metrik olsun. s p X XX — R bir fonksiyon ve her u,w € X i¢in
SP(”t?W) = p(uvu) —|—p(W,W) _p(uvw)
saglantyor ise (X, s,) benzerlik metrik uzayidir.

Ispat. ¢, : X x X — R¥olmak iizere her u,w € X i¢in

CIp(u7W> :p(u,w) —p(u,u)

fonksiyonunun bir agirlikli quasi metrik oldugu Onerme [3.4|de verilmistir. Onerme [5.6{dan

s(u,w) = @ (u) — q(w,u)

fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. Dolayisiyla s(u, w) = p(u,u) + p(w,w) — p(u,w) dir.
n

Ornek 5.10. p: R* x Rt — R ve p(u,w) = max{u,w} olmak iizere bu kismi metrikten iire-

tilen benzerlik fonksiyonu s, : R? — R olmak iizere
sp(u,w) = u+w—max{u,w}
fonksiyonu Onerme |5.9| geregi bir benzerlik metrigidir.

s1) u+w—max{u,w} =w-+u—max{w,u} yani s(u,w) = s(w,u)
52) s(u,u) > 0 oldugu tammdan agiktir.

53) 2 durum s6z konusudur. Bu durumlari inceleyecek olursak 1. durumumuz max{u,w} = u
ise s(u,w) = u+w—u=wolur. 2. durumumuz max{u,w} =wise s(u,w) =u+w—-w=u

olur ve s(u,u) = u+ u — u = u olur. Dolayisiyla s(u,w) < s(u,u) dir.

s4) Kabul edelim ki s(u,w)+s(w,z) > s(u,z) +s(w,w) olsun. Bunun sonucunda w+max{u,z} >
max{u,w} + max{w,z} elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum s6z konusudur ve bu durumlar
incelendiginde her biri i¢in ¢eligki elde edildiginden s(u,w) + s(w,z) < s(u,z) +s(w,w)
dir.
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s5) u=wolsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu agiktir. s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

olsun. w = u = u+w — max{u,w} yani u = w olur.

Dolayisiyla s, fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

Onerme 5.11. (X, s) bir benzerlik uzay1 ve M € R olmak iizere keyfi u,w € X igin s(u,w) < M
olsun. ps : X x X — R ve her u,w € X icin

ps(u,w) =M —s(u,w) (5.1
ile tanimlanan (X, py) bir kismi metrik uzaydir.
Ispat. Onerme 5.1/ ve Uyari |5.3|de belirtildigi gibi (X, gs, ®) uzay
qs(u,w) = s(u,u) —s(u,w) ve @(u) =M — s(u,u)
olan agirlikli quasi metriktir. O halde Onerme |5.6/dan g, ye karsilik gelen p kismi metrik,
p(u,w) = o(u) +gs(u, w)

olur. Dolayisiyla p(u,w) = M — s(u,w) olur.
u

Ornek 5.12. A ve B kiimeleri sonlu kiimeler olmak iizere

IANB|
~ JAUB]

J(A,B)

fonksiyonunun bir benzerlik metrigi oldugu Ornek 4.5|da belirtilmistir. Burada A ve B kiimeleri
sonlu oldugundan J(A,B) < M olacak sekilde bir M € R sayisinin var oldugu goriilebilir. O

halde bir benzerlik fonksiyonunun varliinda iiretilen

|ANB|

, —M—
ps(,w) AUB

fonksiyonu Onerme geregi bir kismi metriktir.

Onerme 5.13. p: X x X — [0, 1] olsun ve s = 1-p olarak tanimlansin. p fonksiyonunun bir
kismi metrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun bir benzerlik metrigi olmasidir.
(Alhajjar ve Lefevre, 2019).

Ispat. p bir kismi metrik olsun. u,w,z € X olmak iizere

s1) s(u,w)=1—p(u,w) =1—p(w,u) = s(w,u)
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52) s(u,u) =1—p(u,u) > 0 dir. Ciinkii p(u,u) <1< 1—p(u,u) >0

s3) Yu,w € X i¢in p(u,u) < p(u,w) oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla 1 — p(u,u) > 1 —
u,u) >

p(u,w) dir. Buradan s( s(u,w) dir.

s4) p(u,z) +p(w,w) < p(u,w)+p(w,z)
& —(p(u,z) +p(w,w)) > —(p(u,w) + p(w,z))
<1 —p(u,Z) +1 —p(W,W) >1 —p(u,w) +1 _p<W7Z)
< s(u,z) +s(wyw) > s(u,w) +s(w, z)

ss) u=w igin s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu aciktir. Simdi s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)
oldugunda u = w oldugunu gosterelim. Bu hipotez bize asagidaki esitligi verir.

1 —p(u,u) =1—p(w,w) =1—p(u,w)

Buradan p(u,u) = p(w,w) dir. O halde u = w dir. Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi
metrik ise s nin bir benzerlik metrigidir. Simdi s fonksiyonunun bir benzerlik metrigi

oldugunu varsayalim ve p fonksiyonunun bir kismi metrik oldugunu gosterelim.
p1) p(u,u)— p(u,w) = s(u,w) — s(u,u) < 0 oldugu bilinmektedir. Buradan p(u,u) < p(u,w)
dir.

p2) p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olur. Dolayisiyla

u=wdir. u =w = p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu goriiliir.
p3) 1—p(u,w) =1—p(w,u) yani p(u,w) = p(w,u) olur.

pa) s(u,z) +s(w,w) > s(u,w) +s(u,z)
& —(s(u,2) +5(w,w)) < —(s(u,w) +5(w,2))
< 1—s(u,z)+1—s(ww) <1—s(u,w)+1—s(w,2)
< p(uz) +p(w,w) < p(u,w) +p(w,z)

Buradan s fonksiyonu bir benzerlik metrigi ise p fonksiyonu bir kismi metriktir. m

Onerme 5.14. p: X x X — R ve p(u,u) < 0 olsun. Her u € X icin s = -p olarak tammlansin. p
fonksiyonunun bir kismi metrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun bir benzerlik

metrigi olmasidir | (Alhajjar ve Lefevre, 2019).
ispat.

s1) p fonksiyonu simetrik oldugu icin s fonksiyonu simetriktir.

52) s(u,u) = —p(u,u) € R,
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s3) s(u,u) = —p(u,u) > —p(u,w) = s(u,w)
s4) s(u,w)+s(w,z2) = —(p(u,w) +pw,z)) < —(p(u,z) + p(w,w)) = s(u,z) +s(w,w) dir.

ss) u=w ise bu durumda s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir.
s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olsun. O halde —p(u,u) = —p(w,w) = —p(u,w) dir. Bu du-
rumda p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olur. Dolayistyla u = w dir. Dolayisiyla p fonksiyonu
bir kismi metrik ise s fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. Tersi de gecerlidir. Yani s fonk-

siyonu bir benzerlik metrigi ise p fonksiyonu bir kismi metriktir.
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