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YÜKSEK LİSANS TEZİ
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BEYAN
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Bu çalışmanın,
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ÖZET

BENZERLİK KAVRAMI VE METRİKLERLE İLİŞKİSİ

Bu çalışmada metrik uzaylar, kısmi metrik uzaylar, quasi metrik uzaylar ve benzerlik metrik
uzayların aralarındaki ilişkiler araştırılmıştır. İlk olarak metrik uzay, kısmi metrik uzay ve quasi
metrik uzay ile ilgili genel tanımlar, kavramlara yer verilmiş olup, bu yapılarla ilgili örnekler
verilmiştir. Sonraki bölümde bu yapıların birbirleriyle ilişkisi incelenmiştir. Dördüncü bölümde
benzerlik metrik uzayın tanımı ele alınarak bu uzaylar ile ilgili kavramlara ve çeşitli örneklere
yer verilmiştir. Son bölümde ise benzerlik metrik uzayının quasi metrik ve kısmi metrik ile
aralarındaki ilişki ele alınmıştır. Elde edilen sonuçlara yönelik bazı örnekler verilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Metrik, Quasi Metrik, Kısmi Metrik, Benzerlik Metriği.
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ABSTRACT

THE NOTION OF SIMILARITY AND RELATIONS WITH OTHER METRICS

In this study, the relations between metric, partial metric, quasi metric and similarity metric is
investigated. First, the basic notions and definitions of metric, partial metric and quasi metric are
studied. Also, explicit examples of these structures are given. In the next section, the relations
between these metrics examined. Then, the notion of similarity metric function and its proper-
ties are studied. In the last section, which is also the main section of this study, the relations
between similarity metric and other metrics are evaluated. Moreover, we focused to construct
one metric from each other and state theorems about these construction. Also, some examples
of the results obtained are given.

Keywords: Metric, Quasi Metric, Partial Metric, Similarity Metric.
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

ωωω : Ağırlık fonksiyonu
ddd : Klasik metrik
ppp : Kısmi metrik
dddppp : Kısmi metrikten elde edilen klasik metrik
pppddd : Klasik metrikten elde edilen kısmi metrik
qqqppp : Kısmi metrikten elde edilen quasi metrik
qqq : Quasi metrik
≤≤≤qqq : Quasi metrik uzayda kısmi sıralama bağıntısı
sss : Benzerlik metriği
qqqsss : Benzerlik metriğinden elde edilen quasi metrik
sssqqq : Quasi metrikten elde edilen benzerlik metriği
pppsss : Benzerlik metriğinden elde edilen kısmi metrik
sssppp : Kısmi metrikten elde edilen benzerlik metriği
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1. GİRİŞ

Metrik uzay kavramı ilk kez Fransız matematikçi Maurice Frechet (1906) tarafından
doktora tezinde incelenmiştir (Fréchet, 1906). Kısmi metrik kavramı ise Matthews tarafından
1992 yılında tanımlanmıştır. Metrik ve kısmi metrik aksiyomlarına bakacak olursak

p2(u = w ⇔ p(u,w) = p(u,u) = p(w,w)) ve p1(p(u,u)≤ p(u,w))

aksiyomlarından p(u,w) = 0 ise u = w dir. Ancak u = w iken p(u,w) = 0 olmak zorunda değil-
dir (Matthews, 1994). O halde her metrik bir kısmi metriktir ancak bunun tersi doğru değildir.
Metrik uzaylarda elde edilmiş olan birçok teorem ve sonuç kısmi metrik uzaylara genelleştiril-
miştir. Kısmi metrik uzaylar bilgisayar bilimlerinde ve matematiğin birçok alanında kullanılan
bir konu olmuştur. Quasi metrik kavramı ise 1931 yılında W. A. Wilson tarafından tanımlanmış-
tır (Wilson, 1931). Quasi metrik uzaylar metrik uzayların bir genellemesidir ve metrik uzay-
lardaki simetri aksiyomunu sağlamazlar. Dolayısıyla her metrik uzay bir quasi metrik uzaydır.
Quasi metrik uzaylar matematik ve uygulamalı matematiğin yanısıra malzeme bilimi, biyoloji
gibi birçok alanda uygulamaları mevcuttur.

Nesneleri karşılaştırmanın en yaygın yollarından biri uzaklık ölçüsü olduğundan, nesne-
lerin benzerliğini yorumlamak da genel olarak uzaklık ile ilişkilidir. Benzerlik sadece uzaklığa
bağlı değil aynı zamanda ortak özelliklerin miktarına da bağlı olabilir. Metrik uzayların ak-
sine verilen iki elemanın ortak özellikleri arttıkça benzerlik fonksiyonunun değeri artmaktadır
(Chen vd., 2009). Fizik, istatistik, psikoloji gibi birçok alanda benzerlik kavramı ile ilgili çalış-
malar mevcuttur. Örneğin biyolojide iki DNA dizisinin benzerliğini karşılaştırmada, siber gü-
venlikte bir ağın trafiğini incelerken bir tehdit varlığının var olup olmadığını anlayabilmek için
ağdaki paketleri, referans paketleriyle karşılaştırabilmek ya da veri madenciliğinde niteliklerin
önemini değerlendirmede benzerlik kavramı kullanılmaktadır. Benzerlik fonksiyonunun ilk ak-
siyomatik tanımı Chen, Ma ve Zhang tarafından Benzerlik Metriği ve Mesafe Metriği Üzerine
adlı makalelerinde tanımlanmıştır (Chen vd., 2009). Yakın zamanda Ondrej Rozinek tarafından
bu tanım kullanılarak benzerlik ve uzaklık arasındaki ilişkiler incelenmiştir (Rozinek ve Mares,
2021).

Bu tezin amacı metrik, quasi metrik, kısmi metrik ve benzerlik metriğinin özelliklerini
açıklayarak birbirleri arasındaki ilişkiyi incelemektir. Tezin ikinci bölümünde bazı temel kav-
ramlar ve örnekler verilmiştir. Üçüncü bölümde metrik uzaylar, kısmi metrik uzaylar ve quasi
metrik uzaylar arasındaki ilişkiler ve literatürde yapılan bazı çalışmalar ve örneklere yer veril-
miştir. Dördüncü bölümde benzerlik metriğinin aksiyomatik tanımına ve çeşitli örneklere yer
verilmiştir. Son bölümde ise benzerlik metriğinin diğer metrik yapılarla arasındaki bağlantı-
lar ele alınmış olup, bir yapıdan diğerinin elde edilebilmesi üzerine çalışılmıştır. Elde edilen
sonuçlarla ilgili somut örnekler verilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kısmında çalışmamızda kullanılacak tanım ve temel kavramlara yer verilmiştir.

Tanım 2.1. X ̸= /0 ve d : X ×X → R fonksiyonu verilsin. Her u,w,z ∈ X için ;

d1) d(u,w)≥ 0

d2) d(u,w) = 0 ⇔ u = w

d3) d(u,w) = d(w,u)

d4) d(u,z)≤ d(u,w)+d(w,z)

aksiyomlarını sağlıyor ise d fonksiyonu X üzerinde bir metrik ve (X ,d) ikilisine de bir metrik
uzay denir.

Örnek 2.2. X = R ve d : R×R→ R olsun. Her u,w reel sayısı için

d(u,w) = |w−u|

ile tanımlanan d fonksiyonunun bir metrik olduğu görülebilir. Bu metriğe R nin alışılmış metriği
denir (Yıldız, 2005).

Örnek 2.3. X ̸= /0 olmak üzere ve d : X ×X → R ve her u,w reel sayısı için

d(u,w) =

1 u ̸= w

0 u = w

ile tanımlanan d fonksiyonu X üzerinde bir metriktir (Yıldız, 2005).

Örnek 2.4. X = N boş kümeden farklı bir küme ve d : N×N→ R+ olmak üzere her u,w ∈ N
için

d(u,w) = |1
u
− 1

w
|

ile tanımlanan d fonksiyonu N üzerinde bir metriktir (Kreyszig, 1991).

Örnek 2.5. C[0,1] = {u|u : [0,1]→ R,u sürekli} kümesi üzerinde

d(u,w) =
∫ 1

0
|u(t)−w(t)|dt

t ∈ [0,1] ile tanımlanan d fonksiyonu bir metriktir (Kreyszig, 1991).
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Örnek 2.6. C[0,1] = {u|u : [0,1]→ R,u sürekli} kümesi üzerinde

d(u,w) = max
t∈[0,1]

|u(t)−w(t)|dt

t ∈ [0,1] ile tanımlanan d fonksiyonu bir metriktir (Kreyszig, 1991).

Tanım 2.7. (X ,d) bir metrik uzay olsun. w ∈ X ve ε ∈ R+ olsun.

1) Bd(w,r) = {u ∈ X |d(u,w)< ε}

2) Bd(w,r) = {u ∈ X |d(u,w)≤ ε}

kümelerine sırasıyla w merkezli ve ε yarıçaplı açık yuvar ve kapalı yuvar denir (Yıldız, 2005).

Tanım 2.8. X boş kümeden farklı bir küme olsun. X kümesi üzerinde tanımlanan bir ≤ bağın-
tısı, her u,w,z elemanı için aşağıdaki şartları sağlıyorsa, bu bağıntıya kısmi sıralama bağıntısı
ve (X ,≤) ikilisi de kısmi sıralı küme olarak tanımlanır.

1) u ≤ u

2) u ≤ w ve w ≤ u ise u = w

3) u ≤ w ve w ≤ z ise u ≤ z (Matthews, 1994).

Tanım 2.9. (X ,d) bir metrik uzay olmak üzere her u,w ∈ X için

d(u,w)≥ ω(u)−ω(w)

olacak şekilde bir ω : X → R+ ağırlık fonksiyonu var ise d fonksiyonuna X üzerinde ağırlıklı
metrik, (X ,d,ω) üçlüsüne de ağırlıklı metrik uzay denir (Matthews, 1992).

Tanım 2.10. X ̸= /0 ve q : X ×X → R fonksiyonu her u,w,z ∈ X için

q1) q(u,w)≥ 0

q2) q(u,w) = q(w,u) = 0 ⇔ u = w

q3) q(u,z)≤ q(u,w)+q(w,z)

özelliklerini sağlıyor ise, q fonksiyonuna X kümesi üzerinde bir quasi metrik, (X ,q) ikilisine de
bir quasi metrik uzay denir. q nun eşlenik quasi metriği yine bir quasi metrik olan her u,w ∈ X

için

q∗(u,w) = q(w,u) (2.1)

eşitliği ile tanımlıdır.
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Örnek 2.11. X = [0,∞) ve q(u,w) = max{0,w−u} ile tanımlanan q fonksiyonu quasi metriktir
(Campión vd., 2018).

Gerçekten de q fonksiyonunun q1 −q3 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

q1) q ≥ 0 olduğu tanımdan açıktır.

q2) Her u,w ∈ X için q(w,u) = q(u,w) = 0 olsun. Bu durumda
q(u,w) = 0 = max{w−u,0}⇒ w−u = 0 olup w = u olur. Benzer şekilde
q(w,u) = 0 = max{u−w,0} ise u−w = 0 olup u = w olur. Şimdi u = w olsun.
max{0,w−w}= 0 ve max{0,u−u}= 0 olduğundan q(w,u) = q(u,w) = 0 dır.

q3)

q(u,z) = max{u− z,0}

= max{u−w+w− z,0+0}

≤ max{u−w,0}+max{w− z,0}

= q(u,w)+q(w,z).

Aksiyomlar sağlandığından q fonksiyonu bir quasi metriktir.

Örnek 2.12. X = R ve q : X ×X → [0,∞) verilsin. β > 0 olmak üzere

q(u,w) =

β (u−w) u > w

w−u u ≤ w

ile tanımlanan fonksiyon bir quasi metriktir (Collins ve Zimmer, 2007).

Gerçekten de q fonksiyonunun q1 −q3 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

q1) q nun tanımından açıktır.

q2) Her u,w ∈ X için q(u,w) = 0 ise u ≤ w ve q(w,u) = 0 ⇒ w ≤ u dir. O halde u = w dir.
Tersine u = w olsun. u ≤ w ⇒ w−u = w−w = 0 dır. Dolayısıyla q(u,w) = q(w,u) olur.

q3) u ≤ w olsun. Bu durumda
u ≤ w ≤ z ⇒ z−u ≤ w−u+ z−w

z ≤ u ≤ w ⇒ β (u− z)≤ w−u+β (w− z)

u ≤ z ≤ w ⇒ z−u ≤ w−u+β (w− z) olur.
w < u olsun. O halde
z < w < u ⇒ β (u− z)≤ β (u−w)+β (w− z)

w < z < u ⇒ β (u− z)≤ β (u−w)+(z−w)

w < u < z ⇒ z−u ≤ β (u−w)+ z−u olur.
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Verilen eşitsizliklerin sağlandığı açıktır. Dolayısıyla q fonksiyonu quasi metriktir.

Örnek 2.13. q : R×R→ R+ verilsin.

q(u,w) =

ew − eu w ≥ u

e−w − e−u w < u

ile tanımlanan q fonksiyonu bir quasi metriktir (Collins ve Zimmer, 2007).

Örnek 2.14. q : R×R→ R+ verilsin.

q(u,w) =

w−u w ≥ u

1 w < u

ile tanımlanan q fonksiyonu bir quasi metriktir (Collins ve Zimmer, 2007).

Tanım 2.15. (X ,q) quasi metrik uzayı verilsin. Bir ω : X → R (ağırlık) fonksiyonu

ω(u)+q(u,w) = ω(w)+q(w,u) (2.2)

eşitliğini sağlıyorsa q fonksiyonuna (ağırlıklı) quasi metrik denir. Özel olarak eğer ω(X) ⊂
[0,∞) ise o zaman q fonksiyonu pozitif (ağırlıklı) quasi metrik olarak adlandırılır (Künzi, 2001)
(Künzi ve Vajner, 1994) (Wilson, 1931) (Campión vd., 2018).

Örnek 2.16. X = R+ ve her u ∈ R+ için ω(u) = u olmak üzere her u,w ∈ R+ için

q(u,w) =

0 w < u

w−u w ≥ u

ile tanımlanan q fonksiyonu bir ağırlıklı quasi metriktir (Künzi ve Vajner, 1994).

İspat. İlk olarak quasi metrik (q1 −q3) aksiyomlarının sağlandığını gösterelim:

q1) q fonksiyonunun tanımı gereği açıktır.

q2) w ≥ u ise q(u,w) = w−u ≥ 0 olur. w < u ise q(u,w) = 0 olur. Dolayısıyla u = w olur.
u = w olsun. w ≥ u ise u = w olduğundan w−u = w−w = 0 ve q(u,w) = 0 dır.
w < u ise q(u,w) = 0 dır.
w ≥ u ise q(u,w) = w−u ve q(w,u) = u−w dolayısıyla q(u,w) = q(w,u)dir.
w < u ise q(u,w) = 0 ve q(w,u) = 0 dolayısıyla q(u,w) = q(w,u)

q3) q(u,z) = 0 ⇒ q(u,z)≤ q(u,w)+q(w,z) olur. Bu durumda z < u,w < u ve z < w olur.
w ≥ u ise q(u,z)> q(u,w)+q(w,z) olsun.
z−u > w−u+ z−w yani bir çelişki elde edilir. O halde q(u,z)≤ q(u,w)+q(w,z) dir.
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Daha sonra ağırlıklı quasi metrik olması için gerekli aksiyomları inceleyelim:

ωq1) Her u ∈ R+ için ω(u) = u ∈ R+ olduğundan ω(u)≥ 0 dır.

ωq2) w ≥ u ise ω(u)+w−u = ω(w)+w−u olduğundan ω(u) = ω(w) dir.
w < u ise ω(u)+0 = ω(w)+0 olduğundan ω(u) = ω(w) olur.

Örnek 2.17. X = R+×R+ üzerinde tanımlanan ve ağırlık fonksiyonu ω(u,w) = u olan

q((u1,w1),(u2,w2)) =

√
(u1 −u2)2 +(w1 −w2)2 +u2 −u1

2

fonksiyonu ağırlıklı quasi metriktir (Künzi ve Vajner, 1994).

Uyarı 2.18. Görülebilir ki her metrik ağırlıklı quasi metriktir (Vitolo, 1999). Ancak her quasi
metrik bir ağırlıklı quasi metrik belirtmek zorunda değildir (Matthews, 1994).

Örnek 2.19. X = {u,w,z} kümesi için,

q(u,w) = 0,q(w,u) = 2,q(u,z) = 1,q(z,u) = 1,q(w,z) = 3,

q(z,w) = 0,q(u,u) = q(w,w) = q(z,z) = 0

ile tanımlanan q : X ×X → R+ fonksiyonu bir quasi metriktir. Fakat ağırlıklı değildir. Kabul
edelim ki ω : X →R+ fonksiyonu q için bir ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda (2.2) eşitliği
göz önüne alındığında
ω(u) = ω(z),ω(w)+ 3 = ω(z) ve ω(w)+ 2 bulunur. Bu denklem sisteminin çözümü olmadı-
ğından ω bir ağırlık fonksiyonu olamaz.

Önerme 2.20. (X ,q) quasi metrik uzayı ağırlıklıdır ancak ve ancak her u,w,z ∈ X için

q(u,w)+q(w,z)+q(z,u) = q(u,z)+q(z,w)+q(w,u)

ve her t ∈ X için Tt = {q(t,u)−q(u, t)|u ∈ X} kümesinin alttan sınırlı olmasıdır (Vitolo, 1999).

Tanım 2.21. (X ,q) bir quasi metrik uzay olsun. u ∈ X ve ε > 0 olmak üzere

1) Bq(u,ε) = {w ∈ X : q(u,w)< ε}

2) Bq[u,ε] = {w ∈ X : q(u,w)≤ ε}

ile tanımlanan kümelere sırasıyla u merkezli ε yarıçaplı açık yuvar ve kapalı yuvar denir (Matt-
hews, 1994).
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Önerme 2.22. Bir (X ,q) quasi metrik uzayında her u,w elemanı için

q(u,w) = 0 ⇔ u ≤q w

ile tanımlanan ≤q bir kısmi sıralama bağıntısıdır (Matthews, 1994).

İspat.

1) q(u,u) = 0 olduğundan u ≤q u olduğu açıktır.

2) u ≤q w ve w ≤q u olsun. Bu durumda q(u,w) = 0 ve q(w,u) = 0 olup u = w dir.

3) q(u,w) = 0 ve q(w,z) = 0 ise q(u,w)≤ q(u,z)+q(w,z)

0 ≤ q(u,z)+0 olduğundan q(u,z) = 0 elde edilir. Yani, u ≤q w ve w ≤q z ise u ≤q z dir.

Tanım 2.23. X ̸= /0 ve p : X ×X → R+ fonksiyonu her u,w,z ∈ X için

p1) p(u,u)≤ p(u,w)

p2) u = w ⇔ p(u,u) = p(u,w) = p(w,w)

p3) p(u,w) = p(w,u)

p4) p(u,z)≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)

özelliklerini sağlıyor ise p fonksiyonuna X kümesinde bir kısmi metrik ve (X , p) ikilisine de
kısmi metrik uzay denir (Matthews, 1994).

Uyarı 2.24. Her metrik bir kısmi metriktir ancak tersi her zaman doğru değildir (Matthews,
1994).

Gerçektende d fonksiyonu X üzerinde bir metrik olmak üzere;

p1) d(u,u) = 0 ≤ d(u,w) olduğu görülür.

p2) u=w olsun. O halde d(u,u)= 0,d(u,w)= 0,d(w,w)= 0 dır. Buradan d(u,u)= d(u,w)=

d(w,w) sağlanır. Aksine d(u,u) = 0,d(u,w) = 0,d(w,w) = 0 ise u = w dir.

p3) d(u,w) = d(w,u) olduğu görülür.

p4) d(z,z) = 0 olduğundan d(u,z)≤ d(u,w)+d(w,z)−d(w,w) olduğu görülür.
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Eğer p(u,w) = 0 ise p1, p2 aksiyomlarından u = w elde edilir. Ancak u = w ise p(u,w) = 0
olmak zorunda değildir. Çünkü u = w ise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olup, sıfıra eşit olmak
zorunda değildir.

Örnek 2.25. Her u,w ∈ R+ için p(u,w) = max{u,w} ile tanımlanan p : R+×R+ → R+ fonk-
siyonu R+ üzerinde bir kısmi metriktir (O’Neill, 1995).
Gerçekten de p fonksiyonunun p1 − p4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

p1) p(u,u) = max{u,u}= u ≤ max{u,w}= p(u,w) dir.

p2) p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olsun. max{u,u}=max{u,w}=max{w,w} olur. Dolayısıyla
u = w olur. u = w ise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olduğu görülür.

p3) p(u,w) = max{u,w}= max{w,u}= p(w,u) olduğundan p3 aksiyomu sağlanır.

p4) p(u,z) ≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w) olduğunu gösterelim. u,w,z nin birbirine göre du-
rumlarını ele alalım. Öncelikle u ≤ w ≤ z olsun. Bu durumda

p(u,z) = max{u,z} ≤ max{u,w}+max{w,z}−max{w,w}

= p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)

olur. Diğer durumlarda da p4 aksiyomunun sağlandığı benzer şekilde görülebilir. O halde p

fonksiyonu bir kısmi metriktir.

Örnek 2.26. Her u,w ∈R− için p(u,w) =−min{u,w} şeklinde tanımlanan p : R−×R− →R+

fonksiyonu R− üzerinde bir kısmi metriktir (O’Neill, 1995).

Gerçekten de p fonksiyonunun p1 − p4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

p1) min {u,w} ≥ u olduğundan −u ≤−min{u,w} dir. O halde
p(u,u) =−u ≤−min{u,w}= p(u,w) dir.

p2) p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olsun. −u =−w olduğundan u = w elde edilir.
u = w ise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olduğu açıktır.

p3) p(u,w) =−min{u,w}=−min{w,u}= p(w,u) olduğundan p3 aksiyomu sağlanır.

p4) p(u,z) ≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w) olduğunu gösterelim. u,w,z nin birbirine göre du-
rumlarını ele alalım. Öncelikle u ≤ w ≤ z olsun. O halde

p(u,z) =−min{u,z} ≤ −min{u,w}−min{w,z}+min{w,w}

= p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)

olmaktadır. Diğer durumlarda da p4 aksiyomunun sağlandığı benzer şekilde görülebilir.
Dolayısıyla p fonksiyonu bir kısmi metriktir.
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Örnek 2.27. X = [0,1]∪ [2,3] kümesi üzerinde

p(u,w) =

max{u,w}, {u,w}∩ [2,3] ̸= /0

|u−w| {u,w} ⊂ [0,1]

ile beraber (X , p) bir kısmi metrik uzaydır (Chi vd., 2012).

Gerçekten de p fonksiyonunun p1 − p4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

p1) {u,w}∩ [2,3] ̸= /0 ⇒ p(u,u) = max{u,u} = u ≤ max{u,w} = p(u,w) olur ve {u,w} ⊂
[0,1]⇒ p(u,u) = |u−u|= 0 ≤ |u−w|= p(u,w) elde edilir.

p2) u = w olsun. {u,w}∩ [2,3] ̸= /0 ⇒ p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olur. {u,w} ⊂ [0,1] ⇒
p(u,u)= p(u,w)= p(w,w)⇒|u−u|= 0 dır. {u,w}∩[2,3] ̸= /0⇒ p(u,u)= u ve p(w,w)=

w dir. Buradan u = w olur. {u,w} ⊂ [0,1]⇒ p(u,u) = |u−u|= 0, p(w,w) = |w−w|= 0
ve p(u,w) = |u−w|= 0 olur. Dolayısıyla u = w dir.

p3) {u,w}∩ [2,3] ̸= /0 ⇒ p(u,w) = max{u,w} = max{w,u} = p(w,u) dir. {u,w} ⊂ [0,1]⇒
p(u,w) = |u−w|= |w−u|= p(w,u) elde edilir.

p4) {u,w}∩ [2,3] ̸= /0 ise

max{u,z} ≤ max{u,w}+max{w,z}−max{w,w}

= p(u,w)+ p(w,z)+−p(w,w)

olur. {u,w} ⊂ [0,1] ise

p(u,z) = |u− z|= |u− z+w−w|

= |u−w+w− z|

≤ |u−w|+ |w− z|

= |u−w|+ |w− z|− |w,w|

= p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)

elde edilir. Dolayısıyla p fonksiyonu bir kısmi metriktir.

Örnek 2.28. X = R ve her u,w için p(u,w) = emax{u,w} ile verilsin. (X , p) bir kısmi metrik
uzaydır.

Gerçekten de p fonksiyonunun p1 − p4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

p1) max{u,u} ≤ max{u,w} dir. Buradan emax{u,u} ≤ emax{u,w} ⇒ p(u,u)≤ p(u,w) dir.

p2) u = w ise
emax{u,u} = eu
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emax{u,w} = eu

emax{w,w} = ew = eu dir. O halde p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) dir. p(u,u) = p(u,w) =

p(w,w) olsun. Bu durumda
emax{u,u} = emax{u,w} = emax{w,w}

eu = emax{u,w} = ew

u = max{u,w}= w

u = w dir.

p3) emax{u,w} = p(u,w) = emax{w,u} = p(w,u) olur.

p4) max{u,z} ≤ max{u,w}+ max{w,z} − max{w,w} olmak üzere emax{u,z} ≤ emax{u,w} +

emax{w,z}− emax{w,w} olur. Bu durumda p(u,z)≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w) olur.

O halde p fonksiyonu bir kısmi metriktir.

Örnek 2.29. X = {[k, l] : k, l ∈ R,k ≤ l} kümesi üzerinde tanımlanan

p([k, l], [m, n]) = max{l, n} - min{k,m}

ile tanımlanan p fonksiyonu bir kısmi metriktir (Karapınar ve Yüksel, 2011).

Gerçekten de p fonksiyonunun p1 − p4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

p1) p([k, l], p[k, l])=max{l, l}−max{k,k}= l−k≤max{k, l}−min{m,n}= p([k, l], p[m,n])

olur.

p2) [k, l] = [m,n] olsun.
p([k, l], [k, l]) = max{l, l}−min{k,k}= l − k

p([k, l], [m,n]) = max{l,n}−min{k,m}= l − k

p([m,n], [m,n]) = max{n,n} − min{m,m} = n − m = l − k olur. Yani p([k, l], [k, l]) =

p([k, l], [m,n]) = p([m,n], [m,n]) olur.
p([k, l], [k, l]) = p([k, l], [m,n]) = p([m,n], [m,n]) ise l − k = p([k, l], [m,n]) = n−m olur.
Buradan [k, l] = [m,n] elde edilir.

p3) p([k, l], [m,n]) = max{l,n}−min{k,m}= max{n, l}−min{m,k}= p([m,n], [k, l])

p4)

p([k, l], [m,n]) = max{l,n}−min{k,m}

= max{l + f − f ,n+ f − f}−min{k+ e− e,m+ e− e}

≤ max{l, f}+max{ f ,n}−max{ f , f}−min{k,e}−min{e,m}+min{e,e}

= max{l, f}−min{k,e}+max{ f ,n}−min{e,m}− (max{ f , f}−min{e,e}

= p([k, l], [e, f ]+ p([e, f ], [m,n])− p([e, f ], [e, f ]).
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Aksiyomlar sağlandığından p fonksiyonu bir kısmi metriktir.

Tanım 2.30. (X , p) bir kısmi metrik uzay, w ∈ X , ε > 0 olmak üzere

1) Bp(w,ε) = {u ∈ X |p(u,w)< ε},

2) Bp[w,ε] = {u ∈ X |p(u,w)≤ ε} ile tanımlanan kümelere sırasıyla w merkezli ε yarıçaplı
açık yuvar ve kapalı yuvar denir (Matthews, 1992).

Önerme 2.31. Bir (X , p) kısmi metrik uzayında p : X ×X →R ve ≤p⊂ X ×X olmak üzere her
u,w elemanı için

u ≤p w ⇔ p(u,u) = p(u,w)

ile tanımlanan ≤p bir kısmi sıralama bağıntısıdır (Matthews, 1994).

İspat.

1) Her u ∈ X için p(u,u) = p(u,u) olduğundan u ≤p u olduğu açıktır.

2) u ≤p w ve w ≤p u olsun. p3 aksiyomundan p(u,w) = p(w,u) = p(w,w) ve p2 aksiyomun-
dan u = w olduğu görülür.

3) u ≤p w ve w ≤p z olsun. Bu durumda p(u,u) = p(u,w) ve p(w,w) = p(w,z) olur. p4

aksiyomundan p(u,z) ≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w) dir. Buradan p(u,z) ≤ p(u,u) olur.
p1 aksiyomundan p(u,z) = p(u,u) yani u ≤p z dir.
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3. METRİK, KISMİ METRİK VE QUASİ METRİK ARASINDAKİ İLİŞKİLER

Tezin bu bölümünde metrik, kısmi metrik, ve quasi metrik yapıların arasındaki ilişkiye
yer verilmiştir.

Önerme 3.1. (X , p) bir kısmi metrik uzay ve her u,w ∈ X için

dp(u,w) = 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w) (3.1)

ile tanımlanan ve ağırlık fonksiyonu ω(u) = p(u,u) olan dp fonksiyonu X üzerinde bir ağırlıklı
metriktir (Matthews, 1994).

İspat.

d1) p1 ve p2 aksiyomlarından p(u,u) ≤ p(u,w) ve p(w,w) = p(u,u) dir. Yani dp(u,w) ≥ 0
dır.

d2) d(u,w) = 0 olsun. Bu durumda
dp(u,w) = 0 ⇒ 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w) = 0
⇒ 2p(u,w) = p(u,u)+ p(w,w)

⇒ 2p(u,w) = p(u,u)+ p(u,u)∧2p(u,w) = p(w,w)+ p(w,w)

⇒ 2p(u,w) = 2p(u,u)∧2p(u,w) = 2p(w,w)

⇒ p(u,w) = p(u,u) = p(w,w)

⇒ u = w elde edilir. Tersine u = w olduğunu kabul edelim ve d(u,w) = 0 olduğunu
gösterelim.

dp(u,w) = 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w)

= 2p(u,w)− p(u,w)− p(u,w)

= 2p(u,w)−2p(u,w)

= 0

olur.

d3) d(u,w) = d(w,u) olduğunu gösterelim.

dp(u,w) = 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w)

= 2p(w,u)− p(w,w)− p(u,u)

= d(w,u)

olur.

d4) d(u,z)≤ d(u,w)+d(w,z) olduğunu gösterelim.
2p(u,z)− p(u,u)− p(z,z) ≤ 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w)+ 2p(w,z)− p(w,w)− p(z,z)

12



olup 2p(u,z)≤ 2p(u,w)+2p(w,z)−2p(w,w) dir. Böylece p(u,z)≤ p(u,w)+ p(w,z)−
p(w,w) eşitsizliği elde edilir.
O halde her u,w,z ∈ X için d1,d2,d3,d4 aksiyomlarını sağlandığından (X ,d) bir metrik
uzaydır. Şimdi ağırlıklı metrik için gerekli aksiyomları sağlatalım.

ωd1) ω(u) = u ∈ R+ olduğundan ω(u)≥ 0 olur.

ωd2) 2p(u,w)− p(u,u)− p(w,w)≥ p(u,u)− p(w,w) dir. Buradan p(u,w)≥ p(u,u) yani d(u,w)≥
ω(u)−ω(w) dir.

Örnek 3.2. p : R+×R+ →R+ ve p(u,w) = max{u,w} ile tanımlanan kısmi metrikten üretilen

dp(u,w) = 2max{u,w}−u−w

fonksiyonu Önerme 3.1 gereği bir metriktir.

d1) 2max{u,w}−u−w ≥ 0 olduğu açıktır.

d2) u = w ise 2max{u,u}− u− u = 0 ve 2max{w,w}−w−w = 0 dır. Tersine d(u,w) = 0
olsun. 2max{u,w}−u−w = 0 ise u = w dir.

d3) 2max{u,w}−u−w = 2max{w,u}−w−u yani d(u,w) = d(w,u) olur.

d4) Kabul edelim ki d(u,w) > d(u,z)+ d(w,z) olsun. Bunun sonucunda 2max{u,w}− u−
w > 2max{u,z}−u− z+2max{w,z}−w− z elde edilir. Bu eşitsizlikte 6 durum söz ko-
nusudur ve bu durumlar incelendiğinde her biri için bir çelişki elde edildiğinden d(u,w)≤
d(u,z)+d(w,z) olur.

Önerme 3.3. (X ,d,ω) bir ağırlıklı metrik uzay olsun.

pd(u,w) =
d(u,w)+ω(u)+ω(w)

2

ile tanımlanan pd : X ×X → R+ fonksiyonu X üzerinde bir kısmi metriktir (Matthews, 1994).

İspat.

p1)
d(u,u)+ω(u)+ω(u)

2 ≤ d(u,w)+ω(u)+ω(w)
2 ⇒ p(u,u)≤ p(u,w) olduğu görülür.

p2) p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olsun.
d(u,u)+2ω(u)

2
=

d(w,w)+2ω(w)

2
=

d(u,w)+ω(u)+ω(w)

2
d(u,u)+2ω(u) = d(w,w)+2ω(w) = d(u,w)+ω(u)+ω(w). O halde u = w dir. Tersine
u = w ise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olduğu görülür.
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p3) p(u,w) =
d(u,w)+ω(u)+ω(w)

2
=

d(w,u)+ω(w)+ω(u)

2
= p(w,u)

p4)
d(u,z)+ω(u)+ω(z)

2
≤

d(u,w)+ω(u)+ω(w)

2
+

d(w,z)+ω(w)+ω(z)

2
− d(w,w)−2ω(w)

2

d(u,z) + ω(u) + ω(z) ≤ d(u,w) + ω(u) + ω(w) + d(w,z) + ω(w) + ω(z)− d(w,w)−
2ω(w)

d(u,z)≤ d(u,w)+d(w,z)−d(w,w)

Verilen aksiyomlar sağlandığından pd bir kısmi metriktir.

Önerme 3.4. (X , p) bir kısmi metrik uzay olsun. Her u,w ∈ X için

qp(u,w) = p(u,w)− p(u,u) (3.2)

ile tanımlanan qp : X ×X → R+ fonksiyonu X üzerinde bir quasi metriktir. u ∈ X için ω(u) =

p(u,u) alındığında qp fonksiyonu X üzerinde ağırlıklı quasi metriktir (Matthews, 1994).

İspat. İlk olarak qp nin bir quasi metrik olduğunu gösterelim.

q1) p1 aksiyomundan p(u,u)≤ p(u,w) dir. Bu durumda 0 ≤ qp(u,w) dir.

q2) u = w ise qp(u,u) = p(u,u)− p(u,u) = 0 ve p(w,w)− p(w,w) = 0 olur.
qp(u,w) = p(u,w)− p(u,u) = 0 olduğundan p(u,w) = p(u,u) dır. Ayrıca qp(w,u) =

p(w,u)− p(w,w) = 0 ve p(w,u) = p(w,w) dır. O halde p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) dır.
Yani u = w dir.

q3) p(u,z)− p(u,u)≤ p(u,w)− p(u,u)+ p(w,z)− p(w,w)

p(u,z)≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w) olur.
Daha sonra ağırlıklı quasi metrik aksiyomlarını inceleyelim.

ωq1) ω(u)≥ 0 olduğundan ωq1 aksiyomu görülür.

ωq2) p(u,u)+ p(u,w)− p(u,u) = p(w,w)+ p(w,u)− p(w,w)

p(u,w) = p(w,u). Dolayısıyla ω(u)−ω(w) = qp(w,u)−qp(u,w) dir.

O halde qp fonksiyonu bir ağırlıklı quasi metriktir.

Örnek 3.5. p : R−×R− →R+ ve p(u,w) =−min{u,w} ile tanımlanan kısmi metrikten üreti-
len qp = R−×R− → R+ olmak üzere

qp(u,w) = p(u,w)− p(u,u) =−min{u,w}+u
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fonksiyonu Önerme 3.4 gereği bir quasi metriktir. Gerçekten de q1 −q3 koşullarının sağlandığı
aşağıdaki şekilde görülür.

q1) q(u,w)≥ 0 olduğu tanımdan açıktır.

q2) q(u,w) = q(w,u) = 0 olsun. Bu durumda q(u,w) = −min{u,w}+ u = 0 ve q(w,u) =

−min{w,u}+w= 0 olduğundan u=w dir. Tersine u=w olsun. Bu durumda −min{u,w}+
u = 0 dır. Yani q(u,w) = q(w,u) = 0 dır.

q3) Kabul edelim ki q(u,z) > q(u,w) + q(w,z) olsun. Bunun sonucunda −min{u,z}+ u >

−min{u,w}+ u−min{w,z}+w elde edilir. Bu eşitsizlikte 6 durum söz konusudur ve
bu durumlar incelendiğinde her biri için bir çelişki elde edildiğinden q(u,z) ≤ q(u,w)+

q(w,z) olur.

Önerme 3.6. (X ,q,ω) bir ağırlıklı quasi metrik ve her u,w ∈ X için

pq(u,w) = q(u,w)+ω(u)

ile tanımlanan pq : X ×X → R+ fonksiyonu X üzerinde bir kısmi metriktir (Matthews, 1994).

İspat.

p1) q1 aksiyomundan 0 ≤ q(u,w) dir. ω(u)≤ q(u,w)+ω(u) olur. Yani p(u,u)≤ p(u,w) dir.

p2) u = w ise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olduğu görülür. Tersine p(u,u) = p(w,w) = p(u,w)

olsun. q1 aksiyomundan ω(u)= q(u,w)+ω(u)=ω(w)dir. Buradan wq tanımından ω(u)=

q(u,w)+ω(u) = q(w,u)+ω(w) = ω(w) dir. O halde q(u,w) = q(w,u) = 0 dır. q2 aksi-
yomundan u = w elde edilir.

p3) wq tanımından q(u,w)+ω(u) = q(w,u)+ω(w) dir. Yani p(u,w) = p(w,u) olur.

p4) q2 ve q3 aksiyomlarından

q(u,z)≤ q(u,w)+q(w,z)dir.

q(u,z)+ω(u)≤ q(u,w)+ω(u)+q(w,z)+ω(y)−ω(y)

p(u,z)≤ p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)

dir.

Dolayısıyla pq fonksiyonu bir kısmi metriktir.
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Örnek 3.7. X =R+×R+ ile tanımlanan ve ağırlık fonksiyonu ω(u,w)= u olan q((u1,w1),(u2,w2))=√
(u1 −u2)2 +(w1 −w2)2 +u2 −u1

2
ağırlıklı quasi metrikten üretilen

pq(u,w) = pq((u1,w1),(u2,w2)) = u1 +

√
(u1 −u2)2 +(w1 −w2)2 +u2 −u1

2

fonksiyonu Önerme 3.6 gereği bir kısmi metriktir.

Önerme 3.8. (X , p) bir kısmi metrik uzay olsun. Her u,w ∈ X için

dp(u,w) = max{p(u,w)− p(u,u), p(u,w)− p(w,w)}

ile tanımlanan dp : X ×X → R+ fonksiyonu X üzerinde bir metriktir (Chi vd., 2012).

İspat.

d1) p1 ve p2 aksiyomlarından p(u,u)≤ p(u,w)⇒ p(u,u)− p(u,w)≥ 0 ve p(w,w)≤ p(u,w)⇒
p(u,w)− p(w,w)≥ 0 olup dp(u,w) = max{p(u,w)− p(u,u), p(u,w)− p(w,w)} ≥ 0 elde
edilir.

d2) u = w olsun. Bu durumda dp(u,w) = max{p(u,w)− p(u,u), p(u,w)− p(w,w)}’dir. Dola-
yısıyla max{0,0}= 0 olur. Aksine dp(u,w)= 0 olsun. Buradan dp(u,w)=max{p(u,w)−
p(u,u), p(u,w)− p(w,w)}= 0’dir. p(u,w)− p(u,u)= 0 ise p(u,w)= p(u,u) ve p(u,w)−
p(w,w) = 0 ise p(u,w) = p(w,w) olur. Yani u = w dir.

d3) p3 aksiyomundan

dp(u,w) = max{p(u,w)− p(u,u), p(u,w)− p(w,w)}

= max{p(w,u)− p(w,w), p(w,u)− p(w,w)}

= dp(w,u)

olduğu görülür.

d4) p4 aksiyomu kullanılarak

d(u,z) = max{p(u,z)− p(u,u), p(u,z)− p(z,z)}

≤ max{p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)− p(u,u), p(u,w)+ p(w,z)− p(w,w)− p(z,z)}

= max{p(u,w)− p(u,u), p(u,w)− p(w,w)}+max{p(w,z)− p(w,w), p(w,z)− p(z,z)}

= p(u,w)+ p(w,z)

elde edilir.

Dolayısıyla dp fonksiyonu bir metriktir.
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4. BENZERLİK METRİĞİ

Bu bölümde benzerlik metrik uzay kavramı verilerek metrik uzay ile arasındaki ilişkiler
incelenmiştir. Daha sonraki bölümde ise benzerlik metrik uzayının quasi metrik uzay ve kısmi
metrik uzay ile arasındaki ilişkiler verilecektir.

Tanım 4.1. X boştan farklı bir küme ve s : X ×X → R fonksiyonu verilsin. Her u,w,z ∈ X için

s1) s(u,w) = s(w,u)

s2) s(u,u) ≥ 0

s3) s(u,w)≤ s(u,u)

s4) s(u,w)+ s(w,z)≤ s(u,z)+ s(w,w)

s5) s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)⇔ u = w

aksiyomları sağlanıyor ise s fonksiyonuna X üzerinde bir benzerlik metriği ve (X ,s) bir benzer-
lik uzayı denir. Verilen tanıma bakarak şunu söyleyebiliriz metrik uzayların aksine iki eleman
birbirine benzedikçe s(u,w) değeri büyür. Ayrıca her u,w∈X için |s(u,w)| ≤ 1 ise s (normalize)
benzerlik metriği denir (Chen vd., 2009).

Önerme 4.2. s1(u,w) ≥ 0 ve s2(u,w) ≥ 0 iki benzerlik metriği verilsin. s1(u,w)+ s2(u,w) bir
benzerlik metriğidir (Chen vd., 2009).

İspat. s1(u,w) ve s2(u,w) fonksiyonları benzerlik metriği olduğundan aşağıdaki aksiyomları
sağlar:

s1) s1(u,w)+s2(u,w)= s1(w,u)+s2(w,u) yani s1(u,w)= s1(w,u) ve s2(u,w)= s2(w,u) olur.

s2) s1 ve s2 benzerlik metriği olduğundan ve s2 aksiyomundan s(u,u) ≥ 0 vardır. O halde
s1(u,u)+ s2(u,u)≥ 0 olduğu açıktır.

s3) s1(u,w) ve s2(u,w) fonksiyonları benzerlik metriği olduğundan s1(u,w) ≤ s1(u,u) ve
s2(u,w) ≤ s2(u,u) olur. Buradan iki eşitsizlik toplandığında s3 aksiyomunun sağlandığı
açıktır.

s4) s1(u,w) ve s2(u,w) fonksiyonları benzerlik metriği olduğundan s1(u,w)+s1(w,z)≤ s1(u,z)+

s1(w,w) ve s2(u,w)+ s2(w,z) ≤ s2(u,z)+ s2(w,w) olur. Buradan iki eşitsizlik toplandı-
ğında s4 aksiyomunun sağlandığı açıktır.

s5) u = w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olduğu görülür. s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olsun. Bu
durumda s1(u,u)+ s2(u,u) = s1(w,w)+ s2(w,w) = s1(u,w)+ s2(u,w) olduğundan u = w

olur.
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Örnek 4.3. X boş kümeden farklı sonlu kümelerin bir ailesi olsun. A,B ∈ X için

s(A,B) = |A∩B|

ile tanımlı s : X ×X → R fonksiyonu bir benzerlik metriğidir (Chen vd., 2009).

Gerçekten de s fonksiyonunun s1 − s5 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

s1) |A∩B|= |B∩A| olduğundan s1 aksiyomunun sağlandığı açıktır.

s2) Her A için |A| ≥ 0 olduğundan s2 aksiyomunun görülür.

s3) A∩B ⊂ A olup, |A∩B| ≤ |A| olduğu görülür.

s4) s4 aksiyomunun sağlandığı bir Venn şeması yardımıyla görülür.

s5) A = B ise s(A,A) = s(B,B) = s(A,B) olduğu açıktır. s(A,A) = s(B,B) = s(A,B) olsun. Bu
durumda |A|= |B|= |A∩B| olduğundan A = B olur.

Dolayısıyla s fonksiyonu bir benzerlik metriğidir.

Örnek 4.4. X boş kümeden farklı sonlu kümelerin bir ailesi olsun. A,B ∈ X için

s(A,B) =
|A∩B|

max{|A|, |B|}

ile tanımlı s : X ×X → R fonksiyonu bir benzerlik metriğidir (Chen vd., 2009).

Örnek 4.5. İstatistikten bilinen Jaccard indeksi X kümesinden alınan sonlu A ve B kümeleri
arasındaki benzerliği ölçer ve

J(A,B) =
|A∩B|
|A∪B|

ile gösterilir. Bu X üzerinde bir benzerlik metriği ve (X ,J) bir benzerlik uzayıdır (Chen vd.,
2009) (Rozinek ve Mares, 2021).

Ayrıca yapılan çalışmalarda benzerlik ve uzaklık birbiri ile ilişkilendirilmiştir (Elzinga,
2014) (Chen vd., 2009). Örneğin (X ,d) bir metrik uzay olsun. Her u,w ∈ X ve sabit bir t ∈ X

için

s(u,w) = d(u, t)+d(w, t)−d(u,w)

fonksiyonu bir benzerlik metriğidir.
Benzerlik metriği ve metrik (uzaklık) arasındaki ilişkiler aşağıda verilmiştir.
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Tanım 4.6. (X ,d) bir metrik uzay olmak üzere her u,w ∈ X için d(u,w)≤ 1 ise d fonksiyonuna
(normalize) metrik denir (Alhajjar ve Lefèvre, 2019).

Önerme 4.7. d fonksiyonu (normalize) uzaklık metriği ise, 1 - d (normalize) benzerlik metri-
ğidir. Eğer s fonksiyonu, s(u,w)≥ 0 ve s(u,u) = 1 olan (normalize) benzerlik metriği ise 1− s

(normalize) metriktir (Alhajjar ve Lefèvre, 2019).

İspat. İlk olarak s = 1−d nin bir normalize benzerlik metriği olduğunu gösterelim.

s1) 1−d(u,w) = 1−d(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.

s2) 1−d(u,u)≥ 0 olduğu açıktır.

s3) d(u,w)≥ d(u,u) olduğundan ;
−d(u,w)≤−d(u,u)

1−d(u,w)≤ 1−d(u,u) elde edilir.

s4) d(u,w)+d(w,z)≥ d(u,z)+d(w,w) olsun.
−d(u,w)−d(w,z)≤−d(u,z)−d(w,w)

1−d(u,w)+1−d(w,z)≤ 1−d(u,z)+1−d(w,w)

s5) u = w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olduğu açıktır. Tersine s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

olsun. Bu durumda 1−d(u,u) = 1−d(w,w) = 1−d(u,w) olduğundan u = w dir. Şimdi
(normalize) benzerlik metriği olması için gerekli aksiyomumuzu gösterelim ve bunuda s∗

olarak tanımlayalım.
s∗ = s(u,w)≤ 1
d(u,w)≤ 1
−d(u,w)≥−1
1−d(u,w)≥ 0
1 ≥ d(u,w).

Aksiyomların sağlandığı görülür. Dolayısıyla bir normalize benzerlik metriğidir.
Şimdi d = 1− s fonksiyonunun (normalize) metrik olduğunu gösterelim.

d1) 1− s(u,w)≥ 0 s fonksiyonun tanımından açıktır.

d2) 1− s(u,w) = 0 ise u = w dir. Tersine u = w ise 1− s(u,u) = 0 dır.

d3) 1− s(u,w) = 1− s(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.

d4) s(w,w)+ s(u,z)≥ s(u,w)+ s(w,z)

−s(w,w)− s(u,z)≤−s(u,w)− s(w,z) olur.
1− s(u,z)≤ 1− s(u,w)+1− s(w,z) elde edilir.
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Şimdi (normalize) metrik olması için gerekli aksiyomumuzu gösterelim ve bunu da d∗

olarak tanımlayalım.
d∗ = d(u,w)≤ 1
s(u,w)≤ 1
−s(u,w)≥−1
1− s(u,w)≥ 0
1 ≥ s(u,w)

Aksiyomların sağlandığı görülür. Dolayısıyla bir normalize metriktir.

Önerme 4.8. (X ,s) bir benzerlik metrik uzayı olmak üzere her u,w ∈ X için

ds(u,w) =
s(u,u)+ s(w,w)

2
− s(u,w)

ile tanımlanan ds fonksiyonu bir metriktir (Chen vd., 2009).

İspat.

d1) s2 ve s3 aksiyomlarından

ds(u,w) =
s(u,u)+ s(w,w)

2
− s(u,w) =

s(u,u)− (u,w)+ s(w,w)− s(u,w)

2
≥ 0

olduğu görülür.

d2) Eğer u = w ise dp(u,w) = 0 dır. Tersine dp(u,w) = 0 ise s(u,u)+ s(w,w)−2s(u,w) = 0
olur. s(u,u) ≥ s(u,w) ve s(w,w) ≥ s(u,w) olduğundan s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir.
Dolayısıyla u = w dir.

d3)

ds(u,w) =
s(u,u)+ s(w,w)−2s(u,w)

2

=
s(w,w)+ s(u,u)−2s(w,u)

2

ds(w,u) =
s(w,w)+ s(u,u)

2
− s(w,u)

d4)
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ds(u,z) =
s(u,u)+ s(z,z)−2s(u,z)

2

≤
s(u,u)+ s(z,z)+2s(w,w)−2s(u,w)−2s(w,z)

2

=
s(u,u)+ s(w,w)−2s(u,w)

2
+

s(w,w)+ s(z,z)−2s(w,z)

2
= ds(u,w)+ds(w,z).

Verilen aksiyomlar sağlandığından dp bir metriktir.

Önerme 4.9. (X ,s) bir benzerlik metrik uzayı olsun.

ds(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)}− s(u,w)

fonksiyonu bir metriktir (Chen vd., 2009).

İspat.

d1) s3 ve s5 aksiyomlarından s(u,u),s(w,w) ≥ s(u,w) dir. O halde max{s(u,u),s(w,w)}−
s(u,w)≥ 0 olacağı açıktır. Dolayısıyla ds(u,w)≥ 0 bulunur.

d2) ds(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)} − s(u,w) = 0 olsun. Bu durumda s5 aksiyomu gereği
s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olduğundan u = w dir. Tersine u = w olsun. s5 aksiyomun-
dan ds(u,w) = 0 dır.

d3) ds(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)}− s(u,w) = max{s(w,w),s(u,u)}− s(w,u) = ds(w,u)

d4) ds(u,z) = max{s(u,u),s(z,z)}− s(u,z) ve ds(u,w) + ds(w,z) = max{s(u,u),s(w,w)}−
s(u,w)+max{s(w,w),s(z,z)}− s(w,z) s3 ve s4 aksiyomlarından sağlandığı görülür.

Dolayısıyla ds fonksiyonu bir metriktir.

Örnek 4.10. X boş kümeden farklı sonlu kümelerin bir ailesi olsun. A,B ∈ X için s(A,B) =

|A∩B| benzerlik metriğinden üretilen

ds(A,B) = max{|A|, |B|}− |A∩B|

fonksiyonu Önerme 4.9 gereği bir metriktir.

Önerme 4.11. (X ,d) bir metrik uzay ve m ≥ 1 olmak üzere herhangi bir sabit o ∈ X için

sd(u,w) =
d(u,o)+d(w,o)

m
−d(u,w)

fonksiyonu bir benzerlik metriğidir (Chen vd., 2009).
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İspat.

s1) sd(u,w) =
d(u,o)+d(w,o)

m
−d(u,w)

=
d(w,o)+d(u,o)

m
−d(w,u)

= sd(w,u)

s2) sd(u,w) =
d(u,o)+d(u,o)

m
−d(u,u)

=
2d(u,o)

m
−d(u,u)

=
2d(u,o)

m
≥ 0

s3) sd(u,u) =
2d(u,o)

m
−0

sd(u,w) =
d(u,o)+d(w,o)

m
−d(u,w)

sd(u,u)≥ sd(u,w)

s4)
1

m
(d(u,o)+d(z,o))−d(u,z)≥

1

m
(d(u,o)+d(w,o)+d(w,o)+d(z,o)−d(w,o)−d(w,o))

−d(u,w)−d(w,z)+d(w,w)

d(u,w)+d(w,z)≥ d(u,z)+d(w,w)

s5)
2d(u,o)

m
−d(u,u) =

2d(w,o)

m
−d(w,w) =

d(u,o)+d(w,o)

m
−d(u,w)

d(u,u) = d(w,w) = d(u,w)⇒ u = w

u = w ⇒
2d(u,o)

m
−d(u,u) =

2d(w,o)

m
−d(w,w) =

d(u,o)+d(w,o)

m
−d(u,w)

sd(u,u) = sd(w,w) = sd(u,w)

O halde sd fonksiyonu bir benzerlik metriğidir.

Örnek 4.12. s : X ×X → R (normalize) benzerlik metriği ve her u ∈ X için s(u,u) = 1 olsun.
Bu durumda

ds : X ×X → R ve ds(u,w) =
1

2
(1− s(u,w))

fonksiyonu bir (normalize) metriktir (Chen vd., 2009).

Gerçekten de ds fonksiyonunun m1 −m4 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

d1) ds(u,w) =
1

2
(1− s(u,w))

⇒−1 ≤ s(u,w)≤ 1
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⇒ 1 ≥−s(u,w)≥−1
⇒ 2 ≥ 1− s(u,w)≥ 0

⇒ 1 ≥
1

2
(1− s(u,w))≥ 0

⇒ 0 ≤
1

2
(1− s(u,w))≤ 1

d2) ds(u,w) =
1

2
(1− s(u,w))

⇒ 0 =
1

2
(1− s(u,w))

⇒ 0 = 1− s(u,w)

⇒ 1 = s(u,w)

⇒ u = w

u = w ⇒
1

2
(1− s(u,w) = 0

⇒ 1− s(u,w) = 0
⇒ ds(u,w) = 0

d3) ds(u,w) =
1

2
(1− s(u,w))

⇒
1

2
(1− s(w,u)) = ds(w,u)

d4) s(u,w)≥ s(u,z)+ s(w,z)− s(w,w)

⇒−s(u,w)≤−s(u,z)− s(w,z)+ s(w,w)

⇒ 1− s(u,w)≤ 1− s(u,z)+1− s(w,z)+1− s(w,w)

⇒
1

2
(1− s(u,w)≤

1

2
((1− s(u,z)+(1− s(w,z))

⇒
1

2
(1− s(u,w)≤

1

2
(1− s(u,z)+

1

2
(1− s(w,z))

⇒ ds(u,w)≤ ds(u,z)+ds(w,z)

Dolayısıyla ds fonksiyonu bir metriktir. Şimdi ds fonksiyonunun bir (normalize) metrik
olduğunu gösterelim.
d∗ = ds(u,w)≤ 1
⇒−1 ≤ s(u,w)

⇒ 1 ≥−s(u,w)

⇒ 2 ≥ 1− s(u,w)

⇒ 1 ≥
1

2
(1− s(u,w)

⇒ ds(u,w)≤ 1

Örnek 4.13. X ̸= /0 üzerinde tanımlanan s(u,w) = e−d(u,w) fonksiyonu bir (normalize) benzerlik
metriğidir (Chen vd., 2009).
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Gerçekten de d fonksiyonunun s1 − s5 aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür :

s1) d2 aksiyomundan e−d(u,w) = e−d(w,u) dir.

s2) s(u,u) = 0
⇒−s(u,u) = 0
⇒ e−d(u,u) = e0 = 1

s3) s(u,w)≥ 0
⇒−s(u,w)≤ 0
⇒ e−d(u,w) ≤ e0 = 1
⇒ e−d(u,w) ≤ 1
⇒ e−d(u,u) ≥ e−d(u,w)

s4) s(u,z)≤ s(u,w)+ s(w,z)− s(w,w)

s(u,z)+ s(w,w)≤ s(u,w)+ s(w,z)

−s(u,z)− s(w,w)≥−s(u,w)− s(w,z)

e−d(u,z)+ e−d(w,w) ≥ e−d(u,w)+ e−d(w,z)

s5) e−d(u,u) = e−d(w,w) = 1 = e−d(u,w) ⇔−s(u,w) = 0
⇔ s(u,w) = 0
⇔ u = w olur. Tersine u = w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir. s1 − s5 aksiyomları sağ-
landığından d bir benzerlik metriğidir. Şimdi (normalize) benzerlik metriği olması için
gerekli koşulu sağlatalım.
s∗ = |s(u,w)| ≤ 1
⇒ s(u,w)≥ 0
⇒−s(u,w)≤ 0
⇒ e−d(u,w) ≤ e0

⇒ e−d(u,w) ≤ 1
⇒ |e−d(u,w)| ≤ |1|.

s fonksiyonu bir (normalize) benzerlik metriğidir.
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5. BENZERLİK METRİĞİNİN KISMİ METRİK VE QUASİ METRİK İLE İLİŞ-
KİLERİ

Tezin bu bölümünde diğer çalışmalardan farklı olarak benzerlik metriğinin kısmi metrik
ve quasi metrik ile ilişkileri incelenmiş ve çeşitli örnekler verilmiştir.

Önerme 5.1. (X ,s) bir benzerlik uzayı ve qs : X ×X → R olmak üzere her u,w ∈ X için

qs(u,w) = s(u,u)− s(u,w)

ile tanımlanan (X ,qs) ikilisi quasi metrik uzaydır.

İspat.

q1) s2 aksiyomundan görülür.

q2) Her u,w ∈ X için qs(u,w) = qs(w,u) = 0 ise qs(u,w) = s(u,u)− s(u,w) = 0 ve qs(w,u) =

s(w,w)− s(w,u) = 0 dır. Yani s3 aksiyomundan s(u,u) = s(u,w) = s(w,w) elde ederiz ve
dolayısıyla s4 aksiyomundan u = w elde ederiz. Ayrıca bunun terside açıktır.

q3) Tüm u,w ∈U için s5 aksiyomu kullanılarak aşağıdaki gibi sonuç elde edilir.

qs(u,z) = s(u,u)− s(u,z)

≤ s(u,u)− [s(u,w)+ s(w,z)− s(w,w)

= s(u,u)− s(u,w)+ s(w,w)− s(w,z)

= qs(u,w)+qs(w,z)

Dolayısıyla qs bir quasi metriktir.

Örnek 5.2. s :R×R→ [0,∞) olmak üzere s(u,w) =min{u,w}−u−w ile tanımlanan benzerlik
metriğinden üretilen

qs(u,w) = w−min{u,w}

fonksiyonu Önerme 5.1 gereği bir quasi metriktir. s fonksiyonunun (q1 − q3) aksiyomlarını
sağladığı aşağıda görülür :

q1) q(u,w)≥ 0 olduğu tanımdan açıktır.

q2) u=w olsun. Bu durumda u−min{u,u}= 0 olduğundan q(u,w) = q(w,u) = 0 dır. Tersine
q(u,w) = q(w,u) = 0 olsun. Bu durumda q(u,w) = w−min{u,w}= 0 dır. O halde u = w

dir.
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q3) Kabul edelim ki q(u,z)> q(u,w)+q(w,z) olsun. Bunun sonucunda w−min{u,z}> w−
min{u,w}+w−min{w,z} elde edilir. Bu eşitsizlikte 6 durum söz konusudur ve bu du-
rumlar incelendiğinde her biri için bir çelişki elde edildiğinden q(u,z)≤ q(u,w)+q(w,z)

olur.

Dolayısıyla qs fonksiyonu bir quasi metriktir.

Uyarı 5.3. Herhangi bir u,w ∈ X için s(u,w)< M olacak şekilde M ∈ R varsa, o zaman

ωs(u) = M− s(u,u)

fonksiyonu aslında (X ,qs) için bir ağırlık fonksiyonudur. Böylece bir M elemanının varlığında,
bir s fonksiyonundan ağırlıklı quasi metrik elde edilebilir. Sonuç olarak, normalize bir benzerlik
metriğinden ağırlıklı quasi metrik elde edilebilir.

Örnek 5.4. X boş kümeden farklı sonlu kümelerin bir ailesi olmak üzere s : X ×X → R için

s(A,B) = |A∩B|

fonksiyonunun bir benzerlik metriği olduğu Örnek 4.4 te belirtilmiştir.
Üstelik X in elemanları sonlu kümeler olduğundan sup{|A| : A ∈ X} < ∞ olur. Bu sayıya M

diyelim. Önermemiz sonucunda X üzerinde

q(A,B) = s(A,A)− s(A,B)

= |A∩A|− |A∩B|= |A|− |A∩B|= |A\B|

fonksiyonu Önerme 5.1 ve Uyarı 5.3 gereği ω(A) = M− s(A,A) = M−|A| ile birlikte bir ağır-
lıklı quasi metrik uzaydır.

q1) |A\A|= | /0|= 0 olduğundan q1aksiyomu sağlanır.

q2) A = B ⇒ q(A,B) = q(B,A) = 0 olduğu görülür. Tersine q(A,B) = q(B,A) = 0 olsun.
q(A,B) = |A\B|= 0. Yani A ⊂ B ve q(B,A) = |B\A|= 0 olduğundan B ⊂ A. Dolayısıyla
A = B olur.

q3) q3 aksiyomunun sağlandığı bir Venn şeması yardımıyla görülebilir.
Daha sonra ağırlıklı quasi metrik aksiyomlarımızı gösterelim.

wq1) ω(A) tanımından açıktır.

wq2) A = (A\B)∪ (A∩B) ve |A|= |A\B|+ |A∩B|
B = (B\A)∪ (A∩B) ve |B|= |B\A|+ |A∩B| dir. Buradan
M−|A|+ |A\B|= M−|B|+ |B\A| olur. |A| ve |B| eşitlikleri yerine konulursa
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= −|A\B|+ |A∩B|+ |A\B|=−|B\A|+ |A∩B|+ |B\A| yani
ω(A)+q(A,B) = ω(B)+q(B,A) olur.

Örnek 5.5. X boş kümeden farklı sonlu kümelerin bir ailesi olsun. A,B ∈ X için

s(A,B) =
|A∩B|

max{|A|, |B|}

ile tanımlı s : X ×X → R fonksiyonu bir benzerlik metriği olduğu Örnek 4.5 de belirtilmiştir.
Burada her A,B ∈ X için s(A,B)≤ 1 olduğu görülebilir. Diğer yandan, s(A,A) = 1 dir. Böylece
Önerme 5.1 gereği

qs(A,B) = s(A,A)− s(A,B) = 1− s(A,B)

fonksiyonu Önerme 5.1 ve Uyarı 5.3 gereği X üzerinde bir quasi metrik olup, M = 1 için
ωs(A) = M− s(A,A) = 0 ağırlık(sabit) fonksiyonu ile birlikte (X ,qs,ωs) bir ağırlıklı quasi met-
rik uzaydır.

Ancak bir quasi metrikten bir benzerlik metriği elde etmek mümkün olmayabilir. Bunu
yapabilmek için (X ,q) üzerinde bir ağırlık fonksiyonuna da ihtiyacımız vardır.

Önerme 5.6. (X ,q,ωq) ağırlıklı quasi metrik uzay olsun. sq(u,w) : X ×X → R bir fonksiyon
ve u,w ∈ X için

sq(u,w) = ωq(u)−q(w,u)

(X ,sq) bir benzerlik metrik uzayıdır.

İspat.

s1) q2 aksiyomundan ve ω tanımından görülür.

s2) Tüm u,w ∈ X q1 ve q2 aksiyomlarını kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz:

sq(u,u)− sq(u,w) = ϕq(u,w)−q(u,u)−ωq(u)+q(w,u)≥ 0.

s3) Tüm u,w ∈ X için (2.2) koşulunu kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz :

sq(u,w)− sq(w,u) = ωq(u)−q(w,u)−ωq(u)+q(u,w)

= ωq(u)−ωq(w)−q(w,u)+q(u,w)

= q(w,u)−q(u,w)+q(w,u)−q(u,w)

= 0
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s4) Tüm u,w,z ∈ X ve q2 ve q3 aksiyomlarını kullanarak aşağıdaki sonucu elde ederiz :

sq(u,z) = ωq(u)−q(z,u)

≥ ωq(u)− [q(z,w)+q(w,u)]

= ωq(u)−q(w,u)+ωq(w)−q(z,w)−ωq(w)−q(w,w)

= sq(u,w)+ sq(w,z)− sq(w,w)

s5) Eğer her u,w ∈ X için sq(u,u) = sq(u,w) ise ωq(u) = ωq(u)−q(w,u) olur ve dolayısıyla
q(w,u) = 0 elde ederiz. Benzer şekilde eğer sq(w,w) = sq(u,w) ise s3 aksiyomunu kul-
lanırsak, o zaman ωq(w) = ωq(w)− q(u,w) ve dolayısıyla q(u,w) = 0 olur. Böylece q2

aksiyomundan u = w elde ederiz. Ayrıca bunun tersi de açıktır.

Dolayısıyla sq bir benzerlik metriğidir.

Örnek 5.7. X =R+×R+ ile tanımlanan ve ağırlık fonksiyonu ω(u,w)= u olan q((u1,w1),(u2,w2))=√
(u1 −u2)2 +(w1 −w2)2 +u2 −u1

2
ağırlıklı quasi metrikten üretilen

sq(u,w) = sq((u1,w1),(u2,w2)) = u1 −
√

(u2 −u1)2 +(w2 −w1)2 +u1 −u2

2

fonksiyonu Önerme 5.6 gereği bir benzerlik metriğidir. Gerçektende sq fonksiyonunun benzer-
lik metriği aksiyomlarını sağladığı aşağıda görülür:

s1) sq(u,w) =
u1+u2−

√
(u2−u1)2+(w2−w1)2

2 = u2+u1−
√

(u1−u2)2+(w1−w2)2

2 = sq(w,u) dir.

s2)
u1+u1−

√
(u1−u1)2+(w1−w1)2

2 = u1 > 0 olduğundan s2 aksiyomu sağlanır.

s3) u = (u1,w1),w = (u2,w2) ∈ R+×R+ olmak üzere
√

(u2−u1)2+(w2−w1)2

2 = A dersek bu-
radan A fonksiyonunu koordinat ekseninde göstericek olursak dik kenarları |u1 − u2| ve
|w1 −w2| olan dik üçgenin hipotenüsüdür. O halde A+u1 −u2 ≥ 0 olduğu görülür. Yani
s3 aksiyomunun sağlandığı görülür. Benzer şekilde s4 ve s5 aksiyomlarının da sağlandığı
görülür. Dolayısıyla sq fonksiyonu bir benzerlik metriğidir.

Uyarı 5.8. Yukarıdaki gösterime bakarak, benzerlik metriği sq dan quasi metrik qsq fonksiyo-
nunu oluşturarak, gerçektende q nun eşleniği olan q∗ elde edilmiştir. Yani qsq = q∗ dır. Ayrıca
her u,w ∈ X için sq(u,w) < M eşitsizliğini sağlayan bir M varsa ωsq = M−ωq dir.

s fonksiyonu X üzerinde tanımlı bir benzerlik metriği olmak üzere

d(u,w) = s(u,u)+ s(w,w)−2s(u,w)
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fonksiyonu bir metriktir (Rozinek ve Mares, 2021).
Dolayısıyla aşağıdaki sonucu söyleyebiliriz:

Sonuç 5.1. (X ,s) bir benzerlik metrik uzay ve ds = qs +q∗s olmak üzere

ds(u,w) = s(u,u)+ s(w,w)−2s(u,w)

fonksiyonu bir metriktir.

Önerme 5.9. (X , p) bir kısmi metrik olsun. sp : X ×X → R bir fonksiyon ve her u,w ∈ X için

sp(u,w) = p(u,u)+ p(w,w)− p(u,w)

sağlanıyor ise (X ,sp) benzerlik metrik uzayıdır.

İspat. qp : X ×X → R+olmak üzere her u,w ∈ X için

qp(u,w) = p(u,w)− p(u,u)

fonksiyonunun bir ağırlıklı quasi metrik olduğu Önerme 3.4 de verilmiştir. Önerme 5.6 dan

s(u,w) = ωq(u)−q(w,u)

fonksiyonu bir benzerlik metriğidir. Dolayısıyla s(u,w) = p(u,u)+ p(w,w)− p(u,w) dir.

Örnek 5.10. p : R+×R+ → R+ ve p(u,w) = max{u,w} olmak üzere bu kısmi metrikten üre-
tilen benzerlik fonksiyonu sp : R2 → R olmak üzere

sp(u,w) = u+w−max{u,w}

fonksiyonu Önerme 5.9 gereği bir benzerlik metriğidir.

s1) u+w−max{u,w}= w+u−max{w,u} yani s(u,w) = s(w,u)

s2) s(u,u)≥ 0 olduğu tanımdan açıktır.

s3) 2 durum söz konusudur. Bu durumları inceleyecek olursak 1. durumumuz max{u,w}= u

ise s(u,w)= u+w−u=w olur. 2. durumumuz max{u,w}=w ise s(u,w)= u+w−w= u

olur ve s(u,u) = u+u−u = u olur. Dolayısıyla s(u,w)≤ s(u,u) dir.

s4) Kabul edelim ki s(u,w)+s(w,z)> s(u,z)+s(w,w) olsun. Bunun sonucunda w+max{u,z}>
max{u,w}+max{w,z} elde edilir. Bu eşitsizlikte 6 durum söz konusudur ve bu durumlar
incelendiğinde her biri için çelişki elde edildiğinden s(u,w)+ s(w,z) ≤ s(u,z)+ s(w,w)

dir.
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s5) u = w olsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olduğu açıktır. s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

olsun. w = u = u+w−max{u,w} yani u = w olur.

Dolayısıyla sp fonksiyonu bir benzerlik metriğidir.

Önerme 5.11. (X ,s) bir benzerlik uzayı ve M ∈R olmak üzere keyfi u,w ∈ X için s(u,w)< M

olsun. ps : X ×X → R ve her u,w ∈ X için

ps(u,w) = M− s(u,w) (5.1)

ile tanımlanan (X , ps) bir kısmi metrik uzaydır.

İspat. Önerme 5.1 ve Uyarı 5.3 de belirtildiği gibi (X ,qs,ω) uzayı

qs(u,w) = s(u,u)− s(u,w) ve ω(u) = M− s(u,u)

olan ağırlıklı quasi metriktir. O halde Önerme 5.6 dan qs ye karşılık gelen p kısmi metrik,

p(u,w) = ω(u)+qs(u,w)

olur. Dolayısıyla p(u,w) = M− s(u,w) olur.

Örnek 5.12. A ve B kümeleri sonlu kümeler olmak üzere

J(A,B) =
|A∩B|
|A∪B|

fonksiyonunun bir benzerlik metriği olduğu Örnek 4.5 da belirtilmiştir. Burada A ve B kümeleri
sonlu olduğundan J(A,B) < M olacak şekilde bir M ∈ R sayısının var olduğu görülebilir. O
halde bir benzerlik fonksiyonunun varlığında üretilen

ps(u,w) = M− |A∩B|
|A∪B|

fonksiyonu Önerme 5.11 gereği bir kısmi metriktir.

Önerme 5.13. p : X ×X → [0, 1] olsun ve s = 1-p olarak tanımlansın. p fonksiyonunun bir
kısmi metrik olması için gerek ve yeter koşul s fonksiyonunun bir benzerlik metriği olmasıdır.
(Alhajjar ve Lefèvre, 2019).

İspat. p bir kısmi metrik olsun. u,w,z ∈ X olmak üzere

s1) s(u,w) = 1− p(u,w) = 1− p(w,u) = s(w,u)
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s2) s(u,u) = 1− p(u,u)≥ 0 dır. Çünkü p(u,u)≤ 1 ⇔ 1− p(u,u)≥ 0

s3) ∀u,w ∈ X için p(u,u) ≤ p(u,w) olduğu bilinmektedir. Dolayısıyla 1 − p(u,u) ≥ 1 −
p(u,w) dir. Buradan s(u,u)≥ s(u,w) dir.

s4) p(u,z)+ p(w,w)≤ p(u,w)+ p(w,z)

⇔−(p(u,z)+ p(w,w))≥−(p(u,w)+ p(w,z))

⇔ 1− p(u,z)+1− p(w,w)≥ 1− p(u,w)+1− p(w,z)

⇔ s(u,z)+ s(w,w)≥ s(u,w)+ s(w,z)

s5) u = w için s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olduğu açıktır. Şimdi s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

olduğunda u = w olduğunu gösterelim. Bu hipotez bize aşağıdaki eşitliği verir.

1− p(u,u) = 1− p(w,w) = 1− p(u,w)

Buradan p(u,u) = p(w,w) dir. O halde u = w dir. Dolayısıyla p fonksiyonu bir kısmi
metrik ise s nin bir benzerlik metriğidir. Şimdi s fonksiyonunun bir benzerlik metriği
olduğunu varsayalım ve p fonksiyonunun bir kısmi metrik olduğunu gösterelim.

p1) p(u,u)− p(u,w) = s(u,w)− s(u,u)≤ 0 olduğu bilinmektedir. Buradan p(u,u)≤ p(u,w)

dir.

p2) p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olur. Dolayısıyla
u = w dir. u = w ⇒ p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olduğu görülür.

p3) 1− p(u,w) = 1− p(w,u) yani p(u,w) = p(w,u) olur.

p4) s(u,z)+ s(w,w)≥ s(u,w)+ s(u,z)

⇔−(s(u,z)+ s(w,w))≤−(s(u,w)+ s(w,z))

⇔ 1− s(u,z)+1− s(w,w)≤ 1− s(u,w)+1− s(w,z)

⇔ p(u,z)+ p(w,w)≤ p(u,w)+ p(w,z)

Buradan s fonksiyonu bir benzerlik metriği ise p fonksiyonu bir kısmi metriktir.

Önerme 5.14. p : X ×X → R ve p(u,u)≤ 0 olsun. Her u ∈ X için s = -p olarak tanımlansın. p

fonksiyonunun bir kısmi metrik olması için gerek ve yeter koşul s fonksiyonunun bir benzerlik
metriği olmasıdır (Alhajjar ve Lefèvre, 2019).

İspat.

s1) p fonksiyonu simetrik olduğu için s fonksiyonu simetriktir.

s2) s(u,u) =−p(u,u) ∈ R+.
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s3) s(u,u) =−p(u,u)≥−p(u,w) = s(u,w)

s4) s(u,w)+ s(w,z) =−(p(u,w)+ p(w,z))≤−(p(u,z)+ p(w,w)) = s(u,z)+ s(w,w) dir.

s5) u = w ise bu durumda s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir.
s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olsun. O halde −p(u,u) = −p(w,w) = −p(u,w) dir. Bu du-
rumda p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olur. Dolayısıyla u = w dir. Dolayısıyla p fonksiyonu
bir kısmi metrik ise s fonksiyonu bir benzerlik metriğidir. Tersi de geçerlidir. Yani s fonk-
siyonu bir benzerlik metriği ise p fonksiyonu bir kısmi metriktir.
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