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BEYAN

"Baz1 Lineer Olmayan Kismi Diferansiyel Denklemler ve Tam Co6ziim Yontemleri' adli
yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uy-
dugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak
atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi
bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya bagka bir iiniversitede bagka bir tez calis-
masi1 olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii

hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.
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ON SOz

Bu tez, Bilecik Seyh Edebali Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisiit Matematik Ana-
bilim Dali’nda yiiriitiilen yiiksek lisans calismam kapsaminda hazirlanmistir. Calismam bo-
yunca, matematiksel modelleme, analitik ¢6ziim yontemleri ve kismi diferensiyel denklemler
tizerine yogunlasarak, ozellikle lineer olmayan sistemlerin ¢oziimiine yonelik 6nemli analizler

gerceklestirdim.

Tezimin hazirlanmasi siirecinde, bilgi ve deneyimleriyle bana rehberlik eden ve her asa-
mada destegini esirgemeyen danismanim Sayin Dr. Ogr. Uyesi Ilker Burak Giresunlu’ya en
derin siikranlarim1 sunuyorum. Ayrica, bu siiregte manevi desteklerini hep yanimda hissettigim
aileme ve arkadaslarima tesekkiir ederim. Calismam boyunca katkida bulunan tiim akademis-

yenlere ve destek saglayan kurumlara minnettarim.

Bu tezde, lineer olmayan kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in gelistirilen yon-
temlerin etkinligi degerlendirilmis ve bu yontemlerin bilimsel katkilar1 vurgulanmigtir. Calig-
mamin, ilgili literatiire katki saglayacagina ve bu alanda ileride yapilacak arastirmalara 151k

tutacagina inaniyorum.

Bu siire¢ boyunca gosterdigim caba ve kararlilikla kendimi gelistirme firsati buldugum
icin gurur duyuyorum. Bilgi birikimimle sonraki akademik ¢alismalarima daha saglam adim-

larla devam etmeyi hedefliyorum.

Yakup Yanardag
ool o/2025



OZET

BAZI LINEER OLMAYAN KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE TAM
COZUM YONTEMLERI

Bu tezde, optik fiberlerde 151k darbelerinin yayilimint modelleyen ve dordiincii merte-
beden dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklem ele alinmistir. S6z konusu denklem,
dogrusal olmayan terimler ve yiiksek mertebeden dispersiyon etkilerini icermesi nedeniyle ol-
dukca karmagik bir yapiya sahiptir. Optik fiber sistemlerinde veri iletimi, soliton olusumu ve
solitonlarin dinamik davraniglarinin anlagilmasi i¢in 6nemli bir matematiksel ¢erceve sunmak-
tadir. Bu nedenle, denklemin tam c¢oziimlerinin elde edilmesi hem teorik hem de uygulamali

bilimler acisindan biiyiik onem tasimaktadir.

Denklemin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi icin literatiirde sistematik ve etkili yontem-

ler olarak bilinen ii¢ farkli yontem kullanilmistir: Sardar alt denklem yontemi, Riccati-Bernoulli
GI

kG'+G+r

siyel denklemlerin ¢oziimiinde siklikla kullanilan giiclii tekniklerdir. Calisma kapsaminda, bu

yontemi ve ( ) -genigleme yontemi. Bu yontemler, dogrusal olmayan kismi diferan-
yontemler ile yeni ve 6zgiin tam ¢oziimler tiiretilmigtir. Elde edilen ¢oziimler, yalnizca matema-
tiksel olarak 6nemli sonuglar sunmakla kalmamais, ayn1 zamanda optik fiberlerde soliton davra-
niglarinin modellenmesi, plazma fiziginde elektromanyetik dalgalarin yayiliminin anlagilmasi
ve fiber optik teknolojilerinin gelistirilmesi gibi cesitli bilimsel alanlarda uygulama potansiyeli

gostermistir.

Elde edilen analitik ¢oziimlerin fiziksel anlami, baz1 6zel ¢oziimlere ait grafikler aracili-
giyla gorsellestirilmistir. Bu grafikler, soliton davraniglarinin zamana ve mekana bagl evrimini
aciklamakta kritik bir rol oynamistir. Coztimlerin pratik dogrulugunu ve bilimsel 6nemini vur-
gulayan bu gorsellestirmeler, dogrusal olmayan fenomenlerin daha derinlemesine anlagilmasina

katkida bulunmustur.

Sonug olarak, bu ¢alisma, zorlu yapiya sahip bir denklemin tam ¢oziimlerini sunarak,
dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemler ve bunlarin ¢esitli bilimsel ve miihendislik

uygulamalarina yonelik literatiire onemli bir katki saglamaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tam Coziimler, Kismi Diferansiyel Denklemler, Optik Solitonlar, Sardar

/
Alt Denklem Yontemi, < G

m) -genigleme Yontemi, Riccati-Bernoulli Yontemi.
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ABSTRACT

SOME NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS AND METHODS OF
EXACT SOLUTION

The present study concerns a fourth-order nonlinear partial differential equation that
models the propagation of light pulses in optical fibers. The equation is notable for its inclu-
sion of nonlinear terms and higher-order dispersion effects, which give rise to a highly complex
structure. The equation thus provides a significant mathematical framework for understanding
data transmission, soliton formation, and the dynamic behavior of solitons in optical fiber sys-
tems. Consequently, the identification of exact solutions to this equation is of great importance

in both theoretical and applied sciences.

In order to derive exact solutions to the equation, three different methods were emplo-
yed, which are widely recognized in the literature for their systematic and effective approach.
These methods comprised the Sardar Sub-equation method, the Riccati-Bernoulli method, and
the (#@) - expansion method. These techniques are powerful tools frequently used for
solving nonlinear partial differential equations.Within the scope of this study, novel and origi-
nal exact analytical solutions were obtained using these methods. The solutions obtained offer
valuable mathematical insights and demonstrate their applicability in various scientific fields,
including the modeling of soliton behavior in optical fibers, the understanding of electromag-

netic wave propagation in plasma physics, and the advancement of fiber optic technologies.

The physical significance of the analytical solutions was elucidated through graphs of
specific solutions. These visualizations play a critical role in explaining the spatiotemporal evo-
lution of soliton behaviors. The graphs thus underscore the practical accuracy and scientific
significance of these solutions, thereby contributing to a more profound comprehension of non-

linear phenomena.

In summary, the present study provides precise solutions to a complex equation and ma-
kes a significant contribution to the existing literature on nonlinear partial differential equations

and their diverse applications in scientific and engineering disciplines.

Keywords: Exact Solutions, Partial Differential Equations, Optical Solitons, Sardar Sub-Equation

/
Method, (M) -Expansion Method, Riccati-Bernoulli Method.
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1. GIRIS

Diferansiyel denklemler, tiirevler ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi ifade eden
matematiksel araglardir. Bu denklemler, fiziksel, biyolojik ve miihendislik sistemlerini modelle-

mek i¢in kritik bir role sahiptir. Genel olarak, bir diferansiyel denklem su sekilde ifade edilebilir:

dy d*y
F(xt%E’E,) =0. (11)

Burada x bagimsiz degisken, y bagimli degisken ve %, y’nin tiirevini ifade etmektedir. Diferan-
siyel denklemler, bir sistemin mevcut durumu ile bu sistemin zaman veya uzaydaki davranisi
arasindaki iligkiyi tanimlar. Bu denklemler, 6zellikle fiziksel ve biyolojik sistemlerin analizi ve
modellemesinde onemli bir yere sahiptir( Bluman ve Kumei, 1989 Hirota, 20043 [bragimov,

2023 Strachan, 1992).

Diferansiyel denklemler, 17. yiizyilda Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in
caligmalariyla matematiksel analizde 6nemli bir yer kazanmigtir. Newton’un hareket yasalari,
diferansiyel denklemlerin fiziksel sistemlerdeki kullanimini baglatmistir. 18. ve 19. yiizyillarda
Euler, Lagrange ve Fourier gibi matematikcilerin katkilariyla diferansiyel denklemler, bilim-
sel ve mithendislik uygulamalarinda temel araclar haline gelmistir(|Bluman ve Kumei, 1989

Hirota, 2004).

Bu donemde, diferansiyel denklemler genellikle fiziksel sistemlerin davranigini model-
lemek icin kullanilmustir. Ozellikle Newton’un ikinci hareket yasasi olan F = ma, diferansi-
yel denklemlerin fiziksel sistemlere uygulanmasinin ilk 6rneklerinden biri olarak kabul edilir.
Euler’in hidrodinamikteki ¢caligmalari, akigkanlar mekanigi ile diferansiyel denklemlerin bagini
kurmusgtur. Fourier ise 1s1 iletimi problemlerini inceleyerek kismi diferansiyel denklemlerin te-

mellerini atmistir( Ibragimov, 2023)).

Diferansiyel denklemler, lineer ve lineer olmayan olarak iki ana kategoriye ayrilir. Li-
neer diferansiyel denklemler, ¢6ziim yontemleri acisindan daha basit bir yapiya sahiptir ve ge-
nellikle siiperpozisyon ilkesi ile ¢oziilebilir. Ornegin, asagidaki genel formdaki bir adi diferan-
siyel denklem lineer bir denklemdir:

dzy

T2 P + gy = 1)

+p(X)dx



Burada p(x), ¢(x) ve f(x) fonksiyonlari, x’e bagh katsayilardir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemler ise daha karmagik bir yap1 sergiler ve genellikle
analitik ¢oziimler elde etmek olduk¢a zordur. Bu tiir denklemler, sistemlerin dogrusal olmayan
dogasmi modellemek igin kullamlir. Ornegin:

d’y  dy

W —’—ya = sin(x).

Lineer olmayan denklemler, kaotik davranislar, bifurkasyonlar ve solitonlar gibi bir¢ok ilging
fiziksel olay1 aciklamak icin kullanilir. Bu tiir denklemler, 6zellikle biyoloji, kimya ve miihen-

dislikte karmasik sistemlerin modellenmesinde onemlidir (| Strachan, 1992).

Kismi diferansiyel denklemler (KDD’ler), birden fazla bagimsiz degiskene bagh fonk-
siyonlar1 iceren denklemlerdir. Bu denklemler, genellikle fiziksel olaylarin uzay ve zaman iize-
rindeki degisimlerini modellemek icin kullamilir. Ornegin, 1s1 iletimi, dalga hareketi ve elektro-
manyetik alan teorisi gibi bir¢ok alan KDD’ler ile modellenir.

Ornek bir KDD, dalga denklemi olarak bilinen su denklemdir:

Pu_ L

92 Sor 0

Burada u(x,7) dalga fonksiyonunu, ¢ ise dalganin hizini temsil eder. Bu denklem, akustik, optik

ve su dalgalar1 gibi ¢esitli fiziksel olaylart modellemek icin kullanilir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemler, fiziksel olaylarin yan1 sira kimyasal reaksiyon-

lar ve biyolojik siire¢lerin modellenmesinde kullanilmaktadir. Ornegin:

* Fizik: Optik solitonlarin agiklanmasi, elektromanyetik dalga yayilimi (Hirota, 2004).

* Biyoloji: Genetik mutasyonlarin ve popiilasyon dinamiklerinin modellenmesi (| Ibragi-

mov, 2023)).

* Kimya: Reaksiyon-difiizyon denklemleri ile kimyasal reaksiyonlarin modellenmesi ({|St-

rachan, 1992).

* Miihendislik: Akigkanlar mekanigi ve enerji transfer sistemleri (Cohen ve Kundu|2004{;Pa+

jevic||1995).

Ozellikle soliton teorisi, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin &nemli bir uygulama alamidr.
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Solitonlar, optik fiberlerde veri iletimi, su dalgalarinin dinamigi ve plazma fizik gibi alanlarda

kritik bir rol oynar (Hirota, 2004).

Bu tezde, literatiirde giincel ve popiiler olan tam ¢dziim yontemleri ele alinmig ve bunla-
rin lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi incelenmistir. Bu baglamda, Sar-
dar alt denklem yontemi, <#/G+r> genisleme yontemi ve Riccati-Bernoulli yontemi ince-
lenmistir. Ayrica, bu ¢oziimlerin grafiksel analizleri gerceklestirilerek gorsellestirilmesi saglan-
mustir. Calismanin sonunda, elde edilen sonuglarin literatiirdeki mevcut ¢alismalarla karsilagti-
rilmas1 yapilmis ve bu yontemlerin avantajlar ile sinirlhiliklar tartigilmistir

(Bluman ve Kumei, 19893 Hirota, 20043 Ibragimov, 2023 Strachan, 1992).

Bu baglamda tezde ele alinacak yontemler, literatiirde siklikla kullanilan analitik teknik-
ler olup, fiziksel ve biyolojik modelleme baglaminda genis bir uygulama yelpazesine sahiptir.
Literatiir arastirmasinda elde edilen veriler 1s181nda, farkli matematiksel modeller i¢in onerilen

coziim yontemlerinin etkinligi analiz edilmis ve bu yontemlerin avantajlar1 detaylandirilmisgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezde kullanilan temel tanimlara yer verilmistir.

Diferansiyel denklemler, modern bilimin ve miihendisligin en temel araclarindan biri
olarak, dinamik sistemlerin incelenmesinde ve anlagilmasinda kritik bir rol oynar. Bu denklem-
ler, bir olayin veya sistemin zamana, mekana ya da diger degiskenlere bagl degisimini mate-
matiksel olarak ifade eder ve ¢oziim siiregleriyle gelecekteki davraniglar: tahmin etmeye olanak
tanir. Diferansiyel denklemler, dogadaki siireclerin ¢ogunu anlamlandirmak i¢in kullanilan ma-
tematiksel bir aragtir. Ornegin, fizik alaninda Newton’un hareket yasalari, Maxwell’in elektro-
manyetik denklemleri ve Schrodinger denklemi gibi temel kuramlar, diferansiyel denklemlerin
giiclinii ve Onemini gosterir. Ayni sekilde, miihendislikte akiskanlar mekanigi, 1s1 transferi ve

yapisal analiz gibi bir¢cok alanda bu denklemler vazgec¢ilmezdir.

Diferansiyel denklemlerin kullanimi disiplinler aras1 bir oneme sahiptir. Biyolojide, po-
piilasyon dinamiklerini modellemek, hiicre biiyiimesini incelemek veya salgin hastaliklarin ya-
yilimini anlamak i¢in diferansiyel denklemler kullanilir. Kimyada, reaksiyon hizlarini ve mad-
denin taginimint modelleyen diferansiyel denklemler, endiistriyel siireclerin optimizasyonunda
kritik bir yere sahiptir. Ekonomide ise piyasa dalgalanmalarini, faiz oranlarini veya ekonomik
biiytime siireclerini modellemek icin diferansiyel denklemlerden faydalanilir. Ayrica, sosyal bi-
limlerde insan davranisini, sosyal aglarin dinamiklerini veya yayilim modellerini anlamak i¢in

diferansiyel denklemlerden yararlanilir (Braun ve Golubitsky 1983;Dutta|2016:Murray 2002).

Teknolojideki hizli ilerlemelerle birlikte diferansiyel denklemlerin ¢oziim yontemleri de
biiyiik bir gelisim gostermistir. Ozellikle, yapay zeka ve makine 6grenimi gibi alanlarda kul-
lanilan optimizasyon tekniklerinde, diferansiyel denklemlerin teorisi temel bir rol oynamakta-
dir. Kontrol sistemlerinde, robotik teknolojilerde ve simiilasyon tabanl analizlerde diferansiyel
denklemler, sistemlerin verimli bir sekilde yonetilmesini ve tasarlanmasini saglar. Bu denklem-
lerin ¢6ziimii sayesinde, sistemlerin kararlilig1 analiz edilir, hata oranlart minimize edilir ve

gelecekteki davraniglar ongoriiliir.

Sonug olarak, diferansiyel denklemler yalnizca bir matematik dali degil, ayn1 zamanda
bilim, teknoloji ve mithendisligin temel tagidir. Bu denklemler, dogadaki ve insan yapimi sis-
temlerdeki karmasiklig1 anlamak ve bu sistemlerin nasil ¢alistiZin1 modellemek i¢in bir anahtar

gorevi goriir. Dolayisiyla diferansiyel denklemleri anlamak, ¢6zmek ve uygulamak, hem teorik



hem de uygulamali bilimlerde ilerlemenin 6n kosullarindan biridir.

Tanim 2.1 (Diferansiyel Denklem). Bagimsiz degisken, bagimli degisken ve bagimh degiske-

nin bagimsiz degiskene gore tiirevlerini iceren denkleme diferansiyel denklem denir.

Tanim 2.2 (Adi Diferansiyel Denklem (ADD)). Bir bagimsiz degisken, bagiml degisken (de-
giskenler) ve bagimli de8iskenin (degiskenlerin) bagimsiz degiskenlere gore tiirevlerini iceren

denkleme denir. Genel olarak ADD asagidaki bicimde yazilir:

Flx,y,y, Y, ..y™)=0

Bu ifadede x bagimsiz degisken, y bagiml degisken ve y,y,y”,...y\" tiirevlerdir.

Tamm 2.3 (Kismi Diferansiyel Denklem (KDD)). Iki veya daha fazla bagimsiz degisken, ba-
gimh de8isken (degiskenler) ve bagimli degiskenin (degiskenlerin) bagimsiz degiskenlere gore

tiirevlerini iceren denkleme denir. Bu tiir denklemler genel olarak
F(x>y7t> M, MX7 uya ut7 MXX7 uxya Myy» ) - O

sekilde ifade edilir.
Tanim 2.4 (Mertebe). Bir diferansiyel denklemde en yiiksek tiirevli terimin tiirev sayisina denir.
Tanim 2.5 (Derece). Bir diferansiyel denklemde en yiiksek tiirevli terimin kuvvetine denir.

Tanim 2.6 (Lineerlik). Bir diferansiyel denklemde bagimli degisken ve tiirevlerinin herbiri-
nin ayr1 ayr1 kuvvetlerinin 1 (bir) olmasina denir. Bu terimlerin ¢carpim veya boliim seklinde

olmamasi gerekmektedir.

Diferansiyel denklemler, bir fonksiyon ile onun tiirevleri arasindaki iligskiyi ifade eden
temel matematiksel araclardir ve genellikle lineer ve lineer olmayan olmak iizere iki ana gruba
ayrilir. Lineer olmayan diferansiyel denklemler, bilinmeyen fonksiyonun veya tiirevlerinin
carpimini, yiiksek derecelerini veya karmagik bagintilarini icerir. Ornegin, asagidaki denklem

bir lineer olmayan ADD ornegidir:

y//+y2 —0.



Lineer olmayan denklemler siiperpozisyon ilkesine uymaz ve analitik ¢oziimleri nadiren
bulunur. Céziim yontemleri genellikle daha zordur ve sayisal yontemlere veya yaklagim teknik-
lerine bagvurulur. Ayrica, bu denklemler bifurkasyon, kaos ve karmagsik dinamik davraniglar

gibi zengin matematiksel 6zellikler sergileyebilir.

Lineer ve lineer olmayan denklemler arasindaki bu temel ayrim, ¢oziim yontemlerinin
yant sira modellenen sistemlerin dinamiklerini anlamak agisindan kritik dneme sahiptir. Lineer
denklemler daha basit ve ongoriilebilir sistemleri tanimlarken, lineer olmayan denklemler daha
gercekei, ancak ¢oziimii zorlayici siiregleri kapsar. Bu nedenle, diferansiyel denklemlerin bu iki

sinifi, bilim ve miihendislikte genis bir uygulama yelpazesine sahiptir.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler, bilim ve miithendislikteki pek ¢cok
fenomenin anlagilmasinda kritik bir rol oynar. Ornegin, akiskanlar mekanigi, plazma fizigi, op-

tik fiberler ve biyolojik sistemler gibi bircok uygulama alaninda bu denklemlerden yararlanilir.

Dalga, enerji taginimini saglayan periyodik hareketlerdir. Dalga denklemleri, bu hare-

ketlerin matematiksel modellemesinde kullanilir ve genel olarak su ifadeyi alir:
Uy — Czuxx.

Burada u dalga fonksiyonu, # zaman, x konum ve ¢ dalganin hizidir.

Tanim 2.7 (Soliton). Solitonlar, carpigsma veya diger etkilesimler sirasinda ozelliklerini (sekil,

hiz vb.) koruyabilen 6zel dalga tiirleridir.

Solitonlar, lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin 6nemli ¢oziimlerini

olusturur ve asagidaki gibi bir formda ifade edilebilir:
u(x,t) = Asech?(B(x —ct)).

Burada A dalganin genligini, B genisligini ve ¢ hizim1 temsil eder.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri genellikle periyodik,
kompleks, soliton ve diger 6zel ¢oziimler seklindedir. Ornek olarak, Korteweg-de Vries (KdV)

denklemi, solitonlar1 agiklamak i¢in kullanilan temel modellerden biridir:

ut + auux + buxxx = O



Bu denklemin ¢oziimii, genellikle dalga doniisiimleri ve analitik yontemler kullanilarak elde

edilir.

Tanmim 2.8 (Dengeleme Yontemi). N pozitif tamsayisi, toplam sembolii ile gosterilen tam ¢6-
ziim fonksiyonlarinin {ist sinirin1 belirtir. Lineer olmayan herhangi bir ADD i¢in en yiiksek tii-
revli lineer terim (%) ile en yiiksek dereceli lineer olmayan terim <H (x)? (%) 9) ara-
sinda elde edilen en kiigiik pozitif tamsayidir. a, b, ¢, 0 pozitif tam sayilar olmak iizere H (x) = )?—N
doniisiimii yukarida belirtilen en yiiksek mertebeden tiirevli lineer terim ile en yiiksek dereceden

lineer olmayan terimde yerine yazilarak birbirine esitlenir. Bu esitlik ile
N+a=Nb+06(N+c)
dengeleme esitligi elde edilir.

Lineer olmayan diferansiyel denklemler, karmagik fiziksel, biyolojik ve miihendislik
sistemlerini modellemede 6nemli bir aractir. Bu tiir denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan yon-
temlerin etkinligi, teorik ve uygulamali bilimlerde kritik bir rol oynamaktadir. Bu calismada,
literatiirde sik¢a kullanilan ¢oziim yontemleri ele alinarak, bu yontemlerin temel prensipleri,
uygulama siirecleri ve avantajlar1 detayl bir sekilde incelenecektir. Ozellikle, bu yontemlerin
lineer olmayan diferansiyel denklemlere uygulanabilirligi ve sonuglarin dogrulugu iizerinde du-
rulacaktir. Asagidaki boliimlerde, her bir yontem ayri ayri tanitilarak ¢oziim stirecleri adim adim

aciklanacaktir.



3. YONTEMLER

F(Y7YI‘7YX7YI‘I7YXX7-">:O (31)

lineer olmayan KDD i¢in Y = Y (x,¢) kompleks fonksiyonu, F de, ¥ ve ¥ nin kismi tiirevlerinin

bir polinomu olsun.
Y(x,t) =€ w(n), n=x—ct, E=kx—wt+6 (3.2)

ilerleyen dalga denklemi goz oniine alindiginda c soliton hizini, 8 faz sabitini, w soliton frekan-

sini, k dalga numarasini belirtir. (3.2) degiskeni (3.1)) denkleminde yerine yazildiginda,

Hy,v' v v,  .)=0 (3.3)
bicimindeki ADD ye doniisiir.

3.1. Sardar Alt Denklem Yontemi

Adim 1.
(G'(n))> =GM)* +vG(M)*+B, fu#0 (3.4)
olacak sekilde
N .
w(n) =Y fi(Gn)), (3.5)
i=0

¢ozimii (3.3) denkleminin ¢6ziimii olarak kabul edilir.
Adim 2. (3.3)) denklemi i¢in dengeleme yontemi uygulanarak, pozitif N tam sayis1 elde edilir.

Adim 3. esitligi goz oniinde bulundurularak coziimii denkleminde yerine yazila-
rak, denklemi diizenlendiginde G(1) fonksiyonunun bir polinomu bi¢iminde yazila-
bilir. Bu polinomun her bir teriminin katsayisi sifira esitlenerek bir denklem sistemi elde
edilir. Bu sistemin ¢oziimiinii bulmak ile (3.3)) ADD nin ¢6ziimiinii bulmak ayni anlama

gelmektedir. Dolayisiyla (3.1) KDD nin ¢6ziimii de elde edilmis olur.

Admm 4. (3.4) denkleminin ¢oziimleri agsagidaki gibidir:



Durum (1): y> 0 ve B =0 igin,

G1(n) = £v/—pgysechp,\ /M,

G2(1) = £/pgyceschpg /1.
Durum (2): Yy < 0 ve B =0 igin,

G3(n) = £v —pqysechpg/—YN,

Gs(n) =%y —Pqycschpgy/—YN,

Durum (3): y<O0ve B = é icin,

Gs(n) = %4/ —%/tanhpqﬁ / —%/ ,
Ge(n) = %4/ —%/cothpqﬁ / —%/ )

G7(n) = %4/ —%/(tanhpq\/—Z}/n +iy/pgsechpg\/—2v1),
Gg(n) = %4/ —%/(cothpq\/—Z}/n +i\/pgcschpg\/—2YN),

Go(n) = i\/j%/(tanhpq( —g) + i\ /pgeot g —g)).

Durum (4): y>0ve B = 4

Y Y
Gio(n) = i\gtanhpq,/i ,

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)



Gii(n) = i\/gcothpq, /%/ ,

Gra(m) = [ L ang (/270) & s /27,

Gi3(n) = i\/g(cothpq(\/Z}/n) +\/pgcschyg(+/2yM)),

Gua(n) = = %/(tanhpq( )+ coth g)).
Burada
h N h -z 3.10
secpg(N) = pel 1 ge— M’ csCpg(N) = pell — ge—in’
_ pel—ge N _ pel+qe M
tanhpq(n) = W’ COthpq(n) == pen — qe’n’
__pe—ge™ _pe+qe
tanpq(n) = —ZW, COtpq(n) = lpeirl —qeiin .

3.2, (#@) -Genisleme Yontemi
> Genisleme yontemi, sistematik bir yapiya sahip olup asagidaki gibidir:

Gl
KC+GTr

Adimm 1. (3.3) denkleminin ¢oziimii

N .
y(n) =) sF(n), (3.11)
i=0
formunda olsun. Burada F(n) = <ﬁg+r> ve G(n),
G'(n) = -6 - L6m) - L (3.12)
k k2 k% '
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ikinci mertebeden diferansiyel denklemin ¢6ziimiidiir. Ayrica s; keyfi sabitler, k,y ve A

daha sonra bulunacak sabitlerdir. Dolayisiyla F (1) da

1

F/(n) = (A= 7= (0 + 2y = A)F(1) — 57 (3.13)

denkleminin ¢oziimiidiir.
Adim 2. Dengeleme yontemi ile N pozitif tam sayisi elde edilir.

Adim 3. (3.13) denkleminin ¢oziimleri asagidaki gibidir:

Durum (1): A= A% —4y > 0 oldugunda,

G = —r—l—plezilk(*l*\/g)n + pzezilk(f/pr\/g)n,

olup py ve p; keyfi sabitler olmak iizere r* + p? + p3 # 0 igin,

VAn
ek

— 1A +VA) + pa(A —VA)
kp1(A =24+ VA) +kpa(A —2 — VA)e "

F(n)

[A(p2—p1) —VA(p2+ p1)] sinh %1
+[A(p2+ p1) — VA(p2 — p1)] cosh @)

2k(i—32/3: 1)_2/(@\1&},_1)““}1(\/2%7) , (A=2)(p2—p1) — VA(p2+p1) =0,
Ty ot () - A= 2erp) = VA ) =0,

Durum (2): A= A% — 4y < 0 oldugunda,

- V—A V—A
G:—r—l-e;/:’{plcos( an>+p2sin< 2kn)]’

11



icin

(Ap1 = v/=Ap2)cos <\/;/<An> +(7LP2+\/—_AP1)sin< ;ﬁ”)

F(n)=
K= 20— V=p2)cos (Y51) + k(2 — 2)p2+v/=Ap1)sin (Y21
ve
A =2y VA VA _
o 2k(i—y— 1)+2k(k\_ﬂ’_ 1)tanh<2ik’7> , (A =2)(p2—p1) —VA(p2+p1) =0,
-2y A coth <%> . (A=2)(p2+p1)—VA(pa—p1) =0.

k(A —y—1) 2k(A—y—1)

Adim 4. (3.3) denkleminde (3.13)) esitigi gbz Oniine alinarak (3.11) ¢6ziimii yerine yazildiginda
F (1) nin bir polinomu elde edilir. Tiim katsayilar sifira esitlenerek bir denklem sistemi
ortaya cikar. Bu sistemin ¢6ziimiinii elde etmek icin Maple veya Mathematica gibi mate-

matiksel programlar kullanilabilir.

3.3. Riccati Bernoulli Yontemi

Admm 1. (3.3) denkleminin ¢oziimii i¢in

v =ay* " by + ey (3.14)

Riccati-Bernoulli denkleminin ¢6ziimiinii géz Oniine alalim. Burada a,b,c ve m daha

sonra belirlenecek sabitlerdir.

Denklem (3.14)) kullanilarak asagidaki esitlikler elde edilir:

V' =ab(3—m)y* "+ a2 —m)yP " L mP Y 4 be(m+ 1)y 4 (2ac+ by,

y" = (ab(3 —m)(2—m) VI 2(2—m)(3 - 2m)y " 4 m(2m — 1)y 2

Fhem(m+ 1)y + (2ac +b2)) ¥, (3.15)

Denklem (3.14)) asagidaki gibi ¢éziimlere sahiptir:

12



Durum (1): m =1 i¢in,
W(g) _ Ce(a—l—b—i—c)&‘
Durum(2): m#1,b =0 ve ¢ =0 i¢in

w(E) = (a(m—1)(E+C))mT.

Durum(3): m# 1, b # 0 ve ¢ = 0 igin

1

_ P
w(e)= (2 cerm e
Durum(4): m # 1, a # 0 ve b*> — 4ac < 0 igin
1

w(§) = (—%+ 4“;a—b2tan<(1—m>\ém(é+c)>> =

Ve

ac — b? —m)V4ac — b? o
w(5)=<—%— hac b cot<(1 Wac b <af+c>)> .

Durum(5): m # 1,a # 0 ve b*> —4ac > 0 igin

1

w(E) = (—%——V P (“"”") 252‘4“"<¢+c>)> E

Ve

2 _4ac —m)Vb? —4ac o
(B (1 )

Durum(6): m # 1,a # 0 ve b*> —4ac = 0 igin

Vo)~ (o ‘23)

burada C keyfi bir sabittir.

13



Adm 2. (3.3) denkleminde y nin tiirevleri olan (3.14) ve (3.15) esitlikleri yerine yazilir. Diizen-
lendiginde denklem, y ye bagl bir polinom bi¢iminde yazilabilir. Bu polinomda y nin
her bir katsayisi sifira esitlenerek a, b, d sabitleri elde edilir. Dolasiyla bu sabitler (3.14))

denkleminde yerine yazilarak yukaridaki farkli durumlara gore ¢6ziim aranir.

Uyari1 3.4. ac # 0 ve m = 0 durumunda (3.14) denklemi bir Riccati denklemi olur. a # 0,c =0
ve m # 0 oldugunda ise (3.14) denklemi Bernoulli denklemi olur. Riccati denklemi ve Bernoulli
denklemi (3.14) denkleminin 6zel durumlaridir. Bu nedenle (3.14) denklemi Riccati-Bernoulli

denklemi olarak anilir.

14



4. UYGULAMALAR: TAM COZUMLER
Optik fiberlerdeki optik darbelerin yayilimini tanimlayan

Uyyxx T Oy + U ‘u|2 +v ’M‘4M—|—% ‘u|2uxx+i (ut +Buxxx+ BTX ‘u|2ux> =0 (41)

dordiincii mertebeden dogrusal olmayan kismi diferansiyel denklemi i¢in u(x,¢) iki bagimsiz
degiskenli kompleks degerli bir fonksiyonu, x,u,a,v, denklemin parametreleri ifade eder.

(4.1) denkleminde 1 = x — ct olmak iizere
u(x,t) = P(n)e/&+0) (4.2)

degisken degisimi ile asagidaki reel ve sanal kisimlar elde edilir ki burada ¢, 0,w,k sirasiyla

soliton hizini, faz sabitini, soliton frekansini ve dalga sayisini temsil eder:

2 [P” (0t +6K) + P (KPx + 1) + P (w—3k* — ak®) +vP° + xP'P*+ P | =0 (4.3)

[—8k> — 6Bk +4ak — 2c| P/ + [8k +2B] P* + [4kx + Bx| P°P' =0 (4.4)
(4.4) sanal kismindan agagidaki esitlikler elde edilir:

B = —4k

¢ = 2ka + 8k, (4.5)
(4.5) esitlikleri (4.3) reel kisminda yerine yazilip diizenlenirse
P’ (a+6K*) + P (Px +u) + P (=3 — ak* +w) +vP> + xP'P* + PP =0 (4.6)

denklemi elde edilir.

(@.6) ADD i¢in dengeleme yontemi kullanildiginda

N+4=5N = N=1

15



bulunur.
4.1. (4.6) Denklemi igin Sardar-Alt Denklem Yonteminin Uygulamasi

p=P(n), g =G(n) olmak iizere N = 1 oldugundan

p=fo+fig 4.7

¢oziim olarak kabul edilir. (3.4) g6z Oniine alinarak ¢oziimii (4.6) denkleminde yerine
yazildiginda,

0= ( Fviakf+ 24f1> &+ (Sfofiv+4foft +4fofix) g
+ (103 fiv+ fikP Kk + Fxy+ 202 ik + R+ 12f1K2 4201 +20£17) &°
+ (103 fiv+ 3 fofHkPk + 2 fofixy +3fo fin) &

Sy fiv+3f3fikex+ fafiky—3fik* — o
[k 4+3f3fin+6fik*y+oafiy+ v+ 12Bfi+ fio

_|_

+fov+ fak? i — 3 fok* — afok® + fou + fow (4.8)

elde edilir. (4.8) denklemi g fonksiyonuna gore bir polinom oldugu agik¢a goriilmektedir. Bu

nedenle, bu polinomun her bir katsayis1 sifira esitlenerek asagidaki denklem sistemi bulunur:

0= fov+2xfi +24f

0=>5fofiv+4foft +4fofiK

0= 10fgfiv+ K+ fL kY +2f5 fiic+ fi+ 121l +2a /1 + 201y

0=10f3 fiv+3fo fik* K+ 2fofixy+3fofiu

16



0=>5fy fiv+3fafikok+ fo fiky—3fik* — afik> +3f5 fin + 6 fik*y
+afiy+ AV +12Bfi+ fio

0= fv+ fik*c — 3 fok* — afok® + fiu + fow. (4.9)
(4.9) sistemi Maple yardimu ile ¢oziilerek

f():oa

\/:Fv (£ + VT —280)
fi=7F

v

(£x+vK2—24v) KK - (£x+vK2—24v)u
Yig=— - -

+ 122 + 20

2_
20+ (:tK+\/I1€) 24v) K

<|=

(—x+ VK2 —240))(=8k* K> — 20k? i3 + 144k kv + 400k kv — 4k* K2
+ o Kky — ak’kvu + 12Bx3 +48k>uv 4+ 8auv — 2408 kv + ku?)
+12u% — 240k’ k> + 4160k?y — 48k Kk — 120K

—96k* K% + 1248k*v + 18at?v + 1448 k> — 2400Bv

3 2 _
( PRI o0k (4 VR 2A) + 1282 2OOV)

katsayilar1 elde edilir. Elde edilen bu katsayilar ile asagidaki ¢6ziim siniflar1 bulunur:
Durum (1):

2/ V(—k+ VKT —24V) \/ py (EEH TR UG o)y
P=

KV K2—24v—K2 420V )
\/_ (K2 k1) (—k+V K2—24v)+2(6k2+ 1) v
pe K‘\/K2724V7K2+20V

(—8k3 t—2kaut+x)

\%
7\/7 (2 c+11) (— 1+ K2 —24v) +2(6k2 + ) v
+ge KV K2 —24v—K2420v

(—8k3t—2kout+x)
olmak tizere

17



=8kt — 20Uk 13 + 144k* kv + 40ak* kv
(~rV/22av) —4i P+ a’kv — axiu + 1283
+48K2 v + 8auv — 2408 kv + ku?

i|kx— t+9
—96k* K% — 24ak? K> + 1248k*v + 4160k v

—48k>ku + 1802V — 12aku
+144B K% — 24008V + 12u?

u(x,t) =Pe -

dir.

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.1. (4.10)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (2):

KVK2—24v—K2420V

2\/v <_K+ m) \/pq ((k2K+“)(—K+m)+2(6k2+a)v>

P =

K2 (—r+V K2 —24v ) +2(6k2 +
\/( £ W( Ve V) ( a)v(78k3172kat+x)
pe K‘\/K‘2724V7K‘2+20V

\%

K2 (—r+V K2 —24v ) 42(6k2 +

Y s “)( Ve V) ( a)v(78k3172k(xt+x)
+q€ K‘\/K‘2 —24v—Kk2+20v

olmak tizere

—8k* i3 — 200k? i3 + 144k* kv + 40ak> kv
(/i 2av) —4k2K* U+ o’ kv — ok’ + 1283
+48k* 1V + 8auv — 2408 kv + ku?
i ke 1+
—96k* K2 — 24ak® K2 4 1248k*v + 4160k*v — 48k* Kk

+18a’v — 120k + 144 K% — 24008V + 12u?

u(x,t) =Pel

(4.10)

@.11)
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dir.

(a) Reel

Durum (3):

(b) Sanal

Sekil 4.2. (.11)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

(k2ic+) (VK2 -24v ) +2(6k2 + o) v

K\/K'2 —24v—Kk2420v

(c) Kompleks

(—8Kk3t—2kout-+x)

2

(K2x+u) (= V/k2=24v) +2(6k2+a)v

K\/KZ —24v—Kk24+20v

(—8k31—2kaut+x)

olmak tizere

u(x,t) =Pel

dir.

j | kx—

k2K'+ — K+ K'2—24V ) 6k2+a v
Vi m( )+2( Y i mkares)
VK2 —24v—Kk24+20v
pe 5
(k21<+/,1)(7;<+ "2*24V)+2(6k2+a)v
83—
_ v oV K2 —24v—x2 420V (—8k”t—2kar+x)

+qe .

—8k*K3 — 20k 13 + 144k kv + 400k’ kv
(Vo) Ak 4 ol kY — a4+ 128 K3

482 v + Sauv — 240B kv + ku?

—96k*K? — 24ak? k> + 1248k*v +416ak>v — 48k* kL
+180%v — 120k + 1448 %% — 24008V + 12>

t+6

4.12)
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(a) Reel

(b) Sanal

Sekil 4.3. (4.12)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (4):

vi—k+vi@—aav) | ¢
( )

(k2k+p1) (— kv k2 —24v) +2(6k2+a)v
K\/K2724V7 K2420v

V2

(c) Kompleks

(—8Kk31—2kat+x)

2

(K2 x+p) (VK224 ) 2(6k2+a)v

NN
K'\/K'2724V7 K220V

(—8Kk31—2kar+x)

—qe 2

V24| —

(K2 ) (= v/ K2 =24v ) +2(6k2 +a)v

(—8Kk31—2kar+x)
K'\/K'2 —24v—K24+20v

pe

2

(k2 r+p) ( —x+V K2 —24v ) +2(6k2+ )V
- ( ) (—8k3z—2kat+x)
K\/K2724V7K2+20V

+qe~

olmak tizere

(-xi/iEam)

2

—8k*i3 — 2ak? 13 + 144k* kv + 400k* kv

—4k K%+ o2 kv — ok’ + 1283
+48k> v + 8auv — 2408 kv + ku?

u(x,t) =Pel

dir.

4.2. (#.6) Denklemi I¢in (%

denkleminde p = p (1),

p=so+sif

—96k* K2 — 24ak® K% 4 1248k*v + 4160k*v — 48k* Kk
+18a%v — 120k + 1448 k> — 24008V + 12u?

f = F (n) fonksiyonlari i¢in

146

)-Geni§leme Yonteminin Uygulamasi

4.13)

(4.14)
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(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.4. (4.13)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

¢oziimii kabul edilsin. (3.13) yardimci denklemi g6z oniine aliarak (4.6) denkleminde @.14)

¢Oziimil yerine yazilarak

(wi+2k (A +7+ 1’5 +24(A+7+ 1) ) £

+ [ Svsost + 1 [ s1(A—y—1)(4xAsos1 — 4kKysos) — 4kKsost — 3KkAs] +6Kys® — 602>
€\ +2402%y = 300147° +1207° + 12027 — 36047+ 2407" — 604 +1209)

L (251 (A — y— 1)2(6k* + @k + 2542 — 12047+ 12092 +207))
+ k% (ks3k(A? —6AY+ 67> +27) + 25051 k(A — y— 1)k*(kAso — kyso — kso — 3As1 + 6¥s1)) f?
53 (Kk? +10vs3 + 1)

L(—=(BA —y—1))(—27+1)s1 (6k* + otk® + 512 — 404y + 407> +207)

k

N [ sTr(2kAZso — 12kA yso + 12ky s 4 4kyso + Ays) —277s1) P
e 3y (A — y— 1D)R(—2y+ A)s0?

+5057 (3k* Kk + 10visp> + 311)

& (A2 =6Ay+ 67> +27)s1(6k* + )
+ & (sokesy (kA%so — 6kAyso + 6ky*so + 2kyso + 24 ys1 — 47%s1))
+ o ( C((A2— 1247+ 127+ 87))s1 YA —7— 1) ) f
+51(=27+4)2(A2 — 2417+ 247> +207)
—s1(—3k?Ks§ — 5vsg + 3k + ak? — 3us* — o)

+ % ((—27+A)s1y(K*Kks3 + 6k* + ak® + A — 1247+ 129y* +8y)) =0 (4.15)
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denklemi elde edilir. (4.15]) denklemi f fonksiyonuna gére polinom oldugu agiktir. f nin her bir

katsayis1 sifira esitlenerek asagidaki denklem sistemi elde edilir:

0=vs; +2k(—A+7+1)253 +24 (A +y+1)*s

s1(A —y—1)(dKkAsos) — dkKkysos — dkksos) — 3kAsT + 6kys> — 6043
424012y —300I4 7% + 12073 + 12042 — 3604y + 240y> — 60A + 1207)

0= 5vsos‘]t + %
o
0=12(—A+7+1)s (k2 + g) + 57 (KK* 4+ 1) + 10vsgs7

(—21( (—}/—f— %) s1k (y— %) +Kkk(—A+7+ l)sly) 53+
1 2 5051
+- 2 (K‘ <—y—|— %) s1(=A+y+1)k> —2Kkk> (A + 7+ 1)s1> (}/— %)
+ KK (A +y+1) 5153

5 (251(A —y—1)*(6k* + ak® +251% — 12047+ 120y 4 207))
(ksTk(A? — 64+ 67 +27) + 25051 K(A — y— 1)k (kAso — kyso — kso — 3451 +67s1))

+57 (kK> + 10vs3 4 1)

1
0=13 (A% =647+ 67 +27)s51(6k* + @)

1
s

] —(2(A2 = 124y + 1272+ 8y))s1y(A —y— 1)
K\ sy (2274 1)2(A2 = 2407+ 2492 +207)

(soics1 (kA2so — 6kAyso + 6kyso + 2kyso +2Ays1 —477s1))

—s1(—3k* k5§ — Svs§+ 3k* + ak? — 3us® — o)

1

7 ((=27+A)s1y(k* Ks§ + 6k* + atk* + A% — 124y + 1277 + 87)) (4.16)

0=

(4.16) sisteminin ¢oziimii ile asagidaki durumlar bulunmustur:

Durum (1):
so =0,
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R (Yu—nl) \/—2u (—9K2n2 + an? + 1092 — 10y),
A= 2y
K2
V=15
. — 15011

((=9k2 + a)n® 4+ 10y*> — 107y)’

—167* + 32972 +2 (-8 +n?(6k* + ) > — 2(6k* + )’y + k*n* (3k* + )

nt

zHﬁ)( (8k3+2ktx)) —(2y— ﬁ —(8Kk3 +2ka)r)
fe P1(2Y+V=2y)e P2(2Y—V=2y)e

—(2y+/ "2y )( (k3+2ka)) —(2y- \/7)( —(8K3+2ka)t)
[Pl (2y++/-2y-2)e +p2(2y—v/=2y-2)e

olmak uizere

—16y4+32y3+2(—8+n2(6k2+a))y2—2(2k2+a)n2y+(3k2+a)n4k2) o
t

w() = s1fe [kx_( 3

(4.17)

dir.

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.5. (4.17)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi
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Durum (2):

S():O,
(y—1)
51 = ~—2/ —2u(—4k* +a
ol )
2
K
A=2 =
’}/7 v 25’
_ 10u
42+’
=167 3297 +2(—8+n?(6k* + 1)) Y? — 2(6k* + a)n*y + k*n* (3K* + )
— . :
2y+F) —(8K3 +2koc)) —(2y- ﬁ)( — (8k3 +2kar)t)
fe P1(2Y+V—27)e P22y —V—27)e
2y+\/T2y( 8k3+2koc)) —(2y— \/TZy( (8k342kat)t)
[p1(27+\/—2y 2)e +p2(2y— /=27 —2)e

olmak tizere

716y4+32y3+2(—8+n2(6k2+0c))y2—2(2k2+a)n27+ (3k2+(x)n4k2 ) 0
T
n

i|kx—
u(x,t) = s fe [ ( (4.18)

dir.

(a) Reel (b) Sanal (¢) Kompleks

Sekil 4.6. {.18) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi
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Durum (3):

S():O,
40
S1 = y
—5K
Y=5,
2
K
A= 5 = —
Y+, \4 75’
_ k(—4K*+ o)
N 10 ’

_ 3k*n* + ak®n® +240k?n? + 400n® — 6400
- 4
n

10+z\ﬁ — (83 +2ka)r) —(10—iy/T0 )(x (8K3 +2ka)t)
p1(104iv10) e p2(10—iv10) e

1 (8+l\/_) 10+:f (Sk +2ka)r) —l—pz( _l\/_) —(10— ,f <8k3+2ka)>

olmak tizere

3k + ak®n* +240k2 02 +40an® —6400 ) - 9}

u(x,1) :slfei[kx_( n* (4.19)

dir.

(a) Reel (b) Sanal (¢) Kompleks

Sekil 4.7. {@.19) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi
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Durum (4):

S():O,

40
—5K

1= ’

31 V/—270k%n% — 45an? + 18400
3 * 15 ’

A=7+5,
V—K2
25’

K <—33k2n2 _ 3an® 42480 + 167/ — 270122 — 450 + 18400)

H= 15n2 ’
(1587200 — 2160(6k* + a)n?) /18400 — 45(6k> + ot)n® + 217216000
+(17739k* + 5913 ak? 4 324 0% )n* — 565200(6k> 4 o¢)n?
@= 202513 ’
46 /=270k2n% —450m2 + 18400  \/—650 — 5v/—270k2n% — 45an? + 18400
A] = + + )
3 15 5
46 /=270Kk2n% —450m2 + 18400  \/—650 — 5v/—270k2n% — 45an? + 18400
3 15 5
— Ay (x—(8K3+2ka)r) — Ay (x—(8K3+2ka)r)
fe piAie @ +palge
N —(Ay—2) (r—(3K3+2kat)r) (A —2) (r— (3834 2ka0)r)
n pl (Al B 2)e A2 2nSk +2k + p2 (Az _ Z)e 2 o +
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olmak tizere

o (3K n® +ak?n® +240k% n +40an? — 6400
u(x,t) = sife [kx ( nt )t+9] (4.20)
dir.
(a) Reel (b) Sanal (¢) Kompleks
Sekil 4.8. (4.20)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

4.3. (#.6) Denklemi icin Riccati-Bernoulli Yonteminin Uygulamasi

denkleminde p = P (n) fonksiyonu i¢in ve

P =ap®™ £ bp+dp™ 4.21)

(@.6) denkleminde (@.21) ve tiirevleri yerine yazildiginda agsagidaki p ye bagh polinom denklemi
elde edilir:

0=vp’ —d> (_2+m)3 <ap(5—4m) Jrbp4—3merps—2m>

+a ((=m? +5m—5) b +d (—2+m)a— 243 = Z) p* 2"

3
3 3 3 3k«
+4d°m ((K—‘m2 + i Z) b? + dam® + BN + Z) pttam

3
—|—4d4m2 <_Z +m) p—3—4m —}—p1+2md21<m
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—3a3(—1 +m)(_2+m)2 <ap(574m) Jrbp4f3m_deyzm) —aZK(—2+m)p(5’2m)
2 131 5 2 2 & 2-m
=3 -—m +4m—? b>+d(—2+m)(—m —|—5m—5)a—|—2(k +€> (m—3) ) abp

1
+3db <(m2+§) B2 +dm (m? +3) a+2(1+m) (k2+%>> P

+ (—b3m(—1 +m)(=24m)(p "a — p"Id) + 2axd + kb* + Kk —l—u) P

_b2<_1 +m)(_2 + m)(3m(p(_1_m)a _ p(m—S)d) (ap(Z—m) + dpm) + azp(l—zm)>
+ +02(—=14+m)(p 32 @22 4+ p=mabm + p=2+™bdm — 2p(="ab) P’
+K (abp(zf’") +dbp’”>

3bm(—1+m)(—2+m)(ap®>™ +dp™?(p'=1"Ma+ pm=3d)+
2b(—1+m)(pU=2Ma?m? 4 p(=3+2m) @2m? — 4p(1=2m g2 p=m) abm+-
+ P M bdm + 42 p(=2m) —2p(=m) ab) (ap—m) 4+ dp™) p
+6ab%d (—1+m)* +b* +6 (2da+ K>+ &) b + 6d* (m? — 2m +2) o>
+12d (K* + %) a—3k* — ak* + o

_(ap(2—m) +dpm)2<_1 +m> (p(l—Zm)a2m2 _p(—3+2m)d2m2 _4p(1—2m)a2m

—pTM™abm — p M pdm + 4a? p' =2+ 2p "M ab) + 6abd(—1 +m)* (ap®™ + dp™)

—m(—14+m)(—2+m) (ap(z_m) + dpm)3 (p(_l_m)a — p(m_3)d)

+ab(—24m)(=3p“ 3 @?m? +3p % adm + 15p4 3" 2 + 32 abm

—6p@ M ad — 15p43m g2 — p3-2em) gy p(4=m) ey

+d? (7m2 —3) mbpt=23m) 4 p(mt2) paiem (4.22)
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sekline doniisiir.

Durum

0= Vp5+ (azxpa+2ab1<+2ad1<+b21<+2bd1<+d21<+k21<+u)p3

+p

(1): m =1 i¢in (4.22)) denklemi

b* + (12da + 6k* + a)b* + 6d*a* + 2(6k* + at)ad
—3k* — ak® 4 @ 4 4bd> + (4b* 4 12ad + 12k* + 200 ) bd
+a*(a+b+d) —b(—4b* —9ad — 12k* —2at)a
+(3b% +3ad + 6k* + ot)a® + (6b* + 4ad + 6k* + «)d?
+d* +3a’b(a+b+d)

(4.23)

olur. (4.23)) denklemi p fonksiyonuna gore bir polinom oldugundan her bir katsayisi sifira egit-

lenerek asagidaki denklem sistemi elde edilir:

0=v,

0= a’kpa+2abk + 2adk + b*k +2bdx + d*k + K>k + L,

b*+ (12da + 6k* + a)b* + 6d%a* + 2(6k* + at)ad
—3k* — atk® + @+ 4bd> + (4b* 4 12ad + 12k* +20)bd
+a*(a+b+d) —b(—4b* —9ad — 12k* —2at)a
+(3b* + 3ad + 6k* + a)a® + (6b* + 4ad + 6k> + o) d?
+d* +3a’b(a+b+d)

(4.24)) sistemi ¢oziilerek agagidaki sonuglar elde edilir:

1 = — (a*kpa+2abk +2adk + b*k + 2bdk + d*k + k*k)

(4.24)

® = —a* —4a°b — 4a>d — 6a*b* — 12a*bd — 6a*d* — 64*k* — 4ab’ — 12ab*d — 12abd?
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—12abk?* — 4ad?® — 12adk* — b* — 4b3d — 6b*d?* — 6b*k* — 4bd> — 12bdk>

—d* — 6d%K* 4+ 3k* — d?a — 2aab — 2a0d — ab* — 20bd — ad® + ak>

Buradan da

p= Ce(a-i—b-i—d)(x—ct)

olmak tizere

a* +4a’b + 4a’d + 6a*b* + 12a*bd + 6a*d* + 6a*k>
+4ab’ + 12ab*d + 12abd? + 12abk* + 4ad> + 12adk>
i |kt +b* +4b3d + 6b*d?* + 6b*k? + 4bd? + 12bd k> 146
+d* 4+ 6d%k> — 3k* + a’a + 2aba + 2ad o

b2o+2bdo +d* o — k2
u(x,t) =pet ot sbdotdta * 1.(4.25)

¢Oziimii bulunur.

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.9. (4.25)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (2): b =0 ve d = 0 i¢in (4.22)) denklemi

0=a*(p* ™2 (=1 4+m)(=2+m)*p!' 2" —a* (p=™) (=14 m) (=2 +m)p~' ")

+vpd + (=3k — ak® + o) p+ (KPk +u)p?
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_a4(_2+m)3p(574m) _aZK(_z_i_m)p(Sme)

3(—24m)(—2k3 — %)azp(3—2’"> 3t (— 1 m) (=24 m)2p5m) (4.26)

olur. Denklem (4.26)) p ye gore diizenlenirse

6a*m® 29a*m? 464  24a* 2d°k Pk )\
(0740 M V-0 RN 070 RN 0740 RN 0~ R0 -

12¢*k*  2d°« ,  6a’mk*  a*ma 4
3 5 M Kk — 7 7 |P
(™= (p™) (- (p™)
+(=3k* — ak* + @) p (4.27)

bicimine doniisiir. Denklem (4.27)) nin katsayilar sifira esitlenerek

0=—a*(—2+m)(3m—4)(=3+2m)

0=—a’k(—2+m)

0=—a*(—2+m)(6k*+ o)

O:k21<+u

0=-3k"—ak’+o (4.28)
sistemi bulunur. (4.28)) sisteminin ¢6ziimlerinden asagidaki sonuglar bulunur:

m=2, u = —Kk?, v =0, o = 3k* + ak’.
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Bu sabitler ile birlikte
p=(a(m—1)(x—ct +C))iT
olmak lizere
u(x,r) = pei[kx—(3k4+ak2)z+e} (4.29)

¢Oziimii elde edilir.

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.10. (4.29)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (3): d = 0 i¢in (4.22)) denklemi

0 (v a?km  2a’x  6a*m’  29a*m?  46a*m  24a* ) 5
= - - - p
(m* e et emt et e

62a’bm?> 106a’bm  12a°bm® 3axb 60a’h axbm
+ 3 3 3t T 3 om
(r™) (p™) (p™) p (p™)” P

u+ x(b? 4 k?) 5
+ _1a*bPm® | 40a2bPm®  T1a*b*m  6a*mk: _ a*mao + 50a2b* + 12a%k> + 2wla | P
(pm)° (pm)? (pm)? e ™t et ™t ()

N Tab’m*  17ab’m  ab®m’  18bak® N 3bao, N 15ab>  6bamk®>  bama\ ,
p pm (p m ) 2 pm pm p p pm p

+ (b +6b°K* — 3k* + P — ak* + ) p (4.30)
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olur. (4.30) denkleminin katsayilart sifira esitlenerek
0=b"+6b°k* — 3k* + b*a — ak® + o
0 = —ab(m—3)(b*m* — 4b*m + 5b* + 6k> + 1)
0 = —a*(—24m)(Tb*m? — 26b*m + 25b* + 6k> + o)
0="0>Kk+k*K+u
0=—2a°b(3m —5)(=2+m)(=3+2m)

0= —axb(m—3)

0=—a*k(—2+m)

0= —a*(—24m)(3m—4)(—3+2m) (4.31)
sistemi bulunur. (4.31) sisteminin ¢oziimiinden agagidaki sonuglar elde edilir:
*a=0, u=—-bk—kx,v=0, ® = —b* — 6b°k? + 3k* — ab® 4 ak? igin

pP= (—g + Ceb(m—1><x—ct)) =

olmak uizere

u(x,t) = pei[kxf(fb“76b2k2+3k47ab2+ak2)t+6] (4.32)
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(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.11. (4.32)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

o o = —b*— 6k, m=2Kk=u=v=0, o = —b*k* — 3k* igin

p= (—% +Ce”(m—1)(x—ct)) T

olmak uizere

u(x, 1) = pei[kxf(fb2k273k4)t+6] (4.33)

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.12. (4.33)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (4): @.22)) denklemi p ye gore diizenlenerek

a’km  2d*k  6a*m’  29a*m?  46a*m 244"
0= (v~ + - + - + :
(rm)” (™~ (p™) (r™) ()" (")

62a’bm>  106a’bm  12a*bm? 3a1<b+60a3b akbm\
(P’ (™)’ 0 N N 0 R
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40a3dm®> _ 68a3dm _ 8aldm® _ T1a*b*m | 40a*b*m* _ 1a*b*m’
e Mt et ) (p)* ()’ 3

TRE

_a? 2akd 40a°d | 500%a* | 124*K* | 24%a b2 & k2
2 2K+ o+ T iz T RO

2 3.2 3 3.3 2
60;mbd +bdem+ 7ab m - 17;?’1 m abpnr{z + 18[?2/( + 3b?na + 15ab

m 86a> bdm 46a*bdm*> _ 8a*bdm’ _ Gbamk* bama
+ p b Kdm p + pm pm pm pm

+22ab?d + 12cak® + b* + 6b%*k* — 3k* + 2daa + b* ot — ak* + ®

8d3m3(pm)2a + 7b2d2m3(pm)2 o 8d3m2(pm)2a o 2b2d2m2(pm)2
+4am(p™)*d? + b*d*m(p™)? + 6md* (p™)*k* + md* (p™)* o

1
+ (12bd*m’ (p™)* — 10bd>m(p™)* + 2bd>m(p™)?) 2

m m m 1
+(6d4m3(p )4—7d4m2(p )4+2d4m(p )4)?

olur. (#.34) denkleminin katsayilar sifira esitlenerek agagidaki sistem elde edilir:

O0=v

0=—a’k(—2+m)

0=—a*(—2+m)(3m—4)(=3+2m)

0= —axb(m—3)

0= —2a°b(3m —5)(—2+m)(=3+2m)

( (p™)2d?>km + 10a>d*m? 4 10ab*dm® — 20a’>d’>m — 20ab*dm + 16d°a>

(4.34)
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0=2adk+b*k+k*k+ 1L

0 = —a*(—2+m)(8adm?® +7b*m* — 24adm — 26b*m + 20ad + 25b* + 6k> + &)

0=>bxd(1+m)

0 = —ab(m — 3)(8adm? + b*m® — 22adm — 4b*>m + 20ad + 5b* + 6k> + 1)

0=d*km

0 = 10a2d*m? + 10ab*dm? — 20a*d*m — 20ab*dm + 16a*d* + 22ab*d

+12adk? + b* + 6b%k* — 3k* + 2aad + ab® — ak* + ®

0 = bd (1 + m)(8adm® + b*m®> — 10adm + 8ad + b* + 6k* + o)

0 = d’m(8adm® + 7b*m* — 8adm — 2b*m + 4ad + b* + 6k* + )

0= 2bd’m(3m —1)(—1+2m)

0=d*m(—1+2m)(—2+3m)

(4.33) denklem sistemi ¢oziildiigiinde asagidaki sonuglar elde edilir:

a = —b*— 6k, m=2, d=k=u=v=0, o = —b*k* —3k*
veE
=
b b2 —4ad (1—m)Vb? —4ad o
= |—-—=— -2 """ coth —ct
p o 5 co ( > (x—ct+C)

(4.35)
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olmak iizere
u(x,r) = pei[kx—(—b2k2—3k4)z+9] (4.36)

¢Oziimii bulunur.

(a) Reel (b) Sanal (¢) Kompleks

I

=

Sekil 4.13. (4.36) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

Durum (5): a # 0 ve b*> — 4ad = 0 i¢in (#.22) denklemi

v a’km n 2a*c  6a*m? n 29a*m*  46a*m n 24a* \
- - - p
(™ e et Mt et em”

62a’bm>  106a’bm  12a°bm®  3akb N 60a’b axbm\ ,
B - m - m p
(P’ (™)’ 00 R N 0 R

T 40a3dm®> _ 68a3dm _ 8aldm®  71a*b*m | 40a*b*m® _ 1a*b*m’
e e ey () (pm)* (pm)? P
2 3 2.2 212 2
e+ 2K (e e+ S (e R R

" " " " " p2
+ pm bicdm — 86a>bdm 4+ 46a*bdm*> _ 8a*bdm3 _ 6bamk*> _ bama
i n

p p p" " p"

(p™)2d? km + 10a*d*m* 4 10ab*dm? — 20a>d*m — 20ab*dm + 16d*a®

+22ab?d + 12cak? + b* + 6b%k* — 3k* + 2dac + b* ot — ak? + @

2 3.2 3 3.3 2 3
( 60;mbd +bdem + Tab’m” _ 17ab’m _ ab’m + 18bak + 3bao 4+ liﬁnb
( p
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8d3m3(pm)2a+7b2d2m3(pm)2_8d3m2(pm)2a_2b2d2m2(pm)2
+4am(pm)2d3+b2d2m(pm)2+6md2(pm)2k2+md2(p’")2a

<=

1

+ (126d°m? (p™)* — 106d°m(p™ ) + 2bd*m(p™)?) 2

1
+ (6d*m? (p™)* — Td*m? (p™)* +2d*m(p™)*) 5 (4.37)

olur. denkleminin katsayilari sifira esitlenerek asagidaki sistem elde edilir:

O0=v

0=—a*k(—2+m)

0= —a*(—24m)(3m—4)(—3+2m)

0= —axb(m—3)

0=—2a°b(3m —5)(=2+m)(=3+2m)

0=2adx+b*k+kKk+u

0 = —a*(—2+4m)(8adm?* + Tb*m* — 24adm — 26b*m + 20ad + 25b* + 6k> + o)
0 =bkd(1+m)

0 = —ab(m — 3)(8adm?* + b*>m?* — 22adm — 4b*m + 20ad + 5b* + 6k*> + o)

0=d*km
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0 = 10a%d*m?* + 10ab*dm? — 20a*d*m — 20ab*dm + 16a*d* + 22ab*d

+12adk? + b* + 6b%k* — 3k* + 2a0d + ab* — ak* + ®

0 = bd(1 +m)(8adm® + b*m* — 10adm + 8ad + b* + 6k* + )

0 = d*m(8adm?® + 7b*m* — 8adm — 2b*m + 4ad + b* + 6k* + )

0=2bd’m(3m —1)(—1+2m)

0= d*m(—142m)(—243m) (4.38)

(4.38)) denklem sisteminin ¢oziimiinden asagidaki sonuglar elde edilir:

1 h17!

e b=d=v=0 =2 = —k? =3k + ak? S S
= e H © @ ok, P a(x—ct+C) 2a

icin

u(x,r) = pei[kx—(3k4+ak2)t+9] (4.39)

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.14. (4.39) ¢6ziimiiniin grafiksel gosterimi

eb=d=x=p=v=0, m=—, o= —6k2, o = —3k* icin

3 p173

P= a(x—ct+C) 2a
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olmak tizere

u(x,t) = pei[kx_(_3k4)t+9] (440)

T ™

Tl

JJJJJ

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.15. ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi

eb=d=xk=p=v=0, m=3, o= —6k?, o = —3k* icin
2 b2
P=la6—ct+C) 2a
olmak iizere
u(x,t) = pei[kx_(_3k4)’+9]. (4.41)

(a) Reel (b) Sanal (c) Kompleks

Sekil 4.16. (4.47)) ¢oziimiiniin grafiksel gosterimi
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5. SONUC

Bu ¢alismada, dordiincii mertebeden dogrusal olmayan optik fiberlerde 1s1k darbelerinin
yayilimin1 modelleyen denklemin tam ¢oziimleri ii¢ farkli analitik yontem kullanilarak elde

edilmistir: Sardar alt denklem yontemi, <#,G+r>-geni§leme yontemi ve Riccati-Bernoulli
yontemi. Her bir yontemin sagladigi ¢oziim siiflar1 incelenmis ve bu ¢oziimlerin fiziksel sis-

temlerdeki anlamlar tartisilmistir.

Elde edilen sonuglar, bu tiir yontemlerin dogrusal olmayan sistemlerin ¢oziimiinde ne
denli etkili oldugunu acikca ortaya koymustur. Ozellikle su sonuglar dikkat gekicidir: Sardar
Alt Denklem Yontemi ile denklemin ¢6ziim uzayinda farkli siniflarda ¢oztimler tiretmistir. Elde
edilen ¢oziimler, optik solitonlarin kararliligini ve davranisini agiklamada onemli katkilar sag-
lamaktadir. Grafik analizleri, ¢coziimlerin hem reel hem sanal hem de kompleks alanlarda farkl
fiziksel ozellikler gosterdigini ortaya koymustur. Bu durum, dispersiyon ve dogrusal olmayan

etkiler arasindaki dengenin hassas bir sekilde modellenmesini miimkiin kilmistir.

<%>—Geni§leme Yontemi ile periyodik ve hiperbolik ¢oziimlerin yaninda yeni
rasyonel ¢oziimlerin de elde edilmesini saglamistir. Bu ¢oziimler, dogrusal olmayan optik fiber
sistemlerinde enerji yayilimi ve 1s1k darbelerinin kontrolii gibi pratik uygulamalarda kullani-
labilir. Ayrica, yontem sayesinde parametrelerin ¢oziimler iizerindeki etkisi detayl bir sekilde

incelenebilmistir.

Riccati-Bernoulli Yontemi ile elde edilen genis ¢oziim siniflar1, dordiincii mertebeden
dispersiyon etkisinin soliton genisligi ve kararlilik iizerindeki etkilerini anlamada onemli bir
rol oynamugtir. Coziim siniflarinin analizi, dogrusal olmayan sistemlerdeki parametrelerin fi-
ziksel sistem tizerindeki roliinii daha net bir sekilde anlamamiza olanak tanimistir. Elde edilen
coziimler, dogrusal olmayan bu denklemin, optik ve akigkanlar dinamigi gibi cesitli fiziksel

sistemlerdeki roliinii anlamak icin dnemli ipuglari sunmaktadir.

Sonug olarak, bu calismada kullanilan analitik yontemlerin dogrusal olmayan diferansi-
yel denklemlerin ¢oziimiindeki etkinligi acikca gosterilmistir. Bu yontemlerin gelecekteki ¢a-
lismalarda daha karmasik fiziksel sistemlere uygulanmasi, modelleme ve ¢6ziim tekniklerinin

daha da gelistirilmesine katkida bulunabilir.

41



KAYNAKCA

Ablowitz, M. J., & Segur, H (1981). Solitons and the inverse scattering transform, Society for

Industrial and Applied Mathematics.

Braun, M., & Golubitsky, M. (1983). Differential equations and their applications (Vol. 2).
New York: Springer-Verlag.

Bluman G.W. & Kumei, S. (1989). Symmetries and Differential Equations. Applied Mathe-

matical Science (Vol. 81), Springer-Verlag.
Cohen, I. M., & Kundu, P. K. (2004). Fluid mechanics. Elsevier.

Drazin, P. G., & Johnson, R. S. (1989). Solitons: An Introduction (Vol. 2). Cambridge univer-

sity press.

Dutta, B. K. (2016). Mathematical methods in chemical and biological engineering. CRC

Press.
Hirota, R. (2004). The Direct Method in Soliton Theory.(No 155.) Cambridge University Press.

Ibragimov, N. H. (2007). A new conservation theorem. Journal of Mathematical Analysis and

Applications, 333(1), 311-328.

Ibragimov, N. H. (2023). CRC handbook of Lie Group Analysis of Differential Equations,

Volume I: Symmetries, Exact Solutions, and Conservation Laws. CRC Press.

Giresunlu, I. B., & Yildiz, B. (2023). Analytical Rational Solitons of the Modified
Lakshmanan-Porsezian-Daniel Equation. Universal Journal of Mathematics and Applications.

6(2), 53-54.

Kopcasiz, B., & Yasar, E. (2023). The investigation of unique optical soliton solutions for
dual-mode nonlinear Schrédinger’s equation with new mechanisms. Journal of Optics. 52(3),

1513-1527.

Kudryashov, N. A. (1990). Exact solutions of nonlinear differential equations. Applied Mat-
hematics Letters. 3(4), 75-78.

42



Kudryashov, N. A. (2019). First integrals and solutions of the traveling wave reduction for the

Triki-Biswas equation. Optik. 185, 275-281.

Kudryashov, N. A. (2019). General solution of traveling wave reduction for the

Kundu-Mukherjee—Naskar model. Optik. 186, 22-27.

Kudryashov, N. A. (2020). Periodic and solitary waves of the Biswas—Arshed equation. Optik.
200, 163442.

Kudryashov, N. A. (2020). Traveling wave solutions of the generalized Gerdjikov—Ivanov

equation. Optik. 219, 165193.
Murray, J. D. (2002). Mathematical Biology [electronic resource].

Pajevic, S. (1995). Nonlinear dynamics and chaos: Steven H. Strogatz, Addison-Wesley, Re-
ading, Massachusetts, 1994.

Rezazadeh, H., Inc, M., & Baleanu, D. (2020). New solitary wave solutions for variants of

(3+ 1)-dimensional Wazwaz-Benjamin-Bona-Mahony equations. Frontiers in Physics. 8, 332.

Shabat, A., & Zakharov, V. (1972). Exact theory of two-dimensional self-focusing and one-

dimensional self-modulation of waves in nonlinear media. Sov. Phys. JETP, 34(1), 62.
Sternberg, S. (2010). Dynamical Systems. Courier Corporation.

Strachan, 1. A. B. (1992). Beam Structures: Classical And Advanced Theories. John Wiley &

Sons.

Strogatz, S. H. (2018). Nonlinear dynamics and chaos: with applications to physics, biology,

chemistry, and engineering CRC press.

Wang, M., Li, X., & Zhang, J. (2008). The (G’/G)-expansion method and travelling wave

solutions of nonlinear evolution equations in mathematical physics. Physics Letters A. 372(4).
Whitham, G. B. (2011). Linear and nonlinear waves. John Wiley & Sons.

Zabusky, N. J., & Kruskal, M. D. (1965). Interaction of solitons in a collisionless plasma and

the recurrence of initial states. Physical review letters. 15(6), 240.

43



	ÖN SÖZ
	ÖZET
	ABSTRACT
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER LİSTESİ
	KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ
	GİRİŞ
	TEMEL KAVRAMLAR
	YÖNTEMLER
	Sardar Alt Denklem Yöntemi
	(G'kG'+G+r)-Genişleme Yöntemi
	Riccati Bernoulli Yöntemi

	UYGULAMALAR: TAM ÇÖZÜMLER
	(4.6) Denklemi İçin Sardar-Alt Denklem Yönteminin Uygulaması
	(4.6) Denklemi İçin (G'kG'+G+r)-Genişleme Yönteminin Uygulaması
	(4.6) Denklemi İçin Riccati-Bernoulli Yönteminin Uygulaması

	SONUÇ
	KAYNAKÇA

