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OZET
HIiPER DUAL SPLIT VEKTORLERIN BAZI UYGULAMALARI

Bu tez 4 boliimden olugmaktadir. Birinci bolimde, giris kismina yer verilmistir. Tezin amaci
aciklanarak; dual ve hiper dual sayilarin tarihgesi ile uygulama alanlarina deginilmistir. Dual
ve hiper dual sayi sistemleri, Lorentz-Minkowski uzay1 ve ilgili temel kavramlar tanitilmustir.
Ikinci boliimde, hiper dual split vektdrler detaylandirilmis, cebirsel yapilari ve geometrik
yorumlar agiklanmistir. Ugiincii béliimde, hiper dual sayilar yardimiyla tanimlanan hiper dual
split vektorler kullanilarak, Euler-Rodrigues donme formiilleri genisletilmis ve hiper dual split
Euler-Rodrigues denklemleri tanitilmistir. Bu denklemler hem spacelike hem de timelike birim
eksenler icin tiiretilmis ve hiper dual split donme matrisleri elde edilmistir. Son boliimde ise
E.Study doniistimiiniin hiper dual split yapilarla iligkisi incelenmis ve klasik Euler’in sabit
nokta teoremi bu yeni ¢ercevede yeniden formiile edilmistir. Tez kapsaminda yer alan teorik

cergeve c¢esitli orneklerle desteklenmis ve geometrik yorumlara yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: : Hiper Dual Split Vektor, Euler Teoremi, Euler- Rodrigues Formiilii.



ABSTRACT
SOME APPLICATIONS OF HYPER DUAL SPLIT VECTORS

This thesis consists of 4 chapters. The first chapter includes the introduction part. The aim of
the thesis is explained; the history and application areas of dual and hyper dual numbers are
discussed. Dual and hyper dual number systems, the Lorentz-Minkowski space, and related
fundamental concepts are introduced. In the second chapter, hyper dual split vectors are
detailed, and their algebraic structures and geometric interpretations are explained. In the third
chapter, by using hyper dual split vectors defined with the help of hyper dual numbers, the
Euler-Rodrigues rotation formulas are extended and hyper dual split Euler-Rodrigues equations
are introduced. These equations are derived for both spacelike and timelike unit axes, and hyper
dual split rotation matrices are obtained. In the final chapter, the relationship between the
E.Study transformation and hyper dual split structures is examined, and the classical fixed-point
theorem of Euler is reformulated in this new framework. Within the scope of the thesis, the
theoretical framework is supported with various examples and geometric interpretations are
included.

Keywords: Hyper dual split vector, Euler’s formula, Euler- Rodrigues formula.
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1. GIRIS

Matematiksel fizik ve kinematikte onemli bir yer tutan kati cisim hareketleri zaman
icinde diferensiyel geometri ve fizik gibi bir ¢ok alanda kapsamli arastirmalara konu olmustur.
Ozellikle dual sayilar ve bu yapilarin genellestirilmis halleri olan hiper dual sayilari
hesaplamalarda hata payini azaltmalar tiirev islemlerini hizlandirmalar1 nedeniyle One

cikmaktadir.

Dual sayilar, 1873 yilinda Clifford tarafindan tanitilmigtir (Clifford,1873). Clifford’in
bu kesfinden sonra, Study ve Kotelnikov, kinematikteki dogrular1 ve kati cisim hareketlerini
ifade etmek i¢in dual vektorleri kullanmislardir (Study, 1901; Kotelnikov, 1895). Daha sonra,
Lorentzian-3 uzayinda dual split vektorler kullanilarak E. Study dontisiimii tanimlanmigtir
(Kazaz, Ozdemir, & Ugurlu, 2009; Yayli, Caliskan, & Ugurlu, 2002). Dual sayilar ve
uygulamalari literatiirde genis bir yer tutmaktadir. Dual matrisler, dual-Fibonacci sayilari, dual

uzay egrileri ve otomatik tiirev alma gibi 6rnekler verilebilir.

Hiper dual sayilar, dual sayilarin genisletilmis bir versiyonu olarak Fike tarafindan
tanimlanmistir (Fike, Numerically exact derivative calculations using hyper-dual numbers, in:
3rd Annual Student Joint Workshop in Simulation-Based Engineering and Design, 2009). Fike
ve Alonso, hesaplama siiresini ve hatalar1 azaltma amaciyla birinci ve ikinci tiirev
hesaplamalarinda hiper dual sayilart kullanmistir (Fike & Alonso, 2011). Bir hiper dual sayinin
iki dual say1 cinsinden ifade edilmesi Cohen ve Shoham tarafindan gergeklestirilmistir (Cohen
& Shoham, 2015). Bu sekilde, hiper dual hiz, hiper dual momentum ve hiper dual eylemsizlik
operatorleri gibi hiper dual sayilarin fiziksel uygulamalar1 tanimlanmis ve kati cisim hareketleri
incelenmistir (Cohen & Shoham, 2017). Cohen ve Shoham, hiper dual vektorleri Study ve

Kotelnikov anlaminda yorumlamiglardir.

Hiper dual split vektorler, hiper dual sayilar yardimiyla tanimlanmistir (Aslan, Bekar,
& Yayli, Hyper-dual split quaternions and rigid body motion, Journal of Geometry and Physics.
158, 103876, 2020). Lorentzian birim hiper dual kiire ve hiperbolik birim hiper dual kiire
ifadeleriyle hiper dual split vektorler igin E. Study doniisiimii incelenmistir. Ug boyutlu
Minkowski uzayinda karsilik gelen spacelike veya timelike dogrular ele alinmistir. Ayrica, {i¢
boyutlu Oklidyen ve Minkowski uzaylarinda sirasiyla hiper dual kuaterniyonlar ve hiper dual

split kuaterniyonlar tanitilarak kinematikte bazi yapilar elde edilmistir (Aslan & Yayl, 2016;



Cohen & Shoham, 2020). Bu yapilarin Lorentz uzaymnda ele alinmasi hem Oklidyen hem de

Minkowski uzayinda dinamik doniisiimleri temsil etmek agisindan biiyiikk 6nem tagimaktadir.

Kat1 cisim dinamiginin geometrisi, bilim insanlarin1 Lie cebirleri ve Lie gruplari {izerine
caligmaya yoOnlendirmistir. Sabit nokta teorileri, matematigin bir¢ok alt dalinda
incelenmektedir. Geometrik olarak, Euler bir kat1 cismin yer degistirmesi durumunda, cisim
tizerindeki bir noktanin {i¢ boyutlu uzayda sabit kalacagini fark etmistir (Euler, 1776; Palais &
Palais, 2007). Bu nedenle, Euler’in teoremi donme ekseninin varligin1 ortaya koyar. Euler-
Rodrigues formiilii, bir donmenin matris temsilini donme agis1 ve donme ekseniyle birlikte
ifade eder (Dai, 2015; McCarthy, 1990). Dual Euler-Rodrigues formiilleri dual eksen ve dual
ac1 kullanilarak; hiper dual Euler-Rodrigues formiilleri ise hiper dual eksen ve hiper dual ag1
kullanilarak verilmistir (Kahveci, Gok, & Yayli, 2018; Ramis, Yayli, & Zengin, 2022).

Bu tezde, hiper dual split matrisler yardimiyla hiper dual split Euler-Rodrigues
denklemleri tanitilmistir. Bu denklemler yardimiyla hem spacelike hem timelike birim eksenler
icin hiper dual split Euler-Rodrigues bagintilari elde edilmistir. Bu bagintilar sayesinde hiper
dual split donme matrisleri elde edilmis ve bu matrislerle hiper dual split vektorler icin
tanimlanan E. Study doniisiimii arasindaki iliskiler incelenmistir. Ayrica, Euler’in sabit nokta
teoremini hiper dual split donme matrisleri ile yeniden ele alinmigtir. Son olarak, teoriyi

destekleyen kapsamli ve ilgi ¢ekici 6rnekler sunulmustur.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde tezin temelini olusturan Lorentz-Minkowski uzay1, dual sayilar, hiper dual
sayilar, hiper dual vektorler ve hiper dual split vektorlerin tanimlari ile birlikte bu yapilarin bazi

temel cebirsel 6zellikleri verilecektir.
2.1. Minkowski Uzayinda Temel Tanim ve Kavramlar

Tamim 2.1.1. Lorentz-Minkowski uzay1 R} = (R3,<,>,) bir metrik uzaydir. Burada <, >,

metrigi (,), = —dx? + dx3 + dx2 seklinde tanimlanir ve Lorentzion metrik olarak tanimlanir
(O’Neill, 1983).
Tamm 2.1.2. q € R3 — {0} vektorii igin
e (q,9). >0 ise q spacelike vektor,
e (q,q), <0 ise q timelike vektor,
e (q,q), =0 ise qlightlike (null) vektor,
olarak adlandirilir. Ayrica q=0 ise q spacelike vektordiir (O’Neill, 1983).

Tamim 2.1.3. R} Minkowski 3 uzayinda bir q € R} vektdriiniin normu

lall, = vI{a, ).l

olarak tanimlanir (O’Neill, 1983).
Tamm 2.1.4. . R3 Minkowski 3 uzaymda q= (q1,02,03) , 0= (01,02, 0 3)

vektorlerinin Lorentzian vektorel carpimi ga; o ile gosterilir ve

—€;1 € é3
gno=\|191 492 43
@1 02 O3

olarak tanimlanir (O’Neill, 1983).

Tanmim 2.1.5. R? Minkowski 3-uzayinda orijin merkezli Lorentzian ve hiperbolik

birim kiireler sirasiyla
St = {qa€R}| {(qq) =1}
ve

H; = {q€R}| (qgq),=-1}



olarak tanimlanir (Lopez, 2014).
2.2. Dual Sayilar ve Dual Vektorler

Bu boliimde dual sayilarin ve dual vektorlerin tanimlari sunularak bazi temel 6zellikler

incelenecektir.
Tamim 2.2.1. Dual sayilar climlesi

D={X=xq+&4:X0, X, ERE =0,E# 0}

olarak tanimlanir (Hacisalihoglu,1983).

Tamim 2.2.2. Herhangi iki X =x,+ &, , Y=y, + &y; dual sayisinin toplami ve

carpimi sirastyla
X+Y = (xo+y0) +$(x1 +y1),
XY = xoyo + $(Xo¥1 + YoX1)
olarak tanimlanir. Ustelik (D, +,.) tgliist birimli degismeli bir halkadir (Hacisalihoglu,1983).
Tamm 2.2.3.
D? = {X = X0 + §4: X0, X; € R%}

ciimlesinin her elemanina bir dual vektor denir. D3, dual sayilar halkasi iizerinde bir modiildiir

(Hacisalihoglu,1983)
2.3.Dual Split Vektorler
Tanim 2.3.1. Dual Lorentzian uzay1
D3, ={X =x¢ + &;: X0, X; € R%;}

olarak tanimlanir. D3, uzaymm her bir elemanina dual split vektdr denir (Fike ve Alonso,

2011).

Eger x, vektorii spacelike, timelike veya lightlike bir vektor ise

Y=XO+€.X1€D31



dual split vektorii de spacelike, timelike veya lightlike vektor olarak tanimlanir (Fike ve
Alonso, 2011).

Tamm 2.3.2. Herhangi iki X = x, + &x, veY = yo + &y, dual split vektorleri igin

Lorentzian skalar ¢carpim
(X,Y), = (x0, o) + (%0, ¥1)1 + (Yo, x1)1) €D
olarak tanimlanir (Yayli, Caliskan, & Ugurlu, 2002).

Tamm 2.3.3. Herhangi iki X = x, + &x, veY = yo + &y, dual split vektorleri igin

Lorentzian vektorel ¢arpim
XnLY = xonLYo + E(XoALY1 + YorLX:) € DF
olarak tanimlanir (Yayli, Calisgkan, & Ugurlu, 2002).
Tamm 2.3.4. Herhangi bir X = x, + &x; dual split vektoriiniin modiilii

(X0, X1)1

llxoll,

olarak tanimlanir (Yayli, Caliskan, & Ugurlu, 2002).

IX]|, = llxoll, + ¢ (llxoll, # 0),

Tamm 2.3.5. Herhangi bir X = x, + &x; dual split vektoriiniin normu
Ny = (X, X)), = (x0, %), + 2& ({20, X1),
olarak tanimlanir (Yayli, Calisgkan, & Ugurlu, 2002).

Ayrica (X, X), = +1 yani (x,,x,), = +1 ve (x,x;), = 0 ise, 0 zaman X birim dual

split vektor olarak tanimlanir (Yayli, Caliskan, & Ugurlu, 2002).

Tamim 2.3.6. D; uzayimda orijin merkezli Lorentzian ve hiperbolik birim dual kiireler

sirastyla

-2 —_ 3 —_
Si = (X=xo+&x, €D} (X, X),=1}

ve
-2 — —_—
Hy = {X=2x0+&x, €D}| (X, X),=-1}

olarak tanimlanir (Yayli, Caliskan, & Ugurlu, 2002).



—2
Teorem 2.3.1. (Dual Split Vektorleri igin E. Study Doniisiimii) S; Lorentzian birim

dual kiirenin her noktasi bir yonlendirilmis spacelike dogruya, E(Z) hiperbolik birim dual kiirenin

her noktasi da bir yonlendirilmis timelike dogruya karsilik gelir (Ugurlu,1987).
Tamm 2.3.7. 8) X ve Y birim dual spacelike vektérleri i¢in Lorentzian skalar ¢arpimi
(X,Y), = cos @, — &6, sin 6, = cos

olarak adlandirilir. Burada 6 = 6, + ¢*6; € D olup 6 dual ag1 olarak tanimlanir (Kazaz,
Ozdemir, & Ugurlu, 2009).

b) X ve Y birim dual timelike vektorleri i¢in Lorentzian skalar ¢arpimi
(X,Y), = — cos hO, — &6, sinh 8, = — cosh 6

olarak tanimlanir. Burada 6 = 6, + €*6; € D olup 6 dual hiperbolik ag1 olarak
tanimlanir (Kazaz, Ozdemir, & Ugurlu, 2009).

2.4. Hiper Dual Split Vektorler

Bu boliimde hiper dual split vektorleri tanimlamadan 6nce, hiper dual sayilar ve hiper

dual vektorlerin tanimlari sunularak bazi temel 6zellikleri incelenecektir.
Tamim 2.4.1. Hiper dual sayilar ciimlesi
D™ = {X" = xo + §&1%1 + $2x5 + §185x38 X, X1, X2, X3 € R}
seklinde tanimlidir. Burada reel olmayan &; ve &, dual birimleri igin
== =0wed i #& &6 #0, §H#0,686=68 %0
olarak tanimlanir (Cohen & Shoham, 2015).
Diger taraftan X* = xy + ;%1 + &%, + &1&,x3 hiper dual sayisi
X* = x0 + §1x1 + $ox0 + §185%3,
= (xo + §1%1) + $2(x2 + §1%3),
= (xo +&x1) + €7 (x2 +$x3),
= Xo +€'X4

seklinde iki dual saymnin toplami olarak tanimlanir (Cohen & Shoham, 2015).



Tamim 2.4.2. Herhangi iki X" =X,+ "X, veY" =Y, + 'Y, hiper dual saymin

toplami1 ve ¢arpimi sirasiyla
X' +Y' =Ko+ Yy +X1+ 1),
XY = XYy + e (XoY; + YpX1)
olarak tanimlanir (Cohen & Shoham, 2017).

Tamim 2.4.3. Hiper dual vektorlerin climlesi
D ={X =X, +eX;: XX, € D%}
olarak tanimlanir ve D*3 ciimlesinin her bir elemanina hiper dual vektor denir (Fike ve Alonso,
2011).
Tamim 2.4.4. Hiper dual Lorentzian uzay1
D3 = (X =X, +e%,;:X0, Xy € D3}
olarak tanimlanir. D*; uzayinin her elemanima hiper dual split vektér denir (Aslan vd., 2020).

Eger X, vektorii spacelike, timelike veya lightlike bir vektor ise hiper dual split vektorii

de spacelike, timelike veya lightlike vektor olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).

Tamm 2.4.5. Herhangi iki X =X, +&X,veY =Y,+ &V, hiper dual split
vektorlerinin Lorentzian vektorel carpimi
Y*/\L?* = YOAL?O + f(YOAL?I + ?OALYI) € DI3

olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).

Tamm 2.4.6. Herhangi iki X =X, +&X,veY =Y+ ¥, hiper dual split
vektorlerinin Lorentzian skalar ¢carpimi
(Y Y = <YO;?O)L + f((YO'VI)L + (?O:YI)L) €D”

olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).

Tamim 2.4.7. Herhangi bir X = X, + €*X; hiper dual split vektdriiniin modiilii

_ (X0, X1) _
, = IXoll, +¢ W (Ixoll, = 0)
L

—k

X




olarak tanimlanir (Aslan vd.,2020).
Tamm 2.4.8. Herhangi bir X = X, + £*X; hiper dual split vektoriiniin normu
Ny = ()_(*;)_(*h = (X0, Xo) + 26" (X0, X1),
olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).
Ayrica (X ,X ), = +1ise (Xo, Xo), = +1 ve (Xo, X1}, = 0 ise, 0 zaman X birim
hiper dual split vektor olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).

Tamm 2.4.9. Orijin merkezli Lorentzian ve hiperbolik birim hiper dual kiireler

sirastyla
57 = {X =Xo+eX, €D’ X, X) =1}
ve
H? = {Y* =X, +eX, €D (X,X), = —1}
olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).

Teorem 2.4.1. (Hiper Dual Split Vektorler icin E. Study Déniisiimii) Si* Lorentzian

birim hiper dual kiirenin her bir noktasi, bir yonlendirilmis dual spacelike dogruya; Hg*
hiperbolik birim hiper dual kiirenin her bir noktasi, bir yonlendirilmis dual timelike dogruya
karsilik gelir (Aslan vd., 2020).

Teorem 2.4.2.

1) X0, X, € §12 olmak iizere X = X, + €*X; bir hiper dual split vektor olsun.
S:*  kiiresindeki noktalar ile R? uzayindaki herhangi iki dik kesisen yénlendirilmis spacelike
dogrular arasinda birebir bir karsilik gelme vardir.

2) X, € §12,Y1 € ﬁoz olmak iizere X = X, + X, bir hiper dual split vektor
olsun. 7 ?  Kkiiresindeki noktalar ile R3 uzayindaki herhangi iki dik kesisen ydnlendirilmis
dogrular arasinda birebir bir karsilik gelme vardir; bunlardan biri (birim dual spacelike vektor

X, vektoriine karsilik gelen) spacelike ve digeri (birim dual timelike vektor X, vektoriine

karsilik gelen) timelike dogrudur.



J— _ 2 — — 2 —k J— J—
3) Xy €EHy ,X, €S,y olmak lizere X = X, + &£"X;bir hiper dual split vektor
olsun. H{;Z kiiresindeki noktalar ile R} uzayindaki herhangi iki dik kesisen yonlendirilmis

dogrular arasinda birebir bir karsilik gelme vardir; bunlardan biri (birim dual timelike vektor

X, vektoriine karsilik gelen) timelike ve digeri (birim dual spacelike vektor X; vektoriine

karsilik gelen) spacelike dogrudur (Aslan vd., 2020).

Tanim 2.4.10.
a) X veY birim hiper dual spacelike vektorleri i¢in Lorentzian skalar ¢arpimi
(X ,Y), = cos B, + €0y sin 8 = cos 0*

olarak tanimlanir. Burada 8* = 6, + £*6; € D* olup 8* hiper dual sayis1 hiper dual ag1 olarak
tanimlanir (Aslan vd., 2020).

b) X veY birim hiper dual timelike vektorler icin Lorentzian skalar carpimi
(X ,Y'), = —coshB — €8, sinh 8, = — cosh 6"

olarak tanimlanir. Burada 6* = 6, + £*6; € D* olup 8* hiper dual sayis1 hiper dual hiperbolik

ac¢1 olarak tanimlanir (Aslan vd., 2020).



3. HIiPER DUAL SPLIT EULER-RODRIGUES DENKLEMLERI

Bu boliimde ele alinan temel kavramlar O’Neill (1983) ve Kahveci (2016) makalelerinin
caligmalarina dayanmaktadir. Hiper dual split vektorler igin Euler-Rodrigues denklemlerini

elde etmek amaciyla, Minkowski uzaymin yapisin1 kullanarak hiper dual yar1 ortogonal

matrisler incelenecektir.

Tanmim 3.1. Hiper dual yar1 ortogonal matrislerin climlesi

(7*)T Ye=Ye¢ (7*)T e =13}

0;(3) ={¥ e n;®

olarak tanimlanir. Burada,

-1 0 O
e=10 1 0},
0 0 1

V[ V|V =V,+eZyen,

Y, Z birer dual matristir (Kahveci, 2016).

Teorem 3.1. Eger hiper dual yar1 ortogonal matris 7*, det? =1 kosulunu sagliyorsa
bu durumda bu matris bir Lorentzian Lie grup yapisi olusturur ve SO (3) ile gosterilir.

Tamim 3.2. Lorentzian Lie cebirinin yapisindan hareketle, hiper dual yar1 anti simetrik
matrisler

s0;(3) ={z* € D3°| (Z")T = —eZ*¢)

olarak tanimlanir (Kahveci, 2016).
Teorem 3.2. s07(3) ile hiper dual split vektorler climlesi arasindaki izomorfizm
g:50;(3) - D;?,
0 s; —s5
S =|s;, 0 =sy|-og()=5"= (s;,s;, sg) (3.1)
—Sy, S O
seklindedir (Kahveci, 2016).

Hiper dual split vektorler i¢in Lorentzian vektorel carpim kullanilarak S Y =8 XL Y

yazilabilir. Simdi hiper dual split vektorler igin tanimlanan ag1 ve eksenler i¢in hiper dual split
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donme olarak tanimlayacagimiz R* ifadesini tanimlayalim. Dénme ekseninin hiper dual

spacelike birim eksen ve hiper dual timelike birim eksen oldugu durumlar1 inceleyelim.

Teorem 3.3. Eger S™ bir hiper dual spacelike birim eksen ve 6* bir hiper dual hiperbolik
ag1 ise
R* = I3 + sinh 6*S* + (=1 + cosh 8*)S*? (3.2)
olarak elde edilir. Burada S*, S* = (sy, Sy, S;) eksenine ait yar1 anti simetrik bir matristir. Bu
durumda
14 (=14 cosh0)(s;? +s;2) (1 —cosh8%)sysy +sinh@*s; (1 —cosh@)sys; — sinh6’s;
R* = | (1 —cosh6*)sysy +sinh6*s; 1+ (=1+ cosh 9*)(—5,’;2 + 5;2) (1 —cos h8")sys; — sin h8"sy
(=1 + cosh8*)sys; —sinhf*s; (1 —coshf*)sys; +sinhf*sy 1+ (-1+ cosh0%)(—s:% + s;,z
seklinde elde edilir (Kahveci, 2016).
Teorem 3.4. Eger S* bir hiper dual timelike birim eksen ve 6 bir hiper dual ag1 ise
R* =1, +sin0*S* + (1 — cos 6*)S*? (3.3)
olarak elde edilir. Burada S*, S* = (s, sy, s;) eksenine ait yar1 anti simetrik bir matristir. Bu

durumda

14+ (1—cos@)(s;2 +5s52) (=14 cosf)sysy +sinf*s; (—1+cos*)s;s; —sinbs;

R* = | (1 —cosB8")sysy +sin@"s; 1+ (1—cos 9*)(—5;2 + sz*z) (=1 + cos8%)sys; —sinf"sy

(1 —cos@")sys; —sin@'s; (=14 cosB)sys; +sinB*sy 1+ (1 —cos 0*)(—s;> + S;Z

seklinde elde edilir (Kahveci, 2016).

Teorem 3.5. 8* = 6, + £*0; € D* herhangi bir hiper dual hiperbolik a¢1 ve

S* =S, 4 'S, € S;* herhangi bir hiper dual spacelike vektdr olsun. Bu durumda bir hiper

dual spacelike birim ekseni etrafindaki bir hiper dual split donme
R*=C+¢&'D
olarak tammlamir. Burada, R* matrisinin dual kismu, dual spacelike ekseni S, ve dual hiperbolik

agis1 6, olan bir dénme tanimlar. R*matrisinin hiper kismu ise, dual yari anti simetrik bir matris

P olmak iizere D = PC olarak tanimlanir.
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Ispat. Teorem 3.2. de tanimlanan g izomorfizmas: ile g(§*) = S* yazabiliriz. Bu
durumda 9(50) = So, g(S1) =S; ve dolayisiyla §* =S, + &*S; olur. Eger S* ve
cosh 8* = cosh 6, + £*0, sinh 6, denklemleri, hiper dual spacelike birim eksen dénme

matrisinde yerine yazilirsa, R* matrisi iki dual matrisin toplami olarak € + £*D seklinde ifade

edilir. R*¢(R*)T e = I; denkleminden ise

— =T — —T — =T
CeCe+e (CeD e+DeC e) =1, (3.4)
elde edilir. Burada,
-1 0 O
e=|0 1 O
0 0 1
dir. (3.4) denkleminden
— —T — —T — T
CeC e=1; ve CeD e+ DeC ¢=0 (3.5)

yazilabilir.

Béylece, € bir dual yar1 ortogonal matristir. S, bir birim dual spacelike vektor
oldugundan ve (3.5) denklemini kullanarak
C=1I;+sinh6, S, + (—1 + coshG_O) S_OZ (3.6)
elde edilir. Bu ifade € matrisinin, dual spacelike ekseni S, ve dual hiperbolik agis1 8, olan bir
dual dénme tanimladigini agik¢a gosterir. Ote yandan, ES(E)T&‘ =P almirsa ve (3.5)
denklemleri kullanilirsa (ﬁ)T = —¢&Pe elde edilir.
Teorem 3.6. 6* = 6, + €6, € D* hiper dual a1 ve S* = S, + €*S; € H3® hiper dual

timelike vektor olsun. Bu durumda, hiper dual timelike birim eksen etrafindaki bir hiper dual

split donme
R =E+¢F
olarak elde edilir. Burada, R* matrisinin dual kismi, dual timelike ekseni S, ve dual ag1s1 6, ile

birlikte bir donme tamimlar. R* matrisinin hiper kismu ise, dual yar1 anti simetrik bir matris P

olmak iizere F = PE olarak elde edilir.

Ispat Teorem 3.5'in ispatina benzer sekilde yapilabilir.
12



Y* ve 7* D*f uzaywmnda <Y*,Y*> = <7*,7*> > 0 veya <Y*,Y*> = (7*,7*> <0
L L L L

kosulunu saglayan herhangi iki hiper dual split vektor olmak iizere R*(X) =Y esitligi saglanir.

Buna bagli olarak asagidaki onerme verilebilir.

Onerme 3.1. Birim hiper dual split vektorler igin E.Study doniisiimii araciligiyla

asagidaki ifadeler verilebilir.

1)  Eger X bir birim hiper dual spacelike vektorse, o zaman R* (Y*) =Y hiper

dual split dsnmesi X vektoriine karsilik gelen dual spacelike dogrusunu Y vektoriine karsilik

gelen dual spacelike dogrusuna doniistiiriir.

—k

2)  EgerX bir birim hiper dual timelike vektérse, o zaman R* (X ) =Y hiper

dual split donmesi ifadesi X " vektoriine karsilik gelen dual timelike dogrusunu Y vektoriine
karsilik gelen dual timelike dogrusuna dondistiirtir.

Ispat:

1) Teorem 2.4.1°den, eger X bir birim hiper dual spacelike vektorse, bu durumda

X vektoriine yonlii bir spacelike dogrusu karsilik gelir. Bu durumda

R* (Y*) = 7*, <Y*,Y*> = <7*,?*> = 1 sartin1 saglayan bir spacelike dogrudur.
L L

2) Teorem 2.4.1 ' den, eger X bir birim hiper dual timelike vektérse, bu durumda

X vektoriine yonli bir timelike dogrusu karsilik gelir. Bu durumda

R* ()_(*) =Y : <)_(*,Y*> = <7*,7*> = —1 sartin1 saglayan bir timelike dogrudur.
L L

p—

Kabul edelimki X = X, + X, ve Y = Y, + €Y, , R (Y*) =Y sartin1saglayan R*
hiper dual split donmesi, 8* = 6, + £*6; hiper dual agis1 (sirastyla hiper dual hiperbolik ag1)
ve S* = (s;,sj*,,sg) hiper dual timelike birim ekseni (sirasiyla hiper dual spacelike birim
ekseni) ile birlikte birer hiper dual birim spacelike (sirasiyla timelike) vektorler olsun. Eger
D;3 uzayinda ZY* ve z?* sirastyla X veY vektorlerine karsilik gelen dual spacelike
(sirasiyla timelike) dogrular ise, bu durumda:

6y, X, ile Y, dual spacelike (sirasiyla timelike) vektorleri arasindaki dual agisi (sirasiyla

dual hiperbolik a¢1),

9_1, Zf ile Z?* arasindaki en kisa uzaklik olarak elde ederiz.
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Bu durumda, her iki durum i¢in asagidaki teoremleri verebiliriz.

Teorem 3.7. Hiper dual ag1 6* = 6, + £*6; ve hiper dual timelike birim eksen S*
tarafindan tiretilen hiper dual split dénme R*, bir vida hareketi ile belirlenir. Bu vida hareketi
L+ dogrusu 6, dual agisiyla dual dsnme ve Lg- boyunca 6, kadar yapilan otelemenin

bileskesidir. Burada, Lg+, D uzayinda R* dénmesinin hiper dual timelike birim eksenine ait

dual timelike dogrusudur.

Teorem 3.8. Hiper dual hiperbolik ag1 8* = 6, + €6, ve hiper dual spacelike birim

eksen S* tarafindan tiretilen hiper dual split donme R*, bir vida hareketi ile belirlenir. Bu vida
hareketi Lg- dogrusu 8, dual hiperbolik acisiyla dual dsnme ve Lg- boyunca 6, kadar yapilan

Stelemenin bileskesidir. Burada, Ls+, D3 uzayinda R* dénmesinin hiper dual spacelike eksenine

ait dual spacelike dogrusudur.

Diger taraftan, X = X + £*X, birim hiper dual spacelike bir vektér oldugunu kabul

—_—

edelim. Eger <)_(*1,X 1> = —1 ise, bu durumda X = X, + £*X; noktalari ile R3; uzayinda
L

herhangi iki dik kesisen dogrular arasinda birebir bir karsilik gelme vardir. Bu dogrulardan biri

X, birim dual spacelike vektdriine karsilik gelen spacelike dogrusu; digeri ise X, birim dual

timelike vektoriine karsilik gelen timelike dogrusudur (Aslan vd., 2020). Eger <)_(*1, Y*1> =1
L

ise bu durumda X = X, + £*X, noktalar1 ile R3; uzaymnda herhangi iki dik kesisen spacelike

dogrular arasinda birebir bir karsilik gelme vardir (Aslan vd., 2020).

X =X, + & X, birim hiper dual timelike vektor oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
X = X, + €*X; noktalar1 ile R} uzayinda herhangi iki dik kesisen dogrular arasinda birebir
bir iligki vardir. Bu dogrulardan biri X, birim dual timelike vektériine karsilik gelen timelike
dogrusu digeri ise X; birim dual spacelike vektoriine karsilik gelen spacelike dogrusudur
(Aslan vd., 2020).

Teorem 3.9. R* hiper dual split donmesi i¢in asagidaki kosullardan biri gegerlidir:

1) R* hiper dual split dsnmesi R uzayimda herhangi iki dik kesisen yonlendirilmis

spacelike dogrularini iki dik kesisen yonlendirilmis spacelike dogrulara doniistiirtir.
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2) R* hiper dual split ddnmesi R} uzayinda herhangi iki dik kesisen yonlendirilmis
spacelike dogrusu ve timelike dogrusunu sirasiyla iki dik kesisen yonlendirilmis spacelike ve

timelike dogrulara doniistiirtir.
Ornek 3.1. X = (E+e"1+&e",—E+&e") ve ¥ = (=& —e" &+ &1+ &)

hiper dual split vektdrler olsun. <Y*,Y*> =1ve <7*, 7*> = 1 oldugundan X veY hiper dual

L L

spacelike vektorlerdir. Bu durumda

elde edilir. Burada, S, =(—1,—§¢) ve S =(=2§&—-1,§+1) dir. (55,57, =-1
oldugundan S* bir hiper dual timelike vektordiir. (3.1) kullanilarak buna karsilik gelen yari anti

simetrik matris

0 E+ée"+e E—-Cet+ "
S =|E+& +¢&" 0 1+ 2&e”
E—ée"+er  —1-28%¢ 0
olarak elde edilir.
Boylece,
4¢&e” &+ &t - E+&T+ €T
(§9)? = [ E=-¢+ ¢ -1 - 2¢&¢” 2¢e”
—&—=¢et=¢" 2¢e* —1—2¢&¢”
elde edilir.

X veY hiper dual spacelike vektdrler oldugundan, 8* = 6, + 6, hiper dual agist

kullanilarak,
cosf* =4&e*, sinf* =1
elde edilir.

Timelike ekseni i¢in hiper dual split Euler-Rodrigues denklemlerine gore

R* =1+ S + (1 — 4¢¢)§*?

1+ 48" 28" 28+ 2¢7
R* = |28+ 2" 28 1+ 4&€”
—2&¢” -1 2&e”
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elde edilir. Boylece

1 o0 28 _ % 2% 2
E= [25 0 1] ve F=|2 2 45]
0 -1 0 —28 0 2¢

elde edilir.

BuradaR* = E + ¢'F dir. R*(S*) =S*, E(S,) = S, ve E matrisinin dual dénme agist

6, = % oldugu agiktir. Diger taraftan, F = PE dual yar1 anti simetrik matrisi

0 2 =2
P=|2 0 —25]
—28 28 0

olarak ifade edilir.

Ayrica ;

o Y* — X_0+ g*)Tl lcln )TO = (EJ 1! _E) UeX_]_ = (1’6’ E)’
[ ?* = ?0+ S*ql(}m ?0 = (_flfi 1) 17671 = (_1’5' f) ’
e S*=S,+eS igin Sy =(—=1,-§&)veS; = (=2§¢ -1, + 1),

yazilabilir. Buradan

elde edilir.
Béylece, X, ve Y, birim dual spacelike vektorler ve S, birim dual timelike vektordiir.
Diger taraftan, ()_( O,Yl)L =0, (?0,71)L =0 ve (§0,§1)L =0 oldugundan X € S{Z

YE S:?ve S* € H(’;z elde edilir. Lorentz birim hiper dual kiiresinin her bir noktas1 yonlii bir
spacelike dogruya ve hiperbolik birim hiper dual kiiresinin her bir noktasi da yonlii bir timelike

dogruya karsilik gelir. Bu dogrular;

X oLy =(=§—§-D+6(1,-9)
? g Zy* = (f,—l,f) + Ey(_f' f, 1)
S* e ZS* = (O,f +1, _f + 1) +ES(_1' _flf)

16



seklinde ifade edilebilir. Burada t,, t,, t, € D dir. Geometrik olarak R*, dual spacelike Zy* ve
dual spacelike E?* dogrularini, dual timelike Lg- dogrusu etrafinda 8, = g acis1 kadar dondiirtir
ve 0, =4¢ kadar bir Oteleme uygular. X, € H{;Z, X € S{Z, Y, € Hz‘)zve Y e S;z

oldugundan X ve Y noktalar birbirini dik kesen herhangi iki dogruya karsilik gelir. R3

uzayinda bu dogrulardan biri spacelike ve digeri de timelike dogrular. Bu dogrular

—  (dz. = (1,0,—1) + 1,(0,1,0)
X o 0
dz, = (0,~1,1) + 1,(1,0,0)

—.  (dy =(1,-1,0) + 10(0,0,1)
Y & 0
dy, = (0,—1,1) + 1, (=1,0,0)

dir.
Ornek 3.2. X = (1,e* &) ve Y = (V2 +&*,1+V2¢e",&€*) hiper dual split
vektorler olsun. <Y*,Y*> =—-1ve <?*,?*> = —1 oldugundan )_(* ve 7* birer hiper dual
L

L

timelike vektorlerdir. Boylece
S =X ®,Y = (e V2Eet — &%, 1)

elde edilir. Burada S, = (0,0,1) ve S; = (¢,v/2¢& — &,0) dir. (S*,5*), = 1 oldugundan S* bir
hiper dual spacelike vektordiir. (3.1) denklemini kullanarak buna karsilik gelen yari anti

simetrik matris

0 1 —2&er +&e
S = 1 0 —&g*
—V2&e* + &e* &g 0
olarak elde edilir. Daha sonra
1 0 =&&*
(§2=1]0 1 —\2&e* + &gt
fer —2&e* + &g 0

elde edilir.

X veY hiper dual timelike vektdrler oldugundan, 6* =6, + £*6; hiper dual

hiperbolik agis1 kullanilarak
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cosh6* =+2, sinh6* =1
elde edilir.

Spacelike eksen i¢in hiper dual split Euler-Rodrigues denklemlerinden,

R =1+ +(-1+2)s?

V2 1 (2 — 2V2)ée*
R =]|1 V2 (2V2 — 4)és*
0 (2V2-—2)¢e 1
elde edilir. Boylece,
vz 1 0 |0 0 (2 - 2V2)¢
C = 1 \/E 0| ve D=10 0 (2\/5_4)5
0 0 1 0 (2V2- 2)¢ 0

elde edilir. Burada R* = € + £*D dir. Budurumda R*(S*) = S*, €(S,) = S, ve € matrisinin
dual dénme agis1 6, = arccosh(v/2) olur. Ayrica, D = PC , dual yar1 anti simetrik matrisiyle
0 0 (2 — 2V2)¢

P= 0 0 (2V2 — 4)¢
(2 —-2V2)§ (4—2V2)¢ 0

seklinde ifade edilir. Ayrica

—

o X =X, + X, icin X, = (1,0,0) ve X; = (0,1,¢),

e Y =Yy+eV icin V= (V2,1,0)ve¥; = (1,V2,¢),

o §* =S, + &S, icin S, = (0,0,) ve S; = (¢, (V2 — 1)£,0),
yazilabilir. Burada

()70,?0)[1 = _1, (70,?0>L = _1 ve <§0'§O>L = 1
elde edilir.

Baylece , X, ve Y, birim dual timelike vektérler ve S, birim dual spacelike vektordiir.
(YO,YJL =0, (70,?1)L =0 ve (EO,§1)L =0 oldugundan, X € Hy?, Y € Hi® ve S* € Si°

elde edilir. Lorentz birim hiper dual kiiresinin her bir noktast yonlii bir spacelike dogruya,
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hiperbolik birim hiper dual kiiresinin her bir noktasi ise yonlii bir timelike dogruya karsilik

gelir. Bu dogrular;

—k

X oLy =(0,—¢1)+1,(1,0,0)
Y oL =(=§—V261) +1,(¥2,1,0)
' oIy = (V2= 1)§,6,0) + E(0,0,1)

seklinde ifade edilebilir. Burada t,, t,, ts € D dir. Geometrik olarak R*, dual timelike ZY* ve
dual timelike E?* dogrularini, dual spacelike Lg- dogrusu etrafinda 6, = arccosh(v2) agist

kadar dondiirir ve 6, = 0 kadar bir Steleme uygular. X; € sz, X € H(”;Z, Y, € Sizve

Y € HSZ oldugundan X " ve ?*noktalarl, birbirini dik kesen herhangi iki dogruya karsilik

gelir. R3 uzayinda bu dogrulardan biri timelike ve digeri de spacelike dogrulardir. Bu dogrular;

—* dfo = (0,0,0) + 10(110:0)
7 dz, = (=1,0,0) + 2,(0,1,0)

> dy, = (0,0,0) + 1o (v2,1,0)
dy, = (—V2,-1,0) + 1, (1,2,0)

dir.
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4. HIPER DUAL SPLIT EULER TEOREMININ OLUSTURULMASI
Bu boliimde, Euler tarafindan verilen sabit nokta teoremi, hiper dual split donme matrisi
kullanilarak ingaa edilecek ve bu teorem hiper dual split Euler teoremi olarak adlandirilacaktir.

Teorem 4.1. R* € SO;(3) hiper dual split donme matrisi olsun. Bu durumda S* # 0
olmak iizere R*S*™ = S* esitligini saglayan bir hiper dual split vektor S* € Df3 vardir.

Ispat. R* hiper dual split donme matrisi olsun. Bu durumda

(R)TeR*s = R*¢(R*)Te = I3, det(R*) =1 elde edilir. R*, bir yar1 simetrik ve bir

yar1 anti simetrik matrisin toplami olarak

*

_ R +eR)Te N R* —e(R")Te

> > (4.1)

seklinde yazilir. R* matrisinin yar1 anti simetrik kismina $* denirse

R*S*e(R*)Te = §* (4.2)
yazilabilir.

(3.1) denklemini kullanarak, S* € Df3 icin g(S*) = S™ olacak sekilde S* matrisine bir
hiper dual split vektor karsilik gelir. Boylece S hiper dual split vektori i¢in

§*=gstve gt (BY)=S"®, B elde edilir. Bu durumda
R*(S"®.B") =R'S" QL RB" (4.3)
elde edilir.
(4.3) denkleminden de
R*gs! = ggis:R" (4.9)
oldugu agiktir.
(4.4) denkleminin her iki tarafina €(R*)Te uygulanirsa
R*gs'e(R)Te = gpis-

elde edilir. Boylece
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ve
R'S* = g(s) = §"
elde edilir.
Sonug 4.1. Eger R* yar1 simetrik matris ise (yani (R*)T = eR*¢), o zaman

$* = 0ve (R*)? = I; olur. Aciktir ki, R*(I3 + R*) = I; + R* esitligi saglanir. Sonug olarak,

I3 + R* matrisinin her bir siitunu sabit kalir ve sifir olmayan siitunlar sabit vektorler olur.

Ornek 4.1. R* , hiper dual split matrisi

1+ 4&e™ 28" 28+ 2¢°
R* = |28+ 2 28 1+ 4é¢” € S0; (3) (4.5)
—2&¢g* -1 2¢e”
olsun.
*_ T
gt =R e denkleminden, R* matrisinin yar1 anti simetrik kismi
0 E+&e"+er E—-¢Ee+ €7
S =+ &+ ¢ 0 1+ 2&¢*
E=¢e"+er  —1-—2¢ 0

olarak hesaplanir.
S* matrisine karsilik gelen vektor
S*=(—-1-2éc",-¢+éc"—¢e", 6+ ¢+ %) (4.6)
dir.

(4.5) ve (4.6) denklemlerden, R*S* = S* oldugu goriiliir.
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