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OZET
RANKIN-COHEN OPERATORLERI VE UYGULAMALARI

Modiiler formlar Matematik’in bir¢ok dalin1 bir araya getirmesi, uygulamalarinin Fizik'e kadar
uzanmasi nedeniyle yiizyili agan siiredir popiilerligini kaybetmemistir ve halen yaygin olarak
calisilmaktadir. Bu ¢alismada modiiler formlarin Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi ile Sayilar Te-
orisi’nin ara kesitinde kalan Rankin-Cohen operatorleri (parantezi) konusu ¢alisilmistir. 7 bo-
liim ve bir ekten olusan bu tezin ilk boliimii 6n bilgilere ve ileride kullanilacak olan kavramlarin
tanitilmasina ayrilmustir. ikinci béliimde modiiler formlar iizerinde tanimli diferansiyel opera-
torler verilmis olup ti¢iincii boliimde tezin ana kismini olusturan Rankin-Cohen parantezi kav-
rami1 tanitilmis ve temel 6zellikleri incelenmistir. Dordiincii boliimde Rankin-Cohen parantez-
lerinin modiiler formlar tlizerinde tanimli Petersson i¢ ¢arpimi ile olan iliskisi ele alinmistir.
Besinci boliimde Choie ve Lee tarafindan 2011'de yayimlanan bir makale incelenmistir. Altinci
bolimde Lanphier ve Takloo-Bighash tarafindan verilen Rankin-Cohen parantezleri ile ilgili
ilging bir sonug verilecektir. Yedinci ve tezin orijinal kismini olusturan Rankin-Cohen paran-
tezinin bir uygulamasi olarak Kohnen plus uzayinda yer alan yarim tam sayi agirlikli iki
Hecke eigenform, Eisenstein serisi ve klasik teta serisinin birinci mertebeden Rankin-Cohen
parantezi cinsinden ifade edilmistir. Tezde ek olarak Pari-GP yaziliminda mf-paketinde yer alan

Rankin-Cohen parantezini de kapsayan bazi hesaplamalarin ekran goriintiileri yer almaktadir.

Anahtar Kelimeler: Modiiler formlar, Rankin-Cohen parantezleri, Pari-GP yazilimi, Petersson

i¢ carpimi, yarim tam say1 agirliklt modiiler formlar



ABSTRACT
RANKIN-COHEN OPERATORS AND THEIR APPLICATIONS

Modular forms have not lost popularity for more than a hundred years and are still widely stu-
died, as they bring together many branches of mathematics and their applications extend to
physics. In this study, the subject of Rankin-Cohen operators (brackets), which is located at the
intersection of analysis and function theory and modular forms. The first part of this thesis,
which consists of 7 chapters and an appendix, is devoted to preliminaries and the introduction
of topics that will be used in the thesis. In the second part, differential operators defined on
modular forms are given. In the third part, the concept of Rankin-Cohen bracket, which forms
the main part of the thesis, is introduced and its basic features are examined. In the fourth sec-
tion, the relation of Rankin-Cohen bracket with Petersson inner product defined on modular
forms is discussed. In the fifth chapter, the article published in 2011 by Choie and Lee is exami-
ned. In the sixth chapter, an interesting result about the Rankin-Cohen parenthesis given by
Lanphier and Takloo-Bighash is discussed. As an application of the Rankin-Cohen bracket,
which forms the seventh and original part of the thesis, the two Hecke eigenforms in the Koh-
nen-plus space are expressed via the first order Rankin-Cohen parenthesis in terms of the clas-
sical theta series and Eisenstein series are expressed. In addition to the thesis, there are screens-
hots of some calculations including the Rankin-Cohen bracket included in the mf-package in
Pari-GP software.

Keywords: Modular forms, Rankin-Cohen brackets, Pari-GP software, Petersson inner pro-
duct, half integral weight modular forms



ICINDEKILER

Sayfa No

(001510 V/28 OO i
L0 771 i PR SSRRR i
ABSTRACT ...ttt ettt ettt a ettt et n sttt iii
ICINDEKILER............ooviiiitieeeeceeeeeee ettt sttt s st iv
SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESIT .........cccooviiiiiiiiiceeeeecee e v
1. GIRIS VE ON BILGILER ........c.cocoiiiieeeeeeeeeteeeetee et 1
1.1. Tanim ve Temel OZeIKICT ...........c.ooeieeeeeeeeeeeeeeeeeeee et e et eseeeee et et e e ee e e eeaeens 1

2. DIFERANSIYEL OPERATORLER..........ccccccoooiiviiiiiiiieiieeeieeseesie s esenae s 7
D T € | TP PPTPPPTPP 7
2.2. Diferansiyel Operator Uzerindeki Bazi Diizenlemeler .......................cccccoevrvninnnnnn. 9

3. RANKIN-COHEN OPERATORLERI .........c.cccoooviiiiiiiiiieeiee e eeeie e, 13
4. RANKIN-COHEN PARANTEZLERI UZERINE BIiR SONUC..........cc.ccocovovrvinnnnnnn. 17
5. RANKIN-COHEN PARANTEZININ FARKLI UYGULAMALARI .......c..ccocevrnnnne. 21
5.1. On Hazirlik ve Temel Sonucun Tfadesi .........ccoooovoveveeeeeeseeeeeeeeeeeeeee e, 21

5.2. Materyal Ve METOTIAT ..o 22

5.3. Ana Teorem’in (Teorem 5.1.4) ISPati...........cccocooovviviiiivcieieeeees e 23

6. HECKE EIGENFORMLARIN RANKIN-COHEN PARANTEZLERI UZERINE ... 27

6.1. Temel SONUCUN TEAAESE..........oveveeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ee e, 27
6.2. L-Fonksiyonlari ile Baglanti.................ccccooooiiiiiiii 27
7. RANKIN-COHEN PARANTEZININ UYGULAMALARI..........c.c.cccooovviiirirrennnne. 33
KAYNAKGCA ..ottt sttt a ettt na s an st n et enen s 36
ERLER .ottt es sttt n sttt en et 38



SIMGELER VE KISALTMALAR LISTESI

Simgeler

ct : 1. Mertebeden Siirekli Kismi Tiirevlere Sahip Karmagsik Fonksiyonlarin Kiimesi

c” : Sonsuz Mertebeden Siirekli Kismi Tiirevlere Sahip Karmasik Fonksiyonlarin Kiimesi
C : Kompleks Sayilar

GL}(R) :Genel Lineer Grup

) : Karmasik Ust Yar1 Diizlem
Im(z) : Z Karmagik Sayisinin Sanal Kismi
M, (T) : T igin k Agirlikli Modiiler Form Uzayi

PSL(2,7Z) : Projektif Modiiler Grup

Py : Poincaré Serisi

R - Reel Sayilar

Re(z) : z Karmagsik Sayisinin Reel Kismi

Sr() : I igin k Agirlikli Cusp Formlari Uzay1

Z : Tam Sayilar

r > Modiiler Grup

Ih(N) : Modiiler Grubun N Seviyeli Temel Denklik Alt Grubu



1. GIRIS VE ON BILGILER
1.1. Tanim ve Temel Ozellikler

Bu boliimde tez ¢aligmasinda kullanilacak kavramlar verilecektir. Bu ¢alisma boyunca

9 ile karmasgik iist yar1 diizlem, PSL(2,Z) ile katsayilari tam say1 ve ad — bc =1 olmak {izere

aj::;? bi¢imindeki lineer kesirli doniisiimlerin grubu ve I' ile modiiler grup temsil edilecektir.

Aksi belirtilmedikge z degiskenleri Im z > 0 6zelliginde olacaktir.

Modiiler formlarla ilgili temel kaynaklar Miyake (2006), (Cohen ve Stromberg, 2017)
ve Koblitz (1984) olup bu boliimdeki bilgiler ve daha fazlasi bu kaynaklardan elde edilebilir.

Tanim 1.1.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) k € Z olsun ve F: $ — C fonksiyonu g6z 6niine

alinsin.

a b

1. Egerheryz(c d)el"vezef)igin

F(y(2) = (cz+ d)¥F(2)
oluyor ise F’ye I' i¢in k agirlikli zayif modiiler ad1 verilir.

2. Eger F, $ lizerinde analitik ve Im(z) — o i¢in |F (z)| sinirh kaliyor ise F’ye I igin K
agirlikli modiiler form denir. Bu 6zellikteki modiiler formlarin kiimesi My, (I") ile ifade edilir.
3. Eger Im(z) — o igin F(z) sifira yakinsiyor ise F’ye I' igin k agirlikli cusp form denir.

Bu 6zellikteki cusp formlarin kiimesi Sy (I") ile gosterilir.
4. Modiiler grubun iiretegleri S(z) = —i ve T(z) = z+ 1 olup F(z) bir k agirlikli mo-

diiler form ise 6zel olarak 1. kosulu saglamasi gerekir yani F(z + 1) = F(z) olur, boylece
k agirlikli bir modiiler form periyodik bir fonksiyon olur. O halde Fourier Analizi Teorisi geregi
periyodik her bir karmasik fonksiyon sinz ve cosz cinsinden ifade edilebilir.

2miz

Boylece g = e olmak tizere k agirlikli F(z) modiiler formunun
F(z) = Xnzoanq™
gibi bir Fourier agilim1 vardir ve eger F (z) bir cusp form ise buradaki toplam n = 1 den baslar.
M, (I") ve S, (I')’nin C karmasik say1 cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi ol-
dugu kolayca goriilebilir. Boylece vektor uzaylari ile ilgili olan tim kavramlarin modiiler form
uzaylarinda da karsiliklar1 olur. Ote yandan modiiler grubun alt grubu olan gruplar iizerinde de

modiiler formlar tanimlanabilir. Bunlardan en meshuru modiiler grubun ¢ = 0 (mod N) 6zel-

ligindeki elemanlarindan olusan alt grubu olan temel denklik alt grubudur. Bu grup iizerinde



taniml1 kK agirlikli modiiler formlara “N seviyeli k agirlikli modiiler form” ad1 verilir ve 2. ko-

suldaki analitiklik kosullar1 buna gore diizenlenir.

Tamm 1.1.2. (Cohen ve Stromberg, 2017) M, (I'") vektor uzayi oldugu i¢in Hecke operator-
leri ad1 verilen lineer operatorler M, (I") tizerinde hareket eder. Daha agik bir ifadeyle verilen

bir k agirlikli f(z) modiiler formu i¢in m. Hecke operatoriiniin etkisi asagidaki gibi verilir:

Tnf(2) = m""lZ(a b

d)EF\Mm

(cz+d) ™ f (222),

cz+d

Burada M,,, determinanti m olan 2 x 2 tam say1 girdili matrislerin kiimesini temsil eder.

Tamm 1.1.3. (Cohen ve Stromberg, 2017) Her birm = 1, 2, ... i¢in tiim T,,, Hecke operatdr-
leri i¢in 6z vektor olan modiiler forma Hecke eigenform (6z form) adi verilir. Agiktir ki, bas
katsayist 1 olan eigenformlar tam olarak Hecke operatdrlerinin 6z vektori olur.

Uyan 1.1.4. K bir tam say1 olmak tizere k + % bir yarim tam sayi olarak adlandirilir. Tam say1

agirlikli modiiler form taniminda (cz + d)* olarak gelen otomorfi ¢arpani yarim tam say1 agir-
likli modiiler form taniminda kompleks karekdk fonksiyonu olarak gelecegi i¢in biraz daha

dikkatli olunmalidir.

z € § olmak tizere Teta serisi 8(z) =1+ 2> q"2 bigiminde tanimlanir. 8(z + 2) = 0(2)

ve 0 (— 2) = v/—iz6(z) bagntilar1 saglamr. Karmasik karekok fonksiyonunun bilinen dali se-
cilerek her y € I' i¢in b, c = 0 (mod 2), (Zd—C)ZLegendre sembolii ve €; = 1 veya i (sirasiyla
d= 1 veya 3 i¢in) olmak iizere 9(}/(2)) = (%)2 e; (cz + d)%@(z) elde edilir. 8(z) = 8(22)
segilerek her y € I(4) igin j(y, z) = (%)2 €7 (cz + d)% olmak iizere 8(y(2)) = j(y,2)0(2)
olur.

Tamm 1.1.5. (Koblitz, 1984) k bir tam say1 olsun. Bu durumda k +% yarim tam say1 olarak
adlandurilir. Her bir cusp noktasinda analitik olan ve 8(y(2)) = j(y, z)¥*/28(z) fonksiyonel
esitligini saglayan fonksiyonlara I (4) igin k + % agirlikli modiiler form yani yarim tam say1

agirlikli modiiler form denir ve M, _ 1(T(4)) ile gosterilir.
2

Sonsuzda sifir olan yarim tam say1 agirlikli modiiler forma yarim tam say1 agirlikli cusp

form denir. Bu 6zellikteki cusp formlarin uzayt S,  1(I5(4)) ile gosterilir.
2



Teorem 1.1.6. (Cohen ve Stromberg, 2017) Yarim tam say1 agirlikli modiiler formlar tizerinde
p?. agirlikli Hecke operatorii 4|N ve p asal olmak iizere p 4 N, k = 24 + 1 pozitif tek tam say1

olsun.

f(2) = Xi-0anq"™ € Mx([o(N)) oldugunda

bn = Qy2y

(=D ,_ _
( p*la, + p¥ zan/p2
p
olmak iizere T,z f(2) = Yp=o by q™ "dir.
Tamm 1.1.7. (Koblitz, 1984) p asal olmak iizere tiim T,2’ler igin 0z vektdr olan modiiler

forma yarim tam say1 agirlikli modiiler formlar i¢in Hecke eigenform denir.

Tanmim 1.1.8. (Cohen ve Stromberg, 2017) f ve g, $ ust yar1 diizleminde C* sinifindan sira-
styla k ve | agirlikli iki fonksiyon olsun; bu durumda f ve g fonksiyonunun n. Rankin-Cohen

parantezi:

Faa=y o/ ("TET (T o)

j=0 J n—j

esitligi ile tanimlanir.

Burada O, (f) = 2%13_]; seklindedir. Ayrica f, k agirlikli ve g, | agirlikli birer modiiler

form ise (k, | tam say1 veya yarim tam say1) [f,gli = lgf' —kfg' € My 14,(T) olur.

Tamm 1.1.9. (Cohen ve Stromberg, 2017) k > 2 bir ¢ift tam say1 olsun. (mm,n) ayni anda

sifir olmayan tam sayi ¢ifti olmak {izere k agirlikli Eisenstein serisi z € § olmak tizere

1
Gr(2) = Z (mz + n)k

mmnez

bi¢iminde tanimlanir.

Bazi k ¢ift tam sayilari i¢in Eisenstein serileri su sekildedir:

1
G,(2) = %+ q +9q?% + 28q% + 73q* + -

1
Ge(2) = gz T4t 33q* + 244q> + 1057q* + -



1
Gg(2) = o tat 129q* + 2188¢3 + -

Tamm 1.1.10. (Cohen ve Stromberg, 2017) k > 2 bir ¢ift tam say1 olsun. Bu durumda k

agirlikli normallestirilmis Eisenstein serisi Ej (2) ile gosterilir ve

2k ¢ .
E@) =1-%- 0, 1(0)q
kn=1

olarak tanimlanir. Burada By, k. Bernoulli sayisini gosterir ve ¢ bolen fonksiyonu

Gea(n) = ) k!

dmn
olarak tanimlanir.

E,(z) =1+ 240q + 2160q® + -+

E;(z) =1—504q — 16632q> + -

Eg(z) =1+ 480q + 61920q% + -+
Teorem 1.1.11. (Koblitz, 1984) k > 4 olmak iizere E, € M,(T") olur.

Teorem 1.1.12. (Cohen ve Stromberg, 2017) z € $ ve g = e?™Z olmak iizere

0(2)=1+2 z g e M3(To(4)

olur.

Teorem 1.1.13. (Cohen ve Stromberg, 2017) f = Y7, a,q", g = Yoo bnq™ € M (I[L(N))
olsun. dy sayist I;(N)’in PSL(2,Z)’deki goriintiisiiniin indeksi olmak tizere M := % say1s1

tanimlansin. Eger 0 < i < M i¢in a; = b; ise bu takdirde f = g olur. M sayisina Sturm sinir

ad1 verilir.
Tamm 1.1.14. (Koblitz, 1984) k ¢ift tam say1, f = X1 a,q" € S, 1([o(4)) olsun. n =
2
2,3 (mod 4) 6zelligindeki a,, Fourier katsayilar1 sifir olan cusp formlar S X +1(F0 (4)) uzayinin
2

alt uzaymi olusturur. Bu uzaya Kohnen plus uzay1 adi verilir ve § l:+1 (Tp(4)) ile gosterilir.
2



Tamim 1.1.15. (Cohen ve Stromberg, 2017) Modiiler fonksiyonlar § iist yar1 diizlemde tanimli
ve I'(1) = SL,(Z) modiiler grubunun degismeyen belirli fonksiyonlaridir. I' © T'(1) alt gru-

buna gore invaryant (degismez) ya da hemen hemen invaryant kalan belirli fonksiyonlardir.
Burada I'(1) daha genel olarak $ tizerinde g = (z Z) icin g(z) = % kesirli dogrusal do-
niisiimlerle

a b

G =GLI(R) = {g = (C d) ‘a,b,c,d €R, det(g) > 0}

bi¢iminde ifade edilir.
Tanim 1.1.16. (Cohen ve Stromberg, 2017) k € Z olsun. Eger f,

1. § iizerinde meromorfik,

2. ng(a

c Z) € I'igin j(g,z) = cz + d olmak iizere

fg@) = j(9,2)"f(2)
fonksiyonel esitligini sagliyorsa I' izerinde k agirlikli bir zayif modiiler fonksiyondur.

Tanim 1.1.17. (Cohen ve Stromberg, 2017) X, § iizerinde tiim karmagik degerli analitik fonk-
siyonlarin uzayi olsun. $ tizerindeki SL,(Z) etkisini kullanarak X tizerindeki SL,(Z) etkisini

tanimlayabiliriz. Herhangi bir k € N i¢in slag operatorii f € X ve y € SL,(Z) olmak iizere T €

(!

) iken
(Flin) (@) = (ct + D) 7*f(y7)

bi¢giminde tanimlanir.

Tamm 1.1.18. (Cohen ve Stromberg, 2017) T, SL,(Z)’ nin N seviyeli kongriians alt grubu

olsun. Bir f € X fonksiyonu

1. vyeTliinflyy =1,
2. Va € SL,(Z) igin f|,a fonksiyonu oo’da analitik

sartlarin1 sagliyorsa I"ya k agirlikli N seviyeli bir modiiler form denir.

Tamm 1.1.19. (Cohen ve Stromberg, 2018) f = ).7"_; a,q" € Sx(N) cusp formunun L-fonk-

siyonu L(s, ) ile gosterilir ve



olarak tanimlanir.

Tamm 1.1.20. (Cohen ve Stromberg, 2017) Modiiler formlar uzay1 C karmasik cismi tizerinde
sonlu bir vektdr uzay1 oldugunu gérmiistiik. Bu nedenle modiiler formlar uzayi iizerinde uygun
bir i¢ ¢carpim fonksiyonu tanimlayarak bu uzaylar i¢ ¢arpim uzayina doniistiiriilebilir. Boylece
modiiler formlarin geometrik 6zelliklerinin ¢alisilmasi da miimkiin olur. Hatirlanacag iizere
modiiler formlar1 §) st yar1 diizlemi {izerinde tanimlamistik; yani modiiler formlarin geometrik

ozellikleri hiperbolik geometri ile agiklanir.

$ ust yar1 diizlemi lizerindeki hiperbolik dl¢iimii d,, = dxdy/ y? ile gosterelim. Bu 61-
¢lin GL} (R) déniisiimleri altinda invaryant kalir ve eger G 1. tip bir Fuchsian grupsa ve covo-

limi covol(G) ile gosterilirse

dxdy

covol(G) = fG\g)d,i = f{(;(G)?
olarak tamimlanir. Eger G, ['nin bir alt grubu ise bu takdirde covol(G) = [I': G](r/3) olur.
Asagidaki tanimda f ve g gibi iki modiiler formun bir G grubuna gore Petersson i¢ ¢arpimi

tanimlanacaktir.
Tamm 1.1.21. (Cohen ve Stromberg, 2017) G, I’'nin sonlu indeksli bir alt grubu olsun. Eger
f,g9 € M (G) ise mevcut oldugu durumda f ve g’nin G grubuna gore Petersson skaler ¢arpimi

(90 = —— [ o f(DgDy"d
g G_[FG] % g y u

olarak tanimlanir.

Uyar1 1.1.22. Petersson i¢ ¢arpiminin birgok normalizasyon sekli miimkiindiir. Bu tanimda nor-
mallestirme i¢in 1 veya 1/covol(G) se¢mek yerine 1/[I": G] secilmistir. Bunun nedeni ise for-

miilleri daha basit yazmak adina gruba olan bagliliktan kaginmaktir.



2. DIFERANSIYEL OPERATORLER
2.1. Giris

Bu boliimde modiiler formlardan yeni modiiler form elde etmenin yontemlerinden biri
olan diferansiyel operatdrleri ele alacagiz. Burada ele alacagimiz yapilarda G genellikle 1. tip
genel Funchsian gruplari gosterse de birkag yerde G grubunun I' modiiler grubunun sonlu in-

deksli bir alt grubu oldugunu kabul edecegiz.
Tamm 2.1.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) f fonksiyonu verilsin. Bu takdirde her y =

(Ccl 3) € GL}(R) igin slas operatdrii

fi.y = (ad — bc)¥/?2(ct + d)*f(yr)
olarak tanimlanir.

Tanim 2.1.2. (Cohen ve Stromberg, 2017) Eger f, $ iist yar1 diizlem iizerinde C* sinifindan
bir fonksiyon ise bu durumda

d 1 of
D.(f) = 2mi 0t
ve
. 1 of
De(f) = 2mi 0T

olarak tanimlanir.

Lemma 2.1.3. (Cohen ve Stromberg, 2017) Eger f yerine D, (f) alirsak

k [
2mi ct+d

Dr(f)s¥ = De(fli) + f iy dur.

Ispat. ’ya gore kismi tiirevi kisaca 97 ile gosterelim. Eger f|,y’nin taniminda 7 ‘ya gore di-

feransiyel alirsak, bu durumda

(ar+b)_a(cr+d)—c(ar+b)_ ad — bc
T

ct+d) (ct +d)? (et + d)?

oldugundan

0:(fi,v)r = (ad — bc)¥(cr +d)*20t(f)(yr) — kc(ad — bc)g(cr +d) 1 (y1)

elde ederiz. Bagka bir deyisle 2mi ile bolerek



kc
ct+d

0 ()lk+2y = 0t(flxy) + fley

elde ederiz.

O hélde eger f, k agirhikli zayif modiiler fonksiyon ise Dy (), (k + 2) agirlikli bir he-
men hemen modiiler form olur ve bu formun derinligi 1’den kiigiik ya da esittir. Sadece k = 0
olmas! durumunda zayif modiiler form olur. Ornegin; j(7) modiiler fonksiyonunu dikkate ala-
lim. j'(7) 2 agirlikli zayif modiiler form olur. 0 agirlikli bir modiiler fonksiyonun tiirevinin hala
2 agirliklt modiiler olmasi 0’dan farkli agirliga sahip modiiler fonksiyonlar i¢in de dnemli so-

nuglar dogurur.

Onerme 2.1.4. (Cohen ve Strémberg, 2017) G, I’'min sonlu indeksli bir alt grubu ve f €
M (G) ve g € M;(G) olsun. Bu takdirde F = lgf' — kfg', G tizerinde k+I+2 agirlikli bir

cusp form olur.

. l
Ispat. G 6zdesliginin sifirindan farkli oldugunu kabul edelim. Eger h = % olarak tanimlanirsa

bu durumda h’nin 0 agirlikli bir modiiler form oldugu agiktir ve f (L:s) = (ct + D*f (1),

CcT

at+b . f (r)l . 05 " o .
g (Cﬂd) = (¢t + d)'g (1) olmak iizere h = pr= - olur. Bir diger yandan h' de 2 agirlikli bir

modiiler fonksiyon olur.

k+1h/

Béylece F = ng = lgf' —kfg' fonksiyonu I(k+1) +2—-k(l—1) =k +1+2
agirlikli bir modiiler fonksiyon olur.

Ustelik F = Igf' — kfg' iist yar1 diizlemin kapanis1 $ iizerinde analitik oldugu ve po-

linom olarak sinirli oldugu aciktir.
Simdi F’nin cusp form oldugunu gorelim:
. 1
gi = 9),vi olarak tammlansin. Ote yandan h; = h|yy; tamimlansin ki bu durumda h; = %,

G; = v; *Gy; eslenik grubu iizerinde sifir agirlikli bir modiiler form olsun. Ustteki gibi F; =
lgifi —kfig; G;lizerinde k + [ + 2 agirlikhi bir modiiler form olur ve iistelik tanim geregi
h; = h'|,y; olur ki bu durumda F|j;4,¥; = F; oldugu elde edilir.

Fourier agilimlarina bakilarak y — oo yapildiginda bu fonksiyonun 0’a yakinsadig1 go-

rlliir. Bu ise F’nin cusp form oldugunu ispatlar.



Yukaridaki teorem yardimiyla diferansiyel operatorlerdeki ilk adimi atmis oluyoruz.
2.2. Diferansiyel Operatér Uzerindeki Baz1 Diizenlemeler

Eger k # 0 ise bu durumda diferansiyel operatorii modiilarite korunacak sekilde diizen-
lemek cok da zor degildir. Bunu yapabilmenin en az iki yolu vardir. Birincisinin avantaji su
sekildedir: Eger ilk form analitikse diferansiyel operator uygulandiktan sonra da analitiklik ko-
runur. Ikincisinde ise sadece hemen hemen analitiklik korunur; ancak buradaki avantaj bu di-

feransiyel operatoriin kolaylikla uygulanabilmesidir.
Bu boliimde ilk olarak bazi notasyonlar1 tanitmis olacagiz.

Tamm 2.2.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) f, $ iist yar1 diizleminde taniml1 bir fonksiyon ve

k € R olsun. Bu durumda

1 1
Y(T) r _4n€(r) - _E’
1 1
Y,(1) = _EEZ(T) = — + 2 Y2101 (M)q",

K@) = ~ 5 E(0) = 1) ~ Y (@)
bigimde tanimlanir ve § iizerindeki herhangi bir Z fonksiyonu 6rnegin Y veya Y, igin
Dz(f) = Dz (f):= Dz (f) + kZf
olarak tanimlanir. Burada belirliyse k indeksi ihmal edilebilir.
Uyan 2.2.2. (Cohen ve Stromberg, 2017)’de sayfa 151 Sonug 5.2.17 geregi
Y(7) = Y,(0) = E;(1)/12 = =Y,

olur ki bu bir hemen hemen holomorfik (analitik) bir modiiler formdur ve 6zel olarak zayif

modiilerdir.

Boylece

k
Dya(F) = D) = (15) B3(H) = 3
0zdesligi elde edilir.

Uyari 2.2.3. Dy, ;. operatorii analitikligi korur; ancak Dy ) yalnizca hemen hemen analitik-

ligi korur.



Diger yandan iki operatdr de (zayif) modiilerligi korur. Ilk olarak Dy j’nin analitik

olmayan modifikasyonu ile baglayalim.

Onerme 2.2.4. (Cohen ve Stréomberg, 2017)

— _y2 P _(a b
(a) D-(Y) = —Y? ve herhangi blry_(c g

) € GL(R) igin
1 c

Y@ =Y() - i ot Td

esitligi saglanir.
(b) Eger f $ iist yar1 diizleminde C! smifindan bir fonksiyon ise herhangi bir y =
a b + ..
(C d) € GL3(R) igin
DY,k(f‘)hﬁ_zy = EY,k(fiky)
elde edilir.

Ozel olarak eger f belli bir G grubu igin k agirlikli bir hemen hemen analitik modiiler

form ise bu durumda Dy  (f) G icin k+2 agirlikli bir hemen hemen analitik modiiler form olur.

Ispat.

@ Y@= (L) (i) , T ‘ya gore turev alirsak kolayca goriilebilir ki

2mi -7

0;Y (7) = —2miY?(7)
olur.

2. formiilii elde edebilmek i¢in Im(Y,7) = (ad — bc)Im(7)|ct + d|~? oldugu hatirlanirsa

Vo) = 1 _|cr+d|2Y
ye) = 4rIm(yt) ad — bc @
olur.
Boylece
ct+d 2icy 1 c
Y, = Y(r)=(1- Y(©) =Y(1) — —
( 2]/)(’[) ct+d @ < cT + d) @ @ 2mict+d
elde edilir.
(b) (Cohen ve Stromberg, 2017)’de sayfa 152 Lemma 5.3.2 geregi
k
D:(Ne+2¥ = D:(fi,¥) + z—mmﬁk)’
ve

Dy (f) = D:(f) + kYf
oldugundan (a)’y1 kullanarak
10



Dy (k+2V = De(D w2y + kY |27 f |y
k c
2mict+d

1
= D (flxy) + flky+k(Y— )flky=59y,k(f|k)/)

ﬁcr+d

elde edilir ki istenilen gosterilmis olur.

Bu son ifade teoremin ispatinda derinlikle ilgili iddiay1 da agiklar.
Clinkii D, (y7P) = — (%) py~®*D olup Dy, operatdriiniin derinligi 1 artirdig agiktir.

Onerme 2.2.5. (Cohen ve Stromberg, 2017) Eger f § iist yan diizlemde C* simifindan bir
fonksiyon ise her y € T icin Dy, x (f)k+2¥ = D,k (fk¥) olur. Ozel olarak eger f I''nin belli
bir G alt grubu igin k agirlikli bir zayif modiiler form ise bu durumda Dy,  (f) k+2 agirlikh

modiiler formdur ve eger f G i¢in modiiler ya da cusp form ise Dy,  (f) aym 6zelliktedir.

Ispat. Bu ispat dogrudan yapilacak bir hesaplamayla da gosterilebilir ancak dikkat edilirse
Onerme 2.2.4 bize Dy 1 (f) = D(f) + kYf’nin Dy 1 (N |xs2Y = Dy (fxy) olmasimi gerek-

tirdigini gosterir. Ote yandan Dy, (f) — Dy, 1 (f) = ( ) fE; = —kY; f veY; 2 agirlikli zayif

L3
12
modiiler oldugundan Dy, , 'nin y altindaki davranist Dy j ile aymdir. Ek olarak Y, analitik ve
polinom olarak sinirli oldugundan modiiler formlarin korundugu agiktir. Son olarak f eger bir

modiiler form ise bu durumda her biry € T icin f|, y’nin Y50 a, (n)e?™nt/m sonsuzdaki Fo-

urier agilimidir. O halde tiirevi sonsuzda 0 olur. f, cusp form ise Dy, ; de cusp form olur.

Uyan 2.2.6. E, Eisenstein serisi sadece I igin hemen hemen modiiler oldugundan Dy, ; donii-
siim formiilii yalnizca y € T i¢in gecerlidir. Bu formiil herhangi bir y € GL} (R) i¢in gecerli
degildir, bu ise Dy, , operatdriiniin Dy ;. den farkini gosterir.

1

Lemma 2.2.7. (Cohen ve Stromberg, 2017) %Eé — 1—12E22 = —1—12E4 € M,(T') veya denk

olarak D;(Y;) + Y# = —E, € M,(I') “dir.

Ispat. (Cohen ve Strémberg, 2017) sayfa 151 Sonug 5.2.17’nin (b) sikki geregi esitligin sol
tarafi I" i¢in 4 agirlikli zayif modiiler formdur; analitik oldugu ve polinom olarak sinirli oldugu
aciktir. Boylece esitligin sol tarafi M, (") uzaymin boyutu 1 oldugundan esitligin dogrulugu

Fourier agilimindaki sabitlerin karsilastirilmasiyla goriiliir.

Onerme 2.2.8. (Cohen ve Stromberg, 2017) @-oM,(I") = C[E,, E¢ ]; cebirini igeren

C[E;; E4; Eg]; cebiri D, operatoriiniin altinda degismezdir.

11



BEE ve b, (E,) -

_r2
B2Be=Fi ositlikleri

2_
Daha kesin olarak D, (E,) = % D.(E,) = 5

elde edilir.

Sonug 2.2.9. (Cohen ve Stromberg, 2017) C[E,; E4; E¢] cebiri herhangi bir eleman1 (6zel
olarak C’nin herhangi bir modiiler formu) sabit katsayili lineer olmayan 3. mertebeden diferan-

siyel denklemin ¢oztimiidiir.

Ispat. Eger f € R := C[E,; E4; Eg] ise dnerme geregi f/,f" ve f"' € R olur, dte yandan
R’nin C tizerindeki agkinlik derecesi en fazla 3 olup (aslinda tam olarak 3’tiir) bu dort fonksiyon

C tlizerinde cebirsel olarak baglantili olmak zorundadir.

Yukaridaki ispat gergekten de oldukca yapici bir ispattir. Herhangi bir f verildiginde bu
modiiler formu ¢6ziim kabul eden bir diferansiyel denklemi tam olarak bulmak oldukga kolay-

dir. Gergekten de asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.10. (Cohen ve Stromberg, 2017) 2E,D?(E,) — 3(1)1(152))2 — 2D3(E,) = 0 6z-

i.y”’ = 0 diferansiyel

desligi dogrudur. Denk olarak y = E, fonksiyonu 2yy’" — 3y’2 B —

denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Yukaridaki diferansiyel denkleme Chazy denklemi denir.

Sonuc 2.2.11. (Cohen ve Stréomberg, 2017) Onerme 2.2.8°deki sonuglar E, = E; ve D, =

Dy  alindiginda da saglanir.

Sonug 2.2.12. (Cohen ve Stromberg, 2017) Eger f, I lizerinde k agirlikli bir modiiler fonk-
siyon ise bu durumda ®7 . (f) E; , E, Ve Es’nin bir rasyonel fonksiyonu olur. Ustelik eger f,
katsayilar1 cebirsel sayilar olan Fourier acilimina sahipse rasyonel fonksiyon da ayni 6zellige

sahiptir.

o 2
Ispat. Gergekten de f/(Es/E4)*/?, 0 agirlikli bir modiiler fonksiyon olur boylece j = %
1 Eg

bir rasyonel fonksiyondur. O halde f, E, ve E;’nin bir rasyonel fonksiyonu olur. Sonug bir

onceki sonugtan agiktir.
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3. RANKIN-COHEN OPERATORLERI

Bu boliimde iki modiiler form verildiginde yeni bir modiiler form elde etmek i¢in
kullanilabilecek yontemlerden birisi olan Rankin-Cohen operatorleri verilecektir. Bu ope-
ratorler bi-lineer operatorlerdir.

Tanim 3.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) f ve g $ iist yar1 diizleminde C*sinifindan iki
fonksiyon ve k ve | belirli tam sayilar olsun; bu durumda f ve g’nin n. Rankin-Cohen
parantezi
n
Frak= .0 (" (T o (yolce)
= J n—j
esitligiyle tanimlanir.
Uyan 3.2. [f, g],, parantezinin net olarak tanimi (Cohen, 1975)’te verilmistir. Aslinda bu
calisma ilk olarak Rankin’de (1956) verilmis olup Zagier’de (1994) bu operatérlere Ran-
kin-Cohen parantezi ismi verilmistir.
Teorem 3.3. (Cohen ve Stromberg, 2017) Rankin Cohen parantezi agsagidaki 6zelliklere sa-
hiptir.

(a) Herhangi biry € GL%(R) igin

(L, 9l lksi42ny = [ﬁk%ghy]n
olur.

(b) Eger f ve g G tlizerinde sirasiyla k ve | agirlikli zayif modiiler ise [f, g],, kK+1+2n
agirlikl bir zayif modiiler olur.

(c) Eger f ve g modiiler form ise [f, g], bir modiiler formdur ve aslinda n > 1 igin bir
cusp formdur.

d) [g, fln = (=D)™[f, g]n olup 6zel olarak n tek say1 ise [f, f], = O olur.

Ispat

@ cnj)= : = ) ()

(= NIn+k—j—D)jI+j-1)!  (n+k—DI(+n—1)!

olmak tizere

CKo(fi T TICK (giw,=T) = ) T" ) (=ie(n, )DL (9)DI ()
=0

nz0 j
yazilabilir. Boylece [f, g],, tanim1 geregi

1
'd+n—-1)!

Co (7 TICKp (957, T) = ) s [f, g1aT"
nz0
esitligi elde edilir.

13



(Cohen ve Stromberg, 2017)’de sayfa 158 Onerme 5.3.18 geregi (t,T)’yi

— T
((m * b)/(CT n d)'(ad bc)T/(CT + d)z) ile yazarsak (ct + d)"e(ﬁ)c/“”d) ve (ct +
T
d)le_(ﬁ)c/ (€744 carpimlarim elde ederiz ki bunlar (¢t + d)**! ¢arpiminda yerine yazilabilir.

Boylece istenilen sonug i (n+k_1;(l+n_1)') katsayisindan bagimsiz olarak elde edilir.

(b) f ve g, sirasiyla k ve 1 agirlikli bir zayif modiiler olsun.

Bu durumda f(7) = f|xy(7) ve g(t) = g|;y(t) olmak iizere [f, g],, tanim ve teoremin (a)
sikk1 kullanilirsa

(If, 91 kv 142ny = [f 1y, gliv]n
oldugu goriiliir.

(¢) f bir modiiler form ise f = Yoo @,q" V€ g = Yim=o bnq" oldugundan [f, g],,’de
Rankin-Cohen tanim1 geregi sabit terim bulunmayacagindan n > 1 igin [f, g],, bir cusp form
olur.

(d) ntek sayisiigin [f, f], = 0 oldugunu tiimevarim yoluyla ispatlayalim.

n=1 igin
f.fli=kf'f —kff' =0,
n=2m+1 icin
U Flamer = B2 (=1)) () (L2mek ) D2 (£)D](f) = 0

oldugunu kabul edelim ve n=2m+3 i¢in dogrulugunu gorelim:

[f. flames = Z3Z5 (1)) (F752) (Gt s) 02 ()DL (f) =

J

i k 2 D+1-j j
Z?;no+3(_1)] (2(m-;1)+k) (Zir(nﬂi-;)li-;_]) D? (m+1)+1-j (f)D-LJ- 6D

olur. m + 1 = r alip esitligin son satirin1 diizenler isek

2r+1

[f flames = ]ZO o (T () el
olur ki kabul geregi bu esitligin 0 oldugu goriiliir.

Rankin-Cohen parantezi kavrami ilk olarak 1956’da verilen bir otomorfik formun tii-
revleri yardimiyla yeni bir otomorf formun elde edilmesini konu alan Rankin (1956) ¢aligma-
sindan yola ¢ikarak Henri Cohen tarafindan Cohen (1975) makalesinde bugiinkii tanimina ka-
vusmustur. Ancak bu paranteze Rankin-Cohen parantezi ismini Don Zagier (1994) calisma-
sinda vermistir. Rankin-Cohen parantezlerinin oldukga ilgi ¢ekici 6zellikleri vardir. Bunlardan

bazilarini asagidaki 6érneklerde gorecegiz.
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Ornegin; Rankin-Cohen parantezi tanim1 kullanilarak n’nin baz1 kiiciik degerleri i¢in

Rankin-Cohen parantezleri agik olarak yazilabilir:
[f,9lo = f-9,
[f, gl = k.f.D:(g) = L.D:(f).g

ve

k(k+1)

[f. 912 = (55

£D2(g) - (k + DU + DD(AD:(g) + =2 D2(f)g).

Lemma 3.4. (Cohen ve Stromberg, 2017) 2 agirlikli bir Y fonksiyonunu goz 6niine alalim.

(Hemen hemen modiiler ve hemen hemen analitik olmasina ragmen bu kabulii yapalim.)

Eger f, k agirhiginda ise
(— )"

[Y, fln = (D7 () = DT ()

veya denk olarak

12
(B2, fln = [E2, fln + (1" —— (D *1(f) = DFH()

olur.

E, Eisenstein serisinin modiiler form olmadigini ancak analitiklik kosullarin1 ve modii-

ler form tanimindaki fonksiyon esitligini hemen hemen sagladig: i¢cin hemen hemen modiiler

oldugunu gérmiistiik. [f, g],, operatori tizerinde bazi yapisal degisiklikler yardimiyla Rankin-

Cohen parantezlerinin E, de dahil olmak {izere modiiler formlar verecegini gérecegiz. Boylece

Rankin-Cohen parantezinin uygulama alanlar1 genisletilmis olur.

Ispat. Tanim geregi

A=y o (T e ok

n-—j
olur.
D.(Y) = -
oldugundan
DM™(Y) = (—1)™m!ym+1
elde edilir ve boylece Dy (f) tanimindan

Y, fl = (- 1)nZ(n (" (R ol

n—j

_( 1 i(n+ 1) (k(i-]i- k)l') yn+i- JDJ(f)

_(_ )P n+
= () - DIV
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elde edilir. Bu da ilk formiildeki ispatlar; 2. ise E; = E, — niy = E, + 12Y olur.

Teorem 3.5. (Cohen ve Stromberg, 2017) f, k agirlikli bir modiiler form olsun ve asagidaki

modifiye Rankin-Cohen parantezini tanimlayalim:
[E2, 1 = (B2 fln = (=D ———DFH(f),
[f. Exliy = [f Exl — %‘“(f)

ve
*x 12 nynn+1
(B2, Bl = [Eg, Ealn — ——— (1 + (=1)")DF*(Ey)

olsun.
Bu takdirde [E,, f];, T lizerinde k + [ 4+ 2n agirlikli modiiler formlar olur. [E,, E, ]y ise
2n+4 agirlikli bir modiiler form olur ve n > 0 i¢in cusp form belirtirler.

Uyar 3.6.
8) [, Ealy = Eof — () De(f) = = () 0elf) + k¥2) = =)Dy, ()

oldugundan n = 0 durumu tam olarak Onerme 2.2.4’ten elde edilir.
b) Bir 6nceki Teorem 3.3 geregi
[f, E21n = (D)™ [E, f1n
ve n tek iken
[E2 Ez]5 =0

olur.
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4. RANKIN-COHEN PARANTEZLERI UZERINE BiR SONUC

Modiiler formlar uzay1 C kompleks cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi oldu-
gundan bu vektor uzay1 iizerinde bir i¢ ¢arpim tanimlanarak bu vektor uzay1 bir i¢ ¢arpim uza-
yina doniistiiriilebilir. Bu 6zellikteki i¢ ¢arpim uzayina Petersson i¢ ¢arpimi denir. Bu bdliimde
Eisenstein serilerini bulunduran Rankin-Cohen parantezlerinin Petersson i¢ ¢arpimiyla ilgili
olan baz1 sonuglar1 verecegiz. Bu ise Rankin-Cohen parantezinin bir uygulamasi olarak gorii-

lebilir.

Poincare serileri klasik Eisenstein serilerinin genellestirilmisidir. I' modiiler grubunun

biry = (Ccl Z) elemanini diislinelim. y’ya karsilik gelen kesirli lineer doniisiim

az+b
cz+d

y(2) =

olur. Belli bir k igin j(z) = (cz + d)* olsun. Bu takdirde Poincare serisi Pk (z) ile gosterilir ve

asagidaki sekilde tanimlanir.

2mimyz
Tamim 4.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) Pk(z) =Y caez % s
>0 (cz+d)
(c,d)=1

erisine Poincare serisi de-

nir. Poincare serilerinin 6nemli 6zelligi asagida verilmistir.

Teorem 4.2. (Cohen ve Stromberg, 2017) f = Y.,,50 a(n)q™ olsun.
(@) Eger f € M (I") ve l ¢ift tam sayis1 [ > k + 2 6zelliginde ise bu takdirde f.E; =
Ynso a(n) Py, olup burada Py}, ; Poincare serisini gostermektedir.

(b) Eger f € Si(T) ise bu formill tiim [ > 4 ¢ift tam sayilar1 i¢in dogrudur.

(c) Egerf=F,=— E2/24 = Y ns001(M)q™" ise bu takdirde bu formiil bir terim ila-
vesiyle tiim [ > 4 ozelligindeki tam sayilar i¢in dogrudur.
Daha kesin olarak F,E; = Y0 01(1) Plb + — E/ seklindedir.
Sonug 4.3. (Cohen ve Stromberg, 2017) f = Y.,,50 a(n)q™ k agirlikli bir modiiler form ve g =
Yns0 b(n)q™ k+l agirlikli bir cusp form olsun.

(k+1+2)! a(n)b(n)
(4m)k+l-1 anl nk+l-1

(@) Egerl =k + 2 ise bu takdirde (fE;, g) = olur.

(b) Eger bunailave olarak f bir cusp formsa yukaridaki formiil [ > 4 6zelligindeki ¢ift

tam sayilar i¢in gegerlidir.
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(c) Egerf=F, =— EZ/ 24 agirhigr 2 olan bir hemen hemen modiiler form ise yuka-

ridaki formiil herhangi bir [ > 2 + 2 = 4 ¢ift tam sayilar1 i¢in dogrudur.

Teorem 4.2’°yi asagidaki sekilde genellestirebiliriz.
Teorem 4.4. (Cohen ve Stromberg, 2017) f = Y.,50 a(n)q™ € M (T) olsun.

(@) Egerl > k + 2 cift tam sayilari i¢in

l+m-1

n=0

olur.

L) a0 PR (@

(b) f € S, (") cusp formsa [ > 4 gift tam sayilari i¢in dogrudur.

c f=F=- EZ/ 24 1se bu formiil ek bir terimle tiim [ > 4 tam say1lari i¢in geger-

lidir. Daha kesin olarak

l+m-—1

[FoBidm =,

n=0
olur.

Ispat. Tanim geregi

(et +d)! =

(‘z Z)erw\r

0J(E) >
(¢ Derer
elde edilir, boylece

U+m—j—1)!

)Z n"a(m)Pyy 4 om(7) + (1)

(-1’

o7 (EY)
2(l + m)2rmi)ym+1

(A+j -1

D ¢/ (ct + d)=U+)

_ k+m =Dl +m—1)!

k+m—1)(l+m—1>
J

-(52000)

Alm,j) = < (- D!

(k+m-—1)!
(k+j—1)!

m-—j

olmak tlizere

[f, Ellm = @™

2.

(¢ a

d)eFoo\l“

a b j=0
‘ d)erw\r

m

(CT + d)—(k+l+2m)
2mi)m

olur.

T m=-PIk+j DA - 1!

Z Z A(m, j)e™ (et + d)=m=Dal(f)

> 4G pemi (et + ()
j=0

(Cohen ve Stromberg, 2017) sf. 159 Sonug 5.3.19’dan 9, = a/a,[ ve § = ad — bc = det(y)

oldugunu biliyoruz. Bu sonucu burada kullanirsak
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l+m-1 1
T A D I GAT R G2
=& D)erair

elde ederiz.
Boylece 0 (f) = (2mi)™ Y. pson™a(n)q™ oldugundan

l+nm -1 _
[f: El]m = ( I—1 )Z nma(n) Z (CT + d)—(k+l+2m)821ny7:

n=0 y=((z Z)erw\r
[+m-1
= ( I_1 )Z n"a(n) Py 142m(7)
nz0

sonucunu (;lkaI‘lI'IZ .

Bu ise teoremin (a) ve (b) siklarmin ispatin1 tamamlar. (c) stkkini ispatlamak icin
M (Fy|,y) = 01(Fy) + (i/(4m)(=1) j1 c/+1 (et 4 d)=U+D

oldugunu biliyoruz.

Diger yandan
cmHL (+m+1) _ m+1 (-1 m+1
(cr+ d)~HmD) = (~1)m o S0 (E)
=4 D)erw\r
oldugundan yukaridaki formiil

= Q2+m-—1)!

m m—1)! . g

m—j 24+m+j7J
E (]) Gy < e ol (R
j=0
12"1 omy(24+m-—1)!
= oM (F. —_— -1 J|<)— m+1 +d 2+m-1

elde edilir. Gerekli sadelesmeler yapilarak teoremin (a) ve (b) sikkina ilave olarak

1 (m+1)! e g e . o1 s
- Hlml 1 G O EY XL o(—1)/ ( ) (m+1)' formiilii terime eklenir. Kolayca goriilebi-

lir ki igteki toplam m!’e esittir. Ciinkii

1-(1—x)m*?

0( 1)]( )]+1 m+1 “dir.

Sonug¢ 4.5. f = Y,s0a(n)q™ k agirlikli bir modiiler form ve g = X.,,50 b(n)q™ k+1+2n agir-

likl1 bir cusp form olsun.

@) =k +2ise([f,Em g) = oxitZmD (tem-1)y , S00W amb@

(471-)k+l+2m 1 nkt+l+m-1
(b) Egerilaveten f bir cusp form ise bu takdirde yukaridaki formiil herhangi bir [ > 4

cift tam sayis1 i¢in gecgerlidir.
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(c) Egerf=F, =— Ez / 24 agithig1 2 olan hemen hemen modiiler form ise yukaridaki

formiil herhangi bir [ > 2 + 2 = 4 6zellikli ¢ift tam sayilar i¢in gegerlidir.
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5. RANKIN-COHEN PARANTEZININ FARKLI
UYGULAMALARI

Onceki boliimlerden f ve g belirli seviye ve agirlikta iki modiiler form ise bu takdirde
[f,g]n. n. Rankin-Cohen parantezinin bir modiiler form oldugunu gordiik. Bu boliimde ise
(Choie ve Lee, 2011)’de verilen Rankin-Cohen parantezinin farkli 6zelliklerini inceleyecegiz.
Bu calismada 6zetle Rankin-Cohen parantezinin aslinda tist yar1 diizlemde tanimli iki analitik
fonksiyon i¢in de tanimlanabilecegi ve bu parantezin sonucu bir modiiler form ise f ve g’den
herhangi birinin modiiler form olmas1 halinde digerinin de bir modiiler form olacagi sonuglan-
mistir. Bu sonucu adi lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimleriyle nasil iliskilendirdiklerini

gosterecegiz.

5.1. On Hazirlik ve Temel Sonucun ifadesi
Teorem 5.1.1. (Cohen ve Stromberg, 2017) Eger k,m € N, m > 0 ve k > 2 ise bu takdirde
Pk(2) € My (I")’dr.

$ Poincare iist yar1 diizlemi ve F, § iizerinde tanimli analitik fonksiyonlarin kompleks

cebiri olsun. Negatif olmayan «a, § ve w tam sayilari ve f, h € F fonksiyonlari verilsin.

Bu durumda

i(—lf (w . 1)<w " 1>fr¢ o=
=0

w—Tr r
(5.1)

¢ i¢in w mertebeli adi lineer diferansiyel denklemini géz 6niine alahm. & Z)’B (f, h) ile F’nin

(5.1) adi diferansiyel denkleminin ¢éziimlerini i¢eren alt kiimesini gosterelim.

Tamim 5.1.2. (Choie ve Lee, 2011) ', SL(2, R) ’nin kayma doniisiimlerini bulunduran ayrik alt
grubu olsun. Her bir negatif olmayan v tam sayisi i¢in M,, (') ile T i¢in v+ agirlikli modiiler

formlarin uzaymni gosterelim. a, f ve w ile eslesen Rankin-Cohen parantezi

[15F: My (T) X Mg(T) = Mgy g0 (D)

seklindeki bilineer doniisiim olarak tanimlanir.

21



Uyan 5.1.3. f e M,(INveg € GZ)’B (f, h) oldugunu kabul edelim. Eger buna ilave olarak g €
Mg (T) ise bu takdirde h = [f, g]Z’ﬁ € My p124 () oldugu goriilebilir. O halde g bir modiiler
form ise h de modiiler form olur. (Choie ve Lee, 2011)’de eger h bir modiiler form ise g’nin

bir modiiler form oldugu gosterilmistir. Daha kesin olarak asagidaki teoremi ispatlamislardir.

Teorem 5.1.4. (Choie ve Lee, 2011) a, 8 verilen tam sayilar ve f,h € F, f € M (") ve h €

Mg g126 () 0zelliginde sabit olmayan analitik modiiler formlar olsunlar.

I.  (5.1) diferansiyel denkleminin her bir GZ)’B(f, h) ¢oziimii ' icin B agirlikli § U {oo}
iizerinde kutup yerleri olabilen bir meromorf modiiler form olur.
ii. Egerge GZ)’B (f, h) $ U {0} lizerinde analitikse bu takdirde Mg (I")’da kalan bir anali-

tik modiiler form olur.
Uyan 5.1.5.

1. Yukaridaki teorem daha genel olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir: Eger f ve h, § iist
yar1 diizlem tizerinde her bir y € (T') i¢in f|,y = f Ve h|g4p+20¥ = h 0zelligini saglayan kar-
masik degerli fonksiyonlar ise bu takdirde (5.1) diferansiyel denkleminin her bir g ¢6ziimii tiim
y € 'igin g|gy = g 6zelligini saglar.

2. Teorem 5.1.4 yarim tam say1 agirlikli modiiler formlar i¢in de gecerlidir.

5.2. Materyal ve Metotlar
(Choie ve Lee, 2011) sf. 143-144’¢ gore f +— f |,y F lizerinde ['nin sag grup etkisini

tanimlar. Diger yandan [ > 0 6zelliginde k ve | tam sayilar ve F € Fise D = d/ dz Olmak tizere

her y € SL(2,R) i¢in

(FOlesar) (@ = Bheo s (80,27 D7 (Fliy) () (5.2)
Ve
DU (@) = Beo(= D) £ (41 &, 2 (FO 42 ) (@) (5:3)

oldugu gosterilebilir (Choie ve Lee, 2011).

Tamim 5.2.1. (Choie ve Lee, 2011) Negatif olmayan «, 8 ve w tam sayilari verilsin. Her f, g €

F i¢in [, ]( “Bl.ExF > F a, f ve w ile eslesen Rankin-Cohen parantezi
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[f, 1P = 3o (— 1) (“Fe ) (@HEY) F glon) (5.4)
ile tanimlanir.

Uyar 5.2.2. Tanim 5.2.1°de verilen a, f ve w ile eslesen Rankin-Cohen parantezini kisaca
@, B, w-Rankin-Cohen parantezi ile yazacagiz. Verilen bu «, 8, w Rankin-Cohen parantezi 6zel
olarak modiiler formlar uzayi igin de gegerlidir. Bu nedenle bu tanim Rankin-Cohen parantezi-

nin genellestirilmesi olarak diisiinebilir.
Boylece f € M, (I') ve g € Mp(T') olmak iizere [f,g]gx‘ﬂ) € My p424 (D) oldugu goriiliir.

5.3. Ana Teorem’in (Teorem 5.1.4) Ispati

Bir f € M,(T") modiiler formu ve bir g € F fonksiyonunu ele alalim, ayn1 zamanda

If, 9157 = h € My, g42,(T) oldugunu kabul edelim. Bu takdirde verilen bir y € T igin h bir

modiiler form olarak kabul edildiginden slas operatorii tanimi kullanilarak

w+a—1)(w+,8—1

A ) L) (9 przio-ar?)

w
h=hlaspizr = ) (17 (
r=0

elde edilir.

Bu son esitlik ve (5.2) geregi

h(z) = Zw:(—nr (“’ Z ﬁ; 1) (w - 1) (FPlas2ry) (@)

r

w-—r

—r—1)! L
Z(ﬁ-l‘w T )( jT)Sf'{()/.Z)w_r—]D](glﬁy)(Z)

B+j—-D!

Z (TN (T T (e

r

1) w—
((f?::— :— 1))! ((;c)— :) &y, 2)°7*D*"(glpy)(2)

=izk (—=1)P (wt+a—-DN(w+p—-1)!
k=0 P=0 (a+p-Dip!B+k—p—D!'(k—p)(w—k)!

X 8@y, 2)"*D*?(glgy) (@) (f P gs2p¥) (2)

oldugu goriiliir.
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Diger yandan (5.2) ve (5.3) kullanilarak

h =
T (DT (DT (Fla) @ (DC T g) (2)=
T (=D (CHE (DY g)(2) x
roo (DL (ST KD P (fPlasapy) () =

(w+a-1D)!(w+p-1)!
w r _1\P
Zr=o Lp=0(=1) (-7 (w+B-r-1)!p!(a+p-1)!(r-p)!

K(©¥,2)" (DY@ (fPas2p7)(2) =

k (w+a-D(w+p-1)! _ _
Zie0 25-0 -1 Gtitas pormnpitarp-nie—p < 0D T OO @ Plarzpy) @)

elde edilir. O halde

(w+a-D!(w+p -1
(w—K)!'pl(a+p—1D!(k—p)!

w w (_1)p 4 )
oN) <(ﬁ = p= DA TP (gler) (@)

0=

p=0k=p
(=P k—p (pw-k )
s ey L O [ MAIC)

sonucuna varilir.

q=k—pvek =q+ p yazilirsa

w

(1P w—k nk—
(ﬁ+k_p_1)!f<(%2) D*7P(glgy)(2)
w—q i
( )” o
G S"t(v.Z) P=4D(glgy)(2)
q=0

elde edilir. Diger yandan ¢ = w — k ve k = w — q oldugu kullanilarak

W w-p

0ok g) () =
= B+ w—k)! £

(1P

METEDTIE G

oldugu goriiliir.
O halde
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0=, Gra D (+ q = 5158020777107 ((9157) = 9) (P laran?) )

elde edilir.

Bu son esitlik ve (5.2) geregi 0 < r < w i¢in

i (-1 (a+p—1)!

B+q-D!(a+r—1) (f) &, 27107 ((glgv) - 9) @)
0

A, (Y: Z) =

i (1P  (a+p-1)

B+q-D!'(a+r—1) (Irj) X &y, 2)*"" " D1 ((glmf) —~ g) @)D (2)

=) 4020
r=0

elde edilir.

Dikkat edilirse kabul geregi I' grubunun kayma doniisiimlerini bulundurmasi nedeniyle
f € M, (I") modiiler formunun belirli bir £ € R i¢in f(z) = Y7, are?™ /¢ seklinde bir Fou-

rier agilimina sahip oldugunu kabul edebiliriz.

Bu takdirde

® X 2mik r 2mikz
ZZ( : ) aA.(y,z)e § =0

k=01r=0
olur.

Boylece her k > 0 i¢in

i <2§ik)r arAr(y,z) =0

r=0
oldugu gortiliir.

Bu yiizden her r € {0,1, ..., w} i¢in A4, (y,z) = 0 oldugu sonucu elde edilir.
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Ozel olarak her z € § icin

(-1)® (a+w—1)!
0= 400D = et o= (@) ~9) @

olur.
Boylece g|gy = g oldugu sonucuna varilir.

O halde g’nin B agirlikli bir modiiler form oldugunu géstermek igin gerekli olan fonk-

siyonel esitlik elde edilir.

Simdi g’nin analitiklik 6zelliklerini inceleyelim. Kabul geregi f ve h iist yar1 diizlem
tizerinde ve I’'nin her bir cusp formu iizerinde analitik oldugundan g fonksiyonu I i¢in 8 agir-
likl1 bir meromorf modiiler form olur. Ciinkii analitik fonksiyonlarin tiirevleri, analitik ve me-
romorf fonksiyonlarin carpimlart meromorftur. Ustelik eger analitikse M 5(I')’ya ait bir modiiler

form olur.
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6. HECKE EIGENFORMLARIN RANKIN-COHEN
PARANTEZLERI UZERINE

6.1. Temel Sonucun Ifadesi
Bu boliimde (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003)’te verilen oldukea ilgi ¢ekici bir sonug

verilecektir.
Teorem 6.1.1. (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003)

1. [E4 Eglo = Eqo V€ [E4, E10lo = [Ee, Eglo = Eq4 Olur.

2. Egerk,l€{4,6,810,14}ven > 1i¢ink + 1+ 2n € {12,16,18,20,22,26} olmak iizere
[Ex, Etln = cn(k, DAksi42n

olur.

Burada c, (k,1) = — 12;_11 (n+rll—1) + (_1)n+1 Z_i (”‘Lﬁ"l)’dir.

3. Eger k € {4,6,8,10,14} ise bu takdirde [Ej,A;] = ¢ (DAg4142, Olur. Burada c, (1) =
("N dir.

Bu teorem Duke’de (1999) ve Ghate’de (2004) yer alan sonuglarin genellestirilmisleridir. Teo-

rem 6.1.1°de n = 0 alinirsa 6nceki sonuglar elde edilir.

6.2. L-Fonksiyonlari ile Baglanti
Caligmanin 6nceki boliimlerinden farkli olarak notasyon kolayligi agisindan T ile denk-

lik alt grubunu gosterelim ve y = (ZL Z

ise T, ={y €Ty = io0} olmak iizere El(2) = Yyero\rJk (¥, z) Eisenstein serilerini elde

) € I i¢in J,(y,2z) = (cz + d)~* olsun. Eger k > 2

etmis oluruz.

[' = SL,(Z) olmas1 durumunda Eisenstein serisi notasyonunda I {ist indisini kaldiraca-

g1z. Bu durumda cok 1yi bilinmektedir ki E}, Eisenstein serisinin Fourier a¢ilim1

2k ¢ .
Fe@) = 1= 5= 0y (me?™ne
By ]
n=

ile verilir. Uygun bir normallestirme yardimiyla Zagier’in (1977) Onerme 6’s1 asagidaki sekilde

verilir:
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Teorem 6.2.1. (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003) k,,k,,kven, k, > k; +2>2ve k =
ki +k, +2n ozelligindeki tam sayilar olsun. f(2) = X572, q;e*™%/% ve g(z) =

Y72, bje®™7/ ise agirliklan sirastyla k ve kq olan T igin iki modiiler form olsun.

Bu takdirde

I'(k — DIk, + n)wk™™ a;b,
(£ 19, R, 1) = 2]

(47-[)k in! F(kz) ki+ky+n—-1

olur. Burada {.,.)ile (f,g) = [ f

icin w = [I: [ ] seklindedir.

I'= SL,(Z) ve g = Ey, aliarak asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.2.2. (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003) k; # k, olmak iizere k; k, = 4 6zelli-

ginde ¢ift tam sayilar ve n ile f Teorem 6.2.1°deki gibi olsun.
Bu takdirde

2k 2k, T(k=1) )
(f . [Exyr Ei)Jn) = (=1)Z By By W=y X Sk

n— 1L (f, k, +n)
olur. Burada L*(f,s) = (2m)~°T(s)L(f, s) ile tanimlanir ve L(f, s) f’nin standart L-fonksiyo-
nudur.

Uyarn 6.2.3. Teorem 6.2.2 Zagier’in (1977) Onerme 6’smin bir sonucudur ve n ¢ift olmasi

durumunda 6zdeslik k; = k, i¢in de dogrudur.
6.3. Teorem 6.1.1’in ispati

(F, G, n) lgliistiniin teoremin kosullarini sagladigini kabul edelim. Sirasiyla F ve G u ve

v agirlikli olsun. k = u + v + 2n yazalim.
H = [F,G],

ve

Py = aern
j=0
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6 =Y e
j=0

H(z) = Z Cje?miz
=0

biciminde olsun. Rankin-Cohen parantezi geregi
G = Zme=j AmBe Bras=nm"t*(=D)" (") ("7T) (6.1)

olur. Ozel olarak eger A, = B, = 0 ise bu takdirde C, = C; = 0 olur. H’nin Hecke eigenform
olma kabulii aslinda H = 0 olmasini gerektirir. Bu nedenle mutlaka F ve G’nin en az biri cusp

form olmamalidir.

Iki durum goz éniine almmalidir:

1. Durum: Bu durumda F cusp form G = E, olsun. Bu takdirde H, Sy(SL,(Z)) de bir
eigenform olacaktir. Kabul edelim ki dimS,(SL,(Z)) # 1 olsun. Bu durumda
(U, H) = 0 olacak sekilde bir U € S, (S LZ(Z)) cusp formu vardir. Bu 6zellikteki cusp

formu

U(z) = ) Dje?m
j=1

ile gosterelim. Bu durumda Teorem 6.2.1 geregi
Z D4, 0
ju+v+n—1 -
j=1
olur. Bununla beraber U ve F cusp formlar oldugundan Zle% serisi Re(s) > u + g + nigin

mutlak yakinsak olacak sekilde bir Euler ¢arpimina sahiptir.
v > 2 oldugundan

v
u+v+n—1>u+5+n

olur.
Sonug olarak yukaridaki 6zellige sahip bir U cusp formu yoktur ve boylece H eigen-
formu sadece dimS,, (SLZ (Z)) = 1 durumunda gergeklesir.
2. Durum: Burada F = E,, ve G = E,, olsun. n = 0 durumu Ghate’de (2000) yer almakta-

dir, bu nedenle n > 0 kabul edelim. Ik olarak u # v durumunu goz éniine alalim. Bu
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durumda kolayca goriilebilir ki H, u + v + 2n agirliginda bir cusp form olmak zorun-

dadir. Eger dimS),(SL,(Z)) # 1 ise bu takdirde (U, [E,, E,],) = 0 6zelliginde bir U €

S (SL,(Z)) eigenformu segebiliriz. Bunu Teorem 6.2.2 ile birlestirerek
LUu+v+n—-1DL*'(U,v+n)=0

UrvH2nt? icin L* (U, s) nin stfir olmadigt bilinir. Bu

sonucuna variriz. Diger yandan Re(s) >
bolge Euler ¢garpiminin mutlak yakinsaklik bolgesidir. s = u + v + n — 1 mutlak yakinsakligin
bolgesinde oldugu icin ilk terim sifir olmaz. Ikinci terim icin eger v + n mutlak yakinsaklik
bolgesinde degilse bu takdirde
LUk —v—n)=(=0"%L"U,u+n)
elde etmek icin fonksiyonel esitligi kullanacagiz. u # v ¢ift sayilar oldugundan bu takdirde u +
v mutlak yakinsaklik bélgesinde olmak zorundadir. Simdi u = v durumunu goz 6niine alalim.
[f,9ln = (=D)"[g, f]n
oldugundan n sayisinin tek olmasi durumunda
[Ew, Eyln =0
elde edilir. Bu nedenle n sayisini ¢ift kabul edebiliriz. n = 2 durumunu asagida ayrica ele ala-

cagiz.

Lemma 6.3.1. (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003) u € {4,6,8} olmadik¢a [E,,, E}, ], nin Fo-

urier a¢iliminda bazi1 hesaplamalar yapacagiz.

[ee]

2
E,(2)=1- B_uz oy—1(mq™",

=1

2u e
Fu@) = =5 ) nou (0"
U =1

2u o
Bi(2) = =2 ) %o, (0q"
=1

olur.

O halde direkt hesaplama yardimiyla
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f(2) = 72+ 1) [Ew Eu]2(2)

=gt Y AN ) 4 Y oy (1) () fulm — ) + ]

m+n=N
m,n=1

[Ey, Ey ] ile eslesen normalize edilmis form olur. f formunun n. Fourier katsayisini E (n) ile

gosterelim.
Eger f normalize edilmis eigenform ise bu takdirde
E(4) = E(2)? — 22ut3 (6.2)

elde edilir. (6.1) esitliginden

2
EQ)=4+2utl 4+ =
B,

ve
E(8) = 160,1(4) + 2 (0,13~ + 6) + 40, (2)°

olur. Burada (6.2) esitligini X = Bi igin diizenlersek

X2+ (80y-1(2) — 041 (3)(—4u + 6) + 40,1 (2)*)X
+ (160, _1(2)? — 22%*3 — 160, _,(4)) = 0

(6.3)

olur. Bu denklemin rasyonel bir ¢dziimii olmasi i¢in D diskriminantinin bir tam saymnin tam

karesi olmas1 gerekir.
(6.3) denkleminin diskriminanti

D = (40y—1(2)* + 0,1 (3)(—4u + 6) — 80,1 (2))* — 4(160,,1(2)* — 224*° —

160,_1(4)) = (4% + 3471 (=4 + 6) + (2 — 4u))” + 22445 — 2u+S gy,
Y = 4% + 3% 1 (—4u+6) + (2 — 4u)

olsun, bu takdirde
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D= YZ + 22u+5 _ 2u+5
olur.

u > 4 icin 27u > 28 oldugundan kolayca goriilebilir ki 224> — 24+5 > 25y 4 28 dir.
O halde D > (Y + 16)2 olur.

Belirli bir ¢ < 1veu > 22 igin (4/3)* > 4.17u/3c oldugundan 17.224+1 > 22u+5 >

22utlce > p2uS 4 23 17u3%"1 elde edilir, burada (Y + 17)? > D olur. O halde u > 22 igin
(Y +17)?2 > D > (Y + 16)? elde ederiz. Bdylece D bir tam saymin tam karesi olamaz. u €

{10,12,14,16,18,20} icin direkt hesaplamayla goriilebilir ki diskriminant bir tam say1 olamaz.

Boylece (6.3) esitliginin rasyonel ¢oziimii yoktur. O halde u > 10 igin f bir eigenform
olamaz. u € {4,6,8} igin S,,,4(SL,(Z)) uzaylar1 1 boyutlu oldugundan bu 6zellikteki u’lara

karsilik gelen f eigenform olur.

Sonug 6.3.2. (Lanphier ve Takloo-Bighash, 2003) k > 20 ve k = 0 (mod 4) oldugunu kabul
edelim. Bu takdirde L*(f, X/,) # 0 ve L*(g,%/,) # 0 olacak sekilde f, g € S,(SL,(Z)) 6zel-

liginde iki eigenform vardir.

Ispat.u = %k — 2 olsun. Bu durumda Lemma 6.3.1 geregi [E,,, E;, ], nin eigenform olmadigini

biliyoruz. Bu ise S, de (f, [Ey, Ey]2) # 0ve (g, [Ey, Ey]2) # 0 6zellginde iki eigenform olma-

st gerektirir. Ispat, Teorem 6.2.2°nin direkt bir sonucudur.

Bu hazirliklardan sonra n gift say1 olmak iizere [E,, E, ],, durumunu ele alabiliriz. Bu

takdirde Teorem 6.2.2 geregi

“IEw, Eyln bIr f € Sy42n(SLy(Z)) eigenformunun sifirdan farkl bir izdiisiimiine sahiptir <
L*(f,u+mn)# 0dwr.”

Sonug geregi 2u + 2n > 20 ise bu takdirde bu 6zellige sahip olan f ve g gibi en az iki
eigenform vardir; bu ise [E,, E |, 'nin bir eigenform olayacagini gerektirir. ¢, (k, 1) ve ¢, (1) sa-

yilari (6.1) esitliginden kolaylikla hesaplanabilir.
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7. RANKIN-COHEN PARANTEZININ UYGULAMALARI

Rankin-Cohen parantezinin ilgi ¢ekici uygulamalarindan birisi de yarim tam say1 agir-
likl1 Hecke eigenformlarin sistematik se¢imi probleminin ¢oziimii olarak karsimiza ¢ikar. Asa-
gida (Inam vd., 2020)’de yer alan ve bu tez ¢alismasinin orijinal sonuglardan olan iki sonucu

ele alacagiz.

Teorem 7.1. f, = —% (3G4(42)0'(2) — G¢(42)0(2)) € Si7(Ty(4)) bir Hecke eigenformdur.
2

Ispat. [G4(4z2), 6], Rankin-Cohen parantezini hesaplayalim. Tanim 1.1.8 geregi
91 = 6G(42)0'(2) =5 G4(42)0(2) = ——q - q* +8¢° —88¢° + - (1.1)
olur.
q’lu terimin katsayisi 1 olacak sekilde normallestirme yapilirsa f; = —42g, elde edilir.
Ote yandan dim <S17/2(F0(4))> = 3 olup
u; = q + 88q* — 336q° + 3696q°% — 5535q° + 0(q'?)
U, == q% + 4q* — 56q° + 126q° — 224q" + 488q® — 576q° + 0(q'?)
uz == q% — 6q* + 20q° — 56q° + 124q7 — 220q°® + 352q° + 0(q*?)
olmak tizere {uq, u,, us} S17 /, (Fo (4))’nin bir tabanmdir.

Bu uzay icin Sturm sinir1 4 olup (7.1) esitligine dikkat edilirse f;’in n = 2,3 (mod 4)

ozelligindeki Fourier katsayilarmin sifir olmasi nedeniyle f; € Sty /, olur.

Son olarak  Si7 (I (4))’te bir tek Hecke eigenform mevcut olup bu formun u, yani f;
2

formu oldugu kolayca goriilebilir, bu daispati bitirir.

Teorem 7.2. f, = %(868(4z)9’(z) — %Gé(ﬁlz)e(z)) 652*1/2(1“0(4)) bir Hecke eigenform-

dur.

Ispat. [Gg(42), 6(2)]; Rankin-Cohen parantezini uygulayalim. Tanim 1.1.8 geregi
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1 I 5
g2 = [Ga(42),0(2)]1 = 8G5(42)0' (2) =5 G4(42)0(2) = -q — = q* +12¢° —
456¢° + (5= + 1032) g° + -~ (7.2)

olur. g’lu terimin katsayis1 1 olacak sekilde normallestirme yapilirsa f, = 30g, elde edilir. Ote

yandan dim(Sz1/2(F0(4)) = 4 olup

uy = q + 24q° + 1344q° — 4480q” — 1920¢°® + 4089q° + 0(q'?)

u, = q% + 112q° — 426q° + 672q” + 2176q° + 6144q° + 0(q*?)
uz == q° + 8q° — 56q° + 148q” — 448q® + 1024q° + 0(q*?)
u, == q* — 6q° + 24q® — 80q” + 210q® — 4809° + 0(q*?)

olmak iizere {uy, u,, us, Uy} S31 / ’nin bir tabanidir.
2

Bu uzay i¢in Sturm smir1 5 olup (7.2) esitligine dikkat edilirse f, = u; — 56u, olup
f> €55 /, (T (4)) oldugu agiktir. Kohnen plus uzay1 tanimi geregi f,’nin n = 2,3 (mod 4)

ozelligindeki Fourier katsayilarmin sifir olmasi nedeniyle f, € S3; /, olur.

Son olarak S{l/z(l“o(él))’te bir tek Hecke eigenform mevcut olup bu formun f, = u; —

56u, formu oldugu kolayca goriilebilir, bu da ispat1 bitirir.

(Inam vd., 2020)’de Rankin-Cohen parantezi yardimiyla 17/2 ve 21/2 agirlikli Kohnen
plus uzayinda bulunan Hecke eigenformlar Eisenstein serileri ve teta serisi cinsinden ifade edil-
mistir. Dikkat edilirse bu Hecke eigenformlarm en az 108 Fourier katsayis1 Magma (Bosma
vd., 1997) Cebir Programi’nda kolaylikla hesaplanabilir. Bu hesaplamada yalnizca Cauchy ¢ar-
pimlar1 zaman alir. Magma Cebir Programi’nda var olan Fast Fourier Transform (FFT) 6zelligi
bu carpimlari kolaylastirir. Eisenstein serileri ve 6zellikle teta serisinin olusturulmasi herhangi
bir hesaplama yiikii getirmez. Sonug olarak elde edilen bu basit formiiller yardimiyla bu iki
agirlik icin yeterince Fourier katsayisi kolayca hesaplanabilir. Burada sunu da not diismekte
fayda var, Pari/GP (Pari/GP, 2021) Cebir Programi’nin 2.11 ve {ist versiyonlarinda bulunan
modiiler formlar (mf) paketi modiiler formlarla hesaplama yapmak isteyen arastirmacilara

onemli avantajlar saglamistir. Ornegin; ispatlarda kullanilan Sturm smiri pratik sekilde
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Pari/GP’de hesaplanabilirken Magma’da bu sinir1 direkt olarak hesaplayan bir komut bulunma-
maktadir. Ancak Pari/GP’de FFT 6zelligi bulunmadigi i¢in Cauchy ¢arpiminda oldugu gibi

benzer biiyiik hesaplamalarda hafiza problemi ¢ikacaktir.

Bu ¢alismaya ilham veren bu fikir sayesinde (Inam vd., 2021)'de yarim tamsay1 agirlikli
modiiler formlarin Ramanujan-Petersson konjektiirii yardimiyla normallestirilen Fourier katsa-
yilarinin Sato-Tate benzeri dagilimini incelemek igin gerekli drneklerin temini Rankin-Cohen
parantezleri sayesinde yapilmistir. Boylece yarim tamsay1 agirlikli Hecke eigenformlarin siste-
matik se¢imi problemi de ¢oziilmiistiir.

Ote yandan yine bu fikir sayesinde yarim tamsay1 agirlikli modiiler formlarin Rankin-
Cohen baz1 (Inam ve Wiese, 2021)'de tanimlanmis olup yine ayn1 calismada diger iki bazla hiz

kiyaslamalar1 yapilmaistir.
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EKLER
Ek-1: PARI/GP Tanitimi

PARI/GP sayilar teorisinde hizli hesaplamalar i¢in (¢arpanlara ayirma, cebirsel sayilar
teorisi, eliptik egriler, modiiler formlar, L-fonksiyonlar1) dizayn edilmis ve yayginca kullanilan

bir cebir bilgisayar sistemidir.

B ' PARI — O X
Reading GPRC: gprc.txt

GP/PARI CALCULATOR Version 2.12.0 (alpha)
amdé4 running mingw (x86-64/GMP-6.1.2 kernel) 64-bit version
compiled: Jun 3 2019, gcc version 6.3.0 201706516 (GCC)
threading engine: single
(readline v8.0 enabled, extended help enabled)

Copyright (C) 2000-2019 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

ype ? for help, \gq to quit.
ype ?17 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 8000000, primelimit = 500000
(20:38) gp >

Ek-2(a): Pari/GP Uygulama Ornekleri

Asagidaki ornekte:

1. 4 agirlikli Eisenstein serisi ve Teta serisi tanimlanip Rankin-Cohen parantezi altindaki ilk
50 terimi hesaplanmigtir.

2. 13/2 agirlikli cusp form olusturulup bu uzayin boyutu ve baz elemanlari gosterilmistir.
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B PARI - | X

Copyright (C) 2000-2019 The PARI Group
PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type ? for help, \g to quit.
Type ?17 for how to get moral (and possibly technical) support.

8000008, primelimit = Seeeee
E4=mfEk(4);
T=mfTheta();
A=mfbracket(E4,T,1);
(16:17) gp > Ser(mfcoefs(A,50),q)
112%q + 480*%q~2 - 2880*q"3 + 1488*q"4 - 1920*%q"5 + 25920*q"6 - 26880%*q~7 - 11520%q 8 + 1008*q"9 - 47040*%q"10 + 8736
0*g 1l + 69120%q"12 + 21120*g 13 - 174720%*gq 14 + 103680*gq 15 - 263168*gh16 - 2688@*q~17 + 237600%q 18 - 116160*g~19 + 53
7600%q~20 - 88640*%q~21 + 306240*%q/22 - 625920%q"23 - 622080*q"24 + 190960*q"25 + 185280*qn26 - 725760*q"27 + 645120%qn2
+ 63360*q"29 + 247689*q"3@ + 2680320*g” 31 - 706560*gqN32 - 725760*q"33 - 3258240%g”~34 + 1303680*q"35 + 12672%g”~36 + 3
80*g~37 - 628800*q"38 - 30852800%*q”~39 + 1128560*q~40 + 1827840*q" 41 + 5443280*q’ + 1431360*q~43 - 2096640*q~44 - 950400
*qr45 - 2202240*q"46 - 3816960*qr47 + 4239360%q~48 - 3757712*%q"49 + 38184e@0*g”r50 + 0(gn51)
gp > f=mfinit([4,13/2],1);
:17) gp > mfdim(f)
2
:17) gp > L=mfbasis(f);
117) gp > mfcoefs(L[1],10)
[e, 1, @, @, -56, 120, @, 8, -240, 9, 8]
17) gp > mfcoefs(L[2],10)
[e, e, 1, -6, 16, -32, 54, -56, 32, @, -98]
17) gp > mfsturm(f)
3
)

>
>
>
>

gp >

Ek-2(b): Pari/GP Uygulama Ornekleri

Asagidaki ornekte 7. Rankin-Cohen Parantezinin Uygulamalar1 baslig: altinda verilen Te-

orem 7.2°deki ifadenin Pari yardimiyla ¢6ziimii verilmistir.

BT PARI - O X
Copyright (C) 2000-2019 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

ype ? for help, \q to quit.
ype P17 for how to get moral (and possibly technical) support.

parisize = 8000000, primelimit = S5eeeee

:25) > G8=mfeisenstein(8);

:25) T=mfTheta();

:25) G84=mfbd (G8,4);

:25) G8p=mfderiv(G8);

:25) G84p=mfbd(G8p,4);

:25) Tp=mfderiv(T);

:25) A=mfmul(G84,Tp);

:25) B=mfmul(G84p,T);

:125) C=mflinear([A,B],[240,-60]);

:25) V1=mfcoefs(C,50);

:25) > Ser(Vvi,q)

gq - 56*%q"4 + 360*g"5 - 13680*g"8 + 30969*%q"9 - 177120%q"12 + 266760*q 13 - 549824*q"16 + 526320%q"17 + 348480*q"20

- 710640*%g”21 + 2475360%*q - 4330535%q~25 + 8830080%gq"28 - 5835248*q 29 - 6238080*gq~32 + 3065040*q"33 - 1734264*%q” 36
20307240*q"37 - 62929440*q 40 + 35801280*gq"41 + 30048480*g"44 + 25320600*g"45 - 88766720+*q"48 - 57271151*q"49 + O(g"5]

(17:25) gp > D=mfbracket(G84,T,1);
(17:25) gp > V2=mfcoefs(D,50);
(17:25) gp > Ser(V2,q)

-1/3e*q + 28/15*gq*4 - 12*g"5 + 456*q"8 - 1@8323/10*q"9 + 5984%*q - 8892*gq~13 + 274912/15*%gM16 - 17544*%q~17 - 1161
*q~20 + 23688*q~21 - 82512*g~24 + 866107/6%*q"25 - 294336*q~28 + 194508*gq~29 + 207936*q”32 - 182168*g"33 + 289044/5*g"36
- 676508*q"37 + 2097648*%q"40 - 1193376%q"41 - 1001616%q"44 - 844020%q 45 + 2692224*q~48 + 57271151/30*g~49 + 0(g”51)
(17:25) gp >
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