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OZET

Bu calismada, Riemann yiizeylerinin fizik uygulamalar1 géz oniine alinmis, 6zel
olarak Riemann ylizeylerinin modiiller uzaylari ele alinmistir. Dort béliimden olusan bu
caligmanin ilk bolimii modiiller uzaylarinin tanitimina ayrilmistir ve sicim teorisi kisaca
tamtilmistir. ikinci béliimde, bazi egrilerin modiiller uzaylar1 elde edilmistir. Ugiincii
boliim Riemann yiizeyleri ve diinya yapraklarina ayrilmistir. Ozel olarak ii¢ sicim etkisi
ve Schwarz-Cristoffel doniisiimleri ¢alisilmistir. Dordiincii ve son boliimde ise Riemann

ylizeylerinin modiiller uzaylari elde edilmistir. Bu ¢alisma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Riemann yiizeyleri; Modiiller uzay1
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ABSTRACT

In this work, the physical applications of Riemann surfaces are taken into
account, and the moduler spaces of Riemann surfaces in particular are considered. The
first part of this work, which consists of four chapters, is devoted to the introduction of
moduli spaces and string theory is briefly introduced. In the second part, some curves'
moduli spaces are obtained. The third chapter is devoted to Riemann surfaces and the
world-sheet. Specifically, three string effects and Schwarz-Cristoffel transformations
have been studied. In the fourth and last section, moduli spaces of Riemann surfaces are

obtained. This work is a compilation.

Key Words: Riemann surfaces; moduli spaces.
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1. MODULLER UZAYLARI

Bu boliim hazirlanirken (Ben-Zvi, 2008) eserinden faydalanilmigtir. Matematikte
en Onemli problemlerden bir tanesi siniflandirma problemidir. Nesneler arasinda bir
denklik olusturmak ve boylece birbirine denk olan iki nesnenin &zelliklerinin ayni
olmasi ve birbirine denk olmayan iki nesnenin birbirinden farkli 6zelliklere sahip olmasi
gibi bir ayrim ortaya ¢ikar. Bunu olusturmak oldukca 6nemli bir problemdir.

Modiiller uzaylar1 geometrik siiflandirma problemlerinin geometrik ¢oziimleri
olarak diislinlilebilir. Bu calismada Riemann ylizeylerinin modiiller uzaylar1 ele
alinmaktadir. Boylece modiiller uzaylarmin énemli 6zellikleri incelenebilir.

Kabaca modiiler uzaylari1 problemi ti¢ boliimden olusmaktadir:

1. Nesneler : Hangi geometrik nesneleri tanimak ya da parametrize etmek,

2. Denklikler : Iki nesne arasinda bir bagimt: tamimlayarak hangi nesnelerin ayn1

oldugunu belirlemek,

3. Aileler : Ortak 6zelliklere sahip nesnelerin bir araya getirmek.

Buradaki temel fikir, siniflandirmaya calisti§imiz nesnelerin biitliinligii i¢in bir
geometrik yapr olusturmaktir. Bdylece siniflandirmanin net bir geometrik yapisini
koymak istiyoruz. Bu ise nesnelerin geometrisinin ¢ok daha gii¢lii sekilde anlagilmasina
neden olur. O halde modiiller uzaylarinin kendisi oldukc¢a zengin ozelliklere sahip
geometrik nesneler olur. Ustelik modiiller uzaylarinin son yillarda fizikte 6zel olarak
sicim teorisiyle yakin iliskisi konuya olan ilgiyi gittikce artirmaktadir. Bu iliski
sayesinde cesitli yeni teknikler ortaya cikmistir. Ornegin (Smit, 1988)’de Riemann
yilizeylerinin modiiller uzaymin cebirsel geometrisinin sicim teorisindeki ayirma
fonksiyonunu nasil belirledigi ortaya konmustur. Ote yandan giincel bir sonug olarak,
(Ji ve Jost, 2016)’da Riemann yiizeylerinin “evrensel” modiiller uzaylar
olusturulmustur. Buradaki “evrensel” kelimesi modiiller uzaylar1 elde edilen Riemann
yiizeylerinin sonlu cinse sahip herhangi kompakt Riemann yiizeyleri olmasi
anlamindadir.

Bu ¢aligmanin savunma sinavi tarihinin ertesi giiniinde hayata gozlerini yuman
Maryam Mirzakhani, 2014 yilinda Seul'de diizenlenmis olan Uluslararasi Matematik
Kongresi’nde “Riemann yiizeylerinin ve bu yiizeylerin modiiller uzaylarinin dinamigi ve
geometrisine yaptigi 6nemli katkilar” nedeniyle Field madalyasiyla 6diillendirilmistir.

Bu 6diili kazanan ilk kadin matematikgidir.



Simdi kisaca Sicim Kurami’na deginelim; Kendimiz dahil bizi saran, iginde
yasadigimiz biitiin materyal varlik maddedir. Cevremizde gordiigiimiiz ne varsa hepsi,
evrenin bir parcasidir ve madde formunda bulunurlar. Dolayisiyla evreni anlamak,
maddenin ne oldugunu anlamaktan geger. Maddeyi anlamak i¢in onu parcalamak
gerekir. Onu nereye kadar parcalayabilirsiniz hi¢ diisiindiiniiz mii? Demokritos gibi
atomlara kadar m1? Yok bundan daha iyisini de yapabilirsiniz, ¢ekirdegi olusturan
protona ve ndtrona hatta kuarklara kadar inebilirsiniz? Ya sonra? iste Kuark, Elektron,
Foton gibi temek parcaciklar kiitlelerini ve diger Ozelliklerini nasil kazanmislardir?
Onlar1 birbirlerinden farkli kilan nedir? Kiitle denen sey nasil olusmustur? Biz genelde
temel parcaciklar1 0 boyutlu noktasal cisimler olarak diisiinmeyi tercih ederiz. Fakat
temel sicim teorisi 1 boyutlu ipler olarak diisiiniir. Bu teoriye gore kalinlig1 yok fakat bir
uzunluklar1 var, yaklagik 10733 ¢cm civarinda. Bu boyut bizim 6l¢iim yapamayacagimiz
kadar ¢ok cok kiigiik bir skaladadir. Sicimler acik veya kapali olabilirler. Bunlar uzay
zamanda hareket ederlerken bir hayali yiizeyi digsar1 dogru siipiiriirler. Bu sicimlerin
kendilerine 6zgii titresim modlar1 vardir ve bu modlar onlara her temel parcacigin diger
temel parcaciktan farkli olmasinmi saglar. Biitiin kuvvetleri yani 4 kuvveti birlestirip,
biitiin bildigimiz parcaciklar1 bir sicimle tarif edebilirsiniz. Bunu kemanin tellerine
benzetebilirsiniz, her titresimin farkli bir notayr vermesi gibi. Sicim kuraminin ana
varsayimi maddenin yapitaglarinin nokta parcaciklar degil 1-boyutlu sicimler
oldugudur. Bu sicimler ayakkabi bagi gibi ag¢ik ya da bir halka seklinde kapali
olabilirler. Sicimler olaganiistii kisadir. Tipik uzunluklar1 10733 ¢m dir. Bu dylesine
kiigiik bir sayidir ki giindelik hayatimizda bu uzunlugu ihmal edip sicimleri bir

noktaymis gibi diisiinebiliriz.
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— i
Acik Sicim Kapal1 sicim
Acik Sicim Kapali sicim

Sekil 1.1 Acik ve kapali sicimler.

Bir keman telinin degisik titresimlerinin degisik sesler vermesi gibi, bir sicimin
de farkl titresim kipleri (modlart) vardir. Her bir kip farkli bir parcaciga karsilik
gelmektedir. Boylece dogada gordiiglimiiz ndtron, proton gibi parcaciklart tek bir
sicimin degisik titresimleri gibi diisiinebiliriz. Noktasal bir parcacik uzay-zamanda
hareket ettiginde 1 boyutlu bir ¢izgi (worldline) ¢izdigi halde bir sicim 2-boyutlu bir
ylizeyi (world sheet) tarar. Bu durum kuantum alan kurami hesaplarinda rastlanilan bazi
sonsuzluklardan kurtulmamizi saglar. Noktasal iki parcacik belli bir konumda ve
zamanda carpisir. Buna karsilik sicimlerin etkilestikleri an ve konum artik bir nokta
degil bir ylizeydir, yani belirsizdir. Boylece o tekil noktanin hesaplamalarda yarattigi
sonsuzluk probleminden kurtulmus oluruz.

Sicimler; bir kemanin telleri gibi salinan 10733 santimetre uzunlugunda gok
kiigiik iplikciklerdir. 1033 tanesi bir uctan diger uca dizilse, sadece 1 santimetre

uzunlugunda olacaktir. Sicimler; simdiye kadar gozlenmedi fakat, biyikligi



matematiksel olarak hesaplanabilmektedir. Bir sicimin, bir atomun biiyiikliigline olan
orani; bir atomun tiim Gilines Sistemi'ne olan oranina esittir (Deger 2002).

Sicim teorisiyle modiiler formlar arasinda da 6nemli bir iligki vardir. Modiiler
formlar igin gerekli bilgiler (Inam, 2011)’de bulunabilir. Modiiler formlarla ilgili giincel

calismalardan birisi de (Ozkaya, vd., 2017)’dir.



2. DUZLEMDEKI DOGRULAR VE BAZI EGRILERIN MODULLER
UZAYLARI

Bu boliimde modiiller uzaylar1 kavraminin daha iyi anlasilabilmesi i¢in nispeten
daha basit olan diizlemdeki dogrularin modiiller uzaylar1 elde edilecek ve bu uzaylarin
ozellikleri incelenecektir (Zweibach, 2009).

Ornek 2.1. Bu béliimde aksi belirtilmedikge dogru kelimesi orijinden gegen dogruyu
belirtmektedir.

R? diizleminde, orijinden gecen tiim dogrularin koleksiyonunu belirlemek
istiyoruz. Problemi ¢6zebilmek icin, her bir L dogrusunu, belirli bir parametre ile ya da
modiiliis ad1 verilen ve her dogru i¢in kolaylikla hesaplanabilen ve dogrular1 birbirinden
ayirmaya yarayan bir biiyiikliikle eslestirmek yeterlidir. Bunu yapabilmek i¢in diizlemde
alistlmis (x,y) koordinatlar1 almip L dogrusunun x-ekseniyle saat yoniiniin tersi
yoniinde yaptigr 6(L) acisim1 Slgmek gerekir. Dikkat edilirse, bu a1 0 < 68 < 7
esitsizligini saglamalidir. 0 < 6 < m olmak {izere # agisinin olas1 degerleri i¢in her bir
6 acisina karsilik x-ekseniyle 8 acist yapan bir tek L dogrusu vardir. O halde bir kiime

olarak siniflandirma probleminin tam bir ¢dziimiine ulasmis oluruz.

Tamm 2.2. Bu 6zellikteki L dogrularinin kiimesi RP! ile gosterilir ve bu kiimeye Reel

projektif dogru ad1 verilir.

Uyarn 2.3. Bu dogrular ile [0, ) yar agik aralik arasinda degisen agilar arasinda bire-

bir karsilik gelme vardir.

Hatirlanacagi gibi bu probleme geometrik bir ¢éziim aranmakta idi. Tanim
geregi 0 acisinin degistigi aralik [0,7) oldugundan L dogrularinin egim acilar1 m’ye
yaklastik¢a L dogrusu neredeyse x-eksenine paralel hale gelir. Boylece agilarla dogrulari
eslestirmemizdeki “iyi tanimlilik” konusunda bir problem yasayabiliriz. Ger¢ekten de
bir agiya iki dogru karsilik gibi bir sorun ortaya ¢ikabilir. Bu problemi asabilmek i¢in
[0, ) aralifin1 7 sifira yaklasacak sekilde “cevrelemek™ gibi bir ¢oziime ihtiyacimiz
vardir. Bu ise dogrularin koleksiyonunun dogal bir topolojiye sahip olmasi demektir.

Bunu yapabilmenin bir yolu [0, ) yar1 agik aralig1 yerine [0, 1t] kapali araligini alip 0, 7w



noktalarin1 6zdeslemektir. Bu ise ancak ve ancak uygun bir denklik bagintisinin
tanimlanmasi ile miimkiindiir. Eger  ve 0 ayn1 noktalar olarak diistiniiliirse bu durumda
n’ye yakin olan sayilar ayn1 zamanda 0‘a yakin olan sayilara yakin olur. Bu ise bir
dogru parcasiin iki bitim noktasini eslestirmektedir. Bu durumda topolojik olarak bir
¢ember elde edilir. Bunu yapabilmenin daha dogal bir yolu RP? reel projektif dogrunun
asagidaki gibi kurulmasidir. ST ¢ R? birim ¢emberini goz oniine alalim. Her bir s € St
noktasina bir L(s) dogrusu atamanin asikar bir yolu vardir. R?’de iki noktadan bir ve
yalniz bir dogru gectiginden ¢ember {lizerindeki s noktasi ile orijinden gegen yalnizca bir
L(s) dogrusu vardir. Béylece S?! tarafindan parametrize edilen dogrularin bir ailesi elde
edilir. O halde s — L(s) doniisiimii S'niin iki noktasinin birbirine fazlasiyla yakin
olmasi halinde bile herhangi bir problem olmaz. Bununla beraber dikkat edilirse s ve —s
noktalar1 her zaman ayni dogruya karsilik geldiginden bu doniisiim Orten olmasina
ragmen bire-bir degil ikiye-birdir. Bunun g¢aresi S ¢emberi iizerindeki her bir s
noktasini bu noktanin tam tersi olan —s noktasi ile 6zdeslestirmektir. Boylece RP?! ile
simdi elde ettigimiz topolojik olarak ¢cember olan bolim uzayr arasinda bire-bir bir
karsilik gelme elde edilir. Bu karsilik gelme iki yonlii olarak da stireklidir.

Boylece RP! uzay: diizlemde orjinden gegen dogrularin modiiller uzay: olur.

Ornek 2.4. R?\{(0,0)} diizleminde bir egri olsun C egrisi iizerindeki her bir ¢ noktasmi
sifir ve ¢ noktasindan gegen dogru ile eslestirebiliriz. Bu bize C tarafindan parametrize
edilen dogrularin bir ailesini verir. Ustelik C - RP! iizerinde tanimhi ¢ — L(c)
doniisiimii siirekli bir fonksiyon verir. Ornegin C egrisi yiiksekligi 1 olan (x,1)
noktalarinin kiimesi olsun. C’nin R’nin bir kopyasi oldugu aciktir. Bu durumda C’den
RP’e doniisiimii R ile B={L:0(L) # 0} kiimesi arasinda bir izomorfizm verir. B
kiimesi RP! nin x-ekseni disindaki tiim dogrulardan olusan bir alt kiimesidir. Bunu daha
somut sekilde ele alacak olursak orijinden gecen dogrularin bir koleksiyonu belli siirekli
parametrelere baglidir. Bu kavram RP! in geometrisi ile iliskilidir. Ornegin R? de
dogrularin 37 siirekli parametreye sahip bir ailesi demek aslinda R37’den RP’e
v € R37 noktasim1 L(v) € RP! dogrusuna resmeden siirekli bir fonksiyon olmasi

demektir.



3. RIEMANN YUZEYLERIi VE DUNYA YAPRAKLARI

Bu boéliimde sicim diinya yapraklarinin Riemann yiizeyleri oldugunu gorecegiz.

[lk olarak “diinya yapraklar1” kavramini tanitalim.

Tanim 3.1. (Zweibach, 2009) Bir parcacigin uzay-zamanda izini siirdiigii yola diinya
dogrusu ad1 verilir.
Tanmm 3.2. (Zweibach, 2009) Bir sicimin uzay-zamanda izini siirdigii iki boyutlu

ylizeye diinya yaprag: adi verilir.

Sicim teorisiyle Riemann ylizeyleri arasinda oldukga ilgi ¢ekici bir baglanti
vardir. Bu ¢alismanin temel amagclarindan birisi de bu iligkiyi ortaya koymaktir. Bu
baglamda Riemann ylizeylerini tanitarak devam edelim (Jones ve Singerman, 1987).

Riemann yiizeyleri 2 boyutlu yiizeylerdir. En basit Riemann yiizeyi C karmagsik
diizlemidir. Noktasal olarak C kiimesi ile R? kiimesi birbirine homeomorftur. Gergekten
de R?’den alinan her bir (x,y) ikilisine z = x + iy 6zelligindeki bir karmagsik say1
karsilik gelir. z = x + iy kompleks koordinatlariyla diizlem iizerindeki noktalar tarif
edilir. Bu donlisiimiin bire-bir, orten, kendisi ve tersi siirekli bir fonksiyon oldugu
kolayca goriilebilir (Bagkan, 2012).

Kompleks diizlemin kendisinin bir Riemann yiizeyi oldugu gibi bazi alt bolgeleri
de birer Riemann vyiizeyi olur. Ornegin, H = {z = x + iy|Im(z) > 0} olarak
tanimlanan iist yar1 diizlem olduk¢a 6nemli bir Riemann yiizeyidir. Bununla yakindan
iliskisi bir yiizey ise iist yar1 diizleme x eksenindeki noktalarin ve sonsuzdaki noktanin
ilave edildigi cerceveli H iist yar1 diizlemidir. O halde

H={z=x+iy|lIm(z) >0}uU{ic}uQ

kiimesi de bir Riemann ylizeyidir.

Daha karmasik Riemann yiizeyleri de vardir. Ornek olarak tor yiizeyi ve
genisletilmis karmagik diizlem C, yani Riemann kiiresi verilebilir (Jones ve Singerman,
1987).

Riemann ylizeyini tanimlayabilmek i¢in analitik fonksiyonlar konusuna ihtiyag

duymaktay1z.



Tanim 3.3. Bir w = f(z) karmasik fonksiyonu ve bir z, € C verilsin. Eger z,’1n belirli
bir komsulugundaki tiim noktalarda f“(z) tirevi varsa f'(z) fonksiyonu z, noktasinda

analitiktir denir (Baskan 2012).

Uyarni 3.4. Eger f(z) = u(x + iy) + iv(x, y) yazilirsa bu durumda f(z) analitik oldugu

bolge tlizerinde u ve v fonksiyonlart Cauchy—Riemann esitlikleri ad1 verilen

ou _ dv ou __ v
ax oy’ dy ox

esitligini saglamaktadir (Baskan, 2012).

Tamm 3.5. Bir Riemann yiizeyi kompleks haritalar tarafindan donatilmig 2 boyutlu bir
reel manifolddur. Buradaki kompleks haritalar agagidaki gibi tanimlanir. Bu haritalar U,
actk  kiimelerini  kompleks  diizleminin ag¢ik  alt kiimelerine resmeden
homeomorfizmleridir. Burada a monifoltu orten U, ag¢ik kiimelerinin etiketidir.

Ug N Up kesigsimleri lizerinde Z, U Zg 1 fonksiyonlarida analitik olmak zorundadir

(Jones ve Singerman, 1987).

Tamm 3.6. Eger iki Riemann yiizeyi arasinda siirekli, birebir, drten ve analitik olacak
sekilde bir doniisiim bulunabilirse bu iki Riemann yiizeyine birbirine denktir denir.
Uyari 3.7. Bunun anlami ise bu doniisiimiin C nin bir alt kiimesinden C nin belli bir alt
kiimesine tanimli ve haritalar cinsinden ifade edilen analitik bir fonksiyon olmasidir.
Tanim 3.8. A¢1 koruyan analitik doniisiimlere konform doniisiimler denir.

Bu agilar yerel olarak korunsa da Riemann yiizeylerinin konform bir doniigiim
altindaki goriintiisti farkli bir ylizey olabilir. Bu ¢alismada kullanabilecegimiz konform
doniistimler icin yeter sart analitik ve birebir olmalidir. Buna gore bir Riemann
yiizeyinden diger bir Riemann ylizeyine konform bir doniisiim varlig1 bu iki Riemann
yiizeyinin denk olmasi gerektirir. Konform olarak birbiriyle iligkili yiizeyler aym
Riemann ylizeyi oldugundan uzaklik kavrami farklilik gdsterebilir. C kompleks diizlemi
ve koordinatlar1 sirasiyla z; ve z, olan P; ve P, noktalarmi g6z Oniine alalim. C
tizerinde iizerindeki iki nokta arasindaki uzakligin standart tanimi bu iki koordinatin
farkinin mutlak degeri olarak tanimlanir. Yani |z;_z,| dir. w = 2z, z-dlizleminden w-

diizlemine tanimlansin. Bu iki diizlemde aslinda ayni iki Riemann yiizeyidir. Konform



doniisiim uygulandiktan sonra P;ve P,’nin gorlintileri w; = 2z; ve w, = 2z,
koordinatlarina sahiptir. P; ve P, arasindaki uzaklik boylece |w; — wy| = 2|z, — 25|
olur. Boylece iki nokta arasindaki uzaklik iki katina ¢ikmis olur. Hem z-diizlemi hem w-
diizlemi ayni Riemann yiizeyi oldugundan P;ve P, noktalar1 arasindaki uzaklik
soruldugunda bir kayip vardir. Bagka bir deyisle uzaklik kavrami konform doniigiimleri
tarafindan korunmaz. Ustelik konform doniisiimler yerel olarak uzakliklari
olgeklendirirken gercekten de yerel olarak tiim yonlerde dlciilen uzakliklar ayni ¢arpan
yardimiyla ol¢eklendirilir. w = f(z) den dw = f'(z)dz her iki tarafin diferensiyelini
alirsak f'(z)dz elde edilir. Herhangi bir z, noktas: i¢in |dw| = |f'(z¢||dz| |dw| dz
vektorliniin gériintiisiiniin uzunlugu oldugundan yerel olarak tiim uzunluklari |f'(z,)|
gibi ayn1 ¢arpan tarafindan 6lgeklendigi gortiliir.

Sicim teorisinin Riemann yiizeyleriyle olan iligkisini su sekilde aciklayabiliriz.

Polyakov eklentisinde kullanilan h,z diinya yapragi metrigi ve C lizerinde tanimli

h'aﬁ - tha/?

Weyl doniisiimleri diinya sayfalari {izerindeki her noktadaki tiim metrik bilesenlerini
aynt c¢arpan yardimiyla Olgeklendirir. Boylece yerel olarak tipki Riemann
yiizeylerindeki konform dontigiimlerin yaptigt gibi tiim uzunluklar aynm1 yonde
Olgeklendirilir. Diinya sayfasi metriginin yerel Olgeklendirme doniistimleri altindaki
sicim etkisinin degismezligi, diinya sayfasi iizerindeki fiziksel olmayan uzaklik
Olgeklendirmesini gosterir. Bu uzakliklarin 6lgegi Riemann ylizeyleri iizerinde iyi
taniml1 olmadigindan bu bize diinya sayfalarina Riemann ytiizeyleriyle bakmanin dogal
bir bakis agis1 oldugunu gosterir. Uzakliklarin 6lgeklendirilmesi benzer davranislari
gosterse de bir farklilik vardir. Diinya sayfasi metrigi —ds? = d1? + do? olarak

tanimlanan iki boyutlu 7,5 Minkowski metrigi ile orantili olacak sekilde ayarlanabilir.

Ote yandan kompleks diizlem iizerindeki alisilmis metrik ds? = |dz|? = dx? +
dy? olarak tamimlanan Oklid metrigidir. Bu isaret farki nedeniyle diinya sayfalarmin
Riemann yiizeyi olarak ele almabilecegini ispatlamak miimkiin olmayabilir. Oklid
versiyonu yardimiyla Minkowski teorisi hakkinda yeteri kadar bilgimiz oldugu igin

diinya sayfalar1 ile Riemann yiizeyleri arasindaki benzerlik hala kullanilabilir
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durumdadir. Boylece diinya sayfalarini Riemann yiizeyleri olarak diislinmek sicim
etkilesimlerinin tutarl bir resmini elde etmeye yarar.

Diinya sayfalaria Riemann yiizeyi goziiyle bakabilmek i¢in ilk olarak uygun
kompleks koordinatlar bulmamiz gerekir. T ve ¢ y1 w gibi bir kompleks koordinatla
birlestirmek igin:

w =1 + io.
olarak tanimlayalim. En basit diinya sayfasi bir serbest yayilan a¢ik sicimdir.
Sekil 3.1.’de gosterildigi gibi 151k konisi momentumu P* olan bir sicim igin diinya
sayfasi 0 < Im(w) < 2ma p* seklindedir. Sicimler T sabitinin dikey segmentleri olur.
Konform doniisimler a¢1 koruduklart i¢in sicimlerin fiziksel o6zelliklerini

degistirmezler. O halde seride konform olarak denk olan resimleri géz oniine alabilir.

Z = exp (#) (3.1)
Ustel fonksiyonu kullanilarak bir seridin konform resmi asagidaki gibi elde edilir. Ustel
fonksiyonun tammmmin z =u+ iv icin e? = et = e¥%(cosu + isinv) oldugu

hatirlanirsa bu doniisiimiin sonucu asagidaki sekil elde edilir.

P4
///’——‘\\\
y 2
7 BN
s A A
/ S
7 AN
/ ) \\
/ % -
/ e -:\\\ \
= 7 Py 3
: N e Sl L
C D E|F A B

Sekil 3.1. Seridin konform resmi.

Sonsuz ge¢mis, limitteki tam sicim bu doniislim altinda bir noktaya resmedilir.

Gergekten de w = —71y + io i¢in Ty — oo yapildiginda her o degeri i¢in

Z = exp (— 2;,(;+) exp (i 2a7p+) -0, 3.2)
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Sekilde goriildiigii gibi sonsuz gegmise yaklasan sicimler z = 0 noktasina yaklasirlar.
Burada oldukea ilgi ¢ekici bir durum s6z konusudur. Seridin iki sinir1 gergel eksen
iizerine resmedilir. Dikkat edilirse 0 = 0 reel eksenin pozitif tarafina resmedilirken
o = 2ma’p’ smir gergel eksenin negatif tarafina resmeder. Sonsuz gegmisteki sinirlar
arasindaki a¢1 degismistir. Sinirlar1 sonsuz ge¢misten ortaya c¢ikan dogrular olarak
diisiiniilebilir. Seritte bu smirlar 0° agis1 yaparken goriintii uzayinda 180° lik bir ag1
yaparlar. Boylece serit H iizerine resmedilir ve sicimler z = 0 merkezli yar1 gemberler
olarak goriiniirler. T = 0 daki sicim birim ¢emberdir. Uzak ge¢misteki sicimler z-
diizleminde ¢ok biiylik yar1 ¢emberler olurlar. Sicimler sonsuz gelecege yaklasirken
sinirsiz olarak biiytirler.

Bir serbest acik sicimin Riemann ylizeyi i¢in kullanilan bir yararli gdsterim

daha vardir. H yar diizlemini

(3.3)

olmak {izere #-diizlemindeki birim diske doniistiiriirler. Bu doniisiim asagidaki gibi

gosterilmistir.

Sekil 3.2. H yar1 diizleminin goriintiisii.

Dikkat edilirse bu dontisim im(z) = 0 gergel dogrusunu birim g¢embere

resmeder. Gergekten de yukaridaki doniisiimde z = x € R alinirsa
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1+ix 1-ix

In| =nn" = =1

1-ix 1+ix

dir. Bu doniigiim yardimiyla z = 0 sonsuz gecmis = 1’ e resmedilir. z = oo sonsuz
gelecegi n = —1’ resmeder. iki sinir bileseni ise BAF ve CDE birim yarim ¢emberleri
olur.

Yukaridaki dontigiimler dikkate alinacak olursa asagidaki sonuglar goriiliir. Eger
bir serit bir sinirli bolge iizerine resmedilirse bu durumda sonsuz ge¢mis ve sonsuz
gelecek tam sicimler sinirli bdlgenin sinirt lizerindeki iki noktaya resmedilirler. Daha
kesin olarak bu noktalar herhangi sonlu zaman sicimine ulasamayan limit noktalaridir.
Dolayistyla topolojik olarak bu noktalar sinirlt bdlgenin sinirindan ¢ikarilan noktalardir.
Bu noktalara delikler denir. Bu durumda sicimlerin deliklere eklendigini sdyleriz.
Sonsuz sicimde gosterilen konform doniisiimlerimiz konform olarak diske denktir ki bu
disk sinir lizerinde 2 kez delinmistir. Bu delikler, birim diskin sinirin1 2 ayrik bilesene
bolerler. H resmedilen serit uzak gelecekteki herhangi bir sicim i¢in z = 0 noktasina
ulagsmaz. Serit lizerinde uzak gelecek yeterince biiylik z degerleri icin bir sonraki
boliimde anlatilacak sonsuzdaki noktaya ulasamazlar. Boylece H resmedilen sonsuz
seride iki nokta ¢ikarilmig olur. Bir serbest kapali sicim Sekil (3.3) da yer alan sicim

diyagrami tarafindan gosterilebilir.

\ o w
E D ? ______
HRUAREIIRRRRDREN
EEERIEERIINEERE NN
F A B 7

Sekil 3.3. Sicim diyagrami.

Burada sonsuz seridin iist ve alt noktalarinin birbiriyle 6zdeslestirildigi anlasilir. Daha
kesin olarak Re(t) nun ayni degerlerine sahip olan noktalar birbirleriyle 6zdeslestirilir.

Bu 6zdeslestirme sonucunda gevresi 2ma’p* olan bir sonsuz silindir elde edilir.



13

3.1 Schwarz-Cristoffel Ve U¢ Sicim EtKisi

Bu boliime kadar serbest¢e yayilan agik sicim diinya sayfasinin bazi konform
doniistimlerini inceledik. Bu boliimde etkilesimli sicimlere donecegiz. En basit
etkilesim Sekil 3.3.’de goriilen bir agik sicimin iki ag¢ik sicime donlisme Ornegidir. Bir
onceki boliimde gosterilen sezgi yardimiyla bu yiizeyin sinir iizerinde 3 delige sahip bir
diske konform olarak denk olmasi gerektigi diisiiniiliir. Ger¢ekten de Riemann doniisiim
teoremi geregi bu etkilesimli diinya yapragi agik sicimin sinirlart gergel eksene
resmedilecek olan H’ne konform olarak resmedilebilir. H farkli Riemann yiizeylerini
karsilastirma olanag1 veren kanonik temsil verdiginden diinya yapragmi H’e resmeden
doniisiimler 3’ten fazla sicimlerin etkilesimlerinin ¢alismasinda Onemli bir
oynayacaktir.

Sekil 3.3’de verilen diinya yapragini H ne resmetmek kolay degildir. Buna
ragmen bir diinya yapragina bir ¢cokgenin limit goziiyle bakilabilir. Diger yandan bir
cokgen H’ ne resmeden doniisiimii olusturmak icin bilinen iyi bir metot vardir. Bu
doniisiim cokgenin kdseleri hari¢ konformdur. Genelde bu konform doniisiimii acik
sekilde yazma miimkiin degildir. Ancak doniisiim i¢in bir diferansiyel denklem yazmak
her zaman miimkiindiir. Cokgenlerde ve H ile ilgili bu déniisiimler Schwarz- Cristoffel
dontistimleri olarak adlandirilir.

Karmagik w-diizleminde bir ¢okgeni goz oniine alalim. Cokgenin n tane kenari

ve boylece Py, P, P, ..., P, tane kosesi olsun. Bu durumda w(z) Schwarz-Cristoffel

doniisiimii z € H noktasini bir cokgene resmeder. Bu durum Sekil 3.4’te gosterilmistir.

Sekil 3.4 Schwarz-Cristoffel doniisiimii.
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Cokgenin smirt ¢okgenin i¢i yonlendirilmis sinirin  solunda kalacak sekilde
yonlendirilmistir.

Bu donilistim artan degerlerin z- diizlemindeki gergel ekseni ¢okgenin
yonlendirilmis sinir1 igine resmeder. Bu ¢okgenin P; kdsesinde sahip oldugu déonme
acisina a; diyelim. a; agilar sekildeki gibidir. Tanim geregi bu déonme agilarini [—m, 7]
na kisitlanir. O halde —m < a; < m olur. Eger donme acgist @’ ye yakin ancak
m'den kiigiik deger ise bu ag1 ¢okgenin kii¢iik bir dilimi orttiigiinii gosterir. Diger
yandan doniis agisinin degeri —m’ye yakin ancak bu degerden kiiciikse cokgenin kii¢lik
bir dilimini resmedemedigi bir kdseyi temsil eder. m ve —m’deki donme agilarinin
degerleri dejenere ¢okgenleri verir. Gergekten de 151k konisi sicim diyagramlar1 dejenere
cokgenlerdir. m ve —m acilari tamamen farkli tipteki kdseleri verir. w(z) fonksiyonu

icin diferansiyel denklemin

a2

al
dZ—A(Z_xl) m(z — %) 7 - (Z — Xp-1)” -

dw an—1

(3.5)

oldugunu iddia edilir. Burada

X1 <X<'" " <Xp_q, (3.6)

Sirali gercel sayilarimin bir koleksiyonu olup z(w) doniisiimii i = 1,2,3, ..., x,_1 i¢in

koseleri
Z(Pi) = X ,i = 1,2, e, = 1 dir. (37)
icin koseleri z(P;) = x; olacak sekilde resmeden dontisiimdiir.
Dikkat edilirse @, donme agis1 (3.5) diferansiyel denkleminde yer almaz.
Gergekten de (3.7) de elde edilen doniistim P, kosesini z = a’a resmeder. O halde

2(P) = oo (3.8)

dur. Cokgen kapali oldugundan dénme agilarinin toplami 2t olmak zorundadir. O halde
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ai, Ay, Az, ., Oy = 2T (3.9)

olur. Boylece a,, a¢is1 diger donme agilar1 tarafindan belirlenir.

Simdi (3.5) esitliginin Schwarz-Cristoffel doniisiimii i¢in dogru diferansiyel
denklemi oldugunu gosterelim. Bunu yapabilmek i¢in esitligin her iki tarafinin
arglimentini alalim. Dikkat edilirse r reel sayis1 i¢in z = r exp (i8) karmasik sayisinin
arglimenti arg (z) ile gosterilir ve arg(z)=0 tanimlanir. Bu acilar c¢ok degerli
oldugundan argiiment fonksiyonu toplamsal bir belirsizlige sahiptir. Bu acilara 27 nin
herhangi bir katin1 toplayip ¢ikarabiliriz. Bu durumda ayni agilar1 elde ederiz (Baskan,
2012).

arg(z,z;) = arg(z,) + arg(z;)

Ve

arg(z,/z;) = arg(z,) — arg(z,)

ozelliklerini saglar. Argiiment fonksiyonu bu 6zellikleri kullanarak ve (3.5) esitliginin

her iki yaninin argiimenti alinarak

arg(dw) —arg(dz) = argA + arg(z—x,) /7 + - +arg(z — xn_l)_om_l/7r (3.10)

elde edilir. Argiiment fonksiyonunun temel degeri olan Arg temel degeri alinarak

fonksiyon tek degerli hale gelir.

—-t<Arg(z) <m (3.11)
esitsizligini saglar. Ote yandan dikkat edilirse pozitif bir reel say1 icin Arg = 0 iken
—rnin Arg(—r)=n olur. zP’y1  zP =exp[f (In|z| + iArg(z))] olarak
tanimlansin. Burada dikkat edilirse logaritmanin esas dali alinmistir. Boylece |f| < 1

igin

Arg(zP) = B Arg(2) (3.12)
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esitligi elde edilir. || < 1 kosulu yukaridaki tartismayr anlamli hale getirir.
|ai/m| < 1 oldugundan (3.12) yi sadelestirmek i¢in (3.10) kullanilabilir. Boylece:

arg(dw) —arg(dz) = Arg A — %Arg(z — X)) = — %Arg(z — xp-1) (3.13)
elde edilir.
z = w gergel ekseni alindiginda dz = dx > 0 oldugundan (3.13) esitligi (3.14)
ya doniisiir.
arg(dw) = ArgA —%Arg(x — X)) — o — %Arg(x — Xp_1)- (3.14)

z-diizlemindeki reel eksen ¢okgenin sinirina resmedildiginden arg (dw) tam olarak
cokgenin bir kenarmin yatay eksenle yaptigi agidir. x x ; doniim noktasini segcmedigi
siirece sag kenarda bir degisiklik olmaz. Pozitif biiylikliiklerin arglimentleri 0 (sifir)
olarak kalir. Negatif biiytlikliiklerin argiimentleri m olarak kalir. Bu ise w diizleminde
diiz bir kenar {iiretir. Diger yandan x, x; doniim noktast sol kenardan sag kenara
giderken Arg(x — x;) m = 0 a dogru -m lik bir degisime ugrar. Boylece yukaridaki
esitligin sag tarafi (—ai/m)(—m) = ai lik bir degisime ugrar. Boylece yeni kenar
boyunca dw acis1 ai kadar biiyiir ki bu da tam olarak beklenilendir. Bu ise yukaridaki
diferansiyel denklemle ilislilendirilir. Ozel bir cokgen verildiginden x; déniim noktalar:
kadar A sabiti de hesaplanmak zorundadir. Bu biyiikliikler ¢okgenin kenar

uzunluklarina baghdir.

w 1z
T T = T ST |
[ I f [
: ] T | 2ma’py | | P;
Py 1 o I * .
: ! T Py Ql—’_l<—_|:__
[ | 2ra’py ||
RN B g P
-1 x-  +1

Sekil 3.5. Schwarz-Cristoffel doniisiimii-2.
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Sekil 3.5’de gosterildigi gibi agik sicimin 2 pargaya boliindiigii sicim durumuna
Schwarz-Cristoffel doniistimlerini uygulayalim. Bu diinya yapragina 4 koseli dejenere
cokgen goziiyle bakilabilir. Eger cokgenin sinirini alttaki yatay dogrudan itibaren
yonlendirirsek sonsuz gelecekteki 2 sicimin ilk tepe noktasi P, olur. Buradaki doniis
acist +m dir. Siradaki kenar bu etki altinda Q etkilesim noktasina bu tam olarak 2.tepe
noktasidir ve buradaki doniis agis1 — it olur. Bir sonraki kenar 3 sicim P; sonsuz gelecek

noktasma gider. Burada 3. tepe noktasmi buluruz ki burada déniis acis1 +7 olur. Ozet

olarak asagidaki tabloyu elde ederiz.

P, Donme Agis1: a, = +m,
Q Donme Agist: ap = —T,
P; Donme Acqist: az = +m,

P, Donme Agist: ¢y = +mt. (3.15)

Dikkat edilirse (3.9)’da oldugu gibi doniis acilarinin toplami 27m’dir. Bu doniis
acilarini daha iyi kavramak icin Sekil 3.5’e bakilabilir.

Sekil 3.6. Doniis agilart.

Bu arada diinya yapragi sematik olarak gosterilmistir. Sekle dikkat edilirse bu ¢okgen
neredeyse dejenere bir cokgen olup doniis agilart sekilde goriildiigii gibidir.

H déniisiimiinii, P, yi z = —1 noktasma P; {i z= +1 ve P, noktast z =0
noktasia resmedecek sekilde tanimlayalim. (3.14) kullanilarak bu doniistime karsilik
gelen diferansiyel denklemi yazalim. Doniim noktasi olan z = —1,x%,+1 ve donim

agilari olan ay, @, a3 siralanarak (3.5) yazilir.
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W A — (1)) F (2 - xR (z = 1) (3.16)

dz
(3.15)’deki ag1 degerleri kullanilarak (3.16)’y1 elde ederiz.

dw _ Az -x")
dz (z+1)(z-1)

(3.17)
Z' nin gergel say1 ve 1 den biiyiik bir reel say1 olmasi durumu i¢in dw/dz gergel ve
negatif olmak zorundadir. Cilinkii z > 1 goriintiisii P; ve P; den gecen yatay dogrudur.
Boylece A sabitinin negatif bir gergel say1 oldugu sonucuna varilir. (3.16) esitliginin sag

tarafi basit kesirlere ayrildiginda (3.18) elde edilir.

dw _ A 1+X*+ g) (3.18)

dz ;(Z+1 Z-1

Integral ele almarak (3.19) elde edilir.
w=21+x)n@Ez+1)+50-x)n@E-1) (.19
Buradaki logaritma tanimi In(z) = In|z| + iArg(z) scklindedir. Burada hala A ve
x* 1 sicim diyagraminin PJ ve P; parametreleri cinsinden belirlememiz gerekir. P,” nin
goriintiistinde z noktasi ile 2ma’p; kadar arttirmak i¢in z = —1 noktasinda kesisirken
o = Im (w) ye ihtiya¢ duymaktayiz. Im (Inz) = Arg(z) ve A gergel say1 oldugundan

o=Imw) =21 + x)Arg(z + D +5(1 — x")Arg(z — 1) (3.20)

elde edilir. z noktasi —1 in sagindan soluna gittiginden ve Arg (z+1) ' den 0" a

gittiginden bdylece
o=2(1+ x)(0 — (m)) = 2ma’ p} (3.21)

elde edilir. Bu ise
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(1 + x) =—2a'p} (3.22)
verir. Benzer olarak z = 1’in civarinda
%(1 — x*) = —2ap§ (3.23)
elde edilir. Bu son iki esitlik (3.19) de yerine yazilarak
w=-=2apyIln(z+ 1) —2a'piin(z - 1) (3.24)
elde edilir. Bu da istenilen sonugtur. Bu tam olarak bilinen parametreler cinsinden
doniisimii veren esitliktir. Buradaki metot yiiksek sayidaki sicim etkilesimlerine
genellestirilebilir.

(3.24) esitligi x* noktasini hesaplamadan yazilmistir. Ancak (3.22) ve (3.23)

esitlikleri taraf tarafa boliinerek x* sayisi

1+x _p; * _p;_p;— (325)

olarak bulunur. Eger pJ = p3$ ise x* = 0 olacagi agiktir. Bu ise Q noktasini p5 ve p3
noktasi arasinda kalmasi nedeniyle beklenen bir sonugtur. p3 > p3 ise bu durumda
konform olarak Q nin p;3’e yaklastigini gosterir. Boylece x* — 1 olur. Gergektende Q

noktast p,’ yaklasir. x* degeri ayn1 zamanda (3.24) dan da hesaplanabilir. Bunun i¢in
z = x* noktasinda Z—‘g = 0 olduguna dikkat etmeliyiz. Ciinkii Q noktasinda Z—VZV tiirevi

negatiften pozitife geger. Boylece 7 bir yerel minimum degeri olur. (3.24) kullanilarak

aw _ —2ap; _ 2a'pi _ (3.26)

dz x*+1 x*—1
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elde edilir. Dikkat edilirse bu deger x*’ 1 daha 6nce hesaplanan degeri ile aynidir. z-
diizleminde Sekil 3.6’deki sicimler oldukea ilgingtir. Sicimlerin z = —1 noktas1 ve

z = +1 noktasina yakinsadiklarina dikkat ediniz.

\Z

Y

1 P2

Sekil 3.6. Cesitli sicimler.
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4. RIEMANN YUZEYLERININ MODULLER UZAYLARI

Tanim geregi bir konform doniisim yardimiyla birbirine resmedilen yiizeyler
ayni Riemann ylizeyi oldugundan hangi kosullar altinda birbirine konform olarak
resmedilen bir ¢ift ylizeyin varligini bilmek oldukca 6nemlidir. Herhangi iki ylizeyi
konform olarak birbirine resmedildigi zaman bunlarin ayni Riemann yiizeyi oldugunu
gordiik dolayisiyla dogal olarak akla ne zaman bir yiizeyi digerine konform olarak
resmedebiliriz sorusu geliyor. Basit bir drnekle bu soruyu netlestirelim. Reel eksen
lizerinde x gibi bir deligi olan H iist yar1 diizlemini gdz oniine alalim. Sorulacak ilk soru
sudur. Bu yiizey x den farkli bir x’ deli§ine sahip H iist yar diizlemine konform olarak
resmedilebilir mi? Bu ikisi aym1 Riemann ylizeyi mi olur? Gergekten de bunu
gorebiliriz. 1lk H yar1 diizlemi igin z koordinattm 2. H yar1 diizlemi igin z'
koordinatlarin1 kullanalim. Bu durumda z' =z + (x' — x) doniisiimiinii goz Oniine
alalim. Dikkat edilirse z’, z nin bir analitik fonksiyonu oldugundan bu bir konform
dontigiim belirtir. Bu doniisiim z = x noktasindaki deligi z' = x’ deligine resmeder.
Diger yandan Im(z') = Im(z) H iist yar1 diizlemini korur.

Sonug olarak bu drnek bize smir noktasinda bir deligi olan H yar1 diizleminin
paremetresi olamayan bir Riemann yiizeyi oldugunu gosterir. Boylece hangi nokta
secilirse secilsin Riemann ylizeyi ayni olur. Eger Riemann yiizeyinin bir geometrisi
varsa buna Riemann yiizeyinin modiilii eger birden fazla parametresi varsa bu
parametreler Riemann ylizeylerinin modiilleri ad1 verilir. Tekrar 6rnege bakacak olursak
reel eksen iizerinde tek delige sahip H iist yar1 diizleminin modiilii yoktur.

Gergel eksen lizerinde daha fazla delik eklenerek oldukea ilging bir durum elde
edilir. Ornegin reel ekseni iizerinde 3 deligi bulunan H iist yar1 diizleminin hala siirekli
modiilii yoktur. Ancak H nin sinirinda ki deligin mertebesini agiklayan ayrik bir modiilii
vardir. Daha fazla delik ekleyecek olursak 4 delige sahip H iist yar1 diizleminin bir
stirekli bir de ayrik modiilii vardir. Bu durumu bu bdliimde agiklayacagiz. Bu konu
tizerindeki analizimize C karmagik diizlemi ile baglayip C yi genisleterek Riemann
kiiresini tanimlayacagiz. Daha sonra ise acik sicim etkilesimlerine kolaylikla
uygulanabilir olan Hiist yar1 diizlemine geri donecegiz. Riemann kiiresi iizerine
yapacagimiz ¢aligmalar kapali sicimlerle yapacagimiz ¢aligmalara yardimer olacak. C-

diizlemi C Riemann kiiresi elde edilecek sekilde genisletilebilir (Bagkan, 2012).
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C Riemann kiiresi kapali sicimlerle ilgilidir. Sonsuz silindirden karmasik z-diizlemine
tanimli (3.4) donilisiimii goz Oniline alalim. Burada bir asimetri s6z konusudur. Sonsuz
gecmis ve sonsuz gelecek kapali sicimler silindir resminde simetrik olarak goziikiirler.
Ancak diizlemde ilk goriinen sey z = 0 daki deliktir. 2. ise sonsuz ¢gembere resmedilir.
Bu simetri durumu diizeltebilmek i¢in ¢oziim agiktir. Diizlemdeki sonsuz ¢cembere basit
bir delik olarak bakilmalidir. Boylece bir serbest kapali sicimin bir diinya yapragi
aslinda z = 0 noktas1 ve z = oo noktast ¢ikarilmis C U {0} genisletilmis karmasik
diizlemdir. Buna denk olarak bir serbest kapali sicimin diinya yaprag: iki delikli C
Riemann kiiresidir. z = 0 ve z = oo deki delikler C Riemann kiiresinde aym geometrik

yere sahiptir.

A . A A b q . . .
Tanim 4.1. a,b,c,d € C olmak lizere C —» Cye tannmhhw = Z:d doniisiimlerine bir

lineer kesirli doniisiim (Mobiiis) doniisiimii ad1 verilir. Bu doniistimler z —diizlemindeki

. az+b a . ige .
sonsuz noktasini lim,_, ., il noktasina resmeder. Dikkat edilirse w sonlu bir

sayidir. Lineer kesirli déniisimler C den €’ e bire bir analitik olusumlardir (Baskan
2012) Sonsuzun bu doniisiim altindaki goriintiisi w =% olmast C deki sonsuzdaki
noktaya genelleyici bir nokta goziiyle bakmamizla tutarlidir. Bu doniisiim bire bir
olmasini istedigimizden doniisiimiin katsayilar1 tizerine ad — bc # 0 kosulu koymamiz

gerektirir. Ornek olarak a — b = 0 ise bu durumda (4.2) kosulu saglanmaz.

az+b
T cz+d (4.1)
Bu durumda (4.1) her z i¢in w = 0 olmasin1 gerektirir.
ad —bc #0 4.2)

Boylece w lineer kesirli doniistimii 6zdesligin sifirindan farkli farkli bir sey olmaz. Bu
durumda w’nin incelenecek ilgi ¢ekici ozellikleri kalmaz. Bu yiizden (4.2) kosulu

Onemlidir.



Teorem 4.2. ad — bc # 0 olmak tlizere w = % fonksiyonu birebirdir.

ispat. v z,z, € C i¢in w(z;) = w(z,) olsun.

azy+b _ azp+b
czy1+d czy+d

den

islemler yapilinca
(az+ b)(cz, +d) = (czy + d)(az, + b)
elde edilir ve z; = z, olup w birebirdir. Ger¢ekten de
(ad — bc)zy = (ad — bc)z,
olur.
Teorem 4.3. ad — bc # 0 olmak tlizere w = % fonksiyonunun tersi

dw—-b

—-cw+a

drr.
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(4.3)

(4.4)

z doniisiimii bire bir lineer kesirli bir déniisiimdiir. i¢ler dislar carpimi yapilarak (4.2)

esitligi belli 4, B, C, D karmasgik sabitleri i¢in (4.1) halinde yazilabilir.

Awz + Bw + Cz + D = 0

(4.5)

Bu ise bir lineer kesirli doniisiimiin farkli bir formda yazilmasidir. Dikkat edilirse eger

AD — BC # 0 ise (4.5) esitligi bir lineer kesirli doniistim tanimlar.

Siradaki soru ise sudur: (4.1) doniisiimiiniin ka¢ parametresi vardir?

Bu doniisim a,b,c,d gibi 4 karmasik sayr kullanilarak yazilsa da bu doniistimiin

aslinda sadece 3 parametresi vardir. Eger a, b, c,d sayilart a # 0 gibi ayn1 karmagsik
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say1 ile carpilirsa (4.1) de pay ve payda a # 0 oldugundan sadelesir. Boylece tiim
katsayilar1 0 dan farkli ayn1 karmasik say1 ile ¢arpmak doniigiimii degistirmeyecektir.
ad — bc # 0 oldugundan a,b,c,d parametrelerini Vad — bc ile bolerek yeniden
Olceklendirebiliriz. Boylece elde edilen yeniden Olgeklenen dirilmis parametreler
ad — bc = 1 kosulunu saglarlar. Boylece a, b, ¢, d karmagik parametreleri bilindiginde
(4.6) denklemi yardimiyla d karmasik sayisida bellidir. O halde w lineer kesirli

doniistimii belirlemek i¢in a, b, ¢ gibi 3 karmagsik parametreyi belirlemek yeterlidir.

ad — bc = 1 (4.6)

Bir lineer kesirli doniisiim 3 karmagik parametreye sahip oldugundan bu doniisiimiin
Z4,Z5,23 de 3 farkli deligi olan bir z kiiresini w;,w,,w; gibi 3 keyfi ve farkh
koordinattaki 3 delige sahip bir w kiiresine resmedebilecegi Ongoriilebilir. Gergekten de
bu tahmin dogrudur. Bu bize 3 delikli C Riemann kiiresinin modiilleri olmayan bir
Riemann yiizeyi oldugunu gosterir. Simdi doniisiimii olusturalim. z = z; iken w = w;

olmasini istedigimizden ilk olarak (4.7) esitligini yazalim.

(z-z)C-)=W-w)( ) (4.7)

Buradaki 3 nokta heniliz denkleme katilmamis carpimsal terimleri gosterir. 2z
noktasinin w; e gitmesini istedigimizden asikar olarak carpanlardan bagimsiz olarak
z =2z, ve w=w; iken (4.7) esitliginin saglanmas1 gerekir. Daha sonra z = z, iken
w = w, olmasmi istiyoruz. Bunu yapabilmek i¢in w —w, ve z — z, carpanlarini

yukaridaki esitlikte paydaya yazariz boylece:

G =oa5 0 (4.8)

zZ—2Z_2

elde edilir. Eger w = w, ise bu durumda yukaridaki esitlikten z = z, olmas1 gerektigi
elde edilir. w = w; iken z = z3 elde edebilmek i¢in asagidaki esitligin saglanmasi

gerekir.
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Z—Z1 23—22: w—=Wwp; W3_W>p (49)

Z—Zy Z3—Zq wW—Ww, W3—Wq

Yukarnidaki esitlik z; z, ve zz noktalarini sirastyla w;, w,, wy noktalarina
resmeden doniigiimdiir. (4.9) esitligi i¢ler diglar carpimi yapilarak (4.5) deki forma
doniistlirtilebilir. Bu bir lineer kesirli doniisiim olur. 3 delige sahip kiirenin modiilii
olmadigin1 goérmiistiik clinkii bu oOzellikteki tiim kiireler konform olarak birbirine
denktir. Ger¢ekten de (4.9) kullanilarak bu kiireler birbirlerine resmedilebilir. (4.9) un C
nin 3 farkli noktasinin sirali bir kiimesini yine ayni diizlemin 3 farkli noktalarinin diger
bir sirali kiimesine resmeden yegane doniisiim oldugu goriilebilir.

Simdi  zy,2,,25,2, gibi 4 deligi olan C—dizlemini ve wy,w,,ws,w,
noktalarinda 4 delige sahip olan C diger bir kopyasmni goz éniine alalim. Bu delikleri
1,2,3,4 etiketleriyle etiketlenmis oldugunu diisiinelim acaba C nm bu kopyalari
i =1,2,3,4 i¢in zi — wi seklinde birbirine resmedebilir mi? Genelde cevap hayirdir. Bu
4 deligi birbirine resmedebilmek i¢in ilk olarak z;, z,, z3 noktalarini sirasiyla wy, w,, w
noktalarina resmetmemiz gerekir. Bu kosul yardimiyla (4.9) doniisiimii tek tiirlii belli
olur. 3 nokta yardimiyla doniisiim belirlendiginden 4. noktaya ihtiya¢ yoktur. Bdylece
z,4 noktasinin kontroliinii kaybederiz. Bu doniisiim yardimiyla z, noktasi herhangi bir
noktaya resmedilebilir. Kazara z, w, resmedilebilir. Ancak z, , w, istenilen doniislimii
olusturulmasinda kullanilmadiginda bu tesadiiften baska bir sey olamaz. Boylece 4
etiketlenmis deligi olan kiirelerin olmasi ger¢eklesmeyebilir.

z kiiresi ve z' kiirelerini gdz oniine alalim her iki kiireninde p; p,, p3, p4 gibi 4
er tane deligi olsun , ne zaman bu iki kiirenin birbiriyle konform olarak denk olduguna
karar veririz? Bunu bulabilmek icin herhangi bir kiireyi alip p; p,, p3, p4 noktalarimi
sirastyla 0,1 ve oo a resmedelim. Bunu w = f(s) ve w' = g(s)’ gibi lineer kesirli
donligiim yardimiyla ifade ederiz. Boylece z ve z' kiirelerinin konform olarak denkligi
sorusu bu doniisiim yardimiyla w ve w' kiirelerinin konform denkligi sorusuna doniisiir.
Simdi p, noktasin1 géz oniine alalim. Bu durumda yukaridaki kesirli lineer dontistimler

" noktasina

p, noktasimi w kiiresinde w = A noktasina, w’ kiiresinde ise w' =1
resmettigini kabul edelim. Bu durumda 4 delikli w ve w' kiireleri i¢in konform olarak
denk olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart w = w’ olmasidir. P; P; ve P, deliklerini

koruyan (0,1 ve o0) da koruyan tek bir konform doniisiimii vardir ki bu doniisiim



26

0zdeslik doniistimiidiir. Boylece eger P, delikleri birbirlerine resmediliyorsa
koordinatlar1 ayni olmak zorundadir. Bu ise idday1 ispatlar. Kanonik gosterimde
(0,1, 00) ve son delikteki A nin yeri yardimiyla 4 delikli kiirenin bir modiilii elde edilmis
olur. 4 bir karmagik say1 oldugunda bir karmasik modiil yani buna denk olarak iki
gercel modiil elde edilir. 4. deligin yeri siirekli olarak degistirildiginden siirekli
parametreler olur.

A karmagik modiilii 0,1 ve oo degerleri disindaki tiim degerleri alir. Ciinkii
tersine A bu degerlerden birini almis olsaydi bu iki delik cakigirdi. Tanim geregi bu
delikler birbirinden farkli oldugu i¢in A degeri 0,1 ve oo degerini alamaz. Bakis agisini
degistirerek A koordinatlarina sahip ve 0,1 ve oo noktalar1 ¢ikarilmis yeni Riemann
kiiresini gdz Oniine alalim. Bu durumda bu kiire {izerindeki her bir A, noktasina karsilik
0,1,0 ve A" da 4 delige sahip bir kiire esler. Bu eslesme yardimiyla A kiiresi
tizerindeki farkli nokta 4 delikli iki kiireye konform olarak denk olur. Sonug olarak her
bir 4 delikli kiirelerin M, , ile gosterilen modiiller uzayi elde edilir. Burada alt indiste
yer alan sifir (0) Riemann kiiresinin cinsini gésterir ki bu yiizeylerin cinsi (0)’dir. Ote
yandan 4 sayisi ise bu yiizeylerin etiketlenmis oldugu kabul edilen 4 deligi oldugunu

gosterir. Bu yiizeyin kendisi 2 boyutlu bir ylizey oldugundan M, ,’ dir. O halde

dim(My,) = 2 (4.10)

4 delige sahip Riemann kiirelerinin modiiller uzayinin kendisi de bir Riemann
ylizeyi olur. Bu Riemann yiizeyi ise 3 delige sahip sahip bir A kiiresidir. M, , modiil
uzay1 kapali sicim konusunda olduk¢a énemlidir (Zwiebach, 2009).

Acik sicim sagilmalar1 gergel eksen iizerinde delikleri olan H iist yar1 diizlemi ve
bu Riemann yiizeylerinin modiil uzaylar ile ilgili oldugundan asagida bu konuyu ele
alacagiz.

H tanmm hatirlanacak olursa aslinda H iist yari diizlemi reel eksenin ve
sonsuzdaki bir noktasinin eklenmesi ile elde edilmisti. Benzerlik olmasi agisindan
sonsuzdaki noktanin etkisini dnceki boliimlerde Riemann kiiresine yapilan eklemelerle
benzerlik tasir.

H’da reel eksen iizerindeki o ve — o noktalar1 aslinda ayni noktalardir.

Boylece r — oo yapilirken 0 < 8 < 1 igin bu sonsuz noktasi  exp(if)’ nin limitidir.
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Dolayisiyla sonsuzdaki nokta aslinda H smirmim bir pargasidir. Bdylece bu simnir bir
cember olur. Hatirlanacak olursa H konform olarak birim diske denkti. Bu konform
denklik (4.3)’deki doniisiim yardimiyla verilmisti. Bu doniisiim H sinirin1 birim diskin
siirt iizerine resmederken sonsuzdaki noktaya 7 = —1 noktasina resmeder. O halde
sonsuz seridin z = 0 ve oo’daki noktalar1 ¢ikarilmis H diizlemine konform olarak denk
oldugu goriiliir. Burada sonsuzdaki noktanin ¢ikarilmasinin sebebi bu noktanin herhangi
bir sonlu zaman sicimi i¢in elde edilmemis olmasidir.

Simdi H’nin otomorfizm déniisiimlerini goz oniine alalim. C’nin H iist yari
diizlemini koruyan otomorfizmlerini gz 6niine almak oldukca anlamlidir. Lineer kesirli

doniisiimler gbz oniine alinarak

w =20 4.11)

cz+d

bi¢cimindeki doniisiimleri géz Oniine alalim. Eger a,b,c,d € R ise z —diizlemindeki
gercel eksen w —diizlemindeki gercel eksene resmedilir (Baskan, 2012). Dikkat edilirse

reel eksenin reel eksene resmedilebilmesi igin gerekli kosul

ab,c,d € R (4.12)
olmasidir. Ancak (4.11)’deki doniisiimiin birebir olmasi igin gerekli yeterli sart
ad — bc = 0 olmas1 gerektigini gérmiistiik. 0 (sifir)’dan farkli herhangi bir reel say1
verildiginde bu sayimnin ya pozitif yada negatiftir. Boylece (4.13)’de sol tarafin pozitif
yada negatif oldugu sonucuna varilir.

ad — bc # 0 (4.13)

Eger sol taraf pozitif ise

ad —bc =1 (4.14)
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kosulu, eger sol taraf negatif ise ad — bc = —1 kosulu konabilir. O halde H’nin
korunmasi kosulu ad — bc = 1 olmasidir. Gergekten de (4.11)’in sanal kism1 géz oniine

alindiginda

Im(w) = Im(22) = —(

az+b az'+b)
cz+d

(4.15)

cz+d cz+d

Gerekli sadelesmeler yapildiginda

1 (ad — bc)(z—-2) ad — bc
Im(w) == =
( ) 20 |cz+d|2 |laz+d|?

(4.16)

elde edilir. Bu son esitlik dikkate alinirsa Im(z) > 0 gerektirmesi igin gerek ve yeter
sartin ad — bc > 0 oldugu goriiliir. Sonug olarak H otomorfizimlerinin (4.14), (4.15) ve
(4.16) oldugu goriiliir. Daha 6nceki tartisma geregi bu doniisiimler ii¢ gercel parametre

yardimiyla karakterize edilir. Burada H’m sonsuzdaki noktasmin goriintiisii (4.16)
altinda ki goriintiisii w = a; lim, oo oldugundan bu noktaya siradan bir nokta goziiyle

bakalir.
Asagida bazi lineer kesirli dontisiim 6rnekleri verilecektir.
Oregin w = z déniisiimii H — H bir doniisiim olamaz. Gergekten de z =zi € H’

goriintiisii w = —21i dir.

- ey TS az+b
Ornek 4.4. w = — - donlisiimiinii géz ontine alalim. Burada w = =
Z czZ

a=0, b=

—1,c =1, d =0olup

_0.z+(-1)
1.z+0
buradan ad — bc = 1 olur. Bdylece istenilen sonug elde edilir. H’m ii¢ deligi reel eksen
iizerinde keyfi sayilar olan gergel eksen {izerine resmeden {i¢ gercel parametreli bir reel
lineer kesirli doniisiim bulunabilecegi akla gelebilir. Bu durumun yalnizca kosul disinda
dogru olabilmesini sOyleyebiliriz. (4.9) kullanilarak bu 6zellikteki bir donilisiim elde
edilebilir, ancak burada bu doniistimin ad — bc =1 kosulunu saglanmasi acik
sicimlerin 6nemli bir 6zelligi ile baglantili oldugundan bu durumu irdelemek oldukca

ilgi ¢ekici olabilir. (4.11)’deki doniisiimlerin
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aw _ (ad-bc) (4 17)

dz (cz+d)?

kosulu sagladigini biliyoruz. ad — bc > 0 oldugundan bu tiirev gergel eksen boyunca
pozitif degerler alir. Bu ise bu bu doniisiimiin yonlendirilmis gergel ekseni ayni
yonlendirmeye sahip bir gercel eksene resmettigini gosterir. Gergekten de H’daki gergel
eksene sonsuzdaki noktayr bulunduran bir ¢ember goéziiyle bakilabilir. Gergel eksen
iizerindeki li¢ noktanin diger ii¢ noktaya resmedilebilmesi i¢in gerek ve yeter sartin bu
iic noktanin devirli yonlendirmeye sahip olmasidir. Cember iizerindeki bu noktalar bu
kosulu saglarlar. (p;p,,p3) 1,2ve3’deki delikleri gostersin, eger boyle bir
yonlendirme mevcutsa gercel eksen ilizerinde soldan saga hareket s6z konusur. Bu
devirli yonlendirme korundugu siirece bu yap1 korunur.

Simdi bir 6rnek iizerinde duralim. A = —1, B =0, € = 1 sekildeki gibi z diizleminde

ii¢ nokta olsun.

[ BN
8]

¢ c B
1 -1

—on

Sekil 4.1. Ug noktanin resmi.

Bu ii¢ noktay1 sirasiyla w —diizlemindeki 1,0 ve — 1 noktasina resmeden bir
doniisiim olusturmaya ¢alisalim. Dikkat edilirse bu doniisiim yardimiyla z —diizleminde
verilen {i¢ noktay1r w —diizlemindeki ii¢ noktaya siralamasi bululacak sekilde resmetmek
istiyoruz. (4.11) kullanilarak bu déniisiimii elde edebilmek icin (4.12) elde ederiz. icler
dislar carpimi yaparak w = —z doniisiimii elde edilir. Dikkat edilirse bu déniisiim H’1
H’a resmetmez. Gergekten de z = 2i € H’in bu doniisiim altindaki goriintiisii —2i
olup —2i & H’dir. Bir diskin smur1 iizerindeki ii¢ noktanin sadece 2 tane denk olmayan
devirli yonlendirmesi oldugunda H’in smin iizerinde 3 delige sahip olan N; modiiller

uzayinin iki temsilcisi vardir. Bunlardan birisi (Pl, PZ,PS) tipini olup degeri (Pl, P21P3)
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tipindeki ii¢ delikli H'1 temsil eder. iki degeri olan bir ayrik modiil’iin var oldugunu
sOyleyebiliriz.

Ug delikli kiirenin M3 ~modil uzaymin ayrik modillerinin almadigini
gormiistiik. Bu Ozellikteki kiirelerin konform olarak denk oldugunu biliyoruz. M 3
modiiler uzaymin sadece bir noktaya sahipken N; modiiller uzaymin iki noktadan
ibaret oldugunu biliyoruz. H’m smir1 olarak bir ¢ember iizerindeki noktalar icin
yonlendirme asikar olarak yapilabilirken kiire noktalarini1 yonlendirmek i¢in herhangi
bir yontem mevcut degildir.

Gergel eksen iizerinde (pq, P2, 3 ps) ile etiketlendirmis dort delikli H’1 goz
oniine alalim, acaba bu doért noktanin devirli yonlendirmesinin koruyacak sekilde H
kendi iizerine resmedebilir miyiz? Bu sorunun cevabi herhengi bir lineer kesirli
doniistimii belirleyebilmek i¢in ii¢ parametre yeterli oldugundan yukaridaki 6zellikteki
bir doniisiimii bulamadigimiz agiktir.

Daha onceki ayni strateji takip ederek bu deliklerden iicli w —diizleminde belli
noktalara resmedilebilir. Ornegin déniisiimiimiiz p; noktasi1 w = 0 noktasina , ps
noktasini w = 1 ve p,’ i w = oo noktasina resmettirir. Bu durumda A belirli bir gercel
sayl olmak {izere p, noktasin1t w = A noktasina resmeder. Devirli yonlendirmenin
korunmasi istendiginden p, noktasi p; ve p; arasinda kalmaktadir. O halde 0 < 4 <
1 oldugu elde edilir.

0 < A < 1 esitsizligine smirinda dort sirali delige sahip tiim olas1 H uzaylarini
temsil ettigini sdyleyebiliriz. Bu araliktaki herhangi gercel sayisi i¢in bu say1 ile esdeger
ve 0, Ay, 1 ve oo'da delige sahip bir H uzay: bulunabilir. Farkl1 A degerlerine sahip iki
nokta smirinda dort deligi bulunan ve konform olarak birbirine denk olmayan
H uzaylarim temsil eder. Sonug olarak smirinda dort delige sahip olan H uzaylarinin
tamami bu araliktadir. Boylece 0 < A < 1’e sinir1 iizerinde etiketlenmis ve verilen
devirli yonlendirmeye sahip dort delikli {ist yar1 diizlemlerin N, modiiller uzay: adi
verecegiz. Bu modiiller uzaymin bir gergel parametresi olup bu parametre yalnizca bir
acik araliktir. Boylece bu modiiller uzayinin bir boyutlu uzay oldugu goriiliir. O halde

dim(N,) =1 (4.18)

olur.
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