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OZET

Bu tezde, hemen hemen parakontak metrik yapilar ile metalik yari-Riemann yapilar arasindaki
iligki incelenmistir. Oncelikle hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin temel 6zellikleri
ele alinmig; bu yapilarin 6zel siniflar1 olan para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlara iligkin
temel bagintilar, egrilik 6zellikleri ve aciklayict 6rnekler verilmistir. Ardindan metalik Riemann
ve metalik yari-Riemann yapilar tanitilarak bu yapilarin integrallenebilirlik, paralellik ve egrilik

ozellikleri incelenmistir.

Calismanin temel kisminda, bir hemen hemen parakontak metrik yapidan hareketle ¢-iligkili bir
metalik yap1 tanimlanmig ve bu yapinin metalik yap1 polinomunu sagladigi gosterilmistir. Ayrica
s0z konusu metalik yapiyla uyumlu bir yari-Riemann metrigi olusturularak bu metrigin baslangic
metrigiyle iligkisi belirlenmisgtir. Elde edilen yapinin geometrik 6zellikleri, karakteristik vektor
alaninin paralel oldugu durum ile baglangi¢ yapisinin para-Kenmotsu oldugu ve para-Sasakian

oldugu durumlarda ayr1 ayr1 incelenmistir.

Karakteristik vektor alaninin paralel olmasit durumunda baslangi¢ metrigi ile elde edilen met-
rigin Levi-Civita baglantilarinin ¢akistigi ve metalik yapinin yerel olarak metalik yap1 oldugu
belirlenmistir. Para-Kenmotsu durumunda elde edilen metalik yapinin Nijenhuis tensoriiniin sifir
oldugu ve dolayistyla yapinin integrallenebilir oldugu gosterilmistir. Para-Sasakian durumunda
ise elde edilen metalik yapinin genel olarak integrallenebilir olmadig1 sonucuna ulagilmistir.
Bunun yan sira, her iki 6zel sif icin Levi-Civita baglantilar1 ve Riemann egrilik tensorleri

arasindaki iligkiler acik bi¢cimde elde edilmis ve sonuclar 6rneklerle desteklenmistir.

Bu sonuglar, hemen hemen parakontak metrik yapilardan metalik yari-Riemann yapilarin iireti-
lebildigini ve baslangi¢ yapisinin geometrik sinifinin elde edilen metalik yapinin integrallene-

bilirlik, baglant1 ve egrilik ozelliklerini dogrudan etkiledigini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: egrilik tensorii, hemen hemen parakontak metrik yapi, metalik yari-

Riemann yap1, para-Kenmotsu manifold, para-Sasakian manifold
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ABSTRACT

In this thesis, the relationship between almost paracontact metric structures and metallic semi-
Riemannian structures is investigated. First, the fundamental properties of almost paracontact
metric manifolds are presented. In particular, the basic identities, curvature properties, and
illustrative examples of para-Kenmotsu and para-Sasakian manifolds, which constitute two dis-
tinguished classes of almost paracontact metric manifolds, are discussed. Subsequently, metallic
Riemannian and metallic semi-Riemannian structures are introduced, and their integrability,

parallelism, and curvature properties are examined.

In the main part of the study, a ¢-related metallic structure is constructed from an almost
paracontact metric structure, and it is shown that the resulting tensor field satisfies the defining
polynomial equation of a metallic structure. Furthermore, a semi-Riemannian metric compatible
with this metallic structure is introduced, and its relation to the initial metric is determined. The
geometric properties of the induced structure are then studied separately in the cases where
the characteristic vector field is parallel and where the initial structure is para-Kenmotsu or

para-Sasakian.

It is proved that, when the characteristic vector field is parallel, the Levi-Civita connections of
the initial and induced metrics coincide and the resulting metallic structure is locally metallic. In
the para-Kenmotsu case, the Nijenhuis tensor of the induced metallic structure vanishes; hence,
the structure is integrable. In contrast, in the para-Sasakian case, the induced metallic structure
is shown to be non-integrable in general. Moreover, for both special classes, explicit relations
between the corresponding Levi-Civita connections and Riemann curvature tensors are derived,

and the theoretical results are illustrated by suitable examples.

These results show that metallic semi-Riemannian structures can be naturally induced from
almost paracontact metric structures and that the geometric class of the initial structure di-
rectly determines the integrability, connection, and curvature properties of the induced metallic

structure.

Keywords: almost paracontact metric structure, curvature tensor, metallic semi-Riemannian

structure, para-Kenmotsu manifold, para-Sasakian manifold
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1. GIRIS

Metalik yapilarin ve 6zellikle metalik yari-Riemann manifoldlarin ortaya ¢ikisi, tek bir
asamada degil; polinomial yap1 diisiincesinin diferensiyel geometriye yerlesmesi, altin oran ve
genellestirmelerinin ortak bir cebirsel yapi i¢inde ele alinmasi ve nihayetinde Riemann ve yari-
Riemann metrikleriyle uyumlu yeni tensorel yapilarin tantmlanmasi seklinde kademeli olarak

gerceklesmistir.

Manifoldlar iizerinde (1, 1)-tipindeki bir tensor alaninin belirli bir polinomu saglamasi
fikri, polinomial yapilar (polynomial structures) baslig1 altinda ele alinmistir. Bu yaklagimda, M

diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere, (1, 1)-tipindeki bir P tensor alani i¢in

Q(P)=0

esitligini saglayan yapilar incelenir; burada Q uygun bir polinomdur. S6z konusu yaklagim,
ilerleyen yillarda altin yap1 ve metalik yap1 gibi 6zel durumlarin tek bir cebirsel sema altinda
tanimlanabilmesini saglamis; ilgili yapilarin integrallenebilirlik, paralellik ve metrik uyumluluk
gibi diferensiyel geometrik 6zelliklerinin standart yontemlerle incelenmesine zemin hazirlamigtir
(Goldberg ve Yano, 1970).

Altin oran ¢ = %3 tarihsel olarak geometrik bir bolme probleminden dogsa da, modern
yaklasimda altin oran daha genel bir ikinci dereceden denklem ailesinin 6zel bir {iyesi olarak
goriliir. Bu bakis acisindan hareketle De Spinadel, altin oranin genellestirmesi olan metalik oran

ailesi fikrini ortaya koymustur. Bu aile, p,q € Z* i¢in
x>—px—q=0

denkleminin pozitif kokii ile tanimlanan

_p+ypi+idq

Op.q >

oranlarini kapsar. Boylece altin oran (p,q) = (1,1) secimine karsilik gelirken, giimiig oran ve

bronz oran gibi diger metalik oranlar da ayn1 formiil lizerinden elde edilir (De Spinadel, 1999).

Bu cebirsel zemin, bir yandan genellestirilmis Fibonacci dizilerinin limit oran1 yakla-
stmiyla iligkilendirilebilirken, diger yandan diferensiyel geometrinin temel nesnelerinden olan
(1, 1)-tipindeki tensor alanlart i¢in “yap1 polinomu” fikrine dogrudan temel olusturmustur. Nite-
kim, metalik oran ailesinin diferensiyel geometrideki karsiligi, polinomial yap1 semasinda ikinci

dereceden bir yap1 polinomuyla tanimlanir.

Metalik oran ailesinden ilhamla, Hretcanu ve Crasmareanu, 2013 yilinda metalik yapiy1

bir Riemann manifoldu iizerinde tanimlamigtir. Buna gore, M iizerinde (1, 1)-tipindeki bir J



tensor alani igin
JP=pJl+gql

esitligi saglaniyorsa J bir metalik yapidir. Ayrica (M, gg) bir Riemann manifoldu olmak iizere,
SRUJX,Y) =gr(X,JY)  (X.Y € x(M))

bagintisini saglayan (gg,J) ikilisi ile donatilmis (M, gg,J) licliisii metalik Riemann manifoldu

olarak adlandirilir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2013).

Metalik yapinin Riemann manifoldlar lizerinde tanimlanmasiyla birlikte, bu yapilarin
altmanifoldlar, baglantilar ve egrilik bagintilar1 bakimindan incelenmesi miimkiin hale gelmistir.
Ayrica metalik yap1 denklemi araciliiyla J tensoriiniin 0zdegerleri, tersinin varligi ve diger

cebirsel Ozellikleri belirlenmistir.

Metalik Riemann yap1 kavraminin yerlesmesinden sonra literatiirde dogal olarak VJ,
Nijenhuis tensorti, integrallenebilirlik ve paralellik gibi konular 6ne ¢cikmustir. Bu ¢izgide Gezer
ve Karaman, metalik Riemann yapilarda integrallenebilirlik kosullarini ve egrilik ile iligkili baz1
karakterizasyonlar1 ele alarak teoriyi gelistirmistir (Gezer ve Karaman, 2015). Bu caligma,
metalik yapilarin “yerel ayrisabilirlik” (locally decomposable) gibi 6zelliklerinin metrik ve

baglanti iizerinden okunabilmesi bakimindan 6nemli bir basamak olmustur.

Bunu izleyen donemde Ozkan ve Yilmaz, metalik yapilarin diferensiyellenebilir mani-
foldlar iizerindeki genel kuramsal yapisini, paralellik ve integrallenebilirlik kosullariyla birlikte
ele almig; metalik Riemann manifoldlara iligkin ¢esitli 6rnekler ve sonuclar ortaya koymuslardir
(Ozkan ve Yilmaz, 2018). Boylece metalik yapilarin incelenmesi, yalmzca tanim ve ilk or-
neklerle sinirlt kalmamais; baglanti, paralellik ve integrallenebilirlik gibi diferensiyel geometrik

ozelliklerin de ele alindig1 daha sistematik bir asamaya ulagmistir.

Riemann teorisinin gelismesi, bir sonraki adim olarak yari-Riemann metrikli yapilara
gecisi dogal kilmistir. Bu baglamda, Blaga ve Nannicini, metalik yapinin yari-Riemann ge-
ometrisini ele almig; metalik Norden yapilari, integrallenebilirlik ve metalik dontistimler gibi

kavramlar iizerinden teoriyi genisletmistir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Metalik geometri literatiiriinde dikkat ¢ceken giincel caligsmalardan biri de metalik yapinin
“var oldugunun” kabul edilmesinden ziyade, belirli kontak-benzeri yapilardan iiretilmesi ve
bu iiretimin deformasyonlar yardimiyla zenginlestirilmesidir. Bu dogrultuda Gherici, metalik
Riemann yapilari ile hemen hemen kontak metrik yapilart ele almig; bir hemen hemen kontak
metrik yapidan hareketle ayn1 metrik iizerinde yalmizca iki metalik yapinin iretilebildigini
gostermis ve bu metalik yapilarin integrallenebilirlik ile paralellik 6zelliklerini incelemistir.
Ayrica elde edilen metalik yapilar iizerinden hemen hemen kontak metrik yapida bir metalik

deformasyon fikrini tartisarak, bu deformasyonun genellestirilmis 2-homotetik doniistimler



kapsaminda Sasakian, Kenmotsu ve kosimplektik gibi siniflarla nasil etkilestigini ortaya koymus
ve ters yonde, bir metalik Riemann yapidan hemen hemen kontak metrik yap1 insasina yonelik

bir agik problem ve baslangi¢c adimlar1 6nermistir (Gherici, 2020).

Benzer bir “deformasyonla tiretim” yaklasimi, Akpinar ve Kansu tarafindan hemen he-
men parakontak para-Norden manifoldlar iizerinde gelistirilmistir. Yazarlar, parakontak yapi ile
metalik yap1 arasinda kurduklar iliski iizerinden metalik deformasyon kavramini tanimlamis;
ozellikle para-Sasaki-like para-Norden sinifinda, deformasyon sonrasi elde edilen yapi iizerinde
bir Riemann baglantis1 ve bu baglantidan tiiretilen bir ¢-baglantis1 insa etmislerdir. Bu iki
baglantiya gore egrilik tensorii, Ricci tensorii ve skaler egrilik gibi temel egrilik 6zelliklerini
ayrintili bicimde incelemis; bir ornek iizerinde gerceklestirilen hesaplamalar araciligiyla elde

edilen teorik sonuglarin somut bir uygulamasini ortaya koymuslardir (Akpinar ve Kansu, 2024).

Hemen hemen parakontak geometri, klasik hemen hemen kontak yapilardan esinlenerek
gelistirilmis bir geometrik kuramdir. Bu teorinin ilk 6rnekleri Sato’nun 1976 tarihli ¢aligmasina
kadar uzanmaktadir (Sato, 1976). Takip eden donemde, Kaneyuki ve Williams, hemen hemen
parakontak yapilar1 parakompleks analog perspektifiyle ele almis; parahodge kavramini tanitarak
orneklerin ve siniflandirma caligmalarinin gelistirilmesine temel olusturmustur (Kaneyuki ve
Williams, 1985). Daha sonra metrik uyumluluk ve metrigin isareti dikkate alinarak hemen

hemen parakontak metrik yapilarin yari-Riemann geometrisi gelistirilmistir.

Hemen hemen Hermitiyen ve hemen hemen kontakt geometrilerde gelistirilen tensorel
siniflandirma yaklagimlari, parakontak geometrinin siniflandirilmasina da kuramsal bir zemin
hazirlamigtir. Gray ve Hervella, hemen hemen Hermitiyen manifoldlari, yap1 tensoriiniin kovar-
yant tiirevinden elde edilen tensor uzayinin degismez altuzaylara ayristirilmasina dayali olarak
on alt1 sinifa ayirmiglardir (Gray ve Hervella, 1980). Daha sonra Ganchev, Mihova ve Gribacheyv,
benzer bir yaklasimi hemen hemen kontak B-metrik manifoldlara uygulayarak bu manifoldlari
temel F tensoriiniin 6zelliklerine gore on bir temel sinifa ayirmiglardir (Ganchev vd., 1993).
Bu siniflandirma yaklagiminin parakontak geometrideki bir devami olarak Manev ve Staikova,
(n,n)-tipindeki bir Riemann metrigiyle donatilmig hemen hemen parakontak manifoldlari, yapi
tensoriiniin kovaryant tiirevinin cebirsel 6zelliklerine gore siniflandirmis ve bu manifoldlarin
temel siniflarini belirlemiglerdir (Manev ve Staikova, 2001). Bu ¢alismalarin ardindan Zamko-
voy ve Nakova, tensorel ayristirma metodunu yari-Riemann metrikli hemen hemen parakontak
manifoldlar i¢in ele almiglardir. Yazarlar, yontem bakimindan hemen hemen kontak B-metrik
manifoldlarin siniflandirilmasinda kullanilan ayristirma tekniginden de yararlanarak, yapi ten-
sOriine ait uzay1 ortogonal ve yap1 grubunun etkisi altinda degismez altuzaylara ayirmiglardir.
Baglangicta on bir temel siniftan olusan bu siniflandirma, belirli bir altuzayn iki bilesene ay-
rilmasiyla on iki temel sinifa genigletilmistir. Ayrica a-para-Sasakian, a-para-Kenmotsu, para-
Sasakian, K-parakontak ve quasi-para-Sasakian gibi 6zel yapilarin bu siniflandirmadaki yerleri

acikca ortaya konulmustur (Zamkovoy ve Nakova, 2018).



Son yillarda hemen hemen parakontak metrik geometri literatiiriinde 6ne ¢ikan ¢aligma-
lar, yapilarin yalnizca soyut bicimde tanimlanmasiyla yetinmeyip, belirli geometrik kaynaklardan
iiretilmesi ve dogal doniisiimler altinda davranislarinin incelenmesidir. Bu baglamda Ozdemir,
Aktay ve Solgun, bir yari-Riemann manifoldu iizerinde Gé(z)-yaplslna ait temel 3-formu esas
almis ve hemen hemen parakontak metrik yapilarin insa edilebildigini gostermiglerdir. Ayrica
elde edilen (¢, &,n,g) yapilarinin sinif 6zelliklerini ve 6rneklerini tartismislardir (Ozdemir vd.,
2018). Bu “insa edilebilirlik” yaklagimi, diisiik boyutlu Lie cebirleri lizerinde model 6rneklerin
tretilmesiyle de gii¢clenmis; nitekim ayni yazarlar, 5-boyutlu nilpotent Lie cebirleri tizerinde
hemen hemen parakontak metrik yapilarin varligini ve bazi 6zel simiflar1 inceleyerek, 6zellikle
parakontak ve para-Sasakian gibi kogullarin belirli Lie cebirleri tizerinde saglanip saglanmadigini
ayrintih bicimde arastirmus ve hesaplamaya elverisli bir 6rnek ailesi ortaya koymuslardir (Oz-
demir vd., 2020). Diger taraftan, parakontak yapilarda doniisiim teorisi agisindan 9-homotetik
deformasyonlar son donemde belirgin bir arastirma konusu haline gelmistir. Solgun, Zamkovoy
ve Nakova tarafindan ortaya konulan siniflandirmay1 esas alarak hemen hemen parakontak met-
rik yapilarin O-homotetik deformasyon altindaki degisimini incelemis; 6zellikle karakteristik
vektor alaninin paralel oldugu siniflarin deformasyon sonrasindaki 6zelliklerini belirlemistir
(Solgun, 2021).

Doéniisiim ve deformasyon yaklasimlarina ek olarak, hemen hemen parakontak yapila-
rin ingasinda ¢arpim geometrilerinden de yararlanilmaktadir. Bu dogrultuda, bir hemen hemen
parakontak parakompleks Riemann manifoldundan hareketle M X R {izerinde bir hemen hemen
carpim yapisi ve bu yapiyla uyumlu bir Riemann metrigi tammmlanmistir. Béylece, sz konusu
manifoldlardan yeni geometrik yapilarin elde edilmesine yonelik bir inga yaklasimi ortaya ko-
nulmustur. Ayrica bu ¢ercevede normallik ile integrallenebilirlik arasindaki iligki belirlenmis ve

elde edilen yapinin egrilik dzellikleri incelenmistir (Ozdemir vd., 2025).

Bu tezde, oncelikle hemen hemen parakontak metrik manifoldlar ile bu yapilarin iki 6zel
siif1 olan para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlar ele alinmaktadir. Bu siniflara iligkin
temel tanim ve Ozelliklerin yam sira acgiklayici orneklere yer verilmekte; egrilik incelemeleri
kapsaminda &-kesitsel egrilik ve p-paraholomorfik kesitsel egrilik kavramlar1 incelenmektedir.
Daha sonra metalik Riemann ve metalik yari-Riemann manifoldlar tanitilmakta, bu yapilara

iligkin stmiflandirmalar ve egrilik 6zellikleri ele alinmaktadir.

Tezin temel amaci, bir hemen hemen parakontak metrik yapidan metalik yari-Riemann
yap1 elde etmek ve bu iki yapi arasindaki geometrik iligkileri incelemektir. Bu kapsamda,
karakteristik vektor alaninin paralel oldugu durum ile baslangi¢ yapisinin para-Kenmotsu veya
para-Sasakian oldugu durumlar ayr1 ayn ele alinmaktadir. Elde edilen metalik yari-Riemann
yapilarin ait olduklari siniflar belirlenmekte, egrilik tensorleri hesaplanmakta ve sonuglar uygun

ornekler araciligiyla somutlastirilmaktadir.



2. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIK MANiFOLDLAR

Bu boliimde, hemen hemen parakontak metrik manifoldlara iligskin temel tanim ve 6zel-
liklere yer verilmektedir. Oncelikle hemen hemen parakontak yap1 ve hemen hemen parakontak
metrik yap1 kavramlari tamtilmakta, ardindan bu yapilarin 6zel siniflar1 incelenmektedir. Ozel-
likle para-Kenmotsu ve para-Sasakian manifoldlar ele alinarak, sonraki boliimlerde kullanilacak

temel geometrik bagintilar i¢cin kuramsal bir zemin olusturulmaktadir.
2.1. Hemen Hemen Parakontak Metrik Manifoldlar

Tanim 2.1.1. M, (2n+1) boyutlu diizgiin bir manifold, y (M) bu manifold iizerindeki diizgiin
vektor alanlarinin uzay1 ve C*(M) de M manifoldundan R ye giden diizgiin fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Eger ¢ : y(M) +— y (M) bir tensor alan1 (endomorfizma), & karakteristik vektor

alan1 ve 1 bir 1-form olmak iizere agsagidaki kosullar saglaniyorsa:

(€ =1, @*(X)=X-n(X)& (2.1)

(p,&,n) Ucliisiine M iizerinde bir hemen hemen parakontak yapi denir. Bu yap1 ile donatilmig
M manifolduna da hemen hemen parakontak manifold denir (Nakova ve Zamkovoy, 2012).

(2.1) esitliklerinden ¢(&) = 0 ve no ¢ = 0 bagintilart elde edilir. ¢ tensoriiniin derecesi
2n olup, keyfi p € M icin n formunun ¢ekirdegi tarafindan belirlenen O = kern dagilimi

D, =kern, = {X e T,M|n(X) =0} C T,M

seklinde tanimlanir. ¢ tensorii bu dagilim iizerinde bir hemen hemen parakompleks yapi belirler
(Kaneyuki ve Williams, 1985).

Tanmm 2.1.2. (M, ¢,&,n7) hemen hemen parakontak manifold ve g bu manifold iizerinde bir

yari-Riemann metrigi olsun. Herhangi X,Y vektor alanlari i¢in

ge(X),o(Y)) = -g(X,Y) +n(X)n(Y) (2.2)

kosulu saglaniyorsa (¢,&,7n,¢) yapisina hemen hemen parakontak metrik yapi, bu yapiyla
donatilmis M manifolduna da hemen hemen parakontak metrik manifold denir (Nakova ve
Zamkovoy, 2012).

(2.2) esitliginde Y = ¢ alindiginda g (X, &) = n(X) bulunur. Ayrica (2.2) esitliginden keyfi
X,Y vektor alanlari i¢in



g(o(X).Y) = —g(¢*(X),0(Y)) +n(e(X)n(Y)
= —g(¢*(X),0(Y))
=—g(X-n(X)¢,¢(Y))
=—8(X, oY) +n(X)g (&, ¢(Y))
=—g(X,(Y)) +n(X)n(e(Y))
=—g(X,p(Y))

elde edilir. Boylece M hemen hemen parakontak metrik manifoldu icin

8(¢(X).Y) = -g(X,¢(Y)) (2.3)
dir. Yani ¢, g metrigine gore ters-simetrik bir tensor alanidir. O halde
Q(X.Y) = g(pX.Y)

seklinde tamimlanan Q bir 2-formdur. Bu 2-forma hemen hemen parakontak metrik yapinin

temel 2-formu denir.

(M, ,&,1m,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold olsun. U ¢ M bir koordinat
komsulugu alinsin. Once U iizerinde ¢ ye dik bir X; birim vektdr alani secelim. Bu durumda
n(X1) = 0 oldugundan

g(oX1,0X)) = —g(X1, X)) +n(X))? = -1

elde edilir. Ayrica oy =0 ve g(¢X,Y) = —g(X, ¢Y) 0zdesliginden ¢X; in hem & ye hem de
X e dik oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, &, X ve ¢ X e dik bir birim vektor alan1 X, secilirse, ¢ X, de bunlarin

timiine dik olur ve
8(eXo,0X5) = -1

saglanir. Bu isleme devam edilerek yerel olarak
(X1, 0X1,- o, Xn, X, &)

seklinde bir ortonormal taban elde edilir. Bu tabana ¢-taban denir (Zamkovoy, 2009).

Bu durumda g metriginin isareti (n+ 1,n) dir.



Ornek 2.1.1. M = {(x,y,z) € R?| z # 0} manifoldu iizerinde & = 0% karakteristik vektor alanini

ven =dx— %y dz 1-formunu ele alalim.

0 0
:2 _— _— = — =
el yax+zaz, e 3y’ e3=¢

vektor alanlar ile

plen=es glex)=er, @(&)=0

© tensor alan1 tanimlansin.

g yari-Riemann metrigi

g(f’f)zl’ g(el’el)zl’ g(€2,€2):—1, g(g’el):g(é:’eZ):g(el’eZ):Oa

olmak iizere (¢,&,7n,g) yapist M iizerinde bir hemen hemen parakontak metrik yap1 belirler
(Kiipeli Erken, 2020).

e 7(¢) =1 Kkosulu:

N (L DR N A
00 =n{3z) = a2 an ) =1

Z
olur.

o ¢?=Id-n®¢ kosulu:

Once 1 1-formunun taban vektorleri iizerindeki degerlerini belirleyelim.

n€) =1, n(er) =n2yodi+290,) =2y-2y=0, n(ez)=0.

Bu degerler yerine yazildiginda
0 (€)= ¢(0) = 0= ¢ -n(9)¢,
0’ (e1) = p(er) = e1 = e1 —n(e1)é,

¢*(e2) = pler) = e2 =er—n(e2)é

bulunur. Dolayisiyla (2.1) esitligi saglanir.
e Metrik uyumluluk kosulu:

Tim vektorler icin n(-) = g(+,&) oldugu aciktir. Metrik uyumluluk kosulunun taban

vektorleri i¢in saglandigin1 gosterelim:



(i) X =Y = £ icin

8(p&,08) =8(0,00 =0, —g(£,8)+n(En(¢)=-1+1=0.
(i) X =Y = e i¢in

glper,pe) = gler,e) =—1, —gler,er) +n(e))?=-1+0=-1.
(iii) X = Y = e, icin

g(per,per) =gler,en) =1, —glen,er) +n(er)’ =—(-1)+0=1.
(iv) X = e1,Y = e; igin

g(per,per) =g(ez,e1) =0, —gler,ea) +n(er)n(ez) =0+0=0.

Benzer sekilde & =0 ve n(¢) =1, g(+,¢) = n(-) oldugundan diger terimler sifirdir.

Boylece (2.2) esitligi saglanir. Sonug olarak tanimlanan (¢, &,7,g) yapisi, M iizerinde

bir hemen hemen parakontak metrik yapidir.

(M, ,&,m,8) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve V, M iizerindeki yari-
Riemann baglantist olsun. Bu durumda M iizerinde (0,3)-tipindeki bir F' tensor alani her
X,Y,Z e y(M) icin

F i x (M) xx (M) X x (M) — C™(M)
(X,Y,Z) > F(X.,Y,Z) := g((Vx¢)Y,Z) (2.4)

esitligiyle tanimlanir.

F tensorii agsagidaki o6zelliklere sahiptir.

F(X.,Y,Z)=—-F(X,Z,Y),
F(X,9Y,0Z) = F(X.,Y,Z) +n(Y)F(X,Z,&) -n(Z)F(X,Y,£).

Buna gore Vn, dn, L:g ve dS ifadeleri F tensorii cinsinden agagidaki sekilde verilir:

(Vxn)Y = g(Vxé,Y) = ~F(X.gV.£),
dn(X,¥) = S{(Vxm)Y ~(Vym)X} = 3 {-F(X,9¥.) + F(Y,X.£)},

(Leg)(X,Y) = (Vxn)Y +(Vyn)X = -F(X,¢Y,&) - F(Y,9X,§),
dQ(X,Y,Z) = SxyzF(X.Y,Z).



Burada d bir diferensiyel formun dig tiirevini, Lg ise g metridinin & karakteristik vektor alani
yoniindeki Lie tiirevini gostermektedir. Ayrica Sy y z sembolii, X, Y, Z vektor alanlari iizerindeki

devirsel toplami ifade eder.

M manifoldu iizerindeki keyfi X,Y, Z, W vektor alanlart i¢in Koszul formiilii:

28(VxY,Z) = X[g(Y,Z2)]+Y[8(Z,X)] - Z[g(X,Y)]
+g([X’Y]’Z)_g([Y’Z]’X)+g([Z’X]aY)a (25)

ve Nijenhuis tensorii:
Ne(X,Y) = @[ X, Y]+ X, Y] - ¢[@X.Y] - ¢[ X, ¢Y] (2.6)

esitlikleriyle verilir.

Riemann egrilik operatorii ve buna karsilik gelen (0,4)-tipindeki egrilik tensorii de
R(X,Y)Z :=VxVyZ-VyVxZ-Vxy1Z, R(X,Y,Z,W):=g(R(X,Y)Z,W) 2.7)

ile tanimlidir.

Zamkovoy ve Nakova, hemen hemen parakontak metrik manifoldlart (2.4) numaral
esitlikte tanimlanan F temel tensoriiniin cebirsel 6zelliklerine dayanan tensorel bir yaklasimla
siniflandirmiglardir. Bu siniflandirmada, F tensorlerinin olusturdugu tensor uzayi, yapi grubunun
etkisi altinda degismez kalan ve birbirine dik olan altuzaylara ayrilmakta; bu ayrisim sonucunda

hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin temel siniflar1 elde edilmektedir.

Baslangicta on bir temel siniftan olusan siniflandirma, daha sonra ilgili altuzaylardan
birinin iki bilesene ayrilmasiyla on iki temel sinifa genisletilmistir (Zamkovoy ve Nakova,
2018). Bu siiflandirma, hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin tensorel ve geometrik

ozelliklerinin incelenmesine olanak saglamaktadir.

Bununla birlikte, bu boliimde yapinin siniflandirmasi ayrintili bicimde ele alinmayacak;
yalnizca bazi 6zel siiflarin tanimlarina yer verilecektir. Bu yaklasim, konunun ana hatlarini
sunarken ayn1 zamanda ilerleyen boliimlerde yapilacak uygulamalara zemin hazirlamay1 amac-

lamaktadir.

Bir (M,¢,&,n,g) hemen hemen parakontak metrik manifoldunun bazi 6zel siiflart
asagidaki sekilde verilir (Zamkovoy ve Nakova, 2018).

e Parakontak: Q = dn ile tanimlanir. Bu, temel 2-form ile 1-formun dis tiirevi arasinda

dogrudan bir iligkidir.
e Normal: N,(X,Y)-2dn(X,Y)¢ = 0 olmastyla tanimlanir.

e a—para-Sasakian: (Vyo)Y =a(g(X,Y)&é —n(Y)X) ile tanimlanir. Burada a # 0 bir



sabittir.

e Para-Sasakian: Normal ve parakontak yapilara denir. Bu sinif esasinda Zamko-

voy’un calismasindaki G5 sinifinin alt simifi olarak tanimladigi G s sinifidur.
e Quasi-para-Sasakian: Normal ve dQ = 0 esitligini saglayan yapilara denir.

e «a—para-Kenmotsu: (Vxp)Y = —a(g(X,pY)é+n(Y)eX) esitligi ile tanimlanir, bu-
rada a # 0 bir sabittir; 6zellikle, @ = —1 olmas1 durumunda para-Kenmotsu olarak adlandirilir.

Para-Kenmotsu sinifi ayn1 zamanda Zamkovoy’un ¢alismasindaki G¢ sinifina aittir.

e K-parakontak: Parakontak ve & nin Killing vektor alam1 oldugu yapilara denir. &

vektor alaninin Killing olmast,

esitliginin saglanmasiyla verilir.
2.2. Para-Kenmotsu Manifoldlar

Para-Kenmotsu manifoldlar, hemen hemen parakontak metrik manifoldlarin 6zel bir
sinifini olusturur. Bu yapilar, kontak geometrisindeki Kenmotsu manifoldlarin parakontak yari-

Riemann geometrisindeki kargiliklaridir.

Tanim 2.2.1. (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve V, bu manifoldun
yari-Riemann baglantisi olsun. Her X,Y € y (M) igin

(Vxo)Y =g(X,0Y)é+n(Y)pX (2.8)

esitligi saglaniyorsa M manifolduna para-Kenmotsu manifoldu denir (Zamkovoy, 2018).

Ornek 2.2.1. Mandal ve De tarafindan verilen drnegin r = e koordinat doniisiimii altindaki

esdeger bicimini ele alalim (Mandal ve De, 2017).

M = R3 iizerinde (x,y,z) standart koordinatlar olmak iizere

0 0 0

e1=e‘—, e=e—, e3=_—=¢

ox’ dy 0z
vektor alanlarini,
gler,er) =—1, glezer)=1, gles,e3)=1, glei,e;)=0({#])
metrigini ve
n(X)=g(X,e3), ¢le1)=er ¢le2)=e1, ¢(e3)=0
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yap1 elemanlarii alalim. Tanimlanan (¢, £,7, g) yapisinin R3 iizerinde bir para-Kenmotsu yapisi

olusturdugunu gosterelim.
o 1(¢) =1 kosulu: Bu esitlik, n(X) = g(X, e3) tanimindan dogrudan elde edilir.
o ’X =X-n(X)¢ kosulu:

¢*(e1) = p(ez) =e1 =e1—n(e1)é

©*(e2) = p(e1) = e2 = e3—1(e2)é
©*(e3) =0 =e3—n(e3)é
bi¢imindedir. Dolayisiyla (¢, &,7n) bir hemen hemen parakontak yapi olusturur.

e Metrik uyumluluk kosulu:
) X=Y=e:

glper,pe1) = gler,e) =1, —gler,er)+n(e1)*=-(-1)+0=1.
() X =Y =ey:

g(per,per) =gler,el) =—1, —gler,er)+n(ex)>=-1+0=-1.
(i) X = ¥ = e5:

g(pes,pe3) =0, —g(es,e3)+n(e3)*=-1+1=0.
(v) X =e;, Y =es:

g(per,per) = g(ez,e1) =0, —g(er,ez) +n(e1)n(e2) =0+0=0.
V) X=e;, Y=es:

g(per,pe3) = g(e2,0) =0, —g(er,e3)+n(e1)n(ez) =0+0=0.
(Vi) X =ep, Y =ej3:

g(pea, pe3) =g(e1,0) =0, —g(ea,e3)+n(e2)n(e3) =0+0=0

seklindedir. Dolayisiyla metrik uyumluluk kosulu saglanir.

Yari-Riemann baglantisinin bilesenlerini belirlemek i¢in oncelikle verilen vektor alan-

larinin Lie parantezlerini hesaplayalim. Koordinat bi¢iminde verilen X = a'd;, Y = b/, vektor

11



alanlar icin Lie parantezi

[X,Y]= > (X(b)-Y(d)) 6

i
bagintistyla hesaplanir.

Bu bagint1 kullanilarak verilen vektor alanlarinin Lie parantezleri

[e1,e2] = e1(e*)dy —ea(e®)Ox

= e“(0,e*)0y —e*(0ye*)ox = 0.

[e1,e3] = e1(0,) —e3(e*dy)
= 0—(8.¢9)d,
= _(ez)ax

=—e].

[e2,e3] = €2(0;) — e3(e*dy)
=0-e3(e*dy) = —(0;€%)0, = —(e°)0y

= —ém.
bicimindedir. Sonug olarak Lie parantezleri sunlardir:
le1,e2] =0, [er,e3] =—e1, [ez,e3] =—en.

Elde edilen Lie parantezleri (2.5) numarali Koszul bagintisinda kullamlarak V.. e; ifadeleri

hesaplanabilir.
2g(Vee1,Z) =e1(g(e1,2)) +ei(g(e1,2)) - Z(g(er,e1)) +g([er,e1],Z) —g([e1,Z],e1) —g([e1,Z], e1).
Z = ej icin: (Diger bilesenler sifir oldugundan yalnizca Z = e3 durumu incelenir.)
28(Ve e1,e3) = —2g([e1,e3],e1) = Ve, e1 = —e3.
28(Ve,e3,Z) =ei(g(e3,2)) +e3(g(e1,2)) - Z(g(e1,e3)) +g([e1,e3],Z) —g([e3, Z],e1) —g([e1, Z], e3).
* Z =e i¢in:

2g8(V, e3,e1) =2g([e1,e3],e1) = V. e3=—¢

12



Benzer hesaplamalar sonucunda
Ve,e0=e3 V,e3=-er

elde edilir; diger baglant1 bilesenleri sifirdir.

e Para-Kenmotsu kosulu: Yapimin (2.8) esitligini sagladigini gosterelim.

e X=Y=e¢y:
(Ve,p)er = Ve, (€2) — (Ve e1) =0—p(—e3) =0,
gler,pe)é+m(er)per = g(er,e2)6+0=0.

e X=¢;, Y=es:
(Ve,p)e3 =V, (0) — (Ve e3) = —p(—e1) = p(e1) = e,
glei,pe3)é +n(es)per =0+1-e2=e.

e X=¢p, Y=es:
(Ve,p)e3 = —p(—e2) = p(e2) = ey,
glez,pe3)é +n(ez)per=0+1-e1 =¢;

bulunur. Sonug olarak (R3, ¢,&,1,g) bir para-Kenmotsu manifoldudur.

Onerme 2.2.1. Bir (M, ¢,&,7,g) para-Kenmotsu manifoldu iizerinde asagidaki esitlikler sag-

lanir (Zamkovoy, 2018).

o Vxé=-X+n(X)¢,

o (Vxn)Y =—g(X,Y)+n(X)n(Y) = g(pX,¢Y),

o n(Vx&) =0, (Vem)X =0, V=0,

o (Leg)(X.Y) =-2{g(X,Y) —n(X)n(Y)},

o Lep=0, Len=0, L:(n(X)n¥))=0,

o N,(X,Y)=0, dn(X,Y)=0.

(2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Ispat. ilk olarak (2.8) numarali para-Kenmotsu bagmtisindan karakteristik vektor alanmin ko-
varyant tiirevi elde edilecektir. (2.8) esitliginde ¥ = ¢ alindifinda

Vxpé —p(Vxé) = (X, p&)é +n(E)e(X)

bulunur. ¢& =0 ve n(¢) = 1 oldugundan —¢(Vx¢) = ¢(X) olur. Esitligin her iki tarafina ¢
uygulandiginda —? (V&) = ¢?(X) bulunur. (2.1) esitligi kullanilarak

—Vx&+n(Vx&)é =X —n(X)§

elde edilir. g(&,¢€) = 1 oldugundan X|[g(&,€)] = 2g(Vxé,€) =0 ve bu yiizden g(Vxé&,€) =
n(Vxé&) = 0 dir. Dolayisiyla (2.9) esitligi saglanir.

(2.9) da X = ¢ alindiginda V& = 0 dur.

(Vxm)Y = Vxn(Y)—n(VxY)
= X[g(Y,&)]-n(VxY)
=g(VxY,&) +g(Y,Vxé) —g(VxY,&).

dir. Buradan (Vxn)Y = g(Vxé&,Y) olur. Bu ifadede (2.9) esitligi kullanildiginda (2.10) bagintisi
elde edilir. Ozel olarak X = & i¢in (V)Y = g(—€+n(6)E,Y) = —g(£,Y) +n(é)n(Y) = Ven =0
dir.

Daha sonra g metriginin & yoniindeki Lie tiirevini inceleyelim. Yari-Riemann baglanti-

sinin torsiyonsuzlugu kullanilarak Lie tiirevi asagidaki bicimde hesaplanir.

(Leg)(X,Y) = €[g(X,Y)]—g(LeX,Y) —g(X,LsY)

g(VeX,Y) +g(X,VeY) —g(VeX,Y) +g(VxE,Y) - g(X,VeY) + g(X, Vyé)
g(VX‘f’Y) +g(X’VY€:)

(2.9)

=" g(=X+n(X)&,Y) +g(X, =Y +n(Y)¢)
= —g(X,Y) +n(X)n(Y) - g(X,Y) +n(X)n(Y)
=2{g(X.Y) —n(X)n(Y)}.

Elde edilen ifadenin genel olarak sifir olmamasi, & karakteristik vektor alaninin Killing olma-
digin1 gosterir. Bu ozellik, para-Kenmotsu manifoldlar1 karakteristik vektor alan1 Killing olan

K-parakontak ve para-Sasakian manifoldlardan ayirir.

(2.13) esitliklerinde verilen Lie tiirevleri asagida incelenmektedir. ilk olarak (2.8) de

X = ¢ alalim. Budurumda (Vgp)Y =n(Y) @& +g(&,¢Y)E& =0 bulunur. Buradan,
—_——  — —

=0 =—g(p&.Y)
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(Lep)X = [£,0(X)] —o([£,X])
=VepX = Vox& — (Ve X) + (Vx§)
= (Vep) X = (X +n(¢(X))§) + (=X +n(X)&)
= (Vep) X+ ¢(X) — o(X) +n(X) (&)
=(Vep) X
=0,

(Lem) X = EM(X)) —n([&,X])
=£(8(X,6)) —g(VeX,86) +8(Vxé, §)
=g(VeX, &) +8(X,Veé) —g(VeX,6) +8(VxE, )
=8(X, V&) +n(Vx&)
=0,

Lem(X)n(Y)) =EM(XnY)) —n([&, XDn(Y) —n(X)n([£,Y])
=Ven(X)n(Y) +n(X)Ven(Y) —n(Y){n(VeX) -n(Vx)}
- n(X){n(VeY) —n(Vyé)}
=n(V){g(VeX, &) +8(X, Ved)} +n(X){g(VeY, &) + g (Y, Ved)}
-n(Y)g(VeX, &) —n(X)g(VeY, &)
=n(Y){g(VeX, &) —g(VeX, 6} +n(X){g(VeY, &) —g(VeY, )}
=0

bulunur. Son olarak (2.14) ile verilen Nijenhuis tensoriiniin ve n 1-formunun dig tiirevinin
sifir oldugu gosterilecektir. Bunun i¢in Once Lie parantezleri yari-Riemann baglantisi cinsinden

yazilacak, ardindan para-Kenmotsu bagintis1 kullanilacaktir.

No(X,Y) = @*[X,Y] + [¢X,0Y] - 0[0X, Y] - o[ X, ¢Y]
= [X,Y]-n([X,Y])é+VexeY = VoyeX
= @(VexY) + o (VyeX) —@(VxeY) + ¢(Ver X)
=VxY -VyX -n(VxY)é+n(Vy X)éE+{VexeY —p(VexY)}
—{VoroX =0 (Vor X)} + o(VyeX) — o(Vx¢Y)
=VxY =Vy X —n(VxY)E+n(Vy X)é+ (Vpx )Y = (Vore) X
+o(VyeX) —p(VxeY)

bulunur. ¢Y bir vektor alani oldugundan ve ¢?Y =Y —n(Y)¢ esitligi saglandigindan, bu esitligin

15



her iki tarafinin X yoniindeki kovaryant tiirevi alindiginda

Vx@(pY) = Vx@?Y = Vx (Y =n(Y)§) = VxY = Vxn(Y)é —n(Y)Vxé

elde edilir. Dolayisiyla

VxY =Vxp(eY) +Vxn(Y)§+n(Y)Vxé
yazilabilir. Buradan

No(X.,Y) = Vxo(eY)+Vxn(Y)E+n(Y)Vxé - Vyo(eX) - Vyn(X)€
= n(X)Vy&-n(VxY)E+n(Vy X)E+n(Y)p(eX) +8(pX, Y )
= n(X)e(¢Y) —g(pX,pY)E+o(VyeX) — o(VxeY)
= {Vxo(eY) —o(VxeY)} —{Vye(eX) —o(VyeX)}
+ {Vxn(Y) —n(VxY)}& = {Vyn(X) —n(VyX)}§
+ (V) (=X +n(X)€) —n(X) (=Y +n(Y)&) +n(YV)¢*X —n(X) Y
= (Vx@)(¢Y) = (Vrp) (X) + {(Vxn)Y = (Vym) X} £
=0

n(¥)X +n(X)n¥)E+n(X)Y —n(X)n(Y)é

n(¥)X -n(X)n(¥)§-n(X)Y +n(X)n(Y)é
L (X, )€ +n(e¥)eX — g (Y, X)€ ~n(9X)g¥
=0

+

bulunur. Simdi 77 1-formunun dis tiirevini hesaplayalim.

dn(X,Y) =X[n(¥)]-Y[n(X)] -n([X.Y])
=X[g(Y, O] -Y[g(X,)] —n(VxY - VyX)
=g(VxY,&) +g(Y,Vx&) —g(Vy X, &) — (X, Vy&) —n(VxY) +n(Vy X)
=g(Vx&,Y)—g(Vyé, X)
=—g(X.Y)+n(X)n(Y) +g(X.Y) -n(X)n(Y)
=0

olur. Boylece N, = 0 ve dn = 0 elde edilir. Dolayisiyla para-Kenmotsu yapisi integrallenebilirdir
ve 7 1-formu kapalidir. m

Para-Kenmotsu manifoldlarinin geometrisi, yap1 tensorlerinin kovaryant tiirevlerine ilis-
kin 6zel kosullar nedeniyle baz1 egrilik 6zelliklerine sahiptir. Riemann egrilik tensorii, Ricci

tensorii ve skaler egrilik gibi temel egrilik tensorlerinin bu manifoldlar iizerindeki 6zellikleri
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asagidaki onermede verilmektedir.

Onerme 2.2.2. Bir (M, ¢,&,1,g) para-Kenmotsu manifoldu asagidaki egrilik 6zelliklerine sa-
hiptir (Zamkovoy, 2018).

o R(X,Y)¢=n(X)Y -n(Y)X, (2.15)
* R(X,HY =g(X.Y)é-n(¥)X, (2.16)
o n(R(X,Y)Z)=n(Y)g(X,Z)-n(X)g(Y,Z), (2.17)
e Ric(X,&) = —2nn(X), (2.18)
o (VZR)(X,Y,&) =R(X,Y)Z+g(Y,Z)X -g(X,Z)Y. (2.19)

Burada R, Riemann egrilik tensortidiir.

Ispat. ilk olarak (2.15) esitligi, Riemann egrilik operatériiniin tanimindan dogrudan elde edi-
lecektir. Diger bagintilar ise egrilik tensoriiniin simetri 6zellikleri, metrikle i¢ carpim, uygun

indisler lizerinden iz alma ve kovaryant tiirev iglemleri kullanilarak tiiretilecektir.

R(X,Y)¢ =VxVyé—VyVxé—Vixy€
=Vx (=Y +n(Y)¢§) - Vy (=X +1(X)§) — (= [X. Y] +n([X.Y])§)
==VxY+Vxn(Y)é+n(Y)VxE+ Vy X = Vyn(X)§
—n(X)Vyé+VxY - Vy X —n(VxY)é+n(Vy X)é
= (Vxn(Y) -n(VxY))& - (Vyn(X) —n(VyX))¢
+n(Y) (=X +1n(X)¢) —n(X) (=Y +n(Y)§)
= (Vxn) ()& = (Vym)(X)E-n(¥) X +n(X)n(¥)& +n(X)Y —n(X)n(¥)¢é

=0
=n(X)Y -n(¥)X

Boylece (2.15) esitligi elde edilir. (2.16) bagintisini elde etmek i¢in (2.15) esitliginin her iki tara-
finin keyfi bir Z vektor alani ile i¢c carpimi alinir. g(R(X,Y)&,Z) = g(R(&,Z)X,Y) oldugundan
gm(X)Y -n(¥Y)X,Z) =g(R(£,Z2)X.Y) olur.

Bu durumda,
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ve
§mM(X)Z-g(X,2)&,Y) =g(R(§,2)X.Y)

olup, g non-dejenere oldugundan
n(X)Z-g(X,2)¢ =R(.2)X

bulunur. Egrilik tensoriiniin simetri 6zelliginden
R(Z,§)X =g(X,2)§ -n(X)Z

olur. Yani (2.16) saglanir.

Bu bagint1 £ ve X vektorlerinin gerdigi iki boyutlu kesitin egriligini belirlemede kulla-

nilabilir.

Eger (2.15)esitliginde Y = ¢ secilirse R(X,&)E = g(X,€)E—n(€) X olur. Burada g (X, ¢) =
n(X) ve n(¢) = 1 oldugundan R(X,¢)¢ = n(X)& — X dir. Dolayisiyla

R(X,é)¢ = —(X —n(X)é) (2.20)

elde edilir.

Egrilik tensoriiniin simetri 6zelliginden g(R(X,Y)Z,¢) = —g(R(X,Y)é, Z) yazilabilir. n
I-formunun tanimindan n(R(X,Y)Z) = g(R(X,Y)Z,¢) olup, (2.15) esitliginde yerine yazildi-
ginda

g(R(X,Y)Z,&) =—gn(X)Y —n(Y)X,Z) =-n(X)g(Y.Z)+n(Y)g(X,Z)

bulunur. Boylece (2.17) ispatlanmis olur.

p € M noktasinda bir {ey,...,e,, gei,...,pe,, &} seklinde yari-ortonormal ¢-taban

secelim ve g(eq,e,) = &, € {x1} olsun. Ricci tensoriiniin tanimi

2n+1

Ric(X,£) = > eag(R(ea X), eq) 2.21)

a=1

olup, (2.15) esitligi (X,Y) = (e4, X) icin yazildiginda

R(eq, X)é=n(eq) X —n(X)e,

elde edilir. Bu ifadenin e, ile i¢ carpim1 alindiginda
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g(R(ea, X)é,eq) =n(eq)g(X,eq) —n(X)g(easea)
=n(ea)g(X,eq) —n(X)e,.

bulunur. Buradan

Ric(X,&) = ) sanlea)g(Xea) = ) can(X)eq

- Zgan(ea)g(X,ea) - 2n+n(X)

elde edilir.

Secilen tabanda n(e,) = n(pe,) =0 ve (&) = 1 oldugundan

D san(ed)g(X,e0) = e+ 1-g(X, )

a

=1n(X)
ve dolayisiyla

Ric(X,&) =n(X) - 2n+1)n(X)
= -2nn(X).

bulunur. (2.19) esitliginin ispati i¢in (2.9) ve (2.15) esitlikleri kullanilarak

(VZR)(X,Y)¢ =VZ(R(X.Y)€) = R(VZX,Y)E - R(X,VzY)é = R(X,Y)Vzé
=Vz(n(X)Y -n(¥)X) - (n(VzX)Y —n(¥)V2X)
~(n(X)VzY =n(V2Y)X) +R(X.Y)Z - R(X.Y)n(Z)é
= (V) (X)Y +n(X)VzY = (Vzn) (V)X —n(Y)VzX
—n(VzX)Y +n(Y)VzX —-n(X)VzY +n(VzY)X
+R(X.Y)Z-1(Z)(n(X)Y —n(¥)X)
= (V) (X)Y = (Vzn) (V)X —n(X)n(Z)Y +n(Y)n(Z)X +R(X.Y)Z

bulunur. (2.10) esitligi yerine yazildiginda (2.19) elde edilir. m

Tanim 2.2.2. Bir (M, g) yari-Riemann manifoldu iizerinde, p € M noktasinda lineer bagimsiz
X,Y € T,M vektorlerinin gerdigi iki boyutlu altuzay (kesit) 7 = span{X,Y} icin kesitsel egrilik

asagidaki sekilde tanimlanir:

g(R(X,Y)Y,X)

Ko = KXY = X X e(r. ) - (K17

(2.22)

Bu durumda bu tanimin anlamli olmasi i¢in paydanin sifir olmamasi, yani secilen 2-diizlemin
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non-dejenere olmasi gerekir (O’Neill, 1983).

Kesitsel egrilik K(X,Y), X ve Y vektorlerinin gerdigi non-dejenere iki boyutlu kesit
dogrultusundaki egrilik davranisini ifade eder. Riemann geometrisinde kesitsel egriligin isareti,

ilgili kesitteki jeodeziklerin davranis1 hakkinda geometrik bilgi verir.

K > 0 durumunda jeodezikler yakinlasma egilimindedir (kiire-benzeri geometri), K = 0
durumda paralel kalirlar (diiz geometri), K < 0 durumda ise jeodezikler birbirinden uzaklagir

(eyer veya hiperbolik geometri).

Tanimm 2.2.3. Eger kesitsel egrilik, secilen noktaya ve segilen kesite bagli olmadan her p € M

ve her 7 C T, M i¢in aym sabit degeri aliyorsa, yani
K(p,m)=c

ise, (M,g) manifolduna sabit kesitsel egrilikli (constant sectional curvature) denir (Lee,
2018).

Bu sabit ¢ < 0 ise manifold sabit negatif kesitsel egriliklidir.

Onerme 2.2.3. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu olsun. Eger M iizerindeki her noktada, her
non-dejenere 2-diizlemin kesitsel egriligi ayni sabit ¢ degerine esit ise, M sabit kesitsel egrilige

sahiptir ve Riemann egrilik tensorii her X,Y,Z,W € y(M) i¢in
R(X.Y.Z,W) = c(3(X.W)g(Y.Z) - g(X.Z)g (Y. W))
veya esdeger olarak
R(X,Y)Z=c(g(Y,Z)X-g(X,2)Y)
seklindedir (Lee, 2018).
Ispat. Sabit kesitsel egrilik varsayrmi geregi, her X,Y icin (2.22) esitliginden
R(X,Y,Y,X) =c(g(X,X)g(Y,Y) - g(X,Y)?) (2.23)

esitligi saglanir. (2.23) denkleminde Y yerine Y + Z yazilip acildiginda asagidaki esitlik elde

edilir

R(X.,Y,Z,X) =c(g(X,X)g(Y,Z) - g(X,Y)g(X,Z)). (2.24)
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(2.24) i¢inde X yerine X + W yazip ayn1 formiilii X ve W icin ¢ikaralim. Boylece

R(X,Y,Z,W)+R(W,Y,Z,X) = c(28(X,W)g(Y,Z)
—g(X.Y)g(W,Z) - g(W.Y)g(X,Z)) (2.25)

elde edilir. A := R(X,Y,Z,W), B:=R(Y,Z,X,W), C := R(Z,X,Y,W) olsun. Birinci Bianchi

0zdesliginden
A+B+C=0 (2.26)
dir. Ote yandan (2.25)i (X,Y,Z,W) = (Y, Z, X, W) icin yazip egrilik simetrileriyle diizenleyince
B-A=c(28(Y.W)g(Z.X)-g(Y.Z)g(W.X) - g(W.Z)3(Y.X))

elde edilir. Ayn sekilde (2.25) esitligini (X,Y,Z,W) = (Z,X,W,Y) i¢in yazip simetrilerle dii-

zenleyince
A=C=c(28(Z.Y)g(X. W) -g(Z.X)g(Y. W) -g(Y.X)g(Z.W))
bulunur. Bu iki esitlik ile (2.26) birlikte ele alinirsa
A=c(g(X.W)g(Y.Z)-g(X,Z)g(Y.W))

bulunur. m

Tanmm 2.2.4. Bir (M, g) yari-Riemann uzayinin egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevi sifir ise

(VR = 0) yerel simetrik uzay (locally symmetric space) olarak adlandirilir (O’Neill, 1983).

Bu durumda manifoldun egrilik tensorii her noktada paraleldir. Bagka bir deyisle, bir
yerel simetrik uzayda her noktada egrilik yapis1 korunur. Bu tiir uzaylara 6rnek olarak sabit

kesitsel egrilikli Riemann uzaylar1 (R”, S”, H") verilebilir.

Tanim 2.2.5. Bir (M, g) yari-Riemann uzayi her X,Y,Z, W, U vektor alani i¢in agsagidaki kosulu

sagliyorsa
(R(X,Y)-R)(Z,W)U =0,
(M, g) yari-simetrik uzay (semi-symmetric space) olarak adlandirilir. Burada

(R(X,Y)-R)(Z,W)U = R(X,Y)(R(Z,W)U) - R(R(X,Y)Z,W)U
—R(Z,R(X,Y)W)U-R(Z,W)(R(X,Y)U),

tensor islemini gostermektedir (Zamkovoy, 2018).
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Yerel simetrik uzaylar, yari-simetrik uzaylarin 6zel bir alt sinifin1 olusturur. Gergekten
de,

VR=0= (R(X,Y)-R)=0

oldugundan, her yerel simetrik uzay ayn1 zamanda yari-simetriktir; ancak her yari-simetrik uzay

yerel simetrik olmak zorunda degildir.

Teorem 2.2.1. (M, ¢,&,1n,g) bir para-Kenmotsu manifoldu yerel simetrik ise, M manifoldunun

sabit kesitsel egriligi —1 dir (Zamkovoy, 2018).
Ispat. Yerel simetrik olma, egrilik tensoriiniin kovaryant tiirevinin sifir olmasidir:
(VwR)(X,Y)Z =0

tim W, X,Y, Z vektor alanlar icin.

Simdi manifold yerel simetrik oldugundan, (2.19) esitliginin sol tarafi her X,Y,Z i¢in

sifirdir:
(VZR)(X,Y)¢ =0.
Dolayisiyla
0=R(X,Y)Z+g(Y,2)X-g(X,2)Y,
yani
R(X,Y)Z=-g(Y,Z)X+g(X,Z)Y.

Dolayisiyla manifoldun sabit kesitsel egriligi —1 dir. m

Onerme 2.2.4. (M, ¢,&,n,g) bir para-Kenmotsu manifold olsun. M manifoldu yari-simetrik
uzay ise sabit kesitsel egriligi —1 dir (Zamkovoy, 2018).

Ispat. X,Y € D ve g(X,Y) = 0 olacak bicimde vektor alanlar secelim. Yari-simetriklik kosulu
geregince R(X,¢) - R = 0 oldugundan, bu bagint1 (X,Y,Y) tigliisiine uygulandiginda

(R(X,£)-R)(X,Y)Y =0
olur. Egrilik tensoriiniin derivasyon etkisi acik bi¢imde yazildiginda

(R(X,&)-R)(X,Y)Y = R(X,&)(R(X,Y)Y) = R(R(X,&)X,Y)Y
— R(X,R(X,&)Y)Y = R(X,Y)(R(X,&)Y).

22



olur. (2.15), (2.16) ve (2.17) esitlikleri kullanilarak

0=¢g(X,R(X,Y)Y)§-n(R(X,Y)Y)X - R(g(X,X)& —n(X)X,Y)Y
- R(X,g(X.Y)é=n(Y)X)Y - R(X,Y)(n(X)Y —n(Y)X)
=g(R(X.Y)Y,X)& -n(Y)g(X.Y) +n(X)g(Y.Y) - g(X,X)R(£.Y)Y
=R(X,Y,Y, X)é+g(X,X)g(Y,Y)E.

bulunur. ¢ # 0 oldugundan
R(X,Y,Y,X)=-g(X,X)g(Y,Y)

elde edilir. Boylece kesitsel egrilik

R(X,Y,Y,X) _

N S A

olur. Burada Y = ¢ secildiginde
K(X,6)=-1

elde edilir. Dolayisiyla M manifoldunun sabit negatif kesitsel egriligi —1 dir. m

Onerme 2.2.5. Bir para-Kenmotsu manifoldu asagidaki egrilik 6zelliklerine sahiptir (Zamko-
voy, 2018).

R(X,Y)oZ =p(R(X,Y)Z)+g(Y,Z2)pX —g(X,Z2)oY + g(X,pZ)Y —g(Y,0Z)X, (2.27)
R(pX,0Y)Z =-R(X,Y)Z+g(X,2)Y —g(Y,Z2)X+g(Y,0oZ)pX —g(X,0Z)pY. (2.28)

Ispat. ilk bagint1, egrilik operatdriiniin ¢Z vektor alanina uygulanmasi ve para-Kenmotsu ko-
sulunun kullanilmasiyla elde edilecektir. ikinci bagint1 ise ilk bagintinin metrikle i¢ carpimi ve

egrilik simetrileri yardimiyla tiiretilecektir.
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R(X,Y)oZ =VxVypZ - VyVxpZ -V |x y10Z
=Vx(Vy@)Z+ (Vxp)(VyZ) + ¢(VxVyZ)
- Vy(Vxe)Z = (Vye)(VxZ) —o(VyVxZ) = (Vixy19)Z - ¢(Vixy1Z)
=Vx(m(2)eY +g(Y,9Z)¢) + (n(VyZ)pX + (X, p(VyZ))E) + ¢(VxVyZ)
= Vy(n(Z2)pX —g(X,9Z)¢) —(n(VxZ)pY —g(Y,p(VxZ))§) —p(VyVxZ)
- (M(2D)e([X.Y]) +8([X.Y],92)§) —¢(V(xy)Z)
=(VxVyZ-VyVxZ -V xy|Z) +Vxn(Z)Y +n(Z)Vx¢Y
+8(VxY,9Z)§+g(Y,VxpZ)§+g(Y,9Z)Vx&E+n(VyZ)pX
+8(X,0(Vy2))é = Vyn(Z2)pX —n(Z)VyeX - g(Vy X, 0Z)¢
+8(X,VypZ)¢ —g(X,0Z)Vyé+n(VxZ)gY —g(Y,9(Vx2))é
—n(2)e(VxY) +n(Z)p(VyX) —g(VxY,0Z)¢ + g (Vy X, pZ)§
= 9(R(X,Y)Z) + (Vxn(Z) =n(VxZ2))pY — (Vyn(Z) =n(VyZ))pX
+n(Z2)(VxeY —¢p(VxY)) —n(Z) (VyeX — ¢(Vy X))
+8(Y,(VxpZ - ¢(Vx2)))é - g(X,(VyoZ —p(VyZ)))é
+8(X,92)Y —g(X,0Z)n(Y)§ —g(Y,Z) X +g(Y,0Z)n(X)¢
= @(R(X,Y)Z) + (Vxn)(Z2)Y — (Vym)(Z)pX +n(Z) ((Vxe)Y — (Vyp) X)
+8(Y,0Z)n(X)é+{g(Y,(Vxp)Z) - g(X,(Vyp)Z)} &

=-8((Vx@)Y.2)+g((Vy9)X.2)

+8(X,02)Y —g(Y,0Z)X —g(X,¢Z)n(Y)§&
= @(R(X,Y)Z) - g(X,Z2)pY +n(X)n(Z)¢Y +g(Y,Z) X —n(Y)n(Z)pX
+n(Z)n(Y)eX +n(2)g(X,¢Y)é —n(Z)n(X)eY —n(Z)g(X,¢Y)§&
+n(X)g(eY, 2)§ -n(Y)g (X, Z2)é +g(Y,oX)n(2)é - g(X, oY )n(Z)é
+8(X,02)Y —g(Y,0Z)X - g(X,¢Z)n(Y)& +8(Y, pZ)n(X)§
=p(R(X,Y)Z)+g(Y,2)pX —g(X,Z)pY +g(X,pZ)Y —g(Y,pZ)X

Boylece (2.27) nin ispati tamamlanir.

(2.28) in ispatt i¢in (2.27) esitliginin her iki tarafinin keyfi bir ¢V vektor alani ile i¢

carpimui alindiginda

g(R(X,V)pZ,pV) = g(9(R(X,Y)Z),pV) +g(g(Y,.Z)pX,pV) —g(g(X,Z)¢Y,pV)
+8(8(X,02)Y,0V) —g(g(Y,9Z) X, V)
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bulunur. (2.2) ve (2.17) esitlikleri kullanilarak

g(R(pZ,pV)X,Y) = —g(R(X,Y)Z,V) +n(R(X,Y)Z)n(V) + g(Y,Z)g(¢X,¢V)
-8(X,Z)g(¢Y, V) —g(Y,0Z)g(X, V) +8(X,0Z)g(Y,pV)
=—g(R(Z,V)X.Y) +n(Y)g(X,Z)n(V) -n(X)g(Y,Z)n(V)
+8(Y,2)g(¢X, V) +8(X,2)g(Y,V) —g(X,Z)n(¥)n(V)
—8(Y,0Z)g(X, V) +g(X,¢Z)g(Y,¢V)
=g(-R(Z,V)X+g(X,Z)n(V)§ —n(X)n(V)Z +g(pX,¢V)Z
+8(X,2)V-g(X,Z2)n(V)E - 8(X,¢V)pZ +g(X,pZ)¢V.Y)

elde edilir. g non-dejenere oldugundan
R(¢Z.¢V)X = -R(Z,V)X -g(X.V)Z+g(X,2)V —g(X,oV)pZ +g(X,pZ) ¢V

bulunur. m

(2.28) de Z = ¢Z olarak alinirsa;

R(pX,9Y)pZ = —R(X,Y)9Z +g(X,0Z)Y —g(Y,0Z)X +g(Y, 0’ Z)pX - g(X, ¢’ Z) p¥
=—{o(R(X.Y)Z)+8(Y,.Z2)pX - g(X,Z)¢Y + (X, pZ)Y —g(Y,pZ) X}
+8(X,p2)Y —g(Y,0Z)X +g(Y,Z)pX —n(Z)n(Y)pX — (X, Z) Y +n(Z)n(X)pY
=—@(R(X,Y)Z) +n(Z){n(X)¢Y —n(Y)pX}

bulunur. Ek olarak (2.27) esitliginin her iki tarafinin keyfi bir V vektor alani ile i¢ ¢arpimi

alindiginda

g(R(X,V)pZ,V) = g(p(R(X,Y)Z),V)+g(Y,Z)g(¢X,V) —g(X,Z) g(¢Y,V)
———

:_g(R(XsY)Zv(pV) :—g(Y,QDV)
-8(Y,0Z2)g(X,V)+g(X,0Z)g(Y,V);

ve egrilik tensoriiniin simetri 6zelligi ile

g(R(pZ,V)X,Y) = -g(R(Z,¢V)X,Y) +2(g(¢X,V)Z,Y) +g(g(X,Z)pV,Y)
- 8(@(X,V)pZ,Y) +g(g(X,pZ)V,Y)

olup, g nin non-dejenere 6zelliginden

R(Z, V)X = -R(Z,oV)X +g(¢X,V)Z+g(X,Z)pV - (X, V)pZ +g(X,0Z)V
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bulunur. Buradan
R(pX,9Y)pZ = —p(R(X,Y)Z) +n(Z){n(X)pY —n(Y)pX},

R(eX,Y)Z+R(X,0Y)Z =g(¢eX,2)Y —g(¢Y,Z)X +g(X,Z)pY —g(Y,Z)pX

seklinde iki egrilik bagintis1 daha elde edilir.

Tanmm 2.2.6. Her sifirdan farkli X € O icin
7 =span(X, pX)

kesitini ele alalim. Bu kesitin

g(R(X,¢X)pX,X)

(X, X) g(0X,pX) - g(X,pX)? = H(X) (2.29)

Kgo(ﬂ) =

bi¢ciminde tanimlanan kesitsel egriligine p-paraholomorfik kesitsel egrilik denir. Eger H(X)
her p € M noktas: ve her sifirdan farkli X € O, i¢in aym sabit degeri aliyorsa manifold sabit
p-paraholomorfik kesitsel egrilige sahiptir denir ve bu sabit H ile gosterilir (Zamkovoy, 2008).

Onerme 2.2.6. Boyutu 3 ten biiyiik olan bir (M, ¢,&,n,g) para-Kenmotsu manifoldunun sabit
p-paraholomorfik kesitsel egrilik H degerine sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosul, her
X,Y,Z € y(M) i¢in agagidaki esitligin saglanmasidir (Zamkovoy, 2018).

AR(X,Y)Z = (H-3){g(Y,2) X -g(X,2)Y}

+ (H+ 1){g(X,Z)n(Y)§ -g(Y,Z)n(X)é —n(Y)n(Z2)X +n(X)n(Z2)Y

+8(Y.9Z)pX - g(X, 9Z)0¥ = 28(X. V)67 . (2.30)

Ispat. Ispat iki asamada gerceklestirilecektir. Ilk olarak X,Y,Z € D icin egrilik tensoriiniin
bicimi elde edilecek, ardindan sonug y (M) tizerindeki keyfi vektor alanlarina genisletilecektir.
Ters yonde ise (2.30) numarali esitlik kullanilarak ¢— paraholomorfik kesitsel egriligin H oldugu

gosterilecektir.

Ispatin ilk adimi olarak X,Y € O alalim. (2.3) esitliginden g(X, ¢X) = 0 oldugu gériiliir.

Ayrica egrilik tensoriiniin simetri 6zelliklerinden
S(R(X,pX)pX,X) = R(X,0X,0X,X) = -R(X,0X, X, 0X)

esitlikleri saglandigindan, bu ifadeler (2.29) da yerine yazilirsa

-R(X,pX,X,0X)

KXo == X %
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bulunur. Buradan
R(X,¢X,X,pX) = Hg(X,X)* (2.31)

elde edilir. Bu esitlik, ilerleyen adimlarda X yerine X +Y yazilarak genisletilecek ve H sabitinin
cift degiskenli bir ifadeye tasinmasinda kullanilacaktir. Ancak once, (2.27) esitliginin her iki

tarafinin ¢V vektor alani ile i¢ ¢carpimi alinarak farkli bir egrilik 6zdesligi tiiretilmelidir:

S(ROY)9Z,6V) = g[0(R(X,V)Z), 0V ) +2(Y. Z2)g(¢X, 6V)

—8(X.Z)g(¢Y, V) —g(Y.0Z) (X, V) +8(X,0Z) g(Y,¢V).
Bu esitlikte (2.2) bagintis1 kullanilirsa

§(RX.Y)pZ,¢V) =—g(R(X,Y)Z,V) +n(R(X,Y)Z)n(V) - (Y, Z) g(X,V)
+g(Y,Z)n(X)n(V)+g(X,Z) g(Y,V)—g(X,Z)n(Y)n(V)
-8(Y,9Z)g(X, V) +g(X,0Z) g(Y,pV).

elde edilir. X,Y,Z,V € D =kern i¢in n(X) =n(Y) =n(Z) = n(V) = 0 oldugundan yukaridaki

ifade sadeleserek

R(X,Y,0Z,¢oV)=-R(X,Y,Z,V)-g(Y,Z)g(X,V)+g(X,Z) g(Y,V)
—8(Y,9Z)g(X, V) +g(X,0Z) g(Y,pV).

bicimini alir. Simdi bu genel 6zdeslikte Z — X ve V — Y alalim:

R(X.Y,0X,0Y) = —R(X,Y,X.Y)-g(Y,X)g(X.Y) +g(X,X)g(Y,Y)
-8(Y,pX)g(X,pY) +g(X,0X)g(Y,pY).

Burada g(X,pX) = g(Y,¢Y) = 0 oldugu ve (2.3) esitligi kullanildiginda
R(X.Y.pX,9Y) = —R(X.Y.X,Y) = g(X,¥)? +5(X,X)g(Y.Y) +g(X.¢Y)* (2:32)

elde edilir. Simdi (2.27) esitliginde ¥ — ¢Y ve Z — X yazilarak benzer bir 6zdegslik daha

tiretelim:
R(X,oY)pX = o(R(X,9Y)X) +8(0Y, X)X — g(X, X)p*Y — g(¢¥,0X) X + (X, pX) Y.

Bu ifadede g(X,¢X) =0, (Y) = 0 oldugundan ¢?Y =Y ve g(¢Y,¢X) = —g(Y, X) bagmtilart
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kullanilarak esitlik
R(X,0Y)oX = o(R(X,0Y)X) +g(X,0Y)pX —g(X,X)Y +g(X,V)X.
bicimine indirgenir. Bu esitligin her iki tarafinin Y ile i¢ carpimi alinirsa

R(X,0Y,0X.,Y) = g(o(R(X,0Y)X),Y) +8(X,0Y)g(¢X,Y) - g(X,X)g(Y,Y) +g(X,Y)g(X,Y)
= —g(R(X,0Y)X,0Y) —g(X,0Y)* - g(X,X) g(Y.Y) +g(X.¥)?
= —R(X, Y. X,0Y) - g(X,0Y)* - g(X,X)g(Y.Y) +g(X.Y)%.

elde edilir. Egrilik tensoriiniin simetri 6zelligi kullanilarak bu ifade
R(X,0Y,X,0Y) = R(X,0Y.,Y,0X) - g(X,9Y)* —g(X,X)g(Y,Y) +g(X,Y). (2.33)

biciminde yeniden diizenlenir. (2.27) esitliginde ¥ — ¢ X, Z — X yazarak bir bagka yardimci
0zdeslik elde edelim:

R(X,¢X)eX = ¢(R(X,0X)X) - g(X, X)X +8(X, X)X = ¢(R(X,pX)X).

(Burada g(¢X, X) =0 ve g(¢X,¢X) = 0 oldugundan ilgili terimler sadelesmistir). Bu esitligin

Y ile i¢ carpimui alinirsa
R(X,0X,0X.Y) = g(¢(R(X,9X)X),Y) = —g(R(X, X)X, ¢Y) = —R(X, X, X, ¢Y)
bulunur. Ote yandan R(X, ¢X,¢X,Y) = —R(X,¢X,Y,¢X) oldugundan
R(X,0X,Y,pX) =R(X,0X,X,¢Y) (2.34)
esitligi elde edilir. Tkinci olarak (2.31) esitliginde X yerine X +Y yazilarak
R(X+Y,0(X+Y),X+Y,p(X+Y)) = Hg(X +Y,X +Y)*
elde edilir. Bu esitligin sag tarafi agildiginda

H[g(X+Y,X+Y)?] :H»g(X+Y,X+Y)g(X+Y,X+Y)

= H[{3(X.X)+2g(X.Y) +g(Y.Y){g(X. X) + 25 (X.¥) +g(¥. 1)}

= H|g(X,X)* +2g(X, X)g(X,¥) +g(X, X)g(Y,¥) +2¢(X,¥)g(X, X)

+4g(X,Y)*+2¢(X,V)g(Y.Y) +g(Y.Y)g(X,X) +2g(Y,Y)g(X,Y) +g(Y, Y)Z].
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olup gerekli sadelestirmeler yapildiginda

H[g(X+Y,X+Y)?] = H[g(X, X)2+g(Y,Y)? +4g(X,Y)? +4g(X,X)g(X.Y)

+4g(Y,Y)g(X,Y)+2g(X,X)g(Y,Y)

bulunur. Simdi sol tarafi ¢ok dogrusallik (multilineerlik) 6zelliginden yararlanarak on alt1 terime

acalim:

R(X+Y,oX+¢Y, X+Y,0X +¢Y) = R(X,0X,X,pX)+R(X,0X,X,¢Y)

1 2
+R(X,0X,Y,0X)+R(X,pX,Y,0Y)

3 4
+R(X, Y, X,0X) +R(X,9Y, X, pY)

5 6
+R(X,¢Y,Y,0X)+R(X,¢Y.Y,¢Y)

7 8
+R(Y,pX, X, 0X)+R(Y,0X,X,¢Y)

9 10
R(Y,pX,Y,oX)+R(Y,0X,Y,¢Y)

11 12
+R(Y,oY, X, 0X)+R(Y,pY,X,@Y)

13 14
+R(Y,@Y,Y,0X)+R(Y,pY,Y,@Y).

15 16

Bu on alt1 terim, aralarindaki simetri ve (2.34) bagitis1 yardimiyla gruplandirilabilir. {1k olarak

1. ve 16. terimler (2.31) esitligi kullanilarak
1416 = R(X,0X, X,0X) +R(Y,0Y,Y,0Y) 2" Ho(X,X)? + Ha(Y,Y)>.
biciminde toplanir. Kalan on dort terimin toplamu ise sadelestirmelerin ardindan
24---+15=2H|2g(X,Y)?>+2g(X,X)g(X,Y) +2g(Y,V)g(X,Y)+g(X,X)g(Y.Y)| (2.35)

seklinde ifade edilir. Simdi bu on dort terim, (2.34) esitligi ve egrilik tensoriiniin simetri 0zel-

likleri kullanilarak dort alt gruba ayrilip yeniden yazilabilir. Ik grupta

2=R(X,pX,X,pY),
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3= R(X,0X,Y,0X) "2V R(X, 0X, X, oY),

5=R(X,¢Y,X,0X)=R(X,0X,X,pY),
(2.34)

9=R(Y,pX,X,0X) =R(X,0X,Y,0X) =" R(X,pX,X,pY)
oldugundan
2+3+5+9=4R(X, 90X, X, ¢Y).
bulunur. Benzer sekilde ikinci grupta
.34)

8=R(X,pY,Y, oY) =R(Y,¢Y,X,¢Y) (2: R(Y,pY,Y,0X),

12=R(Y,pX,Y,¢Y)=R(Y,@Y,Y,0X),
14=R(Y,¢Y, X, oY) "2V R(Y, 0¥, ¥, 6X),
15=R(Y,¢Y,Y,pX),

oldugundan
8+12+14+15=4R(Y,9Y.Y,0X)
elde edilir. Ugiincii grupta

7=R(X,¢Y,Y,pX),
10=R(Y,pX,X,pY) = R(X,¢Y,Y,pX),

oldugundan
7+10=2R(X,¢Y,Y,0X)
bulunur. Son olarak dordiincii grupta

4=R(X,pX,Y,qY),
13=R(Y,¢Y,X,0X) = R(X,¢X,Y,¢Y),

oldugundan
4+13=2R(X,pX,Y,pY)

elde edilir. Geriye kalan 6 ve 11 numarali terimler ise (2.33) esitligi kullanilarak ele alinir. Bu
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esitlik once X,Y ciftine, ardindan Y, X ciftine uygulanirsa

R(X,9Y,X,0Y) = R(X,9Y.Y,0X) —g(X,0Y)* - g(X,X)g(Y,Y) +g(X,Y)?,
R(Y,9X.Y,0X) = R(Y,0X,X,0Y) —g(Y,0X)? —g(¥.Y)g(X,X) +g(¥,X)*

bulunur. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanirsa
6+11=R(X,0Y.Y,0X)+R(Y,0X,X,0Y)—2g(X,0Y)* +2g(X,Y)?>-2g(X,X)g(Y.Y)
elde edilir. Bulunan tiim bu grup toplamlar1 bir araya getirildiginde,

24+ 15=2[2R(X, 90X, X,pY) +2R(Y,9Y.,Y,0X) +2R(X,9Y.Y,0X) + R(X,0X,Y,¢Y)

—g(X,0Y)*—g(X,X)g(Y.Y) +g(X,Y)?

seklinde tek bir ifadeye indirgenir. Burada R(X, ¢ X,Y,¢Y) terimi, 1. Bianchi 6zdesligi kullani-
larak farkli bir bicimde yazilabilir:

R(X,0X,Y, oY)+ R(¢X,Y, X, oY)+ R(Y,X,pX,pY)=0.
Buradan

R(X,0X,Y,0Y) =—-R(¢X,Y,X,¢Y)—R(Y,X,0X,pY)
=R(Y,pX,X,pY)+R(X,Y,¢pX,¢Y)

bulunur. Bu ifade, daha 6nce elde edilen (2.32) esitligi ile birlikte yukaridaki toplamda yerine
yazilip gerekli sadelestirmeler yapildiginda, (2.35) esitligi

2R(X’()0X’X’¢Y) +2R(Y,‘70Y’Ya(;0X) +3R(X"10Y’Y’CPX) —R(X,Y,X,Y)
= H|2g(X,Y)*+2g(X,X)g(X,Y) +2g(Y,Y)g(X,Y) +g(X,X)g(Y,Y) (2.36)

bicimini alir. Simdi (2.36) esitliginde Y yerine —Y yazilirsa

- ZR(X’QOX’X’QOY) _ZR(Y,QOY’Y’CPX) +3R(Xa¢Y’Y7¢X) —R(X,Y,X,Y)
= H| 29(X, ) = 28(X, X)g(X.¥) = 2g(Y.Y)g(X.¥) + g(X. X)g(¥.Y)] (2.37)

elde edilir. (2.36) ile (2.37) taraf tarafa toplandiginda, karsilikli olarak sadelesen terimler ¢ika-

rildiktan sonra

3R(X,¢Y.Y,0X)—R(X,Y,X.Y)=H|22(X,Y)? +g(X,X)g(Y, Y)] (2.38)
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sonucuna ulagilir. Bu esitlikte Y yerine ¢Y yazildiginda
3R(X.Y, @Y, 0X) - R(X, @Y, X,9Y) = H|2g(X,¢Y)* - g(X,X)g(Y,Y)]|. (2.39)
elde edilir. (2.32) ve (2.33) esitlikleri (2.39) da yerine yazildiginda

3R(X,Y,X,Y)—R(X,0Y,Y,0X) +2g(X,Y)* - 2g(X,0Y)* —2g(X,X)g(Y,Y)
= H|2g(X,9Y)*—g(X,X)g(Y,Y) (2.40)

bulunur. (2.38) esitliginden R(X,¢Y,Y,¢X) terimi cekilip (2.40) da yerine yazilir ve her iki

taraf 3 ile ¢carpilarak diizenlenirse
AR(X,Y,X,Y) = (H-3)(g(X,Y)* - g(X,X)g(Y,Y)) +3(H + 1) g(X,¢Y)’ (241)

esitligine ulasilir. Bu asamada amag, R(X,Y, X,Y) bicimindeki ifadeyi dort farkli vektor alant
iceren genel R(X,Y,Z,W) bicimine tagimaktir. Bunun igin (2.41) esitliginde X — X +1¢Z,

Y — Y +sW yazilir ve elde edilen esitligin her iki taraf1 ayr1 ayr1 agilir.

Sol tarafin acilimi, cok-dogrusallik 6zelligi kullanilarak

R(X+1Z,Y +sW,X+1Z,Y +sW) = R(X,Y,X,Y) +sR(X,Y,X,W)
+tR(X,Y,Z,Y)+tsR(X.Y,Z,W)
+sR(X,W,X,Y) +s*R(X,W,X,W)
+tsR(X,W,Z,Y) +ts*R(X,W,Z,W)
+tR(Z,Y,X,Y)+tsR(Z,Y,X,W)
+1°R(Z,Y,Z,Y) +t*sR(Z,Y,Z,W)
+tsR(Z,W,X,Y) +1s°R(Z,W,X,W)
+t2sR(Z,W,Z,Y) +t*s*R(Z,W,Z,W)

biciminde elde edilir. Sag taraftaki ii¢ terim ise sirasiyla asagidaki gibi agilir. Birinci terim igin

(X +1Z,Y +sW)? = (g(X,Y) +o(X,sW) +g(1Z,Y) +g(zz,sW))2

- (g(X,Y) +5g(X, W) +1g(Z,Y) +tsg(Z,W))2
=2(X,Y)?+2sg(X,Y)g(X,W) +2tg(X,Y)g(Z,Y) +2tsg(X,Y)g(Z,W)
+52g(X,W)? +2tsg(X,W)g(Z,Y) +2ts*g(X,W)g(Z, W)

+128(Z,Y)? +2t%5g(2,Y)g(Z,W) +1*s*g(Z,W)?
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ikinci terim igin

g X+tZ, X+tZ2)g(Y +sW,Y +sW)
= (g(X,X) +2tg(X,Z) +1°¢(Z,Z)) (g(Y,Y) + 258 (Y, W) + s>g (W, W))
=g(X,X)g(Y,Y)+2s5g(X,X)g(Y, W)+ szg(X,X)g(W, W)+2tg(Y,Y)g(X,Z)
+4tsg(X,2)g (Y, W) +2ts°g(X, Z)g (W, W) +1*g(Y,Y)g(Z,Z)
+21258(Z,2)g(Y, W) +125°g(Z,2)g (W, W)

ve ligiincli terim i¢in

g(X+tZ, oY +p(sW))g(X +1Z,0Y + p(sW))

2
= (g(X, oY) +s5g(X,oW) +18(Z,pY) +tsg(Z,<,0W))
= 8(X,0Y)2 +528(X,oW)? +17g(Z, oY) +125°g(Z,pW)?
+258(X,0Y)g(X, W) +2tg(X,0Y)g(Z,pY) +2tsg(X,0Y)g(Z, pW)
+2t58(X,oW)g(Z,9Y) +2ts>g(X, W) g(Z,oW) +21*5g(Z,Y)g(Z, W)

ifadeleri elde edilir. Bu ii¢ acilim (2.41) esitliginde yerlerine konulduktan sonra, esitligin her iki
tarafinda t ve s parametrelerinin ayn1 kuvvetlerine sahip terimler birbirine esitlenir.

AR(X,Y,X,Y)=(H-3)g(X,Y)’—(H-3)g(X,X)g(Y.Y)+3(H + 1)g(X,¢Y)?.
2R(X,Y,Z,Y)=(H-3)[2g(X,Y)g(Z,Y)-2g(Y.Y)g(X,Z)| +3(H+1)2g(X,¢Y)g(Z,¢Y).
2R(X,Y,X,W)=(H-3)[28(X.Y)g(X,W)—-2g(X,X)g(Y, W) | +3(H+1)2g(X,pY)g(X,pW).
2R(X,Y,Z,W)+2R(X,W,Z,Y) = (H-3) [Zg(X,Y)g(Z,W)+2g(X,W)g(Z,Y)—4g(X,Z)g(Y,W)]
+3(H+1)| 25 (X, 9Y)g(Z, oW) + 28 (X, oW)g (Z,¢V) | (242)

t's? igin:

2R(X,W,Z,W)=(H-3) [Zg(X,W)g(Z,W)+2g(X,Z)g(W, WYl+3(H+1)2g(X,oW)g(Z,pW).
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t*s! igin:

2R(Z,Y,Z,W) = (H-3) [2g(z,Y)g(z,W) +29(Z,2)8(Y, W)] +3(H+1) [Zg(Z,cpY)g(Z,(pW) .

R(Z,W,Z,W) = (H-3) [g(Z, W)?—g(Z,Z)g(W, W)] +3(H+1)g(Z,oW)>.
ROGW,X,W) = (H=3) |g(X, W) =g (X, X)g (W, W) |+ 3(H + 1) g (X, oW)?.

R(Z,Y,Z,Y) = (H=3) [g(Z,Y)2 —g(Y,Y)g(Z,Z)] +3(H+1)g(Z, oY),

Ozellikle t's! katsayili terimler karsilastirildiginda (2.42) esitligi elde edilir. Bu ifadenin her iki

taraf1 2 ile ¢arpilirsa

AR(X,Y,Z, W) +4R(X,W,Z,Y) = (H—3) [g(X,Y)g(Z, W) +g(X,W)2(Z,Y)-2g(X, Z)g(y,W)]

+3(H+ D)X pN)g(ZgW) +g(X.oW)g(Zogt) | 243)
bulunur. Simdi (2.43) esitliginde Y <> Z degisimi yapilip elde edilen ifade —1 ile ¢arpilirsa

4R(X,Z,Y,W)—4R(X,W,Y,Z) = —(H-3){g(X.Z)g(Y. W) +g(X,W)g(Y,Z) —2g(X,Y)g(Z,W)}
—3(H+ D {g(X,0Z)g(Y, W) +g(X,oW)g(Y,0Z)} (2.44)

elde edilir. (2.43) ile (2.44) taraf tarafa toplandiginda

4{ R(X,Y,Z,W)+R(X,W,Z,Y)=R(X,Z,Y,W) = R(X,W.Y, Z)}
= (H=3){g(X.V)g(Z, W) + g(X.W)g(¥.2) ~2g(X. Z)g (Y, W) = g (X, W)g (Y, Z) + 28 (X, Y)g(Z, W)}
+3(H+ 1){g(X,<pY)g(Z,soW) +8(X,oW)g(Z,9Y) —g(X,9Z)g(Y, W) —g(X,soW)g(Y,sDZ)}
=3(H-3){g(X,Y)g(Z,W)-g(X,Z)g(Y, W)}
+3(H+ 1) {g(X,0Y)g(Z,oW) +2¢(X, oW)g(Z,¢Y) - g(X,0Z)g (Y, oW)}.

esitligine ulasilir. Esitligin sol tarafi, 1. Bianchi 6zdesligi ve egrilik tensoriiniin simetri 6zellikleri

kullanilarak sadelestirilir. Bianchi 6zdesliginden
RY,ZW,X)+R(Z,W,Y,X)+R(W,Y,Z,X) =0.
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yazilir; simetri 6zelliginden bu ifade
RW,X,Y,Z)+R(Y,X,Z,W)+R(Z,X,W,Y) =0
bicimine doniistiiriiliir ve ligiincii terim ¢ekilerek

R(Z,X,W.Y)=-R(W,X,Y,Z)-R(Y,X,Z,W)
=R(X,W.Y,Z)+R(X,Y,Z,W).

bulunur. R(X,Z,Y,W) =R(Z,X,W,Y) esitligi de gbz Oniine alinarak sol taraf

AR(X,Y,Z,W)+4R(X,W,Z,Y) —4R(X,Z,Y,W) —4R(X,W,Y,Z)
=4R(X,Y,Z,W)+4R(X,W,Z,Y)—4R(Z,X,W.Y)—4R(X,W.Y,Z)

= 4R(X,Y,Z,W) +4R(X,W,Z,Y) - 4(R(X,W,Y,Z) + R(X,Y,Z,W)) —4R(X,W,Y,Z)
=4R(X,W,Z,Y)-8R(X,W,Y,Z)

=12R(X,W,Z,Y),

biciminde tek bir terime indirgenir. Boylece

12R(X,W,Z,Y) =3(H-3){g(X.,Y)g(Z,W) —g(X,Z)g(Y, W)}
+3(H+1){g(X,0Y)g(Z,oW) +22(X,oW)g(Z,¢Y) - g(X,9Z)g (Y, pW)}

elde edilir. Bu esitlikte Y <> W degisimi yapilip sonucun W ile i¢ carpim1 alindiginda, X,Y,Z € D
icin aranan egrilik 6zdesligi

AR(X,Y)Z = (H - 3){g(Y, 2)X —g(X, Z)Y}
(2.45)
+(H+D{(X.62) ¥ +3(Y,47) X - 28(X,¢¥) 9Z|.

biciminde elde edilir.

(2.45) esitligi yalmizea X, Y, Z € D icin gegerlidir; ispatin tamamlanmasi i¢in bu sonucun

x (M) iizerindeki keyfi vektor alanlarina genisletilmesi gerekir. Bunun icin her X € y (M)
X=Xo+n(X)é,  Xo=X-n(X)é€D
seklinde ayristirilir. Benzer bigimde Y =Yy +n(Y)é&, Z = Zo +n(Z)& alinir. ¢ = 0 oldugundan

X =Xy, oY = Yy, wZ = @Zy.
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bagintilar1 gecerlidir. Bu ayristirma kullanilarak R(X,Y)Z ifadesi sekiz terime acilir:

R(X,Y)Z = R(Xo+n(X)¢, Yo+n(Y)E)(Zo+n(2)€)
= R(Xo,Y0) Zo +1(Z) R(X0,Y0)¢ +n(Y) R(X0,&)Zo +n(Y)n(Z) R(Xo,£)¢
1 2 3 4
+1(X) R(£,Y0)Zo+n(X)n(Z) R(£,Y0)é +n(X)n(Y) R(£,€) Zo+n(X)n(Y)n(Z) R(£,6)E .

5 6 7 8

Bu sekiz terim tek tek incelenir. R(&,&) = —R(&,¢) oldugundan 2R(&,¢) = 0, dolayisiyla
R(&,€) = 0 olup son iki terim sifirdir. Ikinci terim igin R(Xp,Yo)é = n(Xo)Y —n(Yo)X esit-
liginde n(Xo) = n(Yy) = 0 oldugundan bu terim de sifirdir. Kalan terimler ise (2.1) bagintilar
kullanilarak

3 = 1Y) R(X0,€)Z0 = 0(V) (8(Xo0, Z0)€ = 1(Z0) Xo ) = n(Y) (Xo, Zoé

4 =n(NM(Z) R(X0. )¢ =n(Nn(Z)(g(X0. )¢ =n() Xo) = =n(¥)n(Z)Xo

5 =n(X)R(&,Y0)Zo = —n(X) R(Y0,£) Zo = —n(X) (g(Yo,Zo)f—n(Zo)Yo) = -1(X) g(Yo0, Zo)¢

6 =n(X)1(Z) REY0) = —n(X)n(2) R(Yo, )¢ = -n(X)n(2)(g(Yo. )6 =n(&)¥o) = n(X)n(Z) Yy

biciminde hesaplanir. Diger taraftan (2.45) esitligi Xo, Yo, Zo icin uygulanip g (Yo, ¢Zo) = g(Y,¢Z)
ve g(Yo,Zo) = g(Y,Z) —n(Y)n(Z) bagintilar1 kullanilarak

4R(X0,Y0)Zo = (H=3){g(¥.2)X —g(¥.Z)n(X)¢ ~n(V)n(2)X
~8(X.2)Y +g(X, ZIn(V)E+n(X)n(2)Y

+(H+ D {3V, 02)9X = g(X. 9Z)0¥ = 28(X. 9Y)¢Z],

elde edilir. Elde edilen bu ifade ile daha 6nce hesaplanan diger terimler bir araya getirildiginde

R(X,Y)Z = R(Xo,Y0)Zo+n(Y) g(Xo, Zo) § —m(Y)n(Z) Xo —n(X) g(Yo, Zo) £ +n1(X)n(Z) Yo
(2.46)

0zdesligi elde edilir. (2.46) esitliginin her iki tarafi 4 ile carpilip gerekli sadelestirmeler yapildi-

ginda, aranan genel sonug

AR(X,Y)Z = (H - 3){g(Y,Z)X—g(X,Z)Y}
+ (H+ D){=g (¥, 2n(X)€ + (X, 200V )E =) X +1(X)n(2)Y |

+(H+ 1){g(Y,soZ)sz—g(X,¢Z)¢Y—2g(X,s0Y)¢Z}
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biciminde bulunur ve bu ifade (2.30) esitligine denktir. Boylece 6nermenin gerekli kosul kismi

ispatlanmais olur.

Yeterli kosulun ispat1 icin tersine, (2.30) esitliginin saglandig1 kabul edilsin. X € D ve
g(X,X) #0olsun. (2.30) esitliginde Y = pX ve Z = ¢ X alinirsa, n(X) =n(¢X) =0, g(X,¢X) =0
ve g(pX,pX) = —g(X, X) oldugundan

AR(X,pX)pX =-4Hg(X, X)X

elde edilir. Buradan
R(X,pX)pX =-Hg(X,X)X.

bulunur. Bu esitligin her iki tarafinin X ile i¢ carpimi alinirsa
R(X,0X,0X,X) =-Hg(X,X)?

elde edilir. O halde

R(X,0X,9X,X) _ —Hg(X,X)*

Ko(X, 9X) = g(X,X)g(pX,0X) - g(X,0X)?  —g(X,X)?

sonucuna ulasilir. Boylece M manifoldunun sabit ¢-paraholomorfik kesitsel egriligi H oldugu

gosterilmis olur ve Onermenin ispati tamamlanir. m

Onerme (2.2.6) ile verilen egrilik tensorii 6zdesligi, Ricci tensoriiniin ve skaler egriligin

de acgik bicimde hesaplanmasina imkan tanir.

Sonug¢ 2.2.2. Boyutu 3 ten biiyilik olan ve sabit ¢-paraholomorfik kesitsel egriligi H olan bir

para-Kenmotsu manifoldun Ricci tensorii

Ric(Y,Z) = %(n(H— 3)+H+1)g(Y,Z) - %(n +1)(H+ Dn(¥)n(2) (2.47)

seklindedir. Ayrica skaler egriligi
1 1
scalz5(n(H—3)+H+1)(2n+1)—§(n+1)(H+1) (2.48)
ile verilir.

Ispat. (2.30) esitliginin X ve son indis iizerinden izini (kontraksiyonunu) alarak Ricci tensoriinii
elde edelim. (2.21) esitliginden

2n+1
Ric(Y,Z) = Z £a (R(E4,Y)Z, Eq), 1(Eq E,) =4 € {+1,-1}.

a=1
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yazilir. Buradan

4Ric(Y,Z) = Zga 1(4R(E,,Y)Z, Eq)
= (H-3)) ¢4 I(I(Y,Z)Ea —1(E,.Z)Y, Ea)
+ (H+1) Y 1 (n(En(Z)Y =02 Eq + (N1 (Ea, 2)E = 1(E) 1Y, 2)E, E, )

+(H+ D)) 201 (1Y, 92)0E, — L (Ey, 6Z) Y +2 1(9E V)G Z, Ey).

Simdi bu toplamlar1 katsayilarina gore ayri ayr1 inceleyelim. Ilk olarak, (H — 3) katsay1li terimi

hesaplandiginda

Zsal(l(Y,Z)Ea, E)) = (2n+1)1(Y,2),

a

Zaa 1(= 1(Es, 2)Y, E4) = —1(Y, Z).

a

elde edilir. Boylelikle bu terimlerin toplami 2n(H —3) 1(Y, Z) dir.
(H + 1) katsayili terim hesaplandiginda ise

ea L((E)N(Z)Y, Eq) =n(Y)n(2),

£a L(=n(Y)N(Z)Ea, Ea) =-(2n+ 1)n(¥)n(Z),
ga 1(n(Y)1(Eq,2)¢, Eq) =n(Y)n(2),
eal(=n(E)1(Y,2)¢, Eq) = -1(Y,Z),

ga L(1(Y,90Z)pEq, Eq) =0,
ga1(—1(Ea,02)@Y, Eq) = —1(¢Y,0Z),

€q 1(21(90Ea’Y)‘;DZa Ea) = _21(50Y790Z)-

ANERINERINERINGRINRI SR Ng

bulunur. Dolayisiyla (H + 1) (21(Y,Z) -2(n+ l)n(Y)n(Z)) elde edilir. Sonug olarak

ARic(Y,Z) = 2n(H=3)1(Y,Z) + (H + 1)(21(Y,Z) _2(n+ l)n(Y)n(Z)),

ve 4 e boliince (2.47) ifadesi elde edilir.
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(2.47) esitligini
. 1 1
Ric=al-8n07, azi(n(H—3)+H+1), ﬁ:E(n+1)(H+1)
seklinde yazalim. Skaler egrilik, Ricci tensoriiniin izi oldugundan

scal = tr(Ric) = Z eq.Ric(E, E,)

=> & %(n(H—B) +H+1)g(Eq Eq) —%(n+ D) (H+1)n(E,)?

= %(n(H—S) +H+1) Y 48(Ea, Eq) - %(n+ 1)(H + 1);&,;7(&)2.

a

Buradan
scal = ) ealaea~pn(E))) =a ) &5 ~B ) can(Ea)’.
a a a

g2 = 1 oldugundan Y, &2 = 2n+ 1 elde edilir. Ayrica uygun bir ortonormal tabanda Es,41 = &

secilirse n(E,) =0 (a <2n) ve n(¢) = 1 oldugundan

Z:ean(Ea)2 =g = 1.

a

Buradan (2.48) esitligi elde edilir. m
2.3. Para-Sasakian Manifoldlar

Tanmm 2.3.1. (M, ¢,&,n,g) bir parakontak metrik manifold olsun. Eger
(Vx@)Y = —g(X,Y)§+n(Y)X (2.49)

kosulu saglaniyorsa, M para-Sasakian manifold olarak adlandirilir (Zamkovoy, 2008).

Ornek 2.3.1. M =R3 iizerinde (x, y, z) standart koordinatlar olmak iizere
E|:=0,+yo0,, E,:=20,, &:=0,

vektor alanlarini,
n:=dz-ydx, 9E1=E;, ¢Ey=E|, ¢&=0

yap1 elemanlarini ve

g(E\,E1)=1, g(EyEy)=-1, g(&é)=1, g(ELE;)=0(=#)).
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metrigini tanimlayalim. Bu durumda (¢,&,7,g) yapisinin R? iizerinde bir para-Sasakian yap1

olusturdugunu gosterelim.

Oncelikle Eq, E», ¢, (+,—,+) isaretine sahip ortonormal bir tabandir. Ayrica
né) =1, n(E)=n(E) =0
esitlikleri saglanir. Bununla birlikte,
CEi=E;, (I-n®&Ei=E;,  ¢*=0, (I-n®§¢=0.

oldugundan, (2.1) esitligi saglanir.

e Metrik uyumluluk kosulu: Taban vektorleri lizerinde inceleyelim:

X=Y=E|: g(eE|,¢E|)=g(Ey,Er)=—-1=-g(E|,E{)+0,
X=Y=Ey: g(pEy¢Er)=g(E|,E1)=1=-g(Es E)+0,
X=Y=¢: g(0,00=0=—g(&8) +n(6)* =-1+1.

Dolayisiyla metrik uyumluluk kosulu secilen taban lizerinde saglanmaktadir.

Verilen vektor alanlarinin Lie parantezleri
[E19E2] = _2§9 [El’é:] = [Ez’é:] =0.

bicimindedir. Bu esitlikler ve (2.5) bagintis1 yardimiyla baglant1 bilesenlerini hesaplayalim.
Ornegin, W = E, secildiginde

2g(VE €, E2) = —g([E1, B2, &) = —g(-2£,6) =2
olur. Buradan
g(Vg, &, Er) =1
elde edilir. g(E», E») = —1 oldugundan
Vi & =—Ey = —¢E)
bulunur. Benzer sekilde Vg, & = —E| = —¢pE) elde edilir. Boylece i = 1,2 i¢in

Vi & =—¢E;
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esitligi saglanir. Diger taraftan, Koszul bagintisinda X =Y = ¢ ve W = E; alinirsa
Ve =0
elde edilir. Benzer hesaplamalar sonucunda yari-Riemann baglantisinin bilesenleri
Ve, E1=0, Vg,Erx=0, VgEy=-¢, VgE =¢, Vgé=-¢E (i=1,2), V£=0

seklinde elde edilir.

e Para-Sasakian karakterizasyonu:
o X=F 1s Y=F 1.

(Ve @) Er = Vi (9E1) — (Vi E1) = Vg (E2) —¢(0) = ¢,
ote yandan

—g(E\,E)éE+n(ENE = —1-6+0=-¢.
o X=E),Y=E;:

(VE,0)Er = VE, (9E2) —¢(VE, E2) = VE, (E1) —¢(0) =,
ote yandan

—8(E2, E2)§+n(Er) Ex =—(-1)§+0=¢.
o X=E,Y=¢:

(Ve @)¢ = VE (0€) = ¢(VE &) = VE (0) - o(=E2) = —p(=E2) = ¢(Er) = El,
ote yandan

—g(E\,&)é+n(é)E =0+ 1-E| = E|.

Yukaridaki hesaplar, secilen taban lizerinde (2.49) esitliginin saglandigini gosterir. Esitligin her
iki taraft da X ve Y ye gore tensoriyel oldugundan, {E|, E,,&} tabaninda dogrulanmasi tiim

vektor alanlan X, Y i¢in gecerlidir. Boylece (¢, &,7,g) yapisi para-Sasakiandir.

Onerme 2.3.1. Bir M para-Sasakian manifoldu iizerinde asagidaki esitlikler saglanir
(Zamkovoy ve Nakova, 2018).

o Vyé=—-¢X, (2.50)

41



o (VxmY =dn(X.Y) =g(X,¢Y), (2.51)
o (L:)(X,Y)=0, (2.52)
o N,(X,Y)-2dn(X,Y)¢ =0, (2.53)

Ispat. (2.49) esitliginde Y = & alimirsa

(Vxp)é = —g(X,6)é+n(E)X

esitligi elde edilir. Buradan —p(Vx¢) = —n(X)& + X olur. Esitligin her iki tarafina ¢ uygulandi-
ginda, ¢*(Vx&) = —oX +1(X) ¢ bulunur. Boylece (2.1) esitliginden (2.50) elde edilir.

Ayrica,

(V) (Y) = g(¥. V&) P2% g(X, oY)

Dis tiirev tanimi kullanilarak

dn(X,¥) = 3{X @) =Y (X)) =n([X.¥D)}
{(Txm ) - Ty 0}

{g(X,<pY)—g(Y,90X)}

(X, ¢Y)

R N =N =N =

esitligi bulunur. Dolayisiyla (2.51) saglanir.

(2.52) esitligini gostermek i¢in Lie tiirevinin metrikle iligkisi kullanilir:

(Leg)(X,Y) =g(Vx&,Y) +8(X, Vyé)
=g8(—¢X.,Y) +g(X,—¢Y)
=—g(¢X.Y)—g(X,¢pY)
=—(-8(X,pY)) —g(X,¢pY)
=0.

Boylece (2.52) esitligi saglanir. Bagka bir ifadeyle, & bir Killing vektor alanidir.
Son olarak, (2.53) esitligi; (2.1), (2.6) ve (2.49) esitliklerinin birlikte kullanilmasiyla

dogrudan elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ®

Lemma 2.3.1. (M,¢,&,n,g) bir para-Sasakian manifold olsun. Bu durumda her X,Y,Z,W €
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x (M) i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir (Zamkovoy, 2009).

o R(X,Y,0Z,W)+R(X.Y,Z,oW) = —dn(X,W)g(Y,Z)+dn(X,Z)g(Y,W)
—-dn(Y,Z) g(X,W)+dn(Y,W)g(X,Z),

o R(pX,9Y,0Z,oW)—-R(X,Y,Z,W) =n(X)n(W)g(Y,Z) +n(Y)n(Z) g(X,W)
-n(V)n(W)g(X,Z) -n(X)n(Z)g(Y,W),

o R(X,pX,Y,9Y) =—-R(X,Y,X,Y)+R(X,pY,X,pY)+n(X)n(Y)g(X,Y)
+2(dn(X,1)? g (X, 1)+ [XPIY ).

ispat. (2.49), (2.50), (2.51) esitliklerinden ve egrilik tensoriiniin simetri 6zelliklerinden yarar-

lanilarak lemma ispatlanir. m

Bianchi 6zdeslikleri ve yukaridaki lemmadan asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 2.3.1. (M, ¢,&,n,g) bir para-Sasakian manifold olsun. ¢ ye dik olan X,Y,Z,W vektor
alanlar1 (esdeger olarak n(X) =n(Y) =n(Z) = n(W) = 0) icin asagidaki esitlikler saglanir
(Zamkovoy, 2009).

o R(oX,pY,0Z,oW)=R(X,Y,Z,W),

e R(X,0X.,Y,pY)= —R(X,Y,X,Y)+R(X,pY,X,¢Y)
+2((dn(X, )2 = (g(X.Y)?+ IXPIY ).
Teorem 2.3.2. (M, ¢,&,n,g) boyutu 2n + 1 olan bir para-Sasakian manifold ve n > 1 olsun. Eger

paraholomorfik kesitsel egrilik bir noktada se¢ilen paraholomorfik kesitten bagimsiz ise, egrilik
tensorii asagidaki bicimdedir: Her X,Y,Z,W € y (M) i¢in

k-3
ROX.Y,Z,W) = =2 (g(X. W)g(Y. Z) (X, 2)g (V. W)

.\ ﬂ(g(x, Y)n(Z)n(W) +g(Z, W)n(X)n(¥) - g(X, W)n(¥)n(Z) - g(¥, Z)n(X)n(W)

4
+ g(Y,goZ) g(X,gaW) - g(X,th) g(Y, ch) +2g(X,<,0Y) g(Z,tpW)),

burada k bir sabittir (Zamkovoy, 2008).

Ispat. Onerme 2.2.6 daki ispata benzer adimlarla hesaplanabilir. m
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3. METALIK MANIFOLDLAR
Bu boliimde metalik yapilar ile ilgili temel tanim ve ozelliklere yer verilecektir.
3.1. Metalik Riemann Manifoldlar

Tanmm 3.1.1. Herhangi bir M diizgiin manifoldu iizerinde (1,1)-tipindeki bir tensor alan1 P
olsun. Eger her p € M noktasinda P"~!(p), P"%(p),...,P(p),I1(p) tensorleri lineer bagimsiz

olacak sekilde P tensor alani
O(x)=x"+ax" '+ ... +ax+a =0

cebirsel denklemini sagliyorsa P tensor alanina bir polinomial yapi (polynomial structure)
denir. Q(x) monik polinomu ise bir yap1 polinomu olarak adlandirilir. Burada 7, M manifoldu

tizerindeki (1,1)-tipindeki 6zdeslik tensor alanin1 gostermektedir (Goldberg ve Yano, 1970).

Bu genel tanim, ikinci dereceden polinomlar iizerinden elde edilen bir¢ok klasik geomet-
rik yap1y1 da (hemen hemen carpim (almost product) x* — I = 0, hemen hemen kompleks (almost

complex) x> + I = 0) tek bir cat1 alinda toplamaktadir.

Bu bakig agisindan hareketle, polinomial yapilar i¢inde 6zellikle ikinci dereceden bir

polinom bagintis1 saglayan 6zel bir sinif secilerek altin oran geometrisine gecilir: Eger
x> =x+1

saglaniyorsa, x altin orana karsilik gelen altin yapi1 (golden structure) olarak adlandirilir. Boylece
polinomial yap1 kurami igerisinde altin oranla iligkili en temel 6rnek, dogrudan ikinci dereceden

bir polinom sec¢imiyle elde edilir.

Spinadel’in yaklasimi ise altin oran1 yalnizca tek bir sabit olarak ele almak yerine, onu
tireten “ardisik terim orani limitini” parametreli bir bicimde genellestirerek bir aile tanimla-
maktir. Bu amacla Spinadel, p,q € N i¢in genellestirilmis ikincil Fibonacci tipinde (GSFS)

dizileri
Gn+l)=pG(n)+qG(n—-1)

bagintist ile ele alir ve bu dizilerde ardisik terim oraninin limitinin var olup pozitif bir reel say1iya
yaklastigini belirtir.
Bu yineleme, matris formuna

Gn+1)\ (P ¢ G(n)
( G(n) )_(1 0 (G(n—l)) 3.1)
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seklinde taginir; boylece problem, s6z konusu matrisin 6zdegerleri lizerinden analiz edilir (De
Spinadel, 1999).

Tanmm 3.1.2. p,q € N olmak iizere, (3.1) ile ifade edilen yinelemenin ge¢is matrisi

P q
A,, =
pP.q (1 O

nin karakteristik denklemi
A —pl-q=0

olup, buna karsilik gelen 6zdegerler (kokler)

_P+VP’+4q P-VNpP’+4q

Tpa= "5 g= 5 (3.2)

seklinde elde edilir. (p,q) parametreleri tiim dogal sayilar iizerinde dolagirken ortaya ¢ikan

pozitif 6zdegerlerin olusturdugu kiime
MMF := {0}, : p,q € N}
metalik oranlar ailesi (metallic means family) olarak adlandirilir (De Spinadel, 1999).

Bu kokler, tanim geregi

o? = po+q, 2= pT+gq. 3.3)

esitliklerini saglar.
Bu aile i¢inde literatiirde yerlesmis baz1 6zel (p,q) secimleri ve karsilik gelen adlandir-

malar asagidaki gibidir:

¢ Altin oran (golden mean) (p,q) = (1,1):

1+v5

TAy = .

2

* Giimiis oran (silver mean) (p,q) = (2,1):

O'Ag=1+‘/§.
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* Bronz oran (bronze mean) (p,q) = (3,1):

3+vV13
OBr = ) .

« Bakir oran (copper mean) (p,q) = (1,2):

OCcuy = 2.

* Nikel oran (nickel mean) (p,q) = (1,3):

1+V13
2

ONi =

Metalik oranlar ailesinden ilhamla, Hretcanu ve Crasmareanu 2013 yilinda metalik yapiy1

Riemann manifoldu iizerinde su sekilde tantmlamiglardir.

Tanmm 3.1.3. M diizgiin bir manifold ve J : TM — TM (1, 1)-tipindeki bir tensor alan1 olsun.

J tensor alam asagidaki bagintiy1 sagliyorsa, J ile belirlenen polinomial yapiya metalik

yap1 denir:
JP=pJ+ql, (3.4)

burada p, g pozitif tamsayilar, I ise TM iizerindeki 6zdeslik (birim) doniistimiidiir.

gr bir Riemann metrigi olsun. Eger her X,Y € y (M) i¢in
gr(JX.Y) = gr(X,JY) 3.5)

esitligi saglaniyorsa gg metrigine, J ile uyumlu (ya da J-uyumlu) denir.

Bu kosullar altinda (M, gg,J) manifoldu metalik Riemann manifoldu olarak adlandiri-
lir ve (gg,J) ikilisine M iizerinde bir metalik Riemann yapist denir (Hretcanu ve Crasmareanu,
2013).

Ornek 3.1.1. M =R3, (x,y,7): standart koordinatlar, gg = dx? + dy? + dz> metrigini alalim.

Standart koordinat vektor alanlarini
e = —
ile gosterelim. Bu taban igin g (e;, e;) = ¢;; dir. J yi standart tabana gore su sekilde tanimlayalim:

J(e1) =0ey, J(ez) = ey, J(e3) =Te3,
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metalik parametreler

secelim. Bu durumda metalik sayilar

g =

28 v =20

seklindedir. (3.3) esitliginin saglandigini kontrol edelim.

o2=(1+V2)2=142V2+2=3+2V2,  20+1=2(1+V2)+1=3+2V2;
2=(1-V2)2=1-2V2+2=3-2V2,  27+41=2(1-V2)+1=3-2V2.

Bu durumda J nin matris gosterimi ({e1, €2, e3} tabani altinda)
[J] = diag(o,0,7) = diag(1 + V2, 1+V2, 1-V2)

seklindedir.
e Metalik yap1 kosulu:
e icin:
Pen)=J(U(er)) =J(cer) =ad(e) =v(oer) = ey,

(pJ+ql)(e1) =pJ(e1) +qer =p(oer) +qe; = (po+q)e.
(3.3) esitliginden saglanir. Benzer sekilde e; ve e3 igin de dogrulanir. Dolayisiyla J, R? iizerinde
bir (2, 1)-metalik yapidir.
e Metrik uyumluluk kosulu: Herhangi iki vektor alanini standart tabana gore yazalim:

X =x1e1 +x2e7 +x3€3,

Y =yie1 +yrer+y3zes,

burada x;, y; diizgiin fonksiyonlardir.

Once JX ve JY yi hesaplayalim:

JX =x1J(ey)+x2J(e2) +x3J(e3) = ox1e) +0xper +TX3€3,

JY =oyje; +0yrer +1y3zes.
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I¢ carpimi hesapladigimizda

gr(JX,Y) =gr(ox1e1 +0x2e2 +Tx3€3, Yie] +yrer+ y3es)

=0X1y1 +0X2y)+TX3y3,

gr(X,JY) = gr(x1e1 +x2e2 +x3€3, Oy1€1 +0y202+TY3€3)

=0X1y1 +0X2y)+TX3y3.
bulunur. Bu da (M, J, gg) nin bir metalik Riemann manifoldu oldugunu gosterir.

Onerme 3.1.1. Bir J metalik yapis1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:
1. Her n > 1 tamsayisi i¢in
J"=Gn)J+qG(n-1)1, (3.6)
seklindedir. Burada (G(n)) >0 genellestirilmis ikincil Fibonacci dizisi (GSFES) olup
G(0) =0, G(l)=1

baslangi¢ sartlarina sahiptir.

2. J, her x € M i¢in teget uzay 7,, M lizerinde bir izomorfizmadir. Dolayisiyla J tersinirdir ve

tersi

_ 1
J=yl=2y-2 3.7)

q q

seklinde verilir. Bununla birlikte J bir metalik yap1 degildir; ancak ikinci dereceden bir

polinomial yap1 olup
q72 +pJ—-1=0

esitligini saglar.

3. J nin 0zdegerleri metalik sayilar

Opgq V€ DP—0py

seklindedir (Hretcanu ve Crasmareanu, 2013).

Ispat. (1) (G(n)) dizisi
G(0)=0, G(1)=1, Gn+1)=pGn)+qG(n—-1) (n=>1)
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seklinde tanimlansin. (3.6) esitligi tiimevarim metoduyla ispatlanabilir.

n=1ig¢in:
G(D)J+qG0)=1-J+q-0-1=J=J"

saglanir.
n =2 igin:
G(2)=pG(1)+qG(0) =p ve G(1) =1 oldugundan

G(2)J+qG()I=pJ+qgl=J>

saglanir.

n icin dogru olsun. n + 1 i¢in dogru oldugu gosterilir:

g+l _ gy
=(G(n)J+qG(n-1)I)J
=G(n)J?+qG(n—-1)J
=Gn)(pJ+ql)+qG(n—-1)J (3.4 kullanild)
= (pG(n)+qG(n-1))J+qG(n)l
=Gn+1)J+q9G(n)l (dizi bagintis1)
=G(n+1)J+q9gG((n+1)-1)1.

Dolayisiyla n + 1 i¢in de saglandigindan (1) ispatlanir.
(2)

(3.4) esitligi J2 — pJ = gl = J(J—-pl) = g = (J - pl)J = gl seklinde diizenlen-
diginde ve ¢ > 0 oldugundan

1 1
J-—(J-ph=1, —(J-pD-J=1
q q

esitlikleri elde edilir. Dolayistyla J her teget uzayda hem sagdan hem soldan tersinir olup bir

izomorfizmadir ve tersi

1 1
Jl=—U-pn=-y-2
q a q

seklinde ifade edilir. Simdi J := J~! i¢cin kuadratik polinomial bagintiy1 ¢ikaralim. (3.4) esitligi

J~2 ile soldan ve sagdan carpildiginda
I=pJ ' +qi
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elde edilir. Buradan
qJ_2+pJ_1 -1=0
ve J = J~! yazilinca
—2 —
q] +pJ-1=0 (3.8)

sonucuna ulasilir. Yani J ikinci dereceden polinomialdir.

Ayrica J nin metalik yapt olmamasi su anlamdadir: genel olarak 72 = pJ +ql esitligi
saglanmaz. Gercekten, metalik yap1 oldugunu varsayalim: 72 = pJ +ql. Bu ifade g ile carpildi-
ginda

97" = pgT+q*I
elde edilir. Ote yandan (3.8) esitliginden
q72 =1- p7
yazilir. Bu iki ifade esitlenince
I-pJ=pgl+q’l = (1-¢)I=p(l+q)]

bulunur. Dolayisiyla p > 0 ve ¢ > 0 icin bu esitligin saglanmas1 genel olarak miimkiin degildir.
Ozellikle g > 1 iken sol taraf ya 0 ya da negatif katsay1li / iken sag taraf J ye baghdir. Dolayisiyla
J metalik yap1 olmak zorunda degildir. Boylece (2) ispatlanr.

3)

Her x € M i¢in J, : TxM — T M lineer bir dontisiimdiir ve (3.4) esitligi noktasal olarak
Ji=

= pJtql

seklinde gecerlidir. Eger A, J, nin bir 6zdegeri ise, (3.4) esitligini bir 6zvektor lizerinde uygula-

yarak
2 _ 2 o
A"=pl+gq & A"—-pl—q=0

sonucu elde edilir. Bu ikinci dereceden denklemin kokleri

pxNp*+4q

/l+:
B 2
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L pHVPi+4q .
dir. Pozitif kok o, 4 := B S— oldugundan diger kok
p—\p*+dq
R

seklinde yazilir. Dolayisiyla J nin 6zdegerleri o, , ve p — 0, , dir. Boylelikle ispat tamamlanur.
]

Onerme 3.1.2. Metalik yapilar ikililer seklindedir. Yani J; bir metalik yap1 ise J, = pI —J; de
bir metalik yapidir (Ozkan ve Yilmaz, 2018).

Ispat. J; bir metalik yap1 olsun. J, nin bir metalik yap1 oldugunu gosterelim. Keyfi X vektor

alani i¢in

J2X = J(2X)
=L(pX -1 X)
=phX -1 ()1 X)
=p(pX—1X) - (p)1 X - J{X)
=p*X—ph X -phi X +JiX
=p’X-piX-phiX+ph X+gX
=p’X-p/iX+qgX
=p(pX-11X)+gX
=phX+gX

saglanir. Boylece J bir metalik yapidir. m

Tanim 3.1.4. (M, glle, J1) ve (M3, glze, J») metalik Riemann manifoldlari ve f : M| — M, diizgiin
bir harita olsun. Her p € M| i¢in f nin diferensiyeli f., : T,M| — Ty, M5 ile gosterilsin.

f*pOJIZJZOf*p (39)

esitligi saglaniyorsa f haritasina metalik doniisiim denir (Akyol, 2019).

Ornek 3.1.2. R* ve R? iizerinde sirastyla (xp,x2,x3,x4) ve (y1,y2) standart koordinatlarini

alalim. Koordinat vektor alanlari

0 0 0 0 0 0
E - E = — E = ~ E = - = -, = —_—
1 2 . (9)C3 4 (9)C4 ve @l 6y1 2 (9y2

olmak iizere R* iizerinde J; ve R? iizerinde J, metalik yapilarini standart tabanlara gore asagidaki
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gibi tantmlayalim:

JI(E) =0p4E1, Ji(E2)=0p4Ey, J1(E3)=(p—0pg)E3, Ji1(E4)=(p—0pg)Es,

Ja(e1) =0p4e1, J2(&2) =(p—0p4)en.

Buradan

He) =lrge) = (g) =50

0
SSIEARES

0 0o 0
bicimindedir. Ayni islem — i¢in o7, —, — i¢in (p — 0, 4) kullanilarak yapilir ve sonugta
x> Ox3 Ox4 ’

JE=pli+ql, J2=pla+ql

elde edilir. Asagidaki doniisiimii tanimlayalim.

4 2 X1+XxX2 x3+Xx4
[iRY— R, f(x1,x2,x3,%4) =( )

2 72
FE) =56 flED=5er f(E)=3en f(E)=7
® ==€£, % = — s « = — s * - —
=58 2) =581 3) =582 4) =58
elde edilir. (3.9) esitligini dogrulayalim.
* Eyigin:

1 Op.q

f*(J1E1) = f*(O'p’qu) = O'p,qf*(El) =0pyq" 581 = 781,

1 1 1 Opyg
L (fEr) = J2(§81) =55(81) = 0481 = =81,
Benzer sekilde E,, E3, E4 igin de saglanir. Sonug olarak f bir metalik doniigtimdiir.

Teorem 3.1.1. (M, gg,J) bir metalik Riemann manifoldu ve (M, ¢,&,n,g) bir hemen hemen
parakontak metrik manifold olsun. f : M} — M diizgiin bir doniisiim olup keyfi X vektor alani

i¢cin
f(JX) = pfi(X) (3.10)
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kosulu saglansin. Eger
p*#(g-1)
ise, f sabit bir doniisiimdiir (Akyol, 2019).
Ispat. (3.10) esitliginin her iki tarafinda X — JX yazildiginda

LUUX) =efi(JX) =  ¢f.(UX)=f(JX) (*)

elde edilir. (3.4) esitliginden

f(JPX) = f(pIX +qX) = pfo(JX) + g f(X)

bulunur. (3.10) esitliginin her iki tarafina ¢ uygulaninca

¢f(UX) =¢* fu(X)
PUX)+qf(X) = fi(X)—n(fu(X))é

elde edilir. Dolayisiyla

pfUX) +(q-1) fi(X) = -n(fu(X)) & (")

sonucuna ulagilir. (¥*) esitligine tekrar ¢ uygulanip ve (*) esitligi de ifadede yerine yazildiginda

p(pfiUX)+qfi(X))+(g-1)f.(JX)=0

bulunur ve buradan

(p*+q-1)f.(JX) = —pq f(X)

elde edilir. f.(JX) terimi yalniz birakilip

o
JoIX) = =P ()

ve (¥*) da yerine yazildiginda

2 _1\2 _ A2
P ()4 (g 1) £ = (X0 & = LT ey - (n(x))
p-+q-—1 +g-1
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bulunur. Tekrar ¢ uygulaninca

_1)2_ 2
%mm = —1(£.(X)) (&) =0

elde edilir. (3.10) esitliginden f.(JX) =0 olur.
Varsayim geregi p> # (g — 1)? oldugundan, katsayilar sifir degildir; dolayisiyla her X € y (M)
icin f.(X) = 0 elde edilir. Bu, f nin diferensiyelinin her noktada sifir oldugunu, dolayisiyla f

nin sabit oldugunu gosterir. m

Teorem 3.1.2. f,bir (M, p,&,n,g) hemen hemen parakontak metrik manifolddan bir (M1, gg,J)

metalik Riemann manifolduna giden diizgiin bir doniisiim olsun. Eger

feop = Jof,
esitligi saglaniyorsa, o halde p? # (¢ — 1) kosulu altinda f sabit bir doniisiimdiir (Akyol, 2019).

Teorem 3.1.1 de verilen esitlik kosulunun, bakir (copper) durumu icin p =1 ve g =
2 secimiyle saglanabildigi goriilmektedir. Bu nedenle, s6z konusu manifoldlar arasinda sabit

olmayan (non-constant) doniisiimlerin varlig1 miimkiindiir.
3.2. Metalik Yari-Riemann Manifoldlar

Metalik Riemann manifoldu kavrami, pozitif tanimli bir metrik altinda tantmlanmustir.
Bu kavrami, non-dejenere metrikleri kapsayacak bicimde genisletmek amaciyla metalik yari-

Riemann manifoldlart agagida tanimlanmaktadir.

Tamm 3.2.1. (M, g) bir yari-Riemann manifoldu ve J, M iizerinde tanimli bir metalik yap1

olsun. Eger g yari-Riemann metrigi, J ile uyumlu ise; yani her X,Y € y (M) i¢in
g(JX,Y) =g(X,JY) (3.11)

kosulu saglaniyorsa, (g,J) ikilisine M iizerinde bir metalik yari-Riemann yapis1 ve (M,g,J)
manifolduna da metalik yari-Riemann manifoldu denir. Burada metalik parametreler p,g € R
seklindedir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Tanim 3.2.2. (M,J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu olsun.

1. M iizerindeki bir lineer baglant1 V| olsun. Eger J nin bu baglantiya gore kovaryant tiirevi

sifir ise, (V1J = 0) bu baglant1 bir J-baglantist (/-connection) olarak adlandirilir.

2. Eger g metri8ine ait yari-Riemann baglantis1 V, ayn1 zamanda bir J-baglantisi ise baska

bir deyisle
VJ=0 (3.12)
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saglantyorsa, bu durumda (M, J,g) ye yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu

(locally metallic pseudo-Riemannian manifold) denir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Her yari-Riemann manifoldu yerel olarak metalik yari-Riemann yapilara sahiptir. Ger-

¢ekten, p? +4¢q > 0 olmak iizere
J=ul

+\/p? . .
% olup I 6zdeslik doniiglimiinii gostermektedir. Bu durumda J,
(3.4) bagintisin1 sagladigindan, (M, J, g) yerel olarak metalik yari-Riemann bir yap1 6rnegi verir

(Blaga ve Nannicini, 2020).

secelim. Burada u =

Tanim 3.2.3. p? +4q > 0 olmak iizere

pxNp*+4q
2

J=ul, o=

seklinde tanimlanan metalik yap: trivial (banal) metalik yap1 olarak adlandirilir (Blaga ve
Nannicini, 2020).

Tanmm 3.2.4. (M,J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu ve V da yari-Riemann baglantisi
olsun. Eger her X,Y € y(M) igin

(Vx)Y +(Vy)X =0 (3.13)

kosulu saglaniyorsa, (M,J,g) manifolduna neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann
manifoldu (nearly locally metallic pseudo-Riemannian manifold) denir (Blaga ve Nannicini,
2020).

Tamm 3.2.5. Bir J metalik yapisinin, Nijenhuis tensorii
Ny(X,Y):=[JX,JY]-J[JX.,Y]-J[X,JY]+J*[X,Y], X,Y e (M),

sifir ise integrallenebilir (integrable) olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Lemma 3.2.1. Eger (M, J, g) bir yerel metalik yari-Riemann manifold ise, o halde J integralle-
nebilirdir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Ispat. (3.12) den VJ = 0 elde edilir. Ayrica her X,Y € y(M) icin
Ny(X,Y)=(Vyx)Y = (ViyHX+J(Vy)X -J(VxJ)Y (3.14)

yazilabildiginden, VJ = 0 altinda sag taraf sifir olur ve dolayisiyla Ny = 0 bulunur. m
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Onerme 3.2.1. (M, J,g) bir neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu olsun. O
halde p? +4q > 0 olmak iizere (M,J,g) yerel olarak metaliktir (VJ = 0) ancak ve ancak J
integrallenebilirdir (Blaga ve Nannicini, 2020).

Ispat. (= :) Eger VJ = 0 ise, J paraleldir ve 6zellikle (VxJ)Y =0 her X,Y icin saglamr. Bu
durumda N; tensoriiniin VJ cinsinden ifadesindeki tiim terimler sifir olacagindan N; = 0 elde

edilir. Dolayisiyla J integrallenebilirdir.

(&:) Simdi (M, J, g) neredeyse yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu ve ayrica

J integrallenebilir olsun. (3.14) esitligine (3.13) kosulu uygulaninca
(VyxD)Y = =(VyJ)(JX), (VoyJ)X ==(VxJ)(JY)

bulunur. Bu ifadeler (3.14) esitliginde yerine yazildiginda
Ny(X,Y)=—=(Vy)(UX)+(Vx))(JY)+J(VyH)X -J(VxJ])Y (3.15)

elde edilir.

(3.15) esitligindeki birinci ve iiciincii terimleri birlikte ele alalim. Oncelikle (Vy (J?X))

ifadesini kovaryant tiirevin carpim kuralin1 kullanarak acalim:
Vy(J2X) = Vy (J(JX)) = (Vy)(JX) +J (V¥ (JX)).
Sag taraftaki ikinci terime ¢arpim kurali bir kez daha uygulandiginda
Vy(JX) = (VyJ) X +JVyX
oldugundan,
Vy (J2X) = (Vy))(IX) + T ((Vy )X +IVyX) = (VyJ)(JX) +J(Vy) X +J*Vy X
esitligi elde edilir. Buradan ((VyJ)(JX)) terimi yalniz birakilirsa
(Vy)(IX) = Vy(J2X) = J(Vy )X = J>Vy X
bulunur. Dolayistyla
—(Vy)(IX)+J(Vy)X = =Vy(J2X) +2J(Vy )X +J*Vy X (3.16)
olur. Benzer sekilde, X ve Y degiskenlerinin rolleri degistirilerek
(Vx))(JY)=J(Vx))Y = Vx(J?Y) =20 (VxJ)Y = J>VxY (3.17)
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bagintis1 elde edilir. (3.16) ve (3.17) esitlikleri (3.15) ifadesinde yerine yazildiginda, J yapisinin

Nijenhuis tensorii

Ny(X,Y) = =Vy(J?X) +2J (Vy )X + J*Vy X + Vx (J?Y) =20 (VxJ)Y —=J?VxY  (3.18)
seklinde yazilir. Simdi (3.4) begintis1 kullanilarak

Vy(J2X) = Vy(pJX+gX)=pVy(UX)+qVyX =p(VyJ) X +pJVyX +qVyX
olur. Ote yandan,

J2VyX = (pJ +g)VyX = pJVyX + qVy X

esitligi saglanir. Bu ifadeler (3.18) esitligindeki Y degiskenine bagh ilk ii¢ terimde yerine
yazildiginda

CVy (2X) + 20 (Vy ) X +J2Vy X = —(p(VyJ)X+ pJVyX+qVYX) +2J(Vyd)X + (pJVyX+qVYX).
Burada pJVy X ve gVyX terimleri kargilikli olarak birbirini gotiiriir. Boylece
—Vy(I2X)+2J (Vy DX +J?Vy X = —p(Vy X +2J (Vy D)X = (27 = p)(Vy )X  (3.19)

sonucuna ulasilir.

Simdi p? +4¢ > 0 oldugundan ¢> — pt — g polinomunun iki farkl1 gercek kokii vardir; bu
nedenle % degeri bu polinomun kokii degildir ve dolayisiyla J nin bir 6zdegeri olamaz. Boylece
2J — pI her noktada tersinirdir. (3.19) ve N; = 0 birlikte

2J-pD)(Vy)X =0 = (VW)X=0 (VX.Y)

sonucunu verir; yani VJ = 0.

Ters yonde, VJ = 0 ise (3.14) dogrudan N; = 0 verir. Dolayisiyla VJ/ =0 &= N; =0 ve

ispat tamamlanir. m

Teorem 3.2.1. (M,J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu ve A := p% +4¢q # 0 olsun. g ye ait
yari-Riemann baglantisini1 V ile gosterelim. Manifold iizerinde bir D lineer baglantisi asagidaki

sekilde tanimlansin:

—yal _p
D:=V+ 1 J(V]) = (V)), (3.20)
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O halde
DJ=0 ve Dg=0

saglanir. Bagka bir deyisle D, hem J yi hem de g yi koruyan bir baglantidir (Blaga ve Nannicini,
2020).

Ispat. Metalik yap1 bagintis1 her noktada gegerli oldugundan ve p,g sabit oldugundan, V ile

tiirev alarak

Vx(J?) = Vx(pJ +ql) = pVx] (3.21)
elde edilir. Ote yandan

(Vx(I))(Y) = Vx(J?Y) = JX(VxY) = Vx(J(JY)) = J*(VxY) (3.22)
yazilir. Simdi (VyxJ)J +J(VxJ) ifadesinin Y iizerindeki etkisini ayr1 ayr1 hesaplayalim.

(VxDJI)(Y) = (VxJ)(JY) =Vx(J(JY)) = J(Vx(JY)). (3.23)
Diger taraftan

(J(VxD))(¥) = J((VxI)(Y)) = J(VX(JY) - J(VXY)) = J(Vx(JY)) = JA(VxY).(3.24)
(3.23) ve (3.24) esitlikleri taraf tarafa toplandiginda

((VXJ)J+J(VXJ))(Y) = Vx(JUJY)) = J(Vx(JY)) +J(Vx(JY)) - JA(VxY)
= Vx(J(JY)) = J*(VxY)

bulunur. Sag taraftaki ifade ise (3.22) ile tam olarak (Vy(J?))(Y) dir. Dolayisiyla her Y vektor

alani i¢in

(Vx (D) = (V3T +I(TxD)| (V)
elde edilir. Bu, tensor esitligi olarak

Vx(J2) = (Vx)J + J(VxJ)
seklinde yazilir. (3.21) ile

(VxJ)J+J(VxJ) = p(VxJ)
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esitligi saglamir. Ozellikle her Y vektor alani icin
(VxJ))(JY) = p(VxJ)Y =J((VxJ)Y) (3.25)
olur. Her X,Y vektor alanlar1 i¢in
(DxJ)Y :=Dx(JY)—-J(DxY)
tanimini kullanalim. (3.20) ile
Dx(JY) =Vx(JY) + %J((VXJ)(JY)) - %(VXJ)(JY),
J(DxY) =J(VxY)+ %Jz((VXJ)Y) - %J((VXJ)Y).
Bu son iki esitligin farkini alip diizenledigimizde

(DxI)Y = (Vx)¥ + % (J(TxD) IV = ()]

- 2((VxH ) =1 (Tx))) (3.26)
bulunur. Simdi (3.25) i (3.26) da yerine yazip sadelestirelim. (3.25) geregi

J(VxJ)(JY)) = pJ((Vx)Y) = J*((VxJ)Y),

(Vx)(JY) =J((Vx))Y) = p(VxJ)Y =27 ((VxJ)Y)
olur. Bunlar1 (3.26) denkleminde yazip A ile carptigimizda

A(Dx)Y = A(Vx))Y +2pJ (Vx)Y) = 4J*(VxJ)Y) = p*(VxJ)Y +2pJ ((VxJ)Y)
elde edilir. A nin tantmindan

A(Vx))Y = p*(Vx])Y = 4q(VxJ)Y
olur ve dolayisiyla

A(DxDY = 4{q(Vx)Y +pJ (Vx))Y) =2 (VxD)Y) ).

Metalik yap1 tanim1 geregi parantez igi sifirdir. Boylece (DxJ)Y =0 yani DJ = 0 dur.

Her X,Y, Z vektor alanlart icin

(Dxg)(Y,Z):=X(g(Y,Z))-g(DxY,Z)-g(Y,DxZ)
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olsun. yari-Riemann baglantis1 i¢in Vg = 0 oldugundan,
X(g(Y,2))-g(VxY,Z)-g(Y,VxZ) =0
ve bu nedenle (3.20) kullanilarak

(Dx§)(Y.2) = =28 U((Vx D). 2)+ R g(Vx1)Y.2) = T4 (V. I (V5)2) + Bg (v, (V3)2)

(3.27)
elde edilir. J, g-simetrik oldugundan
s(U((VxNY),Z) =g(VxN)Y.,JZ), g(Y,J((Vx))Z)) =g(JY,(VxJ)Z)

olur. Boylece (3.27) denklemi

(Dx9)(¥,2) = £ (28((TxI)Y.J2) = p (V)Y 2) + 28IY. (V) Z) = p& (Y. (Vx)2)
(3.28)

seklini alir. Simdi g(JY, Z) = g(Y,JZ) 6zdesliginin X yoOniinde tiirevini alalim. Vg = 0 kullani-

lirsa
g((Vx)Y,Z) = g(Y,(VxJ)Z)
elde edilir. Ayrica g(JY,JZ) = g(Y,J?Z) oldugundan
X(g(JY.JZ)) = g((Vx)Y,JZ) +g(JY,(VxJ)Z).
Dolayisiyla (3.28) denklemi su bicime dontisiir:
(Dx8)(¥.Z) = 1 (2X(s(IY.J2)) - pX(g(¥,12)) ~ pX (2(IY. 2) . (3.29)
Burada g(JY,Z) = g(Y,JZ) oldugundan X (g(JY,Z)) = X(g(Y,JZ)) ve boylece
(Dx8)(¥,2) = % (X(2(JY.J2)) - pX(8(.J2)).
Son olarak g(JY,JZ) = g(Y,J?Z) ve (3.4) ile

g(JY,JZ)=g(Y,pJZ+qZ)=pg(Y,JZ)+qg(Y,Z).
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Bunun X yoniinde tiirevi
X(g(JY,JZ2)) = pX(g(Y.JZ)) +qX(g(Y,Z))

olur. Bu esitlik bir onceki ifadede yerine yazildiginda

(Dx8)(¥,2) = % (pX(g(¥.J2) + gX (8(¥, 2) - pX(s(¥,J2))) = 21X (s(¥,2).

bulunur.

Ancak (3.29) yaziminda zaten Vg = 0 kullanildigindan, kalan X (g (Y, Z)) terimleri tam
olarak dengelenir ve sonucta (Dxg)(Y,Z) = 0 elde edilir. Dolayisiyla Dg =0. m

Tanim 3.2.6. (3.20) bagintisi ile tanimlanan D lineer baglantisi1 (M, J, g) manifoldunun metalik
dogal baglantisi (metallic natural connection) olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2020).

3.3. Metalik Yari-Riemann Manifoldlarimin Egrilik Tensorleri

(M,J,g) bir yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu ve V da g nin yari-Riemann
baglantisi olsun. (2.7) ile 6nce R(X,Y)Z ile J nin birbirleriyle degismeli oldugunu gosterelim.

Genel durumda asagidaki ayrisim yazilabilir:

R(X,Y)JZ = J(R(X,Y)Z) +Vx(VyJ)Z = Vy(Vx))Z - (Vixy1)) Z
+(ij)VyZ—(Vyj)VXz. (3.30)

Yerel olarak metalik yap1 varsayimi altinda VJ = 0 oldugundan, (3.30) esitliginde J(R(X,Y)Z)

disindaki tiim terimler sifir olur ve
R(X,Y)JZ=J(R(X,Y)Z) (3.31)

elde edilir.

J yapisinin g-simetrikligini ve egrilik tensoriiniin standart simetrileri kullanilarak (1)—
(5) esitlikleri asagidaki sekilde elde edilir.
(M) RUJX,Y,Z,W)=R(X,JY,Z,W).

RUX,Y,Z,W)=g(R(JX,Y)Z,W)=g(R(Z,W)JX,Y)
=g(J(R(Z,W)X),Y)  (331)
=g(R(Z,W)X,JY) (J, g-simetrik)
= g(R(X,JY)Z,W) = R(X,JY,Z,W). (3.32)
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() R(X,Y,JZ,W) = R(X,Y,Z,JW).

R(X,Y,JZ,W) =g(R(X,Y)JZ,W) =g(J(R(X,Y)Z),W)  (3.31)
=g(R(X,Y)Z,JW) (J, g-simetrik)
= R(X.Y,Z,JW). (3.33)

() R(JX,JY,Z,W) = pR(X,JY,Z,W) +qR(X,Y,Z,W).

R(JX,JY,Z,W)=g(R(JX,JY)Z,W) =g(R(Z,W)JX,JY)
=g(J(R(Z,W)X),JY)  (3.31)
=g(R(Z,W)X,J?Y)  (g(JU,IV)=g(U,J*V))
= g(R(Z,W)X,pJY +qY)  ((34)
= pg(R(Z,W)X,JY)+qg(R(Z,W)X.Y)
=pR(X,JY,Z,W)+qR(X,Y,Z,W).

4) R(X,Y,JZ,JW) = pR(X.Y,Z,JW) +qR(X,Y,Z,W).

R(X,Y,JZ,JW) = g(R(X,Y)JZ,JW) = g(J(R(X,Y)Z),JW)  (3.31)
=g(R(X,Y)Z,J*W) (g(JU,JV) = g(U,J?V))
=g(R(X,Y)Z,pJW +qW) ((3.4))
=pg(R(X,Y)Z,JW) +qg(R(X,Y)Z,W)
= pR(X,Y,Z,JW) +qR(X,Y,Z,W).

(5) R(X,JY,JZ,W) = RUX,Y,JZ,W) = R(JX,Y,Z,JW) = R(X,JY,Z,JW).
Once (3.32) esitligi (X,Y,Z, W) — (X,Y,JZ,W) icin uygulanir.

RUX,Y,JZ,W) = R(X,JY,JZ,W).

Ardindan (3.33) esitligi (X,Y,Z,W) +— (JX,Y,Z,W) i¢in uygulanr.
R(UX,Y,JZ,W) = R(JX,Y,Z,JW).

Son olarak (3.32) esitligi (X,Y,Z,W) — (X,Y,Z,JW) i¢in uygulandiginda
RUX,Y,Z,JW)=R(X,JY,Z,JW)

elde edilir. Bu ii¢ esitlik birlikte

R(X,JY,JZ,W)=R(JX,Y,JZ,W)=R(JX,Y,Z,JW) = R(X,JY,Z,JW)
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zincirini verir.
Yukarida elde edilen (1)—(5) numarali 6zdeslikler i¢in asagidaki 6nerme yazilabilir.

Onerme 3.3.1. (M,J,g) yerel olarak metalik yari-Riemann manifold olsun. O halde, keyfi
X,Y,Z,W vektor alanlari i¢in

RUJX,Y,Z,W) = R(X,JY,Z,W),

R(X,Y,JZ,W) =R(X,Y,Z,JW),
RUJX,JY,Z,W)=pR(X,JY,Z,W)+qR(X,Y,Z,W),
R(X,Y,JZ,JW)=pR(X,Y,Z,JW)+qR(X,Y,Z,W),
R(X,JY,JZ,W)=R(JX,Y,JZ,W)=R(JX,Y,Z,JW) = R(X,JY,Z,JW)

esitlikleri gecerlidir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Tanmm 3.3.1. (M,J,g) metalik yari-Riemann manifoldu iizerinde sifir olmayan bir X vektor
alanini ve 7y sx := span{X,JX} ile gosterilen J-diizlemini goéz Oniine alalim. Bu diizlem, g
metrigine gore non-dejenere ise, yani g(X, X) g(JX,JX) — (g(X,JX))2 # 0, bu durumda 7y jx

boyunca J-kesitsel egrilik asagidaki gibi tamimlanir:

2(R(X,JX)X, JX)
g(X.X)g(JX,JX) - (g(X.JX))*

K;(X):= (3.34)

Eger K sabit bir say1 ise, M manifoldunun sabit J-kesitsel egrilige sahiptir denir.

Ayrica hesap kolaylig1 i¢in
kj(X):=R(X,JX,X,JX)

kisaltmasi kullanilir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Onerme 3.3.2. (M, J,g) yerel olarak metalik yari-Riemann manifoldu olsun. Bu durumda her

X vektor alani i¢in
kj(X)=0

dir.
Ozellikle 7 x.7x non-dejenere ise, (3.34) ile tanimlanan J-kesitsel egrilik

K;(X)=0
dir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Ispat. Tanim geregi k;(X) = R(X,JX,X,JX) dir. Yerel olarak metalik yap1 varsayimi altinda
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egrilik tensori i¢in (3.32) 6zdesligi gecerlidir. Bu 6zdeslikte Y — X, Z — X, W — J X secersek
R(JX,X,X,JX)=R(X,JX,X,JX) =k;(X)

elde edilir. Ote yandan, Riemann egrilik tensorii ilk iki degiskende ters-simetriye sahip oldu-

gundan
R(JX,X,X,JX)=-R(X,JX,X,JX) =—-kj(X)

olur. Dolayisiyla k;(X) = —k;(X) ve buradan k;(X) = 0 sonucu ¢ikar. Son olarak, 7x jx non-
dejenere ise (3.34) de pay

g(R(X,JX)X,JX) = R(X,JX,X,JX) = k;(X)

oldugundan, k;(X) = 0 ile birlikte K;(X) = 0 elde edilir. m

Tamm 3.3.2. (M, J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu, X ve Y, lineer bagimsiz iki teget

vektor alani olsun. X ve JX tarafindan, ayrica Y ve JY tarafindan iiretilen diizlemleri sirasiyla
nx.gx = span{X,JX}, my gy := span{Y,JY}

ile gosterelim. Eger mx jx ve my jy diizlemleri g ye gore non-dejenere ise, yani;
g(X.X)g(JX,JX) - (g(X.JX))* #0, g(Y.Y)g(JY,JY)—(g(Y.JY))* %0,

J-bikesitsel egrilik asagidaki gibi tamimlanir:

K/ (X,Y) :=

g(R(X,IX)Y, JY) \/‘g(X, X)g(JX,JX) - (g(X,JX))Z‘ \/‘g(Y, Y)g(JY,JY) - (g(Y, JY))Z‘

(g(X,X)g(JX,JX) - (g(X,JX))z) (g(Y,Y)g(JY,JY) - (g(Y,JY))z)
(3.35)

Eger K’/ (X,Y) uygun tiim X,Y secimleri igin sabit bir degere esit ise, M nin sabit J-bikesitsel
egrilige sahip oldugu soylenir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Onerme 3.3.3. (M, J,g) yerel metalik yari-Riemann manifoldu olsun. Ayrica

k' (X,Y):=R(X,JX,Y,JY)
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olsun. O halde her X,Y vektor alani i¢in
K (X,Y)=0

elde edilir. Dolayisiyla, non-dejenere diizlem kesitleri icin tanimlanan J-bikesitsel egrilik K7 (X, Y)

sifirdir.

Ispat. Yerel olarak metalik yap1 olma kosulundan VJ = 0 elde edilir. Ote yandan metalik yapida
J nin g-simetrik olmasi nedeniyle her U,V,Z,W € y (M) icin

RWU,V,JZ,W)=g(R(U,V)JZ),W)=g(J(R(U,V)Z),W)=g(R(U,V)Z,JW)=R((U,V,Z,JW)

sonucuna ulagilir. Simdi U = X,V =JX,Z =Y ve W =7 secilirse
R(X,JX,JY,Y)=R(X,JX,Y,JY)

elde edilir. Bununla birlikte Riemann egrilik tensorii son iki degiskende antisimetrik oldugundan
R(X,JX,JY,Y)=-R(X,JX,Y,JY)

bulunur. Dolayistyla ayn1 ifade hem kendisine hem de negatifine esittir; bu da
R(X,JX,Y,JY)=0

demektir. Tanim geregi k/(X,Y) = R(X,JX,Y,JY) oldugundan k’(X,Y) = 0 bulunur.

Son olarak, non-dejenere diizlemler i¢in tanimlanan J-bikesitsel egrilikte
K/ (X,Y)=g(R(X,JX)Y,JY)=R(X,JX,Y,JY) =k’ (X,Y)

oldugundan, pay sifirdir ve bu nedenle K7 (X,Y) = 0 elde edilir. m

Tanmm 3.3.3. (M, J,g) yapisina sahip manifold, her X,Y,Z,W € y(M) i¢in
R(UX,JY,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W)
esitligini sagliyorsa RM-manifold olarak adlandirilir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Bu kosul, egriligin J ile taginan teget vektorlerde ayni degeri verdigini, bagka bir deyisle
J nin Riemann egrilik tensorii icin bir degismezlik olusturdugunu belirtir. Dolayisiyla J ile

taginan diizlemler iizerinde Ol¢iilen egrilik, tensor diizeyinde korunmus olur.

Onerme 3.3.4. (M,J,g) bir metalik yari-Riemann manifoldu ve ayrica M bir RM-manifold
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olsun. Eger g2 # 1 ise, her X,Y € y(M) icin
kJ(X):O veE kJ(X,Y) =0

olur. Ozellikle ¢> # 1 sarti altinda, tiim non-dejenere diizlem kesitlerinde J-kesitsel egrilik ile
J-bikesitsel egrilik sifirdir (Blaga ve Nannicini, 2019).

Ispat. Oncelikle k;(X) ifadesine RM-kosulunu (X,Y,Z,W) = (X,JX, X,JX) secimiyle uygu-

laninca
kj(X)=R(JX,J(JX),JX,J(JX))=R(JX,J*X,JX,J*X)
elde edilir. Metalik yap1 ve multilineerlik ile egrilik tensoriiniin simetri 6zelliklerinden

RUJX,J*X,JX,J*X) = R(JX,pJX +qX, JX, pJX +¢X)
=p’R(JX,JX,JX,JX)+pqR(JX,JX,JX,X)
+pgRUJX,X,JX,JX)+¢*R(JX,X,JX,X)
=¢’R(JX,X,JX,X).

bulunur. Diger taraftan R(JX, X,JX,X) = R(X,JX,X,JX) = k;(X) oldugundan
ki(X) = ks (X)

olur. g% # 1 oldugundan k;(X) = 0 sonucu cikar. Benzer bicimde
k;j(X,Y)=0

elde edilir.

Son olarak, J-kesitsel ve J-bikesitsel egriliklerin paylarinda sirasiyla k;(X) ve k;(X,Y)

bulundugundan (paydalar non-dejenere durumda sifir olmadigindan) bu egrilikler de sifirdir. m

Teorem 3.3.1. J? = pJ +qI bagitisim saglayan (M, J, g), bir yerel olarak metalik yari-Riemann

manifoldu ve ayni1 zamanda bir RM-manifold olsun. Eger

q[p*-(q-1)*] 20, p=#0, q#-1,

ise (M, g) nin Riemann egrilik tensorii sifirdir; yani R =0 (Blaga ve Nannicini, 2019).
Ispat. Onerme 3.3.1 ve egrilik tensoriiniin ilk iki degiskendeki ters simetrisinden

R(X,JX,Y,JY)=R(JX,X,Y,JY)=—-R(X,JX,Y,JY)
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yazilir; dolayisiyla R(X,JX,Y,JY) = 0 dir. Diger taraftan Bianchi 6zdesliginden
R(X,JX,Y,JY)+R(JX,Y,X,JY)+R(Y,X,JX,JY)=0.
esitligi gecerlidir. 1k terim sifir oldugundan
R(JX,Y,X,JY)+R(Y,X,JX,JY)=0
olur. Simdi egrilik tensoriiniin standart simetrileri kullanilarak
R(JX,Y,X,JY)=R(X,JY,X,JY) ve R(Y,X,JX,JY)=-R(X,Y,JX,JY)=-R(X,Y,X,J?Y)
yazilabilir. Boylece
0=—-R(X,JY,X,JY)+R(X,Y,X,J*Y)
olup, metalik yap1 tanimindan
R(X,JY,X,JY)=pR(X,Y,X,JY)+qR(X,Y,X,Y) (3.36)

sonucu elde edilir. J tersinir oldugundan RM-kosulu R(JU,JV,JW,JZ) = R(U,V,W,Z) sek-
linde kullanilip U = J “lx v=y,W=J"1X, Z =Y olarak alindiginda

R(X,JY,X,JY)=R(J(J'X),JY,J(J'X),JY)=R(J'X,Y,J7'X,Y)

elde edilir. (3.7) ile

1 2 2
RUT'X.YJ'XY) = SRUX.Y.JX.Y) - ZRX.Y.JX,V)+ ZR(X.Y.X.Y)
q q q

yazilir. Buradan 6nerme 3.3.1 ile

p2

1 2
R(X,JY,X,JY) = —=R(X,JY,X,JY) - —’;R(X,Y, X.JY)+SR(X,Y.X.Y) (3.37)
q q q

esitligi elde edilir. (3.37) yi diizenlenip

p2

1 2
(1 - —Z)R(X,JY,X,JY) = Praxy.x. 00+ LR(XY, X, 7). (3.38)
q q

q
(3.36) yerine yazildiginda

p2

1 2
(1 - —2) (q R(X,Y,X,Y) +pR(X, Y,X,JY)) = PRy, x.0) + LR(XY, X, 7).
q q q
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elde edilir. Gerekli sadelestirmeler yapildiktan sonra
(¢ —g-P*)R(X.Y.X,Y) = —p(¢*+ ) R(X.Y,X,JY)

bulunur. Buradan R(X,Y, X,JY) ¢ekilerek (3.36) da yazildiginda

p*+2q
q*+1

R(X,JY,X,JY) = R(X.Y,X.Y) (3.39)

sonucuna ulagilir.

(3.39) da X yerine JX yazip ayrica onerme 3.3.1 ile R(JX,Y,JX,Y) = R(X,JY,X,JY)
esitligi kullanilarak

2 2

+2 +2
P Rux,y,ax.y) = (B2
g*+1 g*+1

RUJX,JY,JX,JY) = ) R(X,JY,X,JY).

Ote yandan RM-kosulundan ve (3.39) den

2
+2g\2
R(X,Y,X,Y) = (p q) R(X.Y,X,Y).
g% +1
Dolayisiyla
p*+2q\?
[( _ ) —I]R(X,Y,X,Y):O.
qg-+1
Eger

2 20\2

(P +29 ) 41
g*+1

ise buradan her X, Y icin R(X,Y, X,Y) =0 elde edilir. Bu kosul, p # 0 ve ¢ # —1 altinda, esdeger

olarak p? # (g —1)? demektir; dolayisiyla teorem varsayimi ¢[p> — (g —1)?] # 0 tam olarak

bunu saglar.

Sonug olarak R(X,Y,X,Y) =0 tiim X, Y i¢in gecerlidir. Egrilik tensorii multilineer olup
standart simetrilere sahip oldugundan, kutuplastirma (polarizasyon) argiimani ile bu esitlik
R(X,Y,Z,W) =0 sonucunu verir. Yani R =0. m
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4. HEMEN HEMEN PARAKONTAK METRIK YAPILARDAN METALIK YAPI
ELDE EDILMESI

Bu boliimde, hemen hemen parakontak metrik yapilardan hareketle metalik yapilarin
nasil elde edilebilecegi incelenecektir. Oncelikle bir ¢-iliskili metalik yap1 ve bu yapiya uygun
yari-Riemann metrigi tanimlanacak, daha sonra ¢ vektor alaninin paralel oldugu durumda,

para-Kenmotsu ve para-Sasakian yapilarda ¢-iligkili metalik yapinin 6zellikleri incelenecektir.
4.1. o-lliskili Metalik Yapi ve Uyumlu Yari-Riemann Metrigi

Teorem 4.1.1. (M, ¢,&,1n,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve p, g € R olmak

iizere p> +4¢g > 0 olsun. M iizerinde (1, 1)-tipindeki bir ¥ tensér alani,

V:x(M)— x(M),

Xr—YX:=cX+(p-20)n(X)é 4.1
+4/p?+4 —+/p%+4
seklinde tanimlansin. Burada o = % ve o = % olsun. Bu durumda ¥,
M iizerinde
V2= p¥ gl (4.2)

esitligini saglayan bir metalik yapidir.

Ayrica, ¥ metalik yapisinin ikilisi P,
PX =" X+ (p-20)n(X)&

seklinde tanimlanir. Bununla birlikte, & vektor alan1 W ve N7 yapilarinin ortak bir 6zvektorii olup

stirastyla o* ve o 6zdegerlerine karsilik gelir. Bagka bir ifadeyle,
¥é=o't, We=o¢

esitlikleri saglanir.

Ispat. Her X € y(M) igin (4.1) esitliginden
P2X =P (PX) =0 PX + (p —20)n(X) P&

yazilir. Diger taraftan, n(¢) = 1 ve p — o = o oldugundan

Yé=aé+(p-20m(é)é=07¢
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elde edilir. Dolayisiyla, (4.1) esitligi kullanilarak
P2X = o(cX+(p-20)m(X)é)+ (p-20)0"n(X)é

=0’ X +(p-20) (0 +0")n(X)é
=0*X +p(p-20)n(X)é

bulunur. (3.3) esitliginden

Y2X = poX+qX+p(p-20)n(X)é

=p(cX+(p-20)n(X)¢) +qX
=p¥PX+gX

elde edilir. Boylece (4.2) esitligi saglandigindan ¥ bir metalik yapidir.

Benzer sekilde, p — o™ = o oldugundan ‘T’f = ¢ elde edilir. Dolayisiyla &, ¥ ve P

yapilarinin ortak bir 6zvektorii olup sirastyla o* ve o 6zdegerlerine karsilik gelir. m
Bundan sonra ¥ metalik yapisina ¢-iligkili metalik yapi ad1 verilecektir.

Onerme 4.1.1. (M, p,&,1,g) bir hemen hemen parakontak metrik manifold ve ¥, M iizerinde
tanimlanan @-iligkili metalik yap1 olsun. Ayrica A = po+2q, B = p(p—20) olmak lizere

A+0, A+B=#0,
olsun. Bu durumda

g(X,Y)=g(PX,¥Y)+qg(X,Y). (4.3)
ifadesi M iizerinde bir yari-Riemann metrigi tanimlar ve bu metrik ¥ ile uyumludur.
Ispat. Oncelikle g tensoriiniin acik bicimini elde edelim. (4.3) esitliginden

g§(X.Y) =g(¥X,¥Y) +qg(X.Y)
=g(cX+(p-20)n(X)¢,0Y +(p-20)n(Y)&) +q8(X.Y)
= 0g(X.Y) +0(p—20)n(Y)g(X.€) + o (p—20)n(X)g(£.Y)
+(p—20)n(X)n(Y)g(£.6) +qg(X.Y)
= (0*+q)g(X.Y) + p(p—20)n(X)n(Y)
= (po+2q)g(X.Y)+p(p—20)n(X)n(Y)

dir. Dolayisiyla

8(X,Y) = Ag(X,Y) + Bn(X)n(Y) (4.4)
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elde edilir.

Simdi g tensoriiniin non-dejenere oldugunu gosterelim. O = kern olmak iizere her X €

x (M) vektor alani
X=X?+n(X)¢ XxPeD
seklinde ayristirilabilir. Her U,V € D igin

gU.V)=Ag(U.V), g(U.§)=0, g(£.6)=A+B

esitlikleri saglanir.

Simdi g(X,Y) = 0 esitliginin her Y € y (M) i¢in saglandigini kabul edelim ve
X=U+aé, UeD
yazalim. Oncelikle Y =V € D almirsa
0=g(X,V)=Ag(U,V)

elde edilir. A # 0 ve g|p non-dejenere oldugundan U = 0 bulunur. Boylece X = a¢ olur. Bu kez

Y = ¢ alinirsa

0=g(a¢,&) =a(A+B)

elde edilir. A+ B # 0 oldugundan a = 0 ve dolayistyla X = O bulunur. Simetrikligi tanimindan

acik oldugundan g metrigi non-dejenere olup M iizerinde bir yari-Riemann metrigi tanimlar.

Simdi g metriginin ¥ ile uyumlulugunu gosterelim.

8(X, YY) = Ag(X,¥Y) + Bn(X)n(¥Y)

= Ag(X,0Y +(p-20)n(Y)é) + Bn(X)n(oY + (p—20)n(Y)€)
=Acg(X,Y)+A(p-20)n(Y)g(X,&)

+oBn(X)n(Y) + B(p —20)n(X)n(Y)n(€)
=0 Ag(X,Y)+(p-20)(p* +2¢)n(X)n(Y)

dir. Benzer sekilde g(¥X,Y) = 0 Ag(X,Y) + (p —20)(p? +29)n(X)n(Y) oldugundan
§(¥X.Y) =g(X,¥Y)

olur. m
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Ayrica A = po +2g ve B = p(p —20) olmak iizere, daha once elde edilen o+ 0™ = p

ve oo = —g bagintilar1 kullanilarak

B 4 B o

A+B _ o* A+B o*

- (4.5)

esitlikleri elde edilir.
Ornek 4.1.1. Ug boyutlu M = {(x,y,z) € R? | z # 0} manifoldunu ve

0 0 0 o 0
E—a—x, (IDE—a—y, f—(x+2y)6—x+(2.x+y)6—y+a—z

vektor alanlari ile n = dz 1-formunu ele alalim.

0
g yari-Riemann metrigi ve ¢ tensor alani, —, —, — koordinat tabanina gore sirasiyla
ox dy 0z
1 0 —(x+2y) 01 —(2x+y)
g§= 0 -1 2x+y) ve ¢o=[1 0 —(x+2y)
—(x+2y) (2x+y) 1-(2x+y)2+(x+2y)? 00 0

seklinde verilsin. Dogrudan hesapla (2.1) ile (2.2) esitliklerinin saglandig1 goriiliir. Ayrica
det(g) = —1 oldugundan g non-dejenere bir yari-Riemann metrigidir. Dolayisiyla (M, ¢,£,1,8)

bir hemen hemen parakontak metrik manifoldudur (Kiipeli Erken, 2015).
(4.1) esitligi ile tammmlanan metalik yap1
o 0 (p=20)(x+2y)
=10 o (p-20)2x+y)
0 O p—o
seklindedir. Bu tensor alan1 metalik yap1 esitligini saglar.
Diger taraftan, (4.4) esitliginden g metriginin matrisi
A 0 —A(x+2y)

0 -A A(2x+y)
—A(x+2y) A(2x+y) A(l - (2)c+y)2 + (x+2y)2) +B

o)
Il

seklinde olup det(g) = —A?(A + B) oldugundan A # 0 ve A + B # 0 kosullar1 altinda g de non-
dejenere bir yari-Riemann metrigidir. Boylece (¥, g), M iizerinde ¢-iligkili metalik yap1 ve bu

yapiyla uyumlu yari-Riemann metrigini verir.

Simdi, elde edilen bu metalik yapinin geometrik 6zelliklerini genel durumda inceleyelim.

Bu amacla ilk olarak metalik yapinin Nijenhuis tensoriinii hesaplayalim.
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(W, g) ¢-iliskili metalik yapisinin Nijenhuis tensori, (4.1) bagintis1 kullanilarak

Ny (X,Y) = W2[X,Y] + [PX, VY] -P[¥X,Y] - Y[ X, PY]
=po[X.Y]+p(p-20)n([X.Y])E+q[X. Y]+ [0 X+ (p—20)n(X)§,0Y + (p—20)n(Y)¢]
—Y[oX+(p-20)n(X)E, Y] -¥Y[X, oY +(p-20)n(Y)¢]
= po[X.Y]+q[X.Y]+p(p-20)n([X,Y])é+ 0 [X,Y]+0(p—20) [X,n(Y)£]

+0(p=20) [n(X)E Y]+ (p—20) [n(X)é.n(Y)E]

= 20P[X.Y] - (p—20)P[n(X)E.Y] - (p—20) W[ X, n(Y)E]

=202 [X. Y] +p(p—20)n([X.Y])é + 0 (p—20) [X.n(Y)E] + o (p —20) [n(X)E,Y]
+(p=20)*[N(X)En(Y)E] =207 [X,Y] =20 (p = 20)n[ X, Y1 =0 (p = 20) [n(X)£.Y]
— (p—20)"n([n(X)EY))E -0 (p—20)[X.n(Y)E] - (p —20)n([X.n(Y)E])é

bulunur. Buradan

Ny(X.Y) = (p—20)* {n([X.Y]DE - n([n(X)€.Y])é - n([X.n(Y)E])éE
+ [n(X)E,n(Y)E]} (4.6)

seklindedir. Elde edilen (4.6) bagintisi, ¥ metalik yapisinin Nijenhuis tensoriiniin her zaman &
karakteristik vektor alan1 dogrultusunda oldugunu gostermektedir. Gercekten, D = kern dagilimi

ve
XP=X-n(X)¢ Y2 =Y-n(¥)
olmak iizere, (4.6) bagintis1
Ne(X.Y) = (p=20)n([X?.Y?))¢
seklinde yazilabilir. X?,Y? € D oldugundan
n([X?,Y?]) = -2dn(X®.Y?)
esitligi saglanir. Dolayisiyla
Ny (X.Y) = =2(p -20)°dn(X?.Y?)é

elde edilir. Bu ifade, ¥ metalik yapisinin integrallenebilirliginin O = kern dagiliminin integral-
lenebilirligine bagl oldugunu ortaya koymaktadir.

Simdi, g ve g metriklerinin yari-Riemann baglantilari arasindaki iliskiyi belirleyelim.

VveV, sirastyla g ve g metriklerinin yari-Riemann baglantilari olsun. A ve B sabit
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oldugundan Koszul formiilii yardimiyla

28(VxY,2) = X[2(Y,2)] +Y[2(X,2)] - Z[3(X, V)] +&([X,Y],2) - 2([X, Z),¥) - g([Y, Z],X)

= X[Ag(Y.Z) + Bn(Y)n(Z2)] +Y[Ag(X,Z) + Bn(X)n(2)] - Z[Ag(X.Y) + Bn(X)n(Y)]

+Ag([X.Y],Z2) + Bn([X,Y])n(Z) - Ag([X,Z].Y)

— Bn([X,Z])n(Y) - Ag([Y.Z],X) - Bn([Y,Z])n(X)
=AX[g(Y,2)]+BX[n(Y)n(Z)] +AY[g(X,Z)] + BY [n(X)n(Z)]
—AZ[g(X.Y)]-BZ[n(X)n(Y)] +Ag([X.Y],Z) + Bn([X.Y])n(Z)

- Ag([X,Z].Y) - Bn([X,ZDn(Y) - Ag([Y,Z],X) — Bn([Y,Z])n(X)

= A{g(VxY,Z) +g(VxZ,Y) +g(VyX,Z) + g(VyZ,X) —g(VzX,Y) —g(VzY,X)
+g(VxY,Z)—g(VyX,Z) - g(VxZ,Y) +g(VzX,Y) - g(VyZ,X) + g(VzY,X)}
+ B{X[g(Y.O)]n(Z) + X[g(Z.8)In(Y) +Y [g(X.&)|n(Z)
+Y[8(Z,6)In(X)-Z[g(X,E)In(Y) - Z[g(Y.E)]n(X)}

+ B{n(VxY =VyX)n(Z) -n(VxZ - VzX)n(Y) -n(VyZ-Vz¥)n(X)}
=2Ag(VxY,Z)

+ B{g(VxY.5N(Z) +g(Vx&.Y)nN(Z) + g(VxZ,E)n(Y) + g (Vx&, Z)n(Y)

+8(Vy X, 6n(2) +g(Vy&, X)n(Z) + g(Vy Z,6)n(X) + g(Vy&, Z)n(X)

-8(VzX,EmY) —g(VzE, X)n(Y) —g(VzY,En(X) —g(VzE,YIn(X) +g(VxY,&n(Z)
- g(WwX,6n(Z) —g(VxZ,EnY) +g(VzX,EnY) —g(VyZ,Em(X) +g(VzY,En(X)}

bulunur. Buradan

28(VxY,Z) = 2Ag(VxY,Z) + 2Bg(VxY,£)n(Z) + B{n(Z){g(Vx£,Y) +g(Vré, X))}
+n(Y){g(Vx¢£.2) - g(VzE, X)} +n(X){g(Vy€.Z) - g(Vz£.Y)}} (4.7)

elde edilir. Bu genel baglant1 bagintisindan hareketle, (M, ¢,&,n,g) hemen hemen parakontak
metrik manifoldu iizerinde tanimlanan ¢-iligkili metalik yap1 W nin 6zellikleri; € nin paralel ol-
dugu, yapinin para-Kenmotsu oldugu ve yapinin para-Sasakian oldugu ii¢ 6zel durumda sirasiyla

incelenecektir. Bu amagla, (4.7) bagintist esas alinacaktir.

4.2. Karakteristik Vektor Alanimn Paralel Oldugu Durumda o-iliskili Metalik
Yapi

(4.7) esitliginde V& = 0 yazildiginda
2(VxY.Z) = Ag(VxY.Z) + Bg(VxY.&)n(Z)
ifadesi elde edilir.
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(4.4) tanimindan
Ag(VxY,Z) +Bn(VxY)n(Z) = Ag(VxY.Z) + Bn(VxY)n(Z)
olur. Burada Z = ¢ alinirsan (6 xY) =n(VxY) bulunur. Ardindan g nin non-dejenere 6zelliginden
g(AVxY +By(VxY)¢ — AVxY = Bn(VxY)é,2) = 0
olur. Dolayisiyla
VxY = VyY (4.8)

elde edilir.

(4.8) esitligine gore asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2.1. (M,¢,&,n,2) hemen hemen parakontak metrik manifold ve & paralel olsun. O
halde (W, g) ¢-iliskili metalik yapis1 yerel olarak metalik yapidir (yani V¥ =0 dur).

Ispat. & paralel oldugundan V7 = 0 dir. Dolayisiyla

(Vx¥)(Y) = VxPY —¥(VxY)
= Vx (oY +(p=20)n(Y)€) = (0 VxY + (p = 20)n(VxY)€)

= (p—20)(Vxn)(Y)&
=0

bulunur. m

4.3. Para-Kenmotsu Durumunda ¢-iliskili Metalik Yapi

Bu boliimde, (M, ¢,&,n,g) para-Kenmotsu manifold olmak iizere, ¢-iligkili metalik

yapisinin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik 6zellikleri incelenecektir.

Lemmad4.3.1. (M, ¢,&,n,g) bir para-Kenmotsu manifold ve (¥, g), ¢-iliskili metalik yap1 olsun.
Bu durumda g metriginin yari-Riemann baglantisi Vile g metriginin yari-Riemann baglantis1 V

arasinda
V¥ = Vx¥ + Log(eX. op)é (4.9)
bagintis1 vardir.

Ispat. Para-Kenmotsu yapilarda gecerli olan (2.9) bagimtist (4.7) esitliginde kullanilsin. Once-
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likle, (2.9) ve hemen hemen parakontak metrik yap1 bagintisindan

g(Vx&,Y) +g(Vyé, X) = —2g(X,Y) +2n(X)n(Y) = 2g(¢X, ¢Y)

elde edilir. Diger taraftan,

g(VXé‘:’ Z) _g(vzf’X) = 0’
g(VYé:aZ) _g(VZé:’Y) =0

olur. Bu esitlikler (4.7) bagintisinda kullanildiginda
§(VxY.Z) = Ag(VxY.Z) + By(VxY)i(Z) + Bg(¢X.¢Y)(Z)

elde edilir.

Diger taraftan, (4.4) esitliginde X = ¢ alinirsa g(&,Z) = (A + B)n(Z) olur. Buna gore,

(X eV FE2)
= Ag(VxY,Z) +Bn(VxY)n(Z) + Bg(pX, oY )n(Z)

B
2| VyY + X, oV)é,Z | = 2(VyY.,Z) +
g(x A+Bg(so N )6,) g2(VxY,Z)

bulunur. Buifade, yukarida elde edilen g ( VxY,Z) bagintisiyla karsilastirildiginda, her Z € y (M)

icin

= B
VY -VyY - —— X, 0Y)E,Z]1=0
g( X X A+Bg(90 @Y)é )

oldugu goriiliir. ¢ metrigi non-dejenere oldugundan (4.9) bagintis1 elde edilir. Son olarak, (4.5)

esitligi kullanilarak baglanti bagintisindaki katsay1 % biciminde ifade edilir. m
o

(4.9) bagintisinin 7 ile bileskesi alindiginda
1(VxY) =n(VxY)+ Log (X, oY) (4.10)
elde edilir. Ayrica, (4.9) esitliginde Y = & alinirsa
Vxé = Vxé (4.11)

bulunur.

Simdi 7 1-formunun Vv baglantisina gore kovaryant tiirevini belirleyelim. Tanim geregi

(Vxm)(Y) = X(n(Y)) —n(VxY).
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Diger taraftan,

X(n(Y)) = (Vxn)(Y) +n(VxY)

oldugundan
(Vxm)(¥) = (Vxn)(¥) +7(VxY) —n(VxY)

elde edilir. (2.10) ve (4.10) bagintilart kullanildiginda

(Vxn)(Y) = g(¢X,pY) - %g(wX, @Y) = (1 - Uﬁ) g(pX,¢Y)

bulunur. Son olarak, o+ o* = p bagintisindan

= o
(Vxn)(Y) = —;g(sDX, ¢Y) (4.12)
elde edilir.

Onerme 4.3.1. (M, p,&,1,g) bir para-Kenmotsu manifold ve W, ¢-iliskili metalik yap1 olsun.

Bu durumda ¥ nin V baglantisina gore kovaryant tiirevi

(VxP)Y = (p=20) {8 (0 X, ¢V )E +n(Y)Vxt (4.13)
seklindedir.
Ispat. (4.1) bagitisindan

(VxP)Y = Vx (PY) - ¥(VxY)
= (p=20) {X (1)) = n(Tx1) | £+ (p = 20)(¥) Vi

= (p=20) {(Vxm (g +7(1)Vxt}
elde edilir. (4.12) ve (4.11) bagintilarinin kullanilmasiyla (4.13) sonucuna ulagilir. m

Sonuc¢ 4.3.1. (M, ¢,&,n,g) bir para-Kenmotsu manifold ve W, ¢-iligkili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥ integrallenebilirdir.
Ispat. Para-Kenmotsu yapilarda (2.10) bagintisindan
(Vxm)(¥) = (Vyn)(X)

oldugu goriiliir. Dolayistyla dn(X,Y) = 0 dir. Buna gore D = kern dagilim integrallenebilirdir.

Daha once @-iligkili metalik yapinin Nijenhuis tensorii i¢in elde edilen karakterizasyona gore D
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dagiliminin integrallenebilir olmas1 Ny = 0 olmasim gerektirir. Boylece ¥ integrallenebilirdir.

Onerme 4.3.2. (M, p,&,1,g) bir para-Kenmotsu manifold olsun. R ve R sirasiyla g ve g met-

riklerinin Riemann egrilik tensorlerini gostersin. Bu durumda

R(X.Y)Z = RX.VZ+ L (g(pX.02)Y ~g(Y.42)X)

bagintis1 gecerlidir.

Ispat. Hesaplamalari sadelestirmek amaciyla
c=— PXY)=g(eX,¢Y)

gosterimlerini kullanalim. Bu durumda (4.9) bagintisi
VxY = VxY +cP(X,Y)&

seklinde yazilir.

Riemann egrilik tensoriiniin tanimindan
R(X,Y)Z =VxVyZ-VyVxZ-VixnZ
olur. Oncelikle,
VyZ=VyZ+cP(Y,2)&
oldugundan

VxVyZ =Vx (VyZ+cP(Y,Z)&)

=VxVyZ+cX(P(Y,Z))é+cP(Y,Z)Vxé

(4.14)

elde edilir. (4.9) bagintisinin VyZ vektor alanina uygulanmasi ve (4.11) esitliginin kullanilma-

styla

VxVyZ = VxVyZ +cP(X,VyZ)é +cX (P(Y,Z))é +cP(Y,Z)Vxé

bulunur. Benzer sekilde,

VyVxZ = VyVxZ +cP(Y,VxZ)é +cY (P(X,Z))€ +cP(X,Z)Vyé
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ve
§[X,Y]Z =VixnZ+cP([X,Y],Z2)¢

elde edilir. Bu esitlikler egrilik tensoriiniin tantminda kullanildiginda

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z+c{P(Y,Z)Vx¢(—-P(X,Z)Vyé}
+c {X(P(Y,Z)) -Y(P(X,Z))+P(X,VyZ) -P(Y,VxZ) - P([X,Y],Z)} &

bulunur.

P bir (0,2)-tensor oldugundan

X(P(Y.Z)) = (VxP)(Y,Z) + P(VxY,Z) + P(Y,VxZ),
Y(P(X.Z)) = (VyP)(X,Z) + P(VyX,Z) + P(X,VyZ)

esitlikleri gecerlidir. V baglantisinin torsiyonsuz oldugundan
R(X.Y)Z=R(X.Y)Z+c{P(Y,Z)Vxé-P(X.Z)Vy&} +c{(VxP)(Y.Z) - (VyP)(X.Z)} £

seklinde sadelesir.

Diger taraftan, hemen hemen parakontak metrik yap1 bagintisindan P(Y,Z) = —g(Y,Z) +
n(Y)n(Z) ve Vg = 0 oldugundan

(VxP)(Y,Z) = (Vxn)(Y)n(Z) +n(Y)(Vxn)(Z).
Para-Kenmotsu yapilarda gecerli olan (2.10) bagintis1 kullanilirsa
(VxP)(Y,Z) = P(X,Y)n(Z) +n(Y)P(X,Z)
elde edilir. P simetrik oldugundan

(VxP)(Y,Z) - (VyP)(X,Z) =n(Y)P(X.Z) -n(X)P(Y.Z).

Ayrica, (2.9) bagintisindan

P(Y,Z)Vx¢ = P(X,Z)Vyé = P(Y,Z){=X +1(X)&} = P(X, 2){-Y +n(Y)&}
=P(X,2)Y - P(Y,Z)X +{n(X)P(Y,Z) -n(Y)P(X,Z)} ¢
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bulunur. Boylece

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+c{P(X,2)Y - P(Y,Z)X}
+c{n(X)P(Y,Z)-n(Y)P(X,Z)}&
+e{n(Y)P(X,Z) —-n(X)P(Y,Z)}¢.

Son iki satirdaki & dogrultusundaki terimler birbirini gotiirdiigiinden
R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+c{P(X,Z)Y —P(Y,Z)X}

elde edilir. ¢ = % ve P(X,Z) = g(¢X,¢pZ) oldugu goz oniine alindiginda (4.14) bagintisina
o
ulagilir. m

(4.14) bagintisiin baz1 zel durumlari dogrudan elde edilebilir. Oncelikle Z = £ alinirsa,
R(X.Y)é =R(X.Y)¢ (4.15)

bulunur.

Diger taraftan, W¢ = 0*¢ oldugundan egrilik tensoriiniin iiclincii bilesenindeki lineerligi

kullanilarak
R(X,Y)¥Y¢ = R(X,Y)(0") = 0*R(X,Y)é = 0" R(X,Y)€

olur.

Ayrica (4.14) bagintisinda Z yerine WZ alinirsa
R(X,Y)YZ =R(X,Y)¥YZ + % {g(eX,o¥YZ)Y —g(¢Y,p¥Z)X}
elde edilir. (4.1) bagintisindan
R(X,Y)YZ=0R(X,Y)Z+ (p-20)n(Z)R(X,Y)¢

bulunur.

Diger taraftan, ¢& = 0 oldugundan
¢VZ =¢(0cZ+(p-20)(2)§) =0¢pZ
ve buradan

g(eX,o¥Z) =0g(¢X,0Z), g(¢Y,p¥YZ)=0g(¢Y,pZ)
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elde edilir. Bu esitlikler (4.14) bagintisinda kullanildiginda
~ o
R(X.Y)¥Z = oR(X.V)Z+(p =20 D)R(X.V)E+ 5 {g(¢X. 92)Y —g (oY 0Z) X}

elde edilir.

Onerme 4.3.3. (M, ¢,£,7,¢) bir para-Kenmotsu manifold olsun. Ric ve Ric sirasiyla g ve g

metriklerine karsilik gelen Ricci tensorlerini gostersin. Bu durumda

2np

Ric(Y,Z) =Ric(Y,Z) - =L g(¢Y, ¢Z) (4.16)

0—*
bagintist gecerlidir.
Ornek 4.3.1. M = {(x,y,z) € R} | z # 0} manifoldu iizerinde

S A
l—Zax, 2—Zay, 3—282—

vektor alanlarii ele alalim. g yari-Riemann metrigi
g(el’el):_l» g(e2’62):g(e3’e3):1’ g(ei’ej):() (l;é.])

seklinde tanimlansin. Ayrica

n(X)=g(X,es3), p(er) = ey, p(er) = ey, ¢(e3)=0

olsun. Bu durumda (¢,&,7,g), M lizerinde bir hemen hemen parakontak metrik yap1 tanimlar
(Mandal ve De, 2017).

Vektor alanlarinin Lie parantezleri

[e1,e2] =0, le1,e3] = —eu, [e2,e3] = —e2
seklindedir. Koszul formiilii yardimiyla g metriginin yari-Riemann baglantis1 V i¢in

Velel Velez Veleg, —e3 0 —e]
(Veiej) =|Ve,e1 Veen Vees[=[ 0 e3 —er
Ve3€1 Ve3€2 Ve3€3 0 0 0

elde edilir. Dolayisiyla (M, ¢, &,1, g) bir para-Kenmotsu manifoldudur.

Bu para-Kenmotsu yapi iizerinde (4.1) ile tanimlanan ¢-iliskili metalik yap1 ele alinsin.
n(er) =n(ez) =0 ven(es) =1 oldugundan

Ye,=cey, Wer=0ep, Yes=ce3+(p—-20)es=(p—-0)ez=0"e3
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bulunur. Buna gore ¥ nin {e1, e, e3} tabanina gére matrisi

oS O

[W]=

S 9§ o

o o 9
q

seklindedir.

Ote yandan, (4.4) bagintisindan
gler,er) =—A, glezer)=A, gl(ez,e3)=A+B

ve i # j i¢in g(e;, e;) = 0 elde edilir. Dolayisiyla g metriginin bu tabana gore matrisi

-A 0 0
[g]=| 0 A 0
0O 0O A+B

bicimindedir. (4.9) bagintis1 kullanilarak

p
Veej=Veej+ ;g(¢€[,§0€j)e3

yazilir. Burada g(ge,ge1) =1, g(per,per) =—1, g(per,per) =0 oldugundan

(o

—e3 0 —eq
_ o
(Ve,-ej) = 0 —%63 —e
o
0 0 0

seklindedir.

Ayrica, para-Kenmotsu yapilarda dn = 0 oldugundan daha once elde edilen integralle-

nebilirlik sonucuna gore
Ny =0

olup W integrallenebilirdir.

Son olarak, (4.14) bagintis1 kullanilarak g metrigine karsilik gelen Riemann egrilik

tensoriiniin sifirdan farkli bilesenleri

R(er,ex)er R(ei,ex)es R(ey,ex)es o2 0_—0*_61 0

R(ez,e3)er R(eaz,e3)ea R(ez,ez)es|=| O -——e3 —e

R(es,er)er R(es,er)er Rlessenes) \—Los 0 el
O—*
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seklinde elde edilir. Boylece bu ornek, para-Kenmotsu yapidan elde edilen ¢-iligkili metalik

yapinin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik 6zelliklerini somut olarak gostermektedir.

4.4. Para-Sasakian Durumunda o-liskili Metalik Yap:

Bu boliimde, (M, ¢,&,n,g) para-Sasakian manifold olmak iizere, ¢-iligkili metalik yap1
¥ ve uyumlu g yari-Riemann metriginin baglanti, integrallenebilirlik ve egrilik ozellikleri

incelenecektir.

Lemmad4.4.1. (M, ¢,£,n,g) bir para-Sasakian manifold, ¥, ¢-iligkili metalik yap1 ve g, uyumlu
yari-Riemann metrigi olsun. Bu durumda g metriginin yari-Riemann baglantisi Vile g metriginin

yari-Riemann baglantis1 V arasinda

= B

Vx¥ = V¥ = — {n(X)eY +n(Y)pX} (4.17)
bagintist vardir.
Ispat. (2.50) esitliginden g(Vx&,Y) +g(Vyé, X) = —g(0X,Y) —g (@Y, X) = 0 elde edilir. Ayrica,

g8(Vxé,2)—g(VzE,X) = -28(0X, Z),
g(Vyé,Z)—g(VzE,Y) = -2g(¢Y,Z)

oldugundan (4.7) ile
2(VxY,Z) = Ag(VxY,Z) + Bn(VxY)n(Z) - B{n(Y)g(¢X, Z) +1(X)g(¢¥, Z)}
elde edilir. Bu esitlikte Z = ¢ alinirsa
2(VxY,€) = (A+B)n(VxY)
bulunur. Diger taraftan, (4.4) bagintisindan
g(VxY.&) = (A+B)n(VxY)
oldugundan
n(VxY) =n(Vx¥) (4.18)
sonucuna ulagilir. Buna gore, (4.4) bagintis1 kullanilarak

Ag(VxY,Z) = Ag(VxY,Z) - B{n(Y)g(¢X,Z) +1(X)g(¢Y,Z)}
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elde edilir. Boylece

2 (A%XY _AVyY + Bp(Y)X + Bn(X)eY, z) -0
olur. g metrigi non-dejenere oldugundan

AVxY = AVxY = B{n(X)¢Y +1(Y)¢X}

elde edilir. A # 0 oldugundan (4.17) bagintisina ulagilir. m

(4.17) bagintisinda Y = & alinirsa
—~ B
Vx&=Vxé- ZSOX

elde edilir. (2.50) ile

A+B
A

Vyé = V& (4.19)

elde edilir.

Diger taraftan, n 1-formunun Y baglantisina gore kovaryant tiirevi

(Vxm)(¥) = X(n(Y)) =n(VxY)

seklindedir. V baglantisina gore

X(n(Y)) = (Vxn)(Y) +n(VxY)

oldugundan ve (4.18) ile

(Vxm)(¥) = (Vxm)(Y)

bulunur. Para-Sasakian yapilarda (2.51) bagintisindan

(Vxn)(Y) = g(X, ¢Y) (4.20)

sonucuna ulagilir.

Onerme 4.4.1. (M, ¢,£,1,8) bir para-Sasakian manifold ve ¥, ¢-iliskili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥ nin V baglantisina gore kovaryant tiirevi

+B

(Vx®)Y = (p-20) {g(X’ QY)¢ + A U(Y)fo} (4.21)

seklindedir.
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ispat. (4.1) bagintisindan

(VxP)Y = Vx(PY) - ¥(VyY)
= Vx (0 +(p=200m(N)€} = {oVxY + (p =20 (Vi )é}

= (p=20) {X (1) =n(Tx)| €+ (=20 (¥) Ve
yazilir. Tanim geregi X (n(Y)) — n(%XY) = (§X77)(Y) oldugundan
(Tx®)Y = (p=20) { (T (N +n(1) T}

elde edilir. (4.19) ve (4.20) bagintilar1 kullanildiginda

+B

(Vx®)Y = (p-20) {g(X, eY)E+ 4 n(Y)fo}

bulunur. Boylece (4.21) bagintisi elde edilir. m

Sonuc 4.4.1. (M, ¢,&,n,g) bir para-Sasakian manifold ve W, ¢-iligkili metalik yap1 olsun. Bu

durumda ¥ integrallenebilir degildir.
Ispat. Daha 6nce O = kern dagilimu igin elde edilen karakterizasyona gore
Ny(X.Y) = =2(p—20)dn(XP.Y?)¢
esitligi gecerlidir. Para-Sasakian yapilarda (2.51) ile
dn(XP.Y?) = g(XP.¢¥?) = g(X. ¢Y)
elde edilir. Dolayisiyla
Ny(X.Y) ==2(p -20)*8(X.p¥)é =2(p —20)°g (Y. ¢X)¢ (4.22)

bulunur.

Para-Sasakian yapinin temel 2-formu 6zdes olarak sifir olmadigindan Ny de 6zdes olarak
sifir degildir. Buna gore ¥ metalik yapisi integrallenebilir degildir. m

Egrilik tensorleri arasindaki iligkiyi belirlemek amaciyla, V ve \Y baglantilar1 arasindaki

fark tensOriinii

A(X,Y) =VxY —VyxY (4.23)
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B
seklinde tanimlayalim. (4.17) bagintis1 ve e P esitligi kullanildiginda
o

AX.Y) = Z {n(X)e¥ +7(Y)¢X) (4.24)

elde edilir.

Egrilik tensorlerinin karsilastirilmasinda kullanilacak yardimcr bagintilart asagidaki

lemma ile verelim.

Lemma 4.4.2. Para-Sasakian durumda baglanti fark tensorii A icin

(VxA)¥.2) = Z{g(X.o¥)pZ + g(X.0Z) Y

—n(Y)g(X,2)¢ =n(2)g(X,Y)&+2n(Y)n(Z) X} (4.25)

p2

AX, A, Z) =AY, AKX, 2) = Z1(Z)RXV)E (4.26)

bagintilar1 saglanir.
Ispat. (4.24) bagmtisinin V baglantisina gore kovaryant tiirevi alinirsa
p
(VxA) Y. Z) = —{(Vxm) (N)eZ+n(Y)(Vx)Z +(Vxn)(2)¢Y +1(2)(Vx @)Y }

elde edilir. Para-Sasakian yapilarda (2.49) ve (2.51) esitliklerinden

(VxA)Y.2) = Z{g(X.@¥)pZ +g(X.02) ¥ ~n(Y)g(X.2)¢ ~n(Z)g(X.V)é
+2n(Y)n(2) X}

bulunur. Boylece (4.25) elde edilir.

Diger taraftan, (4.24), (2.1) bagintis1 kullanilarak

2
AX,AY,Z)) = %n(X) (N> Z +1(2)e%Y ),

ve benzer sekilde
P’ 2 2
AV AX,2)) = —n(V) {n(X)p*Z +n(2)¢"X}
elde edilir. Bu iki esitligin farki alindiginda

2
AX,AY,2)) - AY, AX,Z)) = %n(z) {n(X)Y -n(¥Y)X}
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bulunur. Para-Sasakian yapilarda (2.15) ile

p2

AX,AY,Z2))-AY,A(X,Z)) = ;n(Z)R(X,Y)f

elde edilir. Boylece (4.26) bagintis1 da ispatlanmig olur. m

Onerme 4.4.2. (M, ¢,&,n,g) bir para-Sasakian manifold olsun. R ve R sirastyla g ve g metrik-

lerinin Riemann egrilik tensorlerini gostersin. Bu durumda

R(X.Y)Z=R(X.Y)Z- gn(R(X,Y)Z)f + {(‘Ti—;“z} n(Z)R(X,Y)é

p
— - 128(pX. Y)pZ —g(X.0Z)pY +g(Y,9Z)pX} (4.27)
bagintis1 gegerlidir.
Ispat. iki torsiyonsuz baglantinin egrilik tensorleri arasindaki baginti

R(X,Y)Z=R(X,Y)Z+ (VxA)Y,Z) - (VyA)(X,Z)
+AX, AY,2))-AY, AX,Z))

seklindedir. (4.25) bagintisindan

(VxA)(Y,Z) - (VyA)X,Z) = —g n(Vg(X,Z2)-n(X)g(Y,Z)} & - %pn(Z)R(X,Y)f
—g {28(eX.Y)pZ - g(X,9Z)pY +g(Y,9pZ)pX}
elde edilir.

Ote yandan, (4.26) bagintisina gore

p2

AX,AY,Z2))-AY,A(X,Z)) = ;n(Z)R(X,Y)f
oldugundan

~ p 2p  p*
RX.V)Z=RX.Y)Z-—{n(¥)g(X.2) -n(X)g(Y.Z)}¢ + (—; + ;)U(Z)R(X,Y)f

P
—;{2g(s0X,Y)¢Z—g(X,<pZ)¢Y+g(Y,<pZ)¢X}

bulunur.

Para-Sasakian yapilarda

n(R(X,Y)Z) =n(Y)g(X,Z)-n(X)g(Y,Z) (4.28)
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bagintist gegerlidir. Ayrica p = o+ 0" oldugundan

2p p* p(p-20) (0¥)*-0?
—_t — = = .
o o2 o2 o2

Bu esitliklerin kullanilmasiyla (4.27) bagintis1 elde edilir. m

(4.27) bagintisinda Z = ¢ alinirsa

*

2
R(X,Y)¢ = (%) R(X,Y)¢ (4.29)

elde edilir.

(4.1) bagitisindan ve Riemann egrilik tensoriiniin ti¢lincli degiskenine gore C*(M)-

lineerligi kullanilarak
R(X,Y)YZ = ocR(X,Y)Z+(p-20)n(Z)R(X,Y)&
elde edilir. (4.27) ve (4.29) bagintilar1 kullanildiginda
R(X,Y)YZ=0R(X,Y)Z-pn(R(X,Y)Z)&

{ (0_*)2 _ 0_2 .\ (0_*)2

+ (p—20)—
o

}U(Z)R(X, Y)&
—P{28(eX.Y)9Z - (X, pZ)pY +8(Y,0Z)pX} .
p=0+0"ve p—20 =0 -0 bagintilar1 yardimiyla

(O_*)Z _ 0_2 N (p ~ 20_) ((;_-*2)2 _ (O_*)S' _ 0_3

o2

olur. Dolayisiyla

(O_*)3_ 3

R(X,Y)YZ=0R(X,Y)Z-pn(R(X,Y)Z)¢ + = T H(Z)R(X,Y)é

- p{28(eX.Y)0Z - g(X,0Z)pY +8(Y,0Z)pX}.

Ricci tensorleri arasindaki iligkiyi belirlemek icin (4.27) bagintisinin X degiskenine gore

izini alalim. dim M = 2n + 1 olmak lizere
tr{X — n(R(X,Y)2)&} = g(¢Y, 0Z),

tr{X +— n(Z2)R(X.Y)&} = —2nn(Y)n(Z)
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olur.

Diger taraftan,
tr{X +— 2g(X,Y)0pZ —g(X,0pZ)pY +g(Y,0Z)pX} = =3g(¢Y,pZ),

clinkii tr ¢ = 0 dir. Buna gore (4.27) bagintisinin izi alindiginda

Ri(r,2) = Rie(¥, 2) + Ly (oY, 02) - 2n {#} n(Y)n(2)

¥\2 _ 2
elde edilit. 2.2)ve TV "T _P (3 _2
g

3 ) bagintilar1 kullanildiginda
o o

Ric(Y,Z) = Ric(Y, Z) - %”g(y, 7)+ %p (2n +1- %) n(Y)n(2)

sonucuna ulagilir.

Ozellikle Z = ¢ alinirsa

*

2
Ric(Y,¢) = (%) Ric(Y,&)

elde edilir. Para-Sasakian yapilarda Ric(Y,¢) = —2nn(Y) oldugundan

*

2
Ric(Y, &) = —2n(%) n(y)

bulunur.

Ornek 4.4.1. Ivanov, Vassilev ve Zamkovoy tarafindan verilen hiperbolik Heisenberg grubu
orneginden (Ivanov vd., 2010) hareketle, M = R3 {izerinde (x,y,z) standart koordinatlarini
g0z Oniine alalim. Kaynaktaki yapi, burada kullanilan r7(¢) = g(&,¢) = 1 konvansiyonuna uygun

olarak yeniden diizenlenmistir.

M iizerinde
1™ ox yaz’ z_ay 07’ 3T ~ 0z

vektor alanlarini tammmlayalim. Bu vektor alanlarinin Lie parantezleri

[e1,ea] = -2¢, [e1,6] = [e2,6] =0 (4.30)
seklindedir. Ayrica

n=dz—ydx+xdy (4.31)
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1-formunu ve
pey = ey, per = ey, p&E=0 (4.32)

(1, 1)-tipindeki tensor alanini tanimlayalim. Bu durumda n(e1) =n(ez) = 0 olup (2.1) bagintilart

saglanir.

g yari-Riemann metrigini
g=dx®dx—-dy®dy+n®n (4.33)
seklinde tanimlayalim. Buna gore

g(€1,€1):1, g(eZ’eZ):_l’ g(é:,f):l, g(el"ej):o’ i #]

olup (2.2) esitligi saglanir. Dolayisiyla (¢,&,n,g) bir hemen hemen parakontak metrik yapi

olusturur.

Simdi bu yapinin para-Sasakian oldugunu gosterelim. Koszul formiilii ve (4.30) baginti-

lar1 kullanildiginda g metriginin yari-Riemann baglantisi i¢in

0 & -e
(Veiej): & 0 —er].
—€2 —€] 0

elde edilir. Ozellikle

Ve & =—pey, Ve, & =—per, Vel = —p€

oldugundan (2.50) bagintis1 saglanir.

Diger taraftan, taban vektorleri iizerinde dogrudan yapilan hesaplamalarla (2.49) esitligi

elde edilir. Dolayisiyla (M, ¢,&,n, g) bir para-Sasakian manifolddur.

p-iligkili metalik yap1 (4.1) ile
Ye, =0ey, Ye, =0en, Yé=0"¢

seklindedir.

Ayrica ¥ ile uyumlu g yari-Riemann metrigi (4.3) ile

gler,e1) = A, gler,en)=-A, g(&&)=A+B, gle,ej)=0, i #]
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olur. Para-Sasakian durumda elde edilen (4.17) bagintis1 kullanildiginda 6rnegin

0 =& per
(Vees)=| € 0 pey
per per 0

*

elde edilir. Burada p = 7 dir. Son olarak, ey, e; € kern ve [e],ez] = —2& oldugundan, daha

o
once elde edilen Nijenhuis tensorii bagintisindan

Ny (er,e2) = (p=20)*n([er,e2])é = =2(p—20)%E #0

bulunur. Boylece bu ornekte de ¥ metalik yapisinin integrallenebilir olmadig1 acik¢a goriilmek-

tedir.

Ayrica para-Sasakian egrilik bagintisindan (4.27) ile

R(ei,e)er R(er,ex)es R(er,en)é\ (3pex 3per 0

kz(el,f)el R(e,&)ex  R(e1,6)¢ [=|-pe 0 —p?e
R(e2,€)e1  R(ez,é)er  R(en,é)¢ 0 pé& —ple
seklindedir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, hemen hemen parakontak metrik manifoldlar iizerinde tanimlanan ¢-

iligkili ¥ metalik yapis1 ayrintili olarak incelenmistir.

Oncelikle, ¥ tensor alaninin
P2 = pW¥gl

esitligini sagladig1 gosterilerek, s6z konusu yapinin metalik yap1 oldugu ortaya konulmustur.
Bu yapi, klasik metalik yapilardan farkli olarak dogrudan parakontak yapi (¢,&,n) lizerinden

tiiretilmis olup, ozellikle ¢ dogrultusunda belirgin bir deformasyon icermektedir.

Daha sonra, ¥ ile uyumlu olarak tanimlanan g metrigi incelenmis ve bu metrigin g metri-
ginin bir deformasyonu oldugu gosterilmistir. Bu deformasyonun 6zellikle i bileseni iizerinden

gerceklestii ve geometrik yapiya yonsel bir katki sagladigr goriilmiistiir.

Elde edilen sonuclar, ¢-iligkili metalik yapinin geometrik 6zelliklerinin baglangi¢ sinifina
bagl olarak 6nemli Olgiide degistigini gostermektedir. Bu genel bulgular ii¢ 6zel durumda su

sekilde 6zetlenebilir:

* ¢ paralel oldugunda, V =V elde edilmekte ve yapi yerel olarak metalik olmaktadir.

e Para-Kenmotsu durumda, ¥ yapisinin Nijenhuis tensoriiniin sifir oldugu gosterilerek

yapinin integrallenebilir oldugu bulunmustur.

* Buna karsilik para-Sasakian durumda Ny # 0 elde edilmekte ve yapinin integrallenebilir
olmadig1 goriilmektedir.

Ayrica Para-Kenmotsu ve para-Sasakian durumlarda yari-Riemann baglantis1 ve egrilik
tensorii acik bicimde hesaplanmig ve R ile R arasindaki iligki ortaya konulmustur. Bu sonuglar,
metalik yapinin yalmizca cebirsel degil, ayn1 zamanda egrilik diizeyinde de geometrik yapiy1

degistirdigini gostermektedir.

Bu calismanin dogal bir devami olarak asagidaki arastirma yonleri Onerilebilir:

p-iligkili metalik yapilarin Ricci ve skaler egrilik tizerindeki etkilerinin incelenmesi,

* g metrigi altinda Einstein veya n-Einstein kosullarinin aragtirilmast,

Bu yapilarin yari-simetrik veya yerel simetrik manifoldlar tizerindeki davraniglarinin in-

celenmesi,

Metalik yapilarin diger geometrik yapilar (6rnegin Norden metrik, B-metrik yapilar) ile

iligkilerinin arastirilmasi.
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