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BEYAN

"Leonardo Say1 Bilesenli Hiper-Dual ve Bikompleks sayilarin Baz1 Ozellikleri" adli yiik-
sek lisansta yeterlik tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina
uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak
atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir
kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir iiniversitede bagka bir tez calismasi
olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hu-

kuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;

projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarasi ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi duru-

munda ise ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | DESTEK ALINMAMISTIR | X
Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1-BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2-TUBITAK
Diger;
ETIK KURUL onay1 var
ise;
ETIK KURUL karar tarih/ | = ceeeeenenenenee /
SaAyl: | eeesssesssssses
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OZET

LEONARDO SAYI BILESENLI HYPER-DUAL VE BIKOMPLEKS SAYILARIN BAZI
OZELLIKLERI

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. i1k boliimde tezin giris kismina ayrilmistir. Ikinci boliimde,
hiper dual Leonardo sayilar1 ve bikompleks Leonardo sayilarint daha iyi anlayabilmemiz adina
gerekli temel tamim ve kavramlara ayrilmistir. Ugiincii boliimde, tezin orijinal kisimlarindan
biri olan hiper dual Leonardo sayilari tamimlanarak hiper dual Leonardo sayilari i¢in yine-
leme bagintisi, Binet benzeri formiil, toplam formiilleri, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi,
D’ocagne’s 6zdesligi elde edilmistir. Dordiincii boliimde, tezin bir diger orijinal kismi1 olan bi-
kompleks Leonardo sayilari tanimlanarak Binet benzeri formiil, toplam formiilleri, Catalan 6z-
desligi, Cassini 0zdegligi, D’ocagne’s 6zdesligi ve baz1 6nemli esitlikleri bikompleks Leonardo

sayilari icin elde edilmigtir. Son kisim ise sonug, tartisma ve Onerilere ayrilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Lucas sayilari, Leonardo sayilari, Hiper dual Leonardo

sayilari, Bikompleks Leonardo sayilari.
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ABSTRACT

SOME PROPERTIES OF HYPER-DUAL AND BICOMPLEX NUMBERS WITH
LEONARDO NUMBER COMPONENTS

This thesis consists of five chapters. The first chapter is mentioned to introduction of thesis. In
the second part, we mentioned the basic definitions and concepts necessary to better unders-
tand the hyper dual Leonardo numbers structure and bicomplex Leonardo numbers. In the third
chapter, hyper dual Leonardo numbers, which is one of the original parts of the thesis, are de-
fined and for hyper dual Leonardo numbers, the recurrence relation, Binet’s like formula, sum
formulas, Catalan’s identity, Cassini’s identity, D’ocagne’s identity are obtained. In the fourth
chapter, bicomplex Leonardo numbers, which is another original part of the thesis, is defined
and the Binet’s like formula, sum formulas, Catalan’s identity, Cassini’s identity, D’ocagne’s
identity and some important identity are obtained for bicomplex Leonardo numbers. The last

part is mentioned for results, discussions and suggestions.

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Leonardo numbers, Hyper-Dual Leonardo

numbers, Leonardo numbers.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

n. Bikompleks Leonardo sayis1
Kompleks sayilar kiimesi
Bikompleks sayilar kiimesi

n. Fibonacci sayisi
Hiper-Dual sayilar kiimesi

n. Hiper-Dual Leonardo sayisi
n. Lucas sayis1

n. Leonardo sayist

Reel sayilar kiimesi

Dogal sayilar kiimesi

n. Hiper-Dual Fibonacci sayisi

n. Hiper-Dual Lucas sayis1



1. GIRIS

Literatiirde bir cok biiyiileyici asal say1 dizisi vardir. Bunlarin en 6nde gelenleri ise Fi-
bonacci ve Lucas dizileridir. Asirlar dnce Fibonacci bir tavsan popiilasyonun biiyiimesini i¢ceren
bir problem ortaya koyup ¢ozdiigii yontem, suan Fibonacci olarak bildigimiz dizinin kendisidir.
Her terimi kendisinden onceki iki terimin toplamiyla elde edilen Fibonacci dizisi, literatiirde
en cok dikkat ceken diziler arasindadir. Fibonacci dizisinin bir diger 6zelligi ise her terimi bir

onceki terimle oranlanip yazildiginda olusan serinin altin orana yaklastiginin goriilmesidir.

Lucas dizisi Fibonacci dizisine ¢cok benzerdir. Hatta baz1 kaynaklarda Fibonacci dizisi-
nin kardesi olarak adlandirilir. Lucas dizisinde de yine bir terim bulunurken kendinden onceki
iki terimin toplanmasiyla elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken en 6nemli nokta ise Fibo-
nacci ve Lucas dizilerinin baslangic degerlerinin farkli olmasidir. Lucas ve Fibonacci dizileri
n > 0 i¢in tanimhdir. n.dereceden Fibonacci dizisi F,, n.dereceden Lucas dizisi L, seklinde gos-
terilir. Literatiirde Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile ilgili bir cok calisma bulunabilir. Ornegin
: (Hoggatt, 1969) (Horadam, 1965) (Koshy, 2019).

Leonardo dizisi de Fibonnaci ve Lucas dizisi gibi matematik i¢in énemli dizilerden bir
tanesidir. Bu c¢alismada Leonardo dizisini Fibonacci dizisiyle ayni 6zelliklere sahip oldugunu
kabul edecegiz ve n.dereceden Leonardo sayilarini L, ile gosterece8iz. Leonardo sayilarinin
baz1 6zellikleri Catarino ve Borges tarafindan verilmistir (Catarino ve Borges, 2020: 5). Cata-
rino ve Borges Leonardo sayilarinin yineleme bagtis1 ve matris temsilini verirken bunlarin
yaninda Cassini 6zdesligi, Catalan 6zdesligi ve D’ocagne’s 6zdesligi gibi onemli teoremlerin
ispatinida vermistir (Catarino ve Borges, 2020: 2). Ayrica Shannon Hannon Asveld’in uzantisi
ve Horadam’in genellestirilmis dizisi olarak kabul edilen genellestirilmis Leonardo sayilarini
tanimlamigtir (Shannon, 2019: 99). Yasemin Alp ve E. Gok¢en Kocger Fibonnaci, Lucas ve Le-
onardo sayilari arasindaki iligkiyi incelemis ve Leonardo sayilarinin Binet benzeri formiiliinii

kullanarak bazi 6nemli esitlikleri elde etmistir (Alp ve Kocer, 2021).

Dual sayilar cebiri 1873’de W. Clifford tarafindan tanimlanmistir (Clifford, 1873). Bun-
larin biri de dual sayilarin bir genislemesi olan hiper dual sayilardir. Dual sayilarinn bir ge-
nislemesi olan hiper dual sayilar, kompleks adiml tiirev yaklasiminda ikinci tiirev problemini
cozmek i¢in Fike tarafindan tanimlanmustir (Fike, 2009). Fike ve Alonso ikinci tiirev hesapla-
malar1 i¢in hiper dual sayilar1 kullanmistir (Fike ve Alonso, 2011: 4). Hiper dual sayilar tiirev
hesaplamada ve karmasik yazilimlarda en az hata ile sonu¢ verdiginden olduk¢a kullanighdir
(Cohen ve Shoham, 2017) (Fike ve Alonso, 2011). Hiper dual sayilar HD ile gosterilir.

Bu tezde hiper dual sayilar1 tanimlayip ayrica hiper dual Leonardo sayilari icin iireteg
fonksiyonu, Binet benzeri formiilii, yineleme bagintisi, toplam formiilii, Catalan 6zdesligi, Cas-

sini 0zdesligi ve diger baz1 6zellikleri incelecegiz.



Bu tezin diger bir orijinal kismi bikompleks Leonardo sayilardir. Mevcut literatiirde
kompleks sayilarin bir ¢ok genislemesi vardir ve bunlardan biri de dort boyutlu uzayda bazi
fizik problemlerini formiile etmek i¢cin 1892’ de C. Segre tarafindan tanimlanan bikompleks
sayilardir (Segre, 1892). Bu tezde "bikompleks Leonardo sayilar1" baglig1 altinda bikompleks
Leonardo sayilarinin tanimi basta olmak iizere iirete¢ fonksiyonu, Binet’s formiilii, yineleme
bagintisi, toplam formiilii, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi ve diger baz1 6zellikleri bikomp-
leks Leonardo sayilari icin elde edilmistir. Kompleks sayilarin bir diger genislemesi ise S.W.
Hamilton tarafindan tanimlanan kuaterniyonlardir (Hamilton, 1853: 46). Bikompleks sayilarin
kuaterniyonlara benzedigi fark edilerek bikompleks sayilarin reel ve kompleks matris temsilleri
kuaterniyonlara benzer sekilde elde edilmistir. Bikompleks sayilar ve kuaterniyonlar arasinda
bazi farkliliklar vardir ve en 6nemlisi de kuaterniyonlar degismeli degil iken bikompleks sayilar
degismelidir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
2.1. Fibonacci Dizisi

Tanim 2.1.1. Fibonacci dizisi n > 0 i¢in

Fn+2 :Fn+1 + Fy,
esitligi ile tanimhidir. Burada Fy = 0, F; = 1 ve F, n. dereceden Fibonacci sayisidir (Koshy,

2001: 4).

Teorem 2.1.1. (Fibonacci Dizisi Icin Binet benzeri formiilii)

Fibonnaci dizisi i¢in Binet benzeri formiilii n > 0 olmak iizere,

-y
o—y’

Fy

dir. Burada ¢ ve ¥ x> —x — 1 = 0 denkleminin karakteristik kokleridir ve F, n. dereceden
Fibonacci sayisidir (Koshy, 2001: 8).

2.2. Lucas Dizisi
Tanim 2.2.1. Lucas dizisi n > 0 icin
Ln—|—2 = Ln—|—1 + Ly,

esitligi ile tanimhidir. Burada Lo = 2, L; = 1 ve L, n. dereceden Lucas sayisidir (Koshy, 2001:
4).

Teorem 2.2.1. (Lucas Dizisi i(;in Binet benzeri formiilii)

Lucas dizisi i¢in Binet benzeri formiilii n > 0 olmak iizere,
Ly, =¢"+y", (2.1)

dir. Burada ¢ ve W x> —x — I = 0 denkleminin karakteristlik kokleridir ve L, n. dereceden Lucas
sayisidir (Koshy, 2001: 8).



2.3. Leonardo Dizisi

Tamm 2.3.1. (Leonardo Dizisi)

Leonardo dizisi n > 2 olmak iizere,

Ly, =L, ,+L, ,+1, (2.2)

n

esitligi ile tammhdir. Burada baslangi¢ kosullart L,, = L., = 1 ve L., n. dereceden Leonardo

sayisidir (Catarino ve Borges, 2020: 77).

Teorem 2.3.1. (Leonardo Sayilari icin Yineleme Bagintisi)

Leonardo sayilari icin yineleme bagintis1 n > 2 olmak iizere,

L. =2L, —Le, (2.3)

Cn+1

dir. Burada L., n. dereceden Leonardo sayisidir (Catarino ve Borges, 2020: 77).
Teorem 2.3.2. (Leonardo Sayilari icin Binet benzeri formiilii)
Leonardo sayilar1 i¢in Binet benzeri formiilii,

n+1 _ n+1 _
L, - 2¢ 2y ¢+ v (2.4)

o—v

dir. ¢ ve y, x> —2x?> + 1 = 0 denkleminin karakteristlik kokleridir. Burada L., n. dereceden
Leonardo sayisidir (Catarino ve Borges, 2020: 78).

Teorem 2.3.3. Binet benzeri formiiliinden elde edilen Leonardo ve Fibonacci sayilart arasindaki

iliski agagidaki gibidir.
L, =2F, 11 — 1. (2.5)

Burada F, n. dereceden Fibonacci sayisi ve L, n. dereceden Leonardo sayisidir (Catarino ve
Borges, 2020: 77).

Fibonacci, Lucas ve Leonardo sayilari ile ilgili baz1 6zellikler agsagida verilmistir:

Fr+Lr:2Fr+l; (26)

FuyiFnyj— FFoyivj = (—1)"FF;j, 2.7

Ler+s+(_1)sl‘ :LS(Ler+1)_ 1_(_1)Y7 (28)

Cr—s



Le,,,—(=1)°Le, , =Lr1(Le, ,+1) =14+ (1), (2.9

F?—F Fy = (—1)""F?, (2.10)
Lyim— (=1)"Ly_ = 5F,Fy, (2.11)
m
Y (=) 'Fpy = (—1)"""Fy, (2.12)
r=1
n
ZLesz =Le,,,, — (n+ 2) (2.13)
j=0

(Alp ve Kocer, 2021: 183-184).

Burada F;, n. dereceden Fibonacci sayisi, L, n. dereceden Lucas sayis1 ve L., n. derece-
den Leonardo sayisidir.

2.4. Kompleks Sayilar

Tamm 2.4.1. C kompleks sayilar kiimesini temsil etmek iizere, kompleks sayilar x € C olmak

uzere,
X =x1 +x21,
seklinde tanimlanir. Burada x1,x; € R ve 2 =—1dir (Yaglom, :1968: 2).

2.5. Dual Sayilar

ID dual sayilar kiimesini temsil etmek {izere, Vxp ve x;€R olmak iizere dual sayilar

asagidaki gibi tamimlanir.

ID— X0 —I—X1812: X0,X1 € R, ‘



2.6. Bikompleks Sayilar

Tanmm 2.6.1. C, bikompleks sayilar kiimesini temsil etmek iizere, x € C,
X=X +x2i+Xx3]+x4i],

seklinde tanimlanir. Burada 1,i, j ve ij bikompleks sayilarin birimleridir ve x1,x2,x3 ve x4 € R
dir. Bikompleks sayilarin birimleri icin i> = j2 = —1,ij = ji ve (ij)? = 1 esitlikleri vardir (Luna
ve Shapiro, 2012: 64).

Tanim 2.6.2. (Bikompleks Sayilarin Birim Carpim Tablosu)

Bikompleks sayilarin birimlerinin carpimini gdsteren birim ¢arpim tablosu asagida verilmistir.
1 i j ij

100
T B
IR S
i o o1

Tamim 2.6.3. (Bikompleks Sayilarin Toplami)
=271 +220+23]+2z4ij ve w = w| +wai+ w3 j+ waij iki bikompleks say1 olmak {iizere, iki

bikompleks sayinin toplami
z+w=(z1+wi)+ (z2+w2)i+ (z3+w3) j+ (24 +wa) ij,

dir (Luna ve Shapiro, 2012: 64).

Tamim 2.6.4. (Bikompleks Sayilarda Skalar Ile Carpma)
c € R ve z=z1 +20i+23j + z4ij bikompleks say1 olmak iizere herhangi bir bikompleks sayinin
bir skaler ile carpimi

cz = cz1 +c2i+cz3j +czaij,

olarak tanimlanir (Luna ve Shapiro, 2012: 64).



Literatiirde Fibonacci ve Lucas sayilarinin bir ¢ok genislesmesi mevcuttur. Tezimizde
ihtiya¢c duydugumuz bu genislemelerden bazilar1 olan bikompleks Fibonacci ve bikompleks

Lucas sayilarinin tanimlar1 agsagida sirasiyla verilmistir.

Tamim 2.6.5. F, ve L, sirasiyla n.dereceden Fibonacci ve Lucas sayis1 olmak iizere,
BF, = Fy+ For1i+ Fyioj + Foy3ij,
n. bikompleks Fibonacci sayisi

Ve

BLy = Ly + Lyy1i+ Lyyoj+ Lot 3ij,

n. bikompleks Lucas sayis1 olarak tanimlanir. Burada i> = j2 = —1,ij = ji ve (ij)?> = 1 esitlik-

leri Fibonacci ve Lucas sayilari i¢in saglanir (Omur ve Koparal, 2020: 193).
2.7. Hiper Dual Sayilar

Tanim 2.7.1. Hiper dual sayilar asagidaki gibi tanimlanir:

Hp— | ot XIE + X8+ x3€18 1 X0, X1,%2,X3 €R,
T 2 g2 ’
E=6=0,6#0,6#0, €& =86¢€ #0

(Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tamm 2.7.2. (Hiper Dual Sayilarda Toplama)
x ve y iki hiper dual say1 olmak lizere x = xo + x1 €1 +x26 +x3E1& ve y =yo+ V1€ + 26 +
y3€1 & i¢in iki hiper dual sayinin toplami

x+y=(x0+y0)+ (x1 +y1)€1 + (22 +y2)& + (x3+y3)€1€2,

dir (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tamm 2.7.3. (Hiper Dual Sayilarda Esitlik)

x ve y iki hiper dual say1 olmak lizere x = xo + x1 €1 +x26 +x3€1& ve y =yo+ V1€ + 26 +
y3€1& icin x = y ancak ve ancak xo = yg, x| = y1, X2 = Y2, x3 = y3 saglanmalidir (Fike ve
Alonso, :2011: 7).

Tamim 2.7.4. (Hiper Dual Sayilarda Skalar Ile Carpma)
X = Xxo+x1€ +x26 + x3€1& bir hiper dual say1 olmak iizere, bir hiper dual sayinin skaler ile

carpma iglemi:

kx = kxo + kx1€1 +kxp& + kxz €18,



dir. Burada k£ € R dir (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tamim 2.7.5. (Hiper Dual Sayillarda Carpma)
X=x0+X1€ +x26 +x361& vey =yo+ V1€ + Y26 + y3€1 & iki hiper dual say1 olmak iizere,

iki hiper dual sayinin ¢arpimi

x+y = (xoy0) + (xoy1 +x1y0)€1 + (X0y2 +X2y0) €2 + (X0y3 + X3y0 + X1y2 + X2)1) €1 €2,

dir (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Literatiirde Fibonacci ve Lucas sayilarinin bir ¢ok genislesmesi mevcuttur. Tezimizde
ihtiya¢ duydugumuz bu genislemelerden bazilari olan hiper dual Fibonacci ve hiper dual Lucas

sayilarinin tanimlar1 asagida sirastyla verilmistir.

Tamm 2.7.6. {Uy,} ve {Vj } sirasiyla n. Fibonacci ve n. Lucas sayilar1 olmak iizere,

Uk, = Ukr + Uk(r+1)£1 -+ Uk(r+2) &+ Uk(,+3)81£27 (2.14)

n. hiper dual Fibonnaci sayis1 ve

Vi, = Vi, + Vk(r+1)81 + Vk(r+2) &+ Vk(r+3)81 &, (2.15)

n. hiper dual Lucas sayisidir. Burada ve 612 = 822 =0,& #0,6 #0, €16 = && # 0 dir (Omur
ve Koparal, 2020: 193).

3. HIPER DUAL LEONARDO SAYILARI

Bu béliimde hiper dual Leonardo sayilarini tanimlayip hiper dual Leonardo sayilariyla
Leonardo sayilarinin arasindaki iligkiyi inceleyecegiz. Sonrasinda ise iirete¢ fonksiyonu, Binet
benzeri formiilii, toplam formiillerini, Catalan 6zdesligini, Cassini 6zdegligini ve diger esitlik-

leri elde edecegiz.
3.1. Hiper Dual Leonardo Sayilari

n > 1 olmak iizere n.dereceden hiper dual Leonardo sayilar1 asagidaki gibi tanimlanir.

HDL,, :L€n+L€n+181 +Len+282 + L £186. 3.1)

€n+3

Bu tez boyunca n.dereceden hiper dual Leonardo sayilarim HDL,, ile gosterecegiz.

Yineleme bagmtisi (2.2)) ve hiper dual Leonardo sayilarinin tanimindan (3.1)) Leonardo

sayilari icin yineleme bagintis1 n > 2 olmak iizere



HDLen = (Lenfl +Len72 + 1) + (Len +Len71 + 1)81
+(Len+1 +Len + 1>82 + (Len+2 +Len+1 + 1)81 827
— HDL, ,+HDL, ,+A,

dir. Burada A = 1+ € + & + €& dir. A y1 tez boyunca bu sekilde kabul edecegiz. Ayrica
baglangi¢ kosullart HDL,, = 1+ € +3€&, + 5¢1& ve HDL,, = 1+ 3€ +5& +9¢ &, dir.

Hiper dual Leonardo sayilariin ilk bir kag terimi su sekildedir:
HDL,,=1+¢& + 3+ 56186

HDLe1 =143 +56+9¢1&

HDL,, =3+5€ +9& + 15¢1&
HDL,, =5+9¢ +15& +25¢1 &
HDL,, =9+ 15¢; +25¢ +41¢€1&
HDL.; = 15+25¢1 +41&, +67€1 &

Hiper dual Leonardo sayilarin bir diger yineleme iliskisi de

HDL,, , =2HDL, —HDL,, ,, (3.2)

€n+1

dir.

Hiper dual Leonardo sayilarin tanimini (3.1)) ve Leonardo sayilarinin yineleme baginti-
sint (2.3)) kullanarak n > 2 olmak iizere,

HDL — 2Len _Len72 + (2Len+1 _Len71)8]
+ (2Len+2 - Len ) 82 + (2L3n+3 - LenJrl )81 827
= L€n+1 + L€n+2 &+ L€n+3 &+ L€n+4 €18,

= 2HDL,, — HDL

€n+1

en—2s

dir. Burada baslangi¢ kosullart HDL,, = 1+ ¢& +3€& +5€1& ve HDL,, = 1+3¢, +5& +9¢1&
dir.



Teorem 3.1.1. Hiper dual Leonardo sayilari i¢in iirete¢ fonksiyonu

HDL,, +t(—1+¢& —& —£8&)+12(1 —g — & —3£8)
gHDL,, (1) = —— T yos

9
dir.

Ispat. {HDL,,}"_, icin kuvvet serisinin formal temsili

gHDL,,(t) = ) HDL,," (3.3)
n=0

dir.
gHDL,, (t)=HDL,,+HDL,t —|—HDL€2t2 +.. —|—HDLektk + ..
yukaridaki esitligin her iki tarafini (1 —2t+ t3) ile carparsak

HDL,, +HDL,,t
(1—2t+1)gHDL,,(t) = (1—2t+1°) ) o T HPRe .
+HDLo,t* + ...+ HDL, t* + ...
(1 —2t+1) gHDL,,(t) = HDL, + HDL,,t + HDLo,t* + ... +
—2HDL,t —2HDL,,t* —2HDL,,t> — ...
+HDL,yt> + HDL,,t* + HDL,t> + ...
= HDL,, +t(HDL,, —2HDL,,) +t> (HDL,, — 2HDL,,)
+¢>(HDL,, —2HDL,, + HDL,,) + ...

+t“"1 (HDL,,,, — 2HDL,, + HDL,, ,) +...

€f+1

esitligini elde ederiz.

Hiper dual Leonardo sayilarin yineleme bagtisi (3.2) ve baslangi¢ kosullarini kullana-

rak

gHDL, (t)(1 =2t +1%) = (1 +¢& +3& +5¢ &)

+t(—1+e —er—g18)+12(1—g —& —3e8),

elde edilir.

Boylece {HDL,, },_ igin iirete¢ fonksiyonu

> HDL,, +t(—1+¢& —& —€&)+12(1—g —& —3¢g €

Y HDL,1" = o tt(—1+e—& 12)J3r (1—¢&—& 12)’

= 1—-2t+41¢
dir. m
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Teorem 3.1.2. n > 0 olmak {izere hiper dual Leonardo ve hiper dual Fibonnaci sayilari arasinda
asagidaki esitlik vardir.

HDL,, =2U, | —A. (3.4)

Burada U, n.dereceden hiper dual Fibonacci sayisidir.

ispat. Hiper dual Leonardo sayilarin tanimi (3.1)) ve Leonardo ve Fibonacci sayilar arasindaki
iligki (2.5)) kullanilarak

HDL,, = Le, + Le, €1 + Le, ., € + Le, ;€1 €2,
=(2F+1— 1)+ (2F 12— 1)g
+(2F 13— )&+ (2F 4 — 1)g1 8,
=2(Fi1 +Fipp&1 +Fp3&+ F4€18) —A,
= 20,41 —A,

elde edilir. m

Teorem 3.1.3. Hiper dual Leonardo sayilar1 i¢in Binet benzeri formiilii,

Q¢n+1 _El’/n+1
¢—vy

HDL,, =2( ) —A, (3.5)

dir. Burada n > 0 olmak iizere ¢ ve ¥ x> —2x? 4+ 1 = 0 denkleminin karakteristlik kokleridir.
D =1+0e +9%e+ g6 ve ¥ = 1 + v + yle + yie g, dir.

ispat.
Hiper dual Leonardo sayilarinin tanimi (3.I) ve Leonardo sayilar i¢in Binet benzeri

formiilii (2.4) kullanilarak,

HDLen - Len + Len+1 81 + L 82 +L 81 82
(2¢n+1 _ 2wn+l — 0+ W) N (2¢n+2 _ 2Wn+2 — 0+ W) .
- 1

Cn+2 €n+3

o—vy o—y
2 n+3_2 n+3 + 2 n+4_2 n+4 +
+<¢> v ¢ w)82+<¢ v ¢ w)glgz
o—y o—y
¢n+1_wn+l + ¢n+2_wn+28
— — 1
HDL,, =2 ¢n+3qiwl;£/+3 ¢n‘ﬁ4_wwn+4 — (1 +E& + &+ €& 82) )

esitligi elde edilir.

DP=1+¢e + 0%+ 0316 ve ¥ = 1 + e + ye, + yie & esitliklerini son esitlikte

yerine koyarsak hiper dual Leonardo sayilari icin Binet benzeri formiiliinii elde ederiz. m
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Teorem 3.1.4. n > 0 bir tam say1 olmak iizere hiper dual Leonardo sayilari i¢in toplam formiil-

leri agsagidaki gibidir.

n
1) Y HDL, = I‘IDLerH_2 — (n+2)A — (281 +4& +88182),
r=0
n
2) HDL,, = HDL
0

r=

nA — (2e; +2¢& +4¢€18),

€yl

n

3) Y HDL
r=0

=HDL,,,  —(n+2)A—(2&e;+4¢€1&),

€2r+1

— (HDL,, ,+2+&+¢€1&), ngift

r=0 HDL,, ,—1+¢& —&—¢€&, ntek

n
4)Y (-1)"'HDL,, = {
Ispat. Leonardo dizisinin toplam ve ¢arpim formiillerini kullanarak ve ayrica hiper dual Le-
onardo sayilarin tanimini kullanarak (1), (2), (3) ve (4)’iin ispat1 asagida verilmistir.

(1) hiper dual Leonardo sayilarinin tanimindan (3.1) ve Leonardo sayilarinin yineleme
bagmtisindan (2.2)) kullanilarak

n n

Y HDL. =Y (HDL, +&HDL,, +&HDL, ,+¢&&HDL, ;)
r=0 r=0
n n n n
=Y HDL,,+& Y HDL,  +&) HDL,,  +e&) HDL,,,
r=0 r=0 r=0 r=0

=HDL,, ,,— (n42)[14+&, +&:+& &) (26 +4e2+8¢1£2)
=HDL,, ,— (n+2)A— (2¢ +4& +8¢1&)

elde edilir.

(2) hiper dual Leonardo sayilarimin tanimindan (3.1)ve (2.13) kullanilarak

n

n
Y HDL,, =Y (HDL., + & HDL,, , +&HDL,, ,+€&HDL,, ;)
r=0 r=0
n n n n
=Y HDL,, +& Y HDL,,  +&) HDL,, ,+€&)Y HDL,, .
r=0 r=0 r=0 r=0

= HDL32n+l —n + 81 (HDL62n+2 - (n + 2)) + 82 (HDL6211+3 —n-— 2)
T a& (HDL€2n+4 —2—(n+ 2))

= HDL —nA — (2e1+2¢& +4¢€1&)

€n+1

elde edilir.

(3) hiper dual Leonardo sayilarinin tanimindan (3.1) ve Leonardo sayilarinin yineleme
bagintisindan (2.2)
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n n
Y HDL,, . =Y (HDL.,, +€&HDL., ,+&HDL,, ,+€&HDL,, )
r=0 r=0
n n n n
_ YHDL.,, +& Y HDL,, ,+&Y HDL, ., +ei&) HDL,,
r=0 r=0 r=0 r=0
=HDL,,,, , - (n+2)+& (HDL€2n+3 —n- 2) +& (HDL€2n+4 —(n+2) - 2)
+ €18 (HDL,,,,;—n—06)
=HDL,,, , — (n+2)A— (2&; +4¢€18)
elde edilir.
(4) hiper dual Leonardo sayilariin tanimindan
n n n
Y (-1 ' HDL, = Y (—1) Lo e Y (-1 L,
r=0 r=0 r=0
- 1 < 1
+822 (_ l)r_ Ler+2 + €l 822 (_]‘)r_ Ler+37
r=0 r=0

dur.
(22), (2.5) ve (2.12) kullanilarak

n
Z (—l)r_l HDL, = {—2Un —14e—&8—¢€8&, n ¢ift2U, —2 —2¢& —2¢€1&, ntek
r=0

elde edilir. Burada U, n.dereceden hiper dual Fibonacci sayisidir. 1i den istenen sonuca ula-

SIrz. m

Teorem 3.1.5. (Catalan Ozdesligi)

n ve r pozitif tam sayilar ve n > r olmak iizere,

HDL; —HDL,, HDL,,,,
= (HDL,, ,+HDL,,, —2HDL,,)A
+4(=1)"""TN(2(ey + £18) +A)F?,

(3.6)

€n—r

dir. Burada F, n.dereceden Fibonacci sayisidir ve A = 1 4+ € + & + €, & dir.

Ispat. Tez boyunca, SK esitligin sol kismini ifade edecektir.

Kabul edelim ki H DLgn —HDL,, HDL,,, = SK olsun. SK i¢in Binet benzeri formiilii

Cn+r
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(3.5) kullanilarak

9¢n+l _gwnnLl) ) ( (@¢n+l —21//"“) )
SK=1(2 —A 2 —A 3.7
( ( oy o—v G7

B <2 <@¢nr+l _gwnrJrl) _A> (2 (@¢n+r+1 _gwnnLrJrl) _A) |
o-y o—y

esitligi elde edilir.

O, v, ®=14¢e + 0%+ 0316 ve ¥ = 1 + ye; + wle + yle &, ifadeleri dikkate

alimirsa
DY =1+4¢€1 436 +3¢18, (3.8)
dir. Son olarak SK i¢in (2.10) ve (3.8) kullanilarak

SK = (HDL,, , +HDL,, , —2HDL,,)A
+4(=1)""TN(2(ey + £18) +A)F>.

elde edilir. m

Yukaridaki teoremde r = 1 alinirsa hiper dual Leonardo sayilari i¢in Cassini 0z-
desligi agagidaki gibidir.
Sonuc 3.1.6. (Cassini Ozdesligi)

n > 1 olmak iizere hiper dual Leonardo sayilari i¢in Cassini 6zdesligi

HDL? —HDL,, \HDL,,,, = (HDL,, , — HDL,,»)A

+4(—1)"(2(e2 + €182) +A),

€n+1

dir.

Teorem 3.1.7. k, m, ve s pozitif tam sayilar olmak iizere Fibonacci sayilar1 ve hiper dual Le-

onardo sayilar1 arasinda asagidaki esitlik vardir.

HDL,, HDL. —HDL, HDL

Ck+m Ck+s Ck+m-+s
= (HDL.,, —HDL,,,, +HDL,  —HDL,, )A
+4(— 1) EF (2 (82 +€18) +A).
Burada F;, n.dereceden Fibonacci sayisidir.
Ispat.
Kabul edelim ki SK = HDL,,, ,HDL,,, —HDL, HDL,, .,  olsun. SK i¢in Binet ben-
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zeri formiilil (3.5]) kullanilarak

k+m+1 _ k+m+1 k+s+1 _ k+s+1
o (2@ 2pyktmil A> (2@ 2yttt A)

o—y o—y
2P k+1 _ oy k41 2P k+m+s+1 _ oy k+m+s+1
_(_¢ Py _A)(_¢ Py _A>7
o—y o—y
= (HDL - HDLek+m + HDLek+m+s - HDLek+s )A
4PY

+(¢ w ( k_HV’k_H( ¢mws_¢swrn+wm+s+¢m+s)>7

esitligi elde edilir. Sonrasinda ise Fibonacci sayilari i¢in Vajda esitligi (2.7) ve (3.8) den

SK = (HDL,, — HDL,,,, +HDL _HDL
+4(=1)*ELF, (2 (e +€18)+A),

Ck+m-+s Ck+s >A

dir. m

Teorem 3.1.8. n ve m pozitif tam sayilar ve n > m olmak iizere Lucas, Leonardo, hiper dual

Lucas ve hiper dual Leonardo sayilarini arasinda asagidaki esitlikler vardir.

HDL
HDL

enim T (-1)"HDL,, , =L, ,HDL, + (L, —(—1)" —1)A. 3.9
Cntm (_l)mHDLenfm = (Lem—] + 1)‘7"+1 + (<_1)m - 1)A (310)

Burada L, n. dereceden Lucas sayis1 , L, n.dereceden Leonardo sayis1 ve V,, n.dereceden hiper

dual Leonardo sayisidir.

ispat.

+(—1)"HDL,, , = SK olsun. SK i¢in hiper

€n—m

(3.9) in ispat1 igin kabul edelim ki HDL

dual Leonardo sayilarin tantmini kullanarak

Cn+m

SK = (Len+in + (_l)mLen—m) + (Leil+ﬂ1+l + (_l)mLen—m+l )81
+(Len+m+2 + (_ 1>mLen—m+2>82 + <L€n+m+3 + (_ 1)mLen—m+3)81 827

elde edilir. Buradan da (2.8]) kullanilarak
SK=L,HDL, +A(L,—(—1)"—1)

elde edilir.

(3.10)’ in ispat1 da ayn1 sekilde yapilir. m
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Teorem 3.1.9. m, r ve s pozitif tam sayilar m > r ve m > s olmak iizere Fibonacci ve hiper dual

Leonardo sayilari i¢in

HDL,, HDL,, ,—HDL,, HDL,,

= (HDL,,.—HDL,, , +HDL,, . —HDL,, )A
+4(A+2(at818)) ()" "F = (-1)"°F}),

Cmtr Cm—s Cm—r

dir. Burada F, n.dereceden Fibonacci sayisidir.

ispat.

Kabul edelim ki HDL,,, . ,HDL,, ,—HDL,,  HDL

Leonardo sayilarin Binet benzeri formiilii (3.5]) kullanilarak

m+r+1 _ m—+r+1 m—r+1 _ m—r+1
SK — (2@15 Yy _A) (29<P Yy _A)
¢—vy ¢—vy
m+s+1 __ m—+s+1 m—s+1 __ m—s+1
B (2@1) Yy B A> (2@5 Yy _ A) 7
o—vy ¢—vy
HDL —HDL, )A

= SK olsun. SK i¢in hiper dual

Cm—s

- (HDLemJﬁs -
n 40¥
(0 —w)?
esitligi elde edilir.

Buradan da SK i¢in (2.10) ve (3.8)) kullanilarak

+HDL

Cm+r Cm—s

(0" y" (9" "+ y o =9y — v ),

SK = (HDL,,,, — HDL,,,, +HDL,, ,—HDL,, ,)A
+4(2(e2+e182) +A) ()" "F = (=1)""F}),

Cm+r Cm—s

elde edilir. m

Teorem 3.1.10. n,m,s, ve r pozitif tam sayilar n > m ve s > r olmak lizere n+m = s+ r Lucas

ve hiper dual Leonardo sayilar1 icin
HDL., HDL,, K —HDL, HDL,,
= (HDL,,—HDL,,+HDL, —HDL,, )A

2 e eie) +4) (-1 Lron— (-1 L),

dir. Burada L, n.dereceden Lucas sayisidir.

ispat.

HDL, HDL,, —HDL, HDL, = SK olsun. SK i¢in hiper dual Leonardo sayilarinin Bi-
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net benzeri formiilii (3.5) kullanilarak

n+1 n+1 m+1 m—+1
SK::(2_¢ — Yy __A>(2_¢ — Yy _A>
o—vy o—vy

s+1 s+1 r+1 __ r+1

(BT (a2 )
90—y -V

= (HDL,, — HDL,, + HDL,, — HDL,,) A

4D
(¢ w>(¢wm+¢v1 — o'y —9"y),

esitligi elde edilir. (2.11]) ve (3.8)) esitliklerinden faydalanilarak

SK = (HDL,, — HDL,, +HDL, —HDL, )A

2 2ot e182) +A) (1) Lo~ (1) L),

elde edilir. m

Teorem 3.1.11. r ve s pozitif tam sayilar r > 1 ve s > 1 olmak iizere

HDL,,, HDL,,  —HDL, HDL,,
—(HDL,, + HDL, )A — 2A?

+8Uysr12 — 4Fyiri2 + 8€182F 1y 5,

dir. Burada F;, ve ﬁ; strastyla n.dereceden Fibonacci ve hiper dual Leonardo sayilaridir.

ispat.

Kabul edelim ki HDL,  ,HDL,,  , —HDL., ,HDL, , = SK olsun. SK i¢in hiper dual

Leonardo sayilarinin Binet benzeri formiilii (3.5]) kullanilarak

K — (29¢s+2 EW\H-Z _A) <2@¢r+2 gwr-i-Z _A)
o—y o—y

B <29¢ — Yy _A> (2@ — Yy _A> ’
-y o—vy
—(HDL,, + HDL,,)A — 2A?

(¢ 41//) (q)2¢s+r (¢4_1)+£2ll’s+r(‘l’4_1))a

esitligi elde edilir.

Cr+1
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Ayrica Lucas sayilari i¢in Binet benzeri formiilii (2.1)), (2.11)) ve (2.14) kullanilarak

SK = —(HDL,,+ HDL,,)A —2A®

+8Uysr12 — 4Fyiri2 + 8€182F 1y 5,
elde edilir. m
4, BIKOMPLEKS LEONARDO SAYILARI

Bu boliimde bikompleks Leonardo sayilari ve Leonardo sayilari arasinda bazi temel esit-
likleri elde edecegiz. ilk olarak yineleme bagimtisi ve iirete¢ fonksiyonu bikompleks Leonardo
sayilari i¢in elde edecegiz. Sonrasinda ise Binet benzeri formiilii, toplam formiilii, Catalan 6z-

desligi, Cassini 6zdesligi ve bazi 6nemli esitlikleri elde edecegiz.
4.1. Bikompleks Leonardo Sayilari

Tanim 4.1.1. n > 1 olmak {izere n.dereceden bikompleks Leonardo sayilar1 agsagidaki gibi ta-

nimlanir.
BL,, =Le, +Le,. i+ Le, ,j+ Le, i “4.1)

Bikompleks Leonardo sayilar1 BL,, ile gosterilir. Bu boliim boyunca BL,, n.dereceden

bikompleks Leonardo sayisi olarak kabul edecegiz.

n > 2 olmak iizere bikompleks Leonardo sayilari i¢in yineleme bagintisi,
BL,, =BL,, ,+BL,, ,+C (4.2)
dir.
Yineleme bagintist (2.2)) ve bikompleks Leonardo sayilarinin tanimini (4.1)) kullanarak,

B]Len = (Lenfl +Len72 + 1) + (Len +Len71 + 1)l
H(Leyy +Le, +1) 4 (Ley o + Ly + 1)i
=BL,,_, +BL,, ,+C,

elde edilir. Burada C = 14 i+ j+ij dir ve bu boliim boyunca bu sekilde kabul edilecektir.
Ayrica bikompleks Leonardo sayilarinin baglangi¢ kosullar1 BL,, = 1 +i+ 3+ 5ij ve BL,, =
14+3i+5j+9ij dir.

Bikompleks Leonardo sayilarinin ilk bir kag terimi su sekildedir:
BlLe, =1+i+3j+5ij
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BL,, = 1+3i+5j+9ij
B, =3+5i+9;+ 15i]
BL,, =5+ 9i+ 15/ +25ij
BL,, =9+ 15i 425/ +41ij
B, = 15+25i+41j+67ij

Bikompleks sayilarin birimlerinin ¢arpimini gdsteren birim carpim tablosu asagidaki
gibidir.
1 i Jj o ij
1|1 i Jjoij
i|i -1 ij —j dr
jlJj i -1 —i
ijlij —j —i 1

Bikompleks Leonardo sayilari i¢in bir dier yineleme bagintisi asagidaki gibidir.

BL,,,, = 2BL,, —BL,, ,. (4.3)

€n+1

Bikompleks Leonardo sayilarinin tanimini (.1) ve Leonardo sayilarinin yineleme ba-
gintisini (2.3)) kullanarak,

n > 2 olmak iizere,

BLenﬂ = 2L€n - Lenfz + (2L€n+1 _Lenfl )i7
+(2Len+2 - Len)] + (2Len+3 _Len+l )l]
= QBLen — BLen_z,
elde edilir.

Teorem 4.1.1. Bikompleks Leonardo sayilari i¢in tirete¢ fonksiyon gBL,, (¢) ile gosterilir ve

BLe, +1(—1+i—j—ij)+t>(1—i— j—3ij)
gB]Len (l) = - 1—2t+l3

dir.
ispat.
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Kabul edelim ki iireteg fonksiyonun formal kuvvet serisi {BL, } . i¢in asagidaki gibi

olsun:

gBL, (1) = Y BL,", (4.4)
n=0

gBL,, (t) = BL,, +BLe, ¢ +BLeyt* + ... + BL 1" + ...
Sonrasinda esitligin her iki tarafini (1 —2t+ t3) ile carparsak:

(1—2t+17) gBL,, (1) = (1 -2t +1) < IB;Le°+BLelt ) )
FBLeyt? + ...+ Blg 25 + ...
(1 -2t +1%) gBL,,(t) = BLq, + BLe, ? + BLeyt* + ... +
—2BLg,t — 2BL,, 1% — 2BL,, > — ...
+BLeyt> + BLe, * 4+ BL,t + ...
= BL,, +1 (BL,, — 2BL,,) +* (BL,, — 2BL,,)
+£3 (BL,, — 2BL,, + BL,,) + ...

+t*t1 (BL,,,, — 2BL,, +BL, ,) + ...

€k+1

elde edilir. Bikompleks Leonardo sayilarin yineleme bagintisini (4.3)) ve baslangi¢ kosullarin:

kullanarak

gBL,, (1)(1 =2t +13) = (14i+3j+5i))
Hi(—1i—j—ij)+12(1—i—j=3ij),
elde edilir.

Boylece {BL,, }_, i¢in iirete¢ fonksiyonu

im tn:BLe0+t(—l+i—j—ij)+t2(1—i—j—3ij)
S 12413 ’

dir. m

Teorem 4.1.2. n > 0 olmak tizere
BL,, =2BF,+1 —C, 4.5)

dir. Burada BF,, n.dereceden bikompleks Fibonacci sayisidir.
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Ispat.

Bikompleks Leonardo sayilari tanimi (4. 1)) ve Leonardo ve Fibonacci sayilari arasindaki
bagint1 (2.5 kullanilarak

BL,, = Le, +Le,. i +Le, ., j+ Le, 5ij,
= (2F41 — 1)+ (2Fu42 — 1)i
+(2Fni3 —1)j+ (2F4— 1)ij,
=2(Fuy1 + Fopoi+F3j+ Foyaij) — C,
=2BF,+1 —C,

elde edilir. m
Teorem 4.1.3. n > 0 olmak iizere bikompleks Leonardo sayilar i¢in Binet benzeri formiilii,

@¢n+l _gll/n+l
o—y

BL., =2 )—C, (4.6)

dir. Burada ¢ ve y x*> —2x?> + 1 = 0 denkleminin karakteristlik kokleridir. ® = 1 + ¢i + ¢2j +
3ijve ¥ =1+ yi+ y?j+y3ijdir
ispat.

Bikompleks Leonardo sayilarin tanimini (4.1)) ve Leonardo sayilari i¢in Binet benzeri
formiiliinii (2.4) kullanarak

]BLen - Len +Len+li+Len+2j +Len+3 l]
(2¢n+l _2Wn+1 _ d) + llf) N <2¢n+2 _2Wn+2 o (P + W) .
= 1

o—y o—y
2¢n+3 _ 2Wn+3 _ ¢ +v\ | 2¢n+4 _ 2V[n+4 _ (P +v) ..
+ j+ ij
o—y -y
¢’”+1_Wn+1 + ¢n+2_wn+2 .
l
B]Len =2 ( ¢n+?:l/q//n+3 . ¢’1?r2ipw”+4 .. > - (1 +itj+ l]) )
S = e =
q) n+1 _\Ij FH-]

esitligi elde edilir.

D =1+0¢i+¢%j+¢3ijve ¥ =1+ wi+ y?j+ yiij ifadelerini son esitlikte kullanilirsa
kolay bir sekilde esitligi elde ederiz. m

Teorem 4.1.4. n > 0 bir tam say1 olmak iizere bikompleks Leonardo sayilari i¢in toplam for-
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miilleri asagidaki gibidir.
n
1) ¥ BL,, =BL,,., — (n+2)C—(2i+4;+8ij).
k=0
n
2) ¥ BL,, =BL,,, , —nC— (2i+2j+4ij).
k=0

3) X BLey,; =BLe,, ., — (n+2)C— (2j+4ij).

burada n > 1 dir.

n
HY (1) 'BL, = { — (BLe, , +2+42j+2ij), nGiftBL,  —1+i—j—ij, ntek,
r=0
Ispat. Leonardo dizisinin toplam ve carpim formiillerini kullanarak ve ayrica Bikompleks Le-

onardo sayilarinin tanimini kullanarak (1), (2) ve (3)’tin ispat1 kolayca yapilabilir.

(1) bikompleks Leonardo sayilari tanimini (4.1]), Leonardo sayilarimin yineleme bagin-
tis1 (2.2) ve (2.13) kullanilarak

n n
ZBLek = Z (BLek + iBLekH +J BL€k+2 +ij BL€k+3)
k=0

k=0
n n n n

BLek + iz BLekH + ] Z BL@HZ + ij Z BL@HS
k=0 k=0 k=0 k=0

- Len+2 - <n+ 2) + i (Len+2 - (n +2) - 1 +Len+l) +-] (Len+2 - (n+2) - 2+Len+1 +Len+2)

+ ij (Len+2 - (n + 2) =5 +L€n+2 +L€n+3 +L€n+1)
= BL,,,, — (n+2)C — (2i+4;+8ij)

elde edilir.
(2) bikompleks Leonardo sayilari tanimini (4.1]), Leonardo sayilarimin yineleme bagin-
tis1 (2.2)) ve (2.13) kullanilarak

n n
ZBLezk = Z (BLezk + iBLeszrl +J BL€2k+2 +ij BL€2k+3>
k=0 k=0

n n

n n
= ZBLezk + iZBLQkH +j ZBL€2k+2 +ij ZBL32k+3
0 k=0 k=0 k=0

k=
= (Leyy,, TiLey,,» + jLeyys +ijLesyiy) —nC — (2i 42+ 4ij)
=BLe,,,, —nC — (2i+2j+4ij)

elde edilir.
(3) bikompleks Leonardo sayilari tanimini (4.1]), Leonardo sayilarimin yineleme bagin-
tist (2.2)) ve (2.13) kullanilarak
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n n
Z]B]Lezkﬂ = Z (BLezkH + iBLezk+z + jBL€2k+3 + ijBL€2k+4)
k=0 k=0
n n n n
= ZBLeZk-H +i ZIBL€2k+2 +J ZBL€2k+3 +ij ZBL€2k+4
k=0 k=0 k=0 k=0
= (L€2n+2 +ilLey, s+ jLey s+ ijL€2n+5) - (” + Z)C - 2(] + 4ij)
= BLezn+z —(n+2)C— (2j—|—4ij)
elde edilir.

(4) bikompleks Leonardo sayilari tanimini kullanarak

n n

Y (-1 'BL, =Y (-1)"'L, +if (—1)""'Le,,,

r=0 r=0

+JZ r l er+2+l-]Z r 1L3r+3’
r=0

elde edilir.
Daha sonra ise (2.2)), (2.3) ve (2.12) kullanilarak

(=2BF,—1+i—j—ij), ngift,

n

Z (_l)rilBLer =
r=0 (2BF, —2—2j—2ij), ntek,

elde edilir.

Son olarak (4.5) kullanarak istenilen esitlik elde edilir. Burada BF, n. dereceden Bi-
kompleks Fibonnacci sayisi ve C = 1+4i+ j+ij dir.

Teorem 4.1.5. (Catalan Ozdesligi) n ve r pozitif tam sayilar n > r, olmak iizere bikompleks

sayilar i¢in Catalan 6zdegligi,

BL; —BL,, ,BL

€n—r Cn+tr

= (BL,, , +BL,,,, —2BL,,)C (4.8)
+12(=1)" "N (2)+i))F,

€n—r

dir.

Ispat. Kabul edelim ki BL? —BL,, ,BL

€n—r Cn+tr

benzeri formiilii (4.6]) kullanilarak

= SK olsun. Ilk olarak sol kistm SK igin Binet
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K — (2 <9¢n+1 _Ewn-i—l) _C) (2 (Q(P,H_l _EWH—H) _C>
oy oy

@¢n7r+1 o gll/nfﬂrl ) ) ( (9¢n+r+l o gwn+r+l > )
—12 —-C)|2 -C 4.9
( < -y -y @

Daha sonraise @, W, ® = 1+ ¢i+ ¢2j+ ¢3ij ve ¥ = 1 + yi + y?j + y3ij ifadeleri
dikkate alinarak asagidaki esitlik elde edilir.

elde edilir.

DY =6j+3ij. (4.10)

Son olarak SK i¢in (2.10) ve (4.10) yi kullanarak esitlik elde edilir.

SK = (BL,, , +BL,,,, —2BL,,)C
+12(=1)" N2+ i) F?

€n—r

Yukaridaki teoremde (4.8)) (Catalan) » = 1 alinirsa bikompleks Leonardo sayilar1 sayilari
icin Cassini 0zdesgligi asagidaki gibi yazilir.

Sonuc 4.1.6. (Cassini Ozdesligi) n > 1 olmak iizere bikompleks sayilar i¢in Cassini 6zdesligi,

BL? —BL,, ,BL,,,, = (BL., , —BL,, ,)C
+12(=1)"(2j +ij),

dir.

Teorem 4.1.7. k, m ve s pozitif tam sayilar olmak iizere Fibonacci sayilar1 ve bikompleks Le-

onardo sayilart arasinda asagidaki esitlik vardir.

BL@kerEL@kﬂ - EL@kBLeHmﬂ = (BLek - IB%IL‘QHm + BLek+m+s - BLekﬂ)C
+12(=1)* R F (2 +ij)
ispat.
Kabul edelim ki BL,,  BL,, —BL,BL,_ . = SK olsun.

SK i¢in Binet benzeri formiilii (4.6) kullanilarak
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2P k+m+1 _ k+m+1 k+s+1 _ k+s+1
SK — ( D¢ ¥y B C) (ZQP ¥y _ C)
o—vy o—y
k+1 k+1 k+m+s+1 k+m—+s+1
B <29¢ oy C) <29¢ 2Py B C) 7
¢—y ¢—v
— (BL,, — BL
40 .Y
v

+ BL —BL,, ,)C

Ck+m Ck+m+-s

( k+1wk+1( (pmws_(Pswm_me—i—s_i_(pm—ﬁ—s))’

elde edilir.
Fibonacci sayilari i¢in Vajda esitligi (2.7) ve (4.10) kullanilarak

SK = (BL,, —BL,,,, +BL
+12(-=1) N EF (2 + 1)),

- BLekJﬁs )C

Ck+m+s

elde edilir. m

Teorem 4.1.8. m ve n pozitif tam sayilar ve n > m olmak iizere Lucas, Leonardo, bicompleks

Lucas ve bikompleks Leonardo sayilar1 arasinda asagidaki esitlikler vardir.

BL
BL

+(—1)"BL
— (—~1)"BL

=L BL,, + (Ln— (—1)" = 1)C. (4.11)
= (Le,, ,+ 1)BLyy1 + ((—1)"—1)C. (4.12)

€n+m €n—m

€n+m €n—m

Burada L, n. dereceden Lucas sayis1, L., n.dereceden Leonardo sayis1 ve BL,, n.dereceden

bikompleks Leonardo sayisidir.

Ispat.

(@.11) nin ispat1 i¢in:
Kabul edelim ki BL,, ., + (—1)"BL,, , = SK olsun. SK i¢in bikompleks Leonardo

saytlarinin tanimini (4. 1)) kullanarak

SK = (Len+m + (_ 1 )mLen7m> + (Len+m+1 + (_ 1 )mLenﬂrH»l )l
+<Len+m+2 + (_ 1)mLen—m+2).j + <L6n+171+3 + (_ l)mLenferS)ij'

elde edilir.
Daha sonra (2.8)) kullanilarak

SK =L BL,, +C(Ly—(—1)"—1).

elde edilir.
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(#.12)’nin ispat1 da benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.1.9. n, m, s ve r pozitif tam sayilar n > m ve s > r olmak iizere n+m = s+ r icin

BL,, BL, — BL BL,, = (BL,, —BL,, +BL,, — BL,, )C

+% (2j+i) (=) Ln-m— (=1)"Ls—),

dir. Burada L, n. dereceden Lucas sayisidir.

Ispat. Kabul edelim ki BL,, BL,, — BL, BL,, = SK olsun. SK i¢in Bikompleks Leonardo sa-

yilarinin Binet benzeri formiilii kullanilarak

n+1 n+1 m+1 m+1
oK — (2_<Z> — Yy _C) (2_<Z> — Yy _C>

€m

¢—vy ¢—y

s+1 s+1 r+1 r+1
_(29¢+ — Pyt —C) (29¢+ — Yyt —C),

-y o—y

= (BL,, — BL,, +BL,, —BL,,)C

4d.¥
(¢ e 5 (""" + 90"y — o'y —9"y),

elde edilir. Diger taraftan (2.11)) ve (4.10) kullanilarak

SK = (BL,, —BL,, + BL,, —BL,, )C

+15_2 (2j+i)) (=1)" Ln-m = (=1)"Ls—r),

elde edilir.

Teorem 4.1.10. r ve s pozitif tam sayilar r > 1 ve s > 1 olmak iizere

BL.,, BL,., —BL, BL,,_, = —(BLe, +BL, +2C)C
44 —5Fyr13+ 5F 7+ 2i(Forrs — Fopri7)
—2jFsirys5+4ijF s rys 7

dir. Burada F, n. dereceden Fibonacci sayisidir.

Ispat. Kabul edelim ki BL,_,BL, , —BL._ BL

€r+1 €5—1 €r—1

= SK olsun. SK i¢in bikompleks Leonardo

Cs+1
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sayilarinin Binet benzeri formiilii (4.6)) kullanilirsa

b s+2_\P s+2 o r+2_1P r—+2
SK = (2—¢ =V C) (2—¢ =V c)
¢—vy ¢—y
P¢° — Yy D" — Yy
B (2—‘7’ Py* C) (2_¢ Yy C> 7
¢—y ¢ -y
= —(BL,, +BL,, +2C)C
4 r r
+ 2(92¢S+ (¢4_1>+22WJ‘+ (II/4_1>)7
(0—v)
dir.
Burada Lucas sayilari i¢in Binet benzeri formiiliinii (2.1]) kullanirsak
SK = —(BL,, +BL,, +2C)C
+ (_2Ls+r+5 + Ls—i—r—H + Ls+r+9) +i <4Ls+r+5 - 2Ls+r+1 - Ls+r+9)
+J (_2Ls+r+7 + 2Ls+r+3) +k (4Ls+r+7 - 4Ls+r+3) )
dir.

Son olarak (2.11]) kullanilarak

SK = —(BL,, +BL,, +2C)C

44 —5Fsy 113+ 5Fs 7+ 2i(Fyqry3 — Fyyry7)

—2jFsyrps +4ijFsiris

elde edilir. m
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5. SONUC, TARTISMA VE ONERILER

Bu tezin ilk orijinal kisminda Leonardo sayilar1 yardimiyla hiper dual Leonardo sayilari
tanimlanmugtir. Bu say1 bu dizisi i¢in karakteristlik denklem, tirete¢ fonksiyonu ve Binet benzeri
formiilii gibi temel kavramlar elde edilmistir. Daha sonra ise hiper dual sayilarin 6zelliklerinden
faydalanilarak toplam formiilleri, Catalan 6zdesligi, Cassini 0zdesligi, D’ocagne’s esitligi ve

bazi onemli esitlikler elde edilmistir.

Tezin diger orijinal kisminda ise, Leonardo sayilar1 yardimiyla bikompleks Leonardo sa-
yilar1 tammlanmistir. Bu sayilar icin karakteristlik denklem, iirete¢ fonksiyonu ve Binet benzeri
formiilii gibi temel kavramlar elde edilmistir. Daha sonra bikompleks sayilarin 6zelliklerinden
faydalanilarak toplam formiilleri, Catalan 6zdesligi, Cassini 6zdesligi, D’ocagne’s esitligi ve

baz1 6nemli esitlikler elde edilmistir.

Bu tezi olusturan iki orijinal kisim, Leonardo sayilarin bikompleks Leonardo ve hiper
dual Leonardo sayilar1 gibi birer genellemesidir. Bu iki say1 i¢inde toplam formiilleri, Catalan
0zdesligi, Cassini 0zdesligi ve D’ocagne’s esitligi gibi literatiir agisinda oldukca 6nemli esitlik-

ler elde edilmistir.
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