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BEYAN
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ÖZET

LEONARDO SAYI BİLEŞENLİ HYPER-DUAL VE BİKOMPLEKS SAYILARIN BAZI
ÖZELLİKLERİ

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde tezin giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci bölümde,
hiper dual Leonardo sayıları ve bikompleks Leonardo sayılarını daha iyi anlayabilmemiz adına
gerekli temel tanım ve kavramlara ayrılmıştır. Üçüncü bölümde, tezin orijinal kısımlarından
biri olan hiper dual Leonardo sayıları tanımlanarak hiper dual Leonardo sayıları için yine-
leme bağıntısı, Binet benzeri formül, toplam formülleri, Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği,
D’ocagne’s özdeşliği elde edilmiştir. Dördüncü bölümde, tezin bir diğer orijinal kısmı olan bi-
kompleks Leonardo sayıları tanımlanarak Binet benzeri formül, toplam formülleri, Catalan öz-
deşliği, Cassini özdeşliği, D’ocagne’s özdeşliği ve bazı önemli eşitlikleri bikompleks Leonardo
sayıları için elde edilmiştir. Son kısım ise sonuç, tartışma ve önerilere ayrılmıştır.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayıları, Lucas sayıları, Leonardo sayıları, Hiper dual Leonardo
sayıları, Bikompleks Leonardo sayıları.
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ABSTRACT

SOME PROPERTİES OF HYPER-DUAL AND BİCOMPLEX NUMBERS WİTH
LEONARDO NUMBER COMPONENTS

This thesis consists of five chapters. The first chapter is mentioned to introduction of thesis. In
the second part, we mentioned the basic definitions and concepts necessary to better unders-
tand the hyper dual Leonardo numbers structure and bicomplex Leonardo numbers. In the third
chapter, hyper dual Leonardo numbers, which is one of the original parts of the thesis, are de-
fined and for hyper dual Leonardo numbers, the recurrence relation, Binet’s like formula, sum
formulas, Catalan’s identity, Cassini’s identity, D’ocagne’s identity are obtained. In the fourth
chapter, bicomplex Leonardo numbers, which is another original part of the thesis, is defined
and the Binet’s like formula, sum formulas, Catalan’s identity, Cassini’s identity, D’ocagne’s
identity and some important identity are obtained for bicomplex Leonardo numbers. The last
part is mentioned for results, discussions and suggestions.

Keywords: Fibonacci numbers, Lucas numbers, Leonardo numbers, Hyper-Dual Leonardo
numbers, Leonardo numbers.
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

BLen : n. Bikompleks Leonardo sayısı
C : Kompleks sayılar kümesi
C2 : Bikompleks sayılar kümesi
Fn : n. Fibonacci sayısı
HD : Hiper-Dual sayılar kümesi
HDLen : n. Hiper-Dual Leonardo sayısı
Ln : n. Lucas sayısı
Len : n. Leonardo sayısı
R : Reel sayılar kümesi
N : Doğal sayılar kümesi
Ukr : n. Hiper-Dual Fibonacci sayısı
Vkr : n. Hiper-Dual Lucas sayısı
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1. GİRİŞ

Literatürde bir çok büyüleyici asal sayı dizisi vardır. Bunların en önde gelenleri ise Fi-
bonacci ve Lucas dizileridir. Asırlar önce Fibonacci bir tavşan popülasyonun büyümesini içeren
bir problem ortaya koyup çözdüğü yöntem, şuan Fibonacci olarak bildiğimiz dizinin kendisidir.
Her terimi kendisinden önceki iki terimin toplamıyla elde edilen Fibonacci dizisi, literatürde
en çok dikkat çeken diziler arasındadır. Fibonacci dizisinin bir diğer özelliği ise her terimi bir
önceki terimle oranlanıp yazıldığında oluşan serinin altın orana yaklaştığının görülmesidir.

Lucas dizisi Fibonacci dizisine çok benzerdir. Hatta bazı kaynaklarda Fibonacci dizisi-
nin kardeşi olarak adlandırılır. Lucas dizisinde de yine bir terim bulunurken kendinden önceki
iki terimin toplanmasıyla elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken en önemli nokta ise Fibo-
nacci ve Lucas dizilerinin başlangıç değerlerinin farklı olmasıdır. Lucas ve Fibonacci dizileri
n ≥ 0 için tanımlıdır. n.dereceden Fibonacci dizisi Fn, n.dereceden Lucas dizisi Ln şeklinde gös-
terilir. Literatürde Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ile ilgili bir çok çalışma bulunabilir. Örneğin
: (Hoggatt, 1969) (Horadam, 1965) (Koshy, 2019).

Leonardo dizisi de Fibonnaci ve Lucas dizisi gibi matematik için önemli dizilerden bir
tanesidir. Bu çalışmada Leonardo dizisini Fibonacci dizisiyle aynı özelliklere sahip olduğunu
kabul edeceğiz ve n.dereceden Leonardo sayılarını Len ile göstereceğiz. Leonardo sayılarının
bazı özellikleri Catarino ve Borges tarafından verilmiştir (Catarino ve Borges, 2020: 5). Cata-
rino ve Borges Leonardo sayılarının yineleme bağıntısı ve matris temsilini verirken bunların
yanında Cassini özdeşliği, Catalan özdeşliği ve D’ocagne’s özdeşliği gibi önemli teoremlerin
ispatınıda vermiştir (Catarino ve Borges, 2020: 2). Ayrıca Shannon Hannon Asveld’in uzantısı
ve Horadam’ın genelleştirilmiş dizisi olarak kabul edilen genelleştirilmiş Leonardo sayılarını
tanımlamıştır (Shannon, 2019: 99). Yasemin Alp ve E. Gökçen Koçer Fibonnaci, Lucas ve Le-
onardo sayıları arasındaki ilişkiyi incelemiş ve Leonardo sayılarının Binet benzeri formülünü
kullanarak bazı önemli eşitlikleri elde etmiştir (Alp ve Kocer, 2021).

Dual sayılar cebiri 1873’de W. Clifford tarafından tanımlanmıştır (Clifford, 1873). Bun-
ların biri de dual sayıların bir genişlemesi olan hiper dual sayılardır. Dual sayılarınn bir ge-
nişlemesi olan hiper dual sayılar, kompleks adımlı türev yaklaşımında ikinci türev problemini
çözmek için Fike tarafından tanımlanmıştır (Fike, 2009). Fike ve Alonso ikinci türev hesapla-
maları için hiper dual sayıları kullanmıştır (Fike ve Alonso, 2011: 4). Hiper dual sayılar türev
hesaplamada ve karmaşık yazılımlarda en az hata ile sonuç verdiğinden oldukça kullanışlıdır
(Cohen ve Shoham, 2017) (Fike ve Alonso, 2011). Hiper dual sayılar HD ile gösterilir.

Bu tezde hiper dual sayıları tanımlayıp ayrıca hiper dual Leonardo sayıları için üreteç
fonksiyonu, Binet benzeri formülü, yineleme bağıntısı, toplam formülü, Catalan özdeşliği, Cas-
sini özdeşliği ve diğer bazı özellikleri inceleceğiz.
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Bu tezin diğer bir orijinal kısmı bikompleks Leonardo sayılardır. Mevcut literatürde
kompleks sayıların bir çok genişlemesi vardır ve bunlardan biri de dört boyutlu uzayda bazı
fizik problemlerini formüle etmek için 1892’ de C. Segre tarafından tanımlanan bikompleks
sayılardır (Segre, 1892). Bu tezde "bikompleks Leonardo sayıları" başlığı altında bikompleks
Leonardo sayılarının tanımı başta olmak üzere üreteç fonksiyonu, Binet’s formülü, yineleme
bağıntısı, toplam formülü, Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği ve diğer bazı özellikleri bikomp-
leks Leonardo sayıları için elde edilmiştir. Kompleks sayıların bir diğer genişlemesi ise S.W.
Hamilton tarafından tanımlanan kuaterniyonlardır (Hamilton, 1853: 46). Bikompleks sayıların
kuaterniyonlara benzediği fark edilerek bikompleks sayıların reel ve kompleks matris temsilleri
kuaterniyonlara benzer şekilde elde edilmiştir. Bikompleks sayılar ve kuaterniyonlar arasında
bazı farklılıklar vardır ve en önemlisi de kuaterniyonlar değişmeli değil iken bikompleks sayılar
değişmelidir.
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2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Fibonacci Dizisi

Tanım 2.1.1. Fibonacci dizisi n ≥ 0 için

Fn+2 = Fn+1 +Fn,

eşitliği ile tanımlıdır. Burada F0 = 0, F1 = 1 ve Fn n. dereceden Fibonacci sayısıdır (Koshy,
2001: 4).

Teorem 2.1.1. (Fibonacci Dizisi İçin Binet benzeri formülü)
Fibonnaci dizisi için Binet benzeri formülü n ≥ 0 olmak üzere,

Fn =
φ n −ψn

φ −ψ
,

dır. Burada φ ve ψ x2 − x − 1 = 0 denkleminin karakteristik kökleridir ve Fn n. dereceden
Fibonacci sayısıdır (Koshy, 2001: 8).

2.2. Lucas Dizisi

Tanım 2.2.1. Lucas dizisi n ≥ 0 için

Ln+2 = Ln+1 +Ln,

eşitliği ile tanımlıdır. Burada L0 = 2, L1 = 1 ve Ln n. dereceden Lucas sayısıdır (Koshy, 2001:
4).

Teorem 2.2.1. (Lucas Dizisi İçin Binet benzeri formülü)
Lucas dizisi için Binet benzeri formülü n ≥ 0 olmak üzere,

Ln = φ
n +ψ

n, (2.1)

dir. Burada φ ve ψ x2−x−1= 0 denkleminin karakteristlik kökleridir ve Ln n. dereceden Lucas
sayısıdır (Koshy, 2001: 8).
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2.3. Leonardo Dizisi

Tanım 2.3.1. (Leonardo Dizisi)
Leonardo dizisi n ≥ 2 olmak üzere,

Len = Len−1 +Len−2 +1, (2.2)

eşitliği ile tanımlıdır. Burada başlangıç koşulları Le0 = Le1 = 1 ve Len n. dereceden Leonardo
sayısıdır (Catarino ve Borges, 2020: 77).

Teorem 2.3.1. (Leonardo Sayıları için Yineleme Bağıntısı)
Leonardo sayıları için yineleme bağıntısı n ≥ 2 olmak üzere,

Len+1 = 2Len −Len−2, (2.3)

dır. Burada Len n. dereceden Leonardo sayısıdır (Catarino ve Borges, 2020: 77).

Teorem 2.3.2. (Leonardo Sayıları için Binet benzeri formülü)
Leonardo sayıları için Binet benzeri formülü,

Len =
2φ n+1 −2ψn+1 −φ +ψ

φ −ψ
, (2.4)

dir. φ ve ψ, x3 − 2x2 + 1 = 0 denkleminin karakteristlik kökleridir. Burada Len n. dereceden
Leonardo sayısıdır (Catarino ve Borges, 2020: 78).

Teorem 2.3.3. Binet benzeri formülünden elde edilen Leonardo ve Fibonacci sayıları arasındaki
ilişki aşağıdaki gibidir.

Len = 2Fn+1 −1. (2.5)

Burada Fn n. dereceden Fibonacci sayısı ve Len n. dereceden Leonardo sayısıdır (Catarino ve
Borges, 2020: 77).

Fibonacci, Lucas ve Leonardo sayıları ile ilgili bazı özellikler aşağıda verilmiştir:

Fr +Lr = 2Fr+1, (2.6)

Fn+iFn+ j −FnFn+i+ j = (−1)nFiFj, (2.7)

Ler+s +(−1)sLer−s = Ls(Ler +1)−1− (−1)s, (2.8)

4



Ler+s − (−1)sLer−s = Lr+1(Les−1 +1)−1+(−1)s, (2.9)

F2
n −Fn+rFn−r = (−1)n−r F2

r , (2.10)

Ln+m − (−1)m Ln−m = 5FnFm, (2.11)

m

∑
r=1

(−1)r−1Fr+1 = (−1)m−1Fm, (2.12)

n

∑
j=0

Le2 j+1 = Le2n+2 − (n+2) (2.13)

(Alp ve Kocer, 2021: 183-184).

Burada Fn n. dereceden Fibonacci sayısı, Ln n. dereceden Lucas sayısı ve Len n. derece-
den Leonardo sayısıdır.

2.4. Kompleks Sayılar

Tanım 2.4.1. C kompleks sayılar kümesini temsil etmek üzere, kompleks sayılar x ∈ C olmak
üzere,

x = x1 + x2i,

şeklinde tanımlanır. Burada x1,x2 ∈ R ve i2 =−1 dir (Yaglom, :1968: 2).

2.5. Dual Sayılar

ID dual sayılar kümesini temsil etmek üzere, ∀x0 ve x1∈R olmak üzere dual sayılar
aşağıdaki gibi tanımlanır.

ID =

{
x0 + x1ε1 : x0,x1 ∈ R,

ε2
1 = 0

}
.
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2.6. Bikompleks Sayılar

Tanım 2.6.1. C2 bikompleks sayılar kümesini temsil etmek üzere, x ∈ C2

x = x1 + x2i+ x3 j+ x4i j,

şeklinde tanımlanır. Burada 1, i, j ve i j bikompleks sayıların birimleridir ve x1,x2,x3 ve x4 ∈ R
dır. Bikompleks sayıların birimleri için i2 = j2 =−1, i j = ji ve (i j)2 = 1 eşitlikleri vardır (Luna
ve Shapiro, 2012: 64).

Tanım 2.6.2. (Bikompleks Sayıların Birim Çarpım Tablosu)

Bikompleks sayıların birimlerinin çarpımını gösteren birim çarpım tablosu aşağıda verilmiştir.
. 1 i j ij
1 1 i j ij
i i -1 ij -j
j j ij -1 -i
ij ij -j -i 1

Tanım 2.6.3. (Bikompleks Sayıların Toplamı)
z = z1 + z2i+ z3 j + z4i j ve w = w1 +w2i+w3 j +w4i j iki bikompleks sayı olmak üzere, iki
bikompleks sayının toplamı

z+w = (z1 +w1)+(z2 +w2) i+(z3 +w3) j+(z4 +w4) i j,

dir (Luna ve Shapiro, 2012: 64).

Tanım 2.6.4. (Bikompleks Sayılarda Skalar İle Çarpma)
c ∈R ve z = z1+ z2i+ z3 j+ z4i j bikompleks sayı olmak üzere herhangi bir bikompleks sayının
bir skaler ile çarpımı

cz = cz1 + cz2i+ cz3 j+ cz4i j,

olarak tanımlanır (Luna ve Shapiro, 2012: 64).
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Literatürde Fibonacci ve Lucas sayılarının bir çok genişleşmesi mevcuttur. Tezimizde
ihtiyaç duyduğumuz bu genişlemelerden bazıları olan bikompleks Fibonacci ve bikompleks
Lucas sayılarının tanımları aşağıda sırasıyla verilmiştir.

Tanım 2.6.5. Fn ve Ln sırasıyla n.dereceden Fibonacci ve Lucas sayısı olmak üzere,

BFn = Fn +Fn+1i+Fn+2 j+Fn+3i j,

n. bikompleks Fibonacci sayısı

ve

BLn = Ln +Ln+1i+Ln+2 j+Ln+3i j,

n. bikompleks Lucas sayısı olarak tanımlanır. Burada i2 = j2 =−1, i j = ji ve (i j)2 = 1 eşitlik-
leri Fibonacci ve Lucas sayıları için sağlanır (Omur ve Koparal, 2020: 193).

2.7. Hiper Dual Sayılar

Tanım 2.7.1. Hiper dual sayılar aşağıdaki gibi tanımlanır:

HD =

{
x0 + x1ε1 + x2ε2 + x3ε1ε2 : x0,x1,x2,x3 ∈ R,
ε2

1 = ε2
2 = 0,ε1 ̸= 0,ε2 ̸= 0, ε1ε2 = ε2ε1 ̸= 0

}
,

(Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tanım 2.7.2. (Hiper Dual Sayılarda Toplama)
x ve y iki hiper dual sayı olmak üzere x = x0 + x1ε1 + x2ε2 + x3ε1ε2 ve y = y0 + y1ε1 + y2ε2 +

y3ε1ε2 için iki hiper dual sayının toplamı

x+ y = (x0 + y0)+(x1 + y1)ε1 +(x2 + y2)ε2 +(x3 + y3)ε1ε2,

dır (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tanım 2.7.3. (Hiper Dual Sayılarda Eşitlik)
x ve y iki hiper dual sayı olmak üzere x = x0 + x1ε1 + x2ε2 + x3ε1ε2 ve y = y0 + y1ε1 + y2ε2 +

y3ε1ε2 için x = y ancak ve ancak x0 = y0, x1 = y1, x2 = y2, x3 = y3 sağlanmalıdır (Fike ve
Alonso, :2011: 7).

Tanım 2.7.4. (Hiper Dual Sayılarda Skalar İle Çarpma)
x = x0 + x1ε1 + x2ε2 + x3ε1ε2 bir hiper dual sayı olmak üzere, bir hiper dual sayının skaler ile
çarpma işlemi:

kx = kx0 + kx1ε1 + kx2ε2 + kx3ε1ε2,
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dır. Burada k ∈ R dır (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Tanım 2.7.5. (Hiper Dual Sayılarda Çarpma)
x = x0 + x1ε1 + x2ε2 + x3ε1ε2 ve y = y0 + y1ε1 + y2ε2 + y3ε1ε2 iki hiper dual sayı olmak üzere,
iki hiper dual sayının çarpımı

x · y = (x0y0)+(x0y1 + x1y0)ε1 +(x0y2 + x2y0)ε2 +(x0y3 + x3y0 + x1y2 + x2y1)ε1ε2,

dır (Fike ve Alonso, :2011: 7).

Literatürde Fibonacci ve Lucas sayılarının bir çok genişleşmesi mevcuttur. Tezimizde
ihtiyaç duyduğumuz bu genişlemelerden bazıları olan hiper dual Fibonacci ve hiper dual Lucas
sayılarının tanımları aşağıda sırasıyla verilmiştir.

Tanım 2.7.6. {Ukr} ve {Vkr} sırasıyla n. Fibonacci ve n. Lucas sayıları olmak üzere,

Ũkr =Ukr +Uk(r+1)
ε1 +Uk(r+2)

ε2 +Uk(r+3)
ε1ε2, (2.14)

n. hiper dual Fibonnaci sayısı ve

Ṽkr =Vkr +Vk(r+1)
ε1 +Vk(r+2)

ε2 +Vk(r+3)
ε1ε2, (2.15)

n. hiper dual Lucas sayısıdır. Burada ve ε2
1 = ε2

2 = 0,ε1 ̸= 0,ε2 ̸= 0, ε1ε2 = ε2ε1 ̸= 0 dir (Omur
ve Koparal, 2020: 193).

3. HİPER DUAL LEONARDO SAYILARI

Bu bölümde hiper dual Leonardo sayılarını tanımlayıp hiper dual Leonardo sayılarıyla
Leonardo sayılarının arasındaki ilişkiyi inceleyeceğiz. Sonrasında ise üreteç fonksiyonu, Binet
benzeri formülü, toplam formüllerini, Catalan özdeşliğini, Cassini özdeşliğini ve diğer eşitlik-
leri elde edeceğiz.

3.1. Hiper Dual Leonardo Sayıları

n ≥ 1 olmak üzere n.dereceden hiper dual Leonardo sayıları aşağıdaki gibi tanımlanır.

HDLen = Len +Len+1ε1 +Len+2ε2 +Len+3ε1ε2. (3.1)

Bu tez boyunca n.dereceden hiper dual Leonardo sayılarını HDLen ile göstereceğiz.

Yineleme bağıntısı (2.2) ve hiper dual Leonardo sayılarının tanımından (3.1) Leonardo
sayıları için yineleme bağıntısı n ≥ 2 olmak üzere
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HDLen = (Len−1 +Len−2 +1)+(Len +Len−1 +1)ε1

+(Len+1 +Len +1)ε2 +(Len+2 +Len+1 +1)ε1ε2,

= HDLen−1 +HDLen−2 +A,

dir. Burada A = 1 + ε1 + ε2 + ε1ε2 dir. A yı tez boyunca bu şekilde kabul edeceğiz. Ayrıca
başlangıç koşulları HDLe0 = 1+ ε1 +3ε2 +5ε1ε2 ve HDLe1 = 1+3ε1 +5ε2 +9ε1ε2 dir.

Hiper dual Leonardo sayılarının ilk bir kaç terimi şu şekildedir:

HDLe0 = 1+ ε1 +3ε2 +5ε1ε2

HDLe1 = 1+3ε1 +5ε2 +9ε1ε2

HDLe2 = 3+5ε1 +9ε2 +15ε1ε2

HDLe3 = 5+9ε1 +15ε2 +25ε1ε2

HDLe4 = 9+15ε1 +25ε2 +41ε1ε2

HDLe5 = 15+25ε1 +41ε2 +67ε1ε2

Hiper dual Leonardo sayıların bir diğer yineleme ilişkisi de

HDLen+1 = 2HDLen −HDLen−2 , (3.2)

dir.

Hiper dual Leonardo sayıların tanımını (3.1) ve Leonardo sayılarının yineleme bağıntı-
sını (2.3) kullanarak n ⩾ 2 olmak üzere,

HDLen+1 = 2Len −Len−2 +(2Len+1 −Len−1)ε1

+(2Len+2 −Len)ε2 +(2Len+3 −Len+1)ε1ε2,

= Len+1 +Len+2ε1 +Len+3ε2 +Len+4ε1ε2,

= 2HDLen −HDLen−2 ,

dir. Burada başlangıç koşulları HDLe0 = 1+ε1+3ε2+5ε1ε2 ve HDLe1 = 1+3ε1+5ε2+9ε1ε2

dir.
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Teorem 3.1.1. Hiper dual Leonardo sayıları için üreteç fonksiyonu

gHDLen(t) =
HDLe0 + t(−1+ ε1 − ε2 − ε1ε2)+ t2(1− ε1 − ε2 −3ε1ε2)

1−2t + t3 ,

dir.

İspat. {HDLen}
∞

n=0 için kuvvet serisinin formal temsili

gHDLen(t) =
∞

∑
n=0

HDLentn (3.3)

dir.

gHDLen(t) = HDLe0 +HDLe1t +HDLe2t2 + ...+HDLekt
k + ...

yukarıdaki eşitliğin her iki tarafını
(
1−2t + t3) ile çarparsak

(
1−2t + t3)gHDLen(t) =

(
1−2t + t3)( HDLe0 +HDLe1t

+HDLe2t2 + ...+HDLekt
k + ...

)
(
1−2t + t3)gHDLen(t) = HDLe0 +HDLe1t +HDLe2t2 + ...+

−2HDLe0t −2HDLe1t2 −2HDLe2t3 − ...

+HDLe0t3 +HDLe1t4 +HDLe2t5 + ...

= HDLe0 + t (HDLe1 −2HDLe0)+ t2 (HDLe2 −2HDLe1)

+t3 (HDLe3 −2HDLe2 +HDLe0)+ ...

+tk+1 (HDLek+1 −2HDLek +HDLek−2

)
+ ...

eşitliğini elde ederiz.

Hiper dual Leonardo sayıların yineleme bağıntısı (3.2) ve başlangıç koşullarını kullana-
rak

gHDLen(t)(1−2t + t3) = (1+ ε1 +3ε2 +5ε1ε2)

+t(−1+ ε1 − ε2 − ε1ε2)+ t2(1− ε1 − ε2 −3ε1ε2),

elde edilir.

Böylece {HDLen}
∞

n=0 için üreteç fonksiyonu

∞

∑
n=0

HDLentn =
HDLe0 + t(−1+ ε1 − ε2 − ε1ε2)+ t2(1− ε1 − ε2 −3ε1ε2)

1−2t + t3 ,

dir.
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Teorem 3.1.2. n ⩾ 0 olmak üzere hiper dual Leonardo ve hiper dual Fibonnaci sayıları arasında
aşağıdaki eşitlik vardır.

HDLen = 2Ũn+1 −A. (3.4)

Burada Ũn n.dereceden hiper dual Fibonacci sayısıdır.

İspat. Hiper dual Leonardo sayıların tanımı (3.1) ve Leonardo ve Fibonacci sayıları arasındaki
ilişki (2.5) kullanılarak

HDLen = Len +Len+1ε1 +Len+2ε2 +Len+3ε1ε2,

= (2Fn+1 −1)+(2Fn+2 −1)ε1

+(2Fn+3 −1)ε2 +(2Fn+4 −1)ε1ε2,

= 2(Fn+1 +Fn+2ε1 +Fn+3ε2 +Fn+4ε1ε2)−A,

= 2Ũn+1 −A,

elde edilir.

Teorem 3.1.3. Hiper dual Leonardo sayıları için Binet benzeri formülü,

HDLen = 2(
Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ
)−A, (3.5)

dir. Burada n ⩾ 0 olmak üzere φ ve ψ x3 − 2x2 + 1 = 0 denkleminin karakteristlik kökleridir.
Φ = 1+φε1 +φ 2ε2 +φ 3ε1ε2 ve Ψ = 1+ψε1 +ψ2ε2 +ψ3ε1ε2 dir.

İspat.

Hiper dual Leonardo sayılarının tanımı (3.1) ve Leonardo sayıları için Binet benzeri
formülü (2.4) kullanılarak,

HDLen = Len +Len+1ε1 +Len+2ε2 +Len+3ε1ε2

=

(
2φ n+1 −2ψn+1 −φ +ψ

φ −ψ

)
+

(
2φ n+2 −2ψn+2 −φ +ψ

φ −ψ

)
ε1

+

(
2φ n+3 −2ψn+3 −φ +ψ

φ −ψ

)
ε2 +

(
2φ n+4 −2ψn+4 −φ +ψ

φ −ψ

)
ε1ε2

HDLen = 2

(
φ n+1−ψn+1

φ−ψ
+ φ n+2−ψn+2

φ−ψ
ε1

+φ n+3−ψn+3

φ−ψ
ε2 +

φ n+4−ψn+4

φ−ψ
ε1ε2

)
− (1+ ε1 + ε2 + ε1ε2) ,

eşitliği elde edilir.

Φ = 1+φε1+φ 2ε2+φ 3ε1ε2 ve Ψ = 1+ψε1+ψ2ε2+ψ3ε1ε2 eşitliklerini son eşitlikte
yerine koyarsak hiper dual Leonardo sayıları için Binet benzeri formülünü elde ederiz.
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Teorem 3.1.4. n ≥ 0 bir tam sayı olmak üzere hiper dual Leonardo sayıları için toplam formül-
leri aşağıdaki gibidir.

1)
n
∑

r=0
HDLer = HDLen+2 − (n+2)A− (2ε1 +4ε2 +8ε1ε2),

2)
n
∑

r=0
HDLe2r = HDLe2n+1 −nA− (2ε1 +2ε2 +4ε1ε2),

3)
n
∑

r=0
HDLe2r+1 = HDLe2n+1 − (n+2)A− (2ε2 +4ε1ε2),

4)
n
∑

r=0
(−1)r−1 HDLer =

{
−
(
HDLen−1 +2+ ε2 + ε1ε2

)
, n çift

HDLen−1 −1+ ε1 − ε2 − ε1ε2, n tek
.

İspat. Leonardo dizisinin toplam ve çarpım formüllerini kullanarak ve ayrıca hiper dual Le-
onardo sayıların tanımını kullanarak (1), (2), (3) ve (4)’ün ispatı aşağıda verilmiştir.

(1) hiper dual Leonardo sayılarının tanımından (3.1) ve Leonardo sayılarının yineleme
bağıntısından (2.2) kullanılarak

n

∑
r=0

HDLer =
n

∑
r=0

(
HDLer + ε1HDLer+1 + ε2HDLer+2 + ε1ε2HDLer+3

)
=

n

∑
r=0

HDLer + ε1

n

∑
r=0

HDLer+1 + ε2

n

∑
r=0

HDLer+2 + ε1ε2

n

∑
r=0

HDLer+3

= HDLen+2−(n+2)[1+ε1+ε2+ε1ε2]−(2ε1+4ε2+8ε1ε2)

= HDLen+2 − (n+2)A− (2ε1 +4ε2 +8ε1ε2)

elde edilir.

(2) hiper dual Leonardo sayılarının tanımından (3.1)ve (2.13) kullanılarak

n

∑
r=0

HDLe2r =
n

∑
r=0

(
HDLe2r + ε1HDLe2r+1 + ε2HDLe2r+2 + ε1ε2HDLe2r+3

)
=

n

∑
r=0

HDLe2r + ε1

n

∑
r=0

HDLe2r+1 + ε2

n

∑
r=0

HDLe2r+2 + ε1ε2

n

∑
r=0

HDLe2r+3

= HDLe2n+1 −n+ ε1
(
HDLe2n+2 − (n+2)

)
+ ε2

(
HDLe2n+3 −n−2

)
+ ε1ε2

(
HDLe2n+4 −2− (n+2)

)
= HDLe2n+1 −nA− (2ε1 +2ε2 +4ε1ε2)

elde edilir.

(3) hiper dual Leonardo sayılarının tanımından (3.1) ve Leonardo sayılarının yineleme
bağıntısından (2.2)

12



n

∑
r=0

HDLe2r+1 =
n

∑
r=0

(
HDLe2r+1 + ε1HDLe2r+2 + ε2HDLe2r+3 + ε1ε2HDLe2r+4

)
=

n

∑
r=0

HDLe2r+1 + ε1

n

∑
r=0

HDLe2r+2 + ε2

n

∑
r=0

HDLe2r+3 + ε1ε2

n

∑
r=0

HDLe2r+4

= HDLe2n+2 − (n+2)+ ε1
(
HDLe2n+3 −n−2

)
+ ε2

(
HDLe2n+4 − (n+2)−2

)
+ ε1ε2

(
HDLe2n+5 −n−6

)
= HDLe2n+1 − (n+2)A− (2ε2 +4ε1ε2)

elde edilir.

(4) hiper dual Leonardo sayılarının tanımından

n

∑
r=0

(−1)r−1 HDLer =
n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler + ε1

n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+1

+ε2

n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+2 + ε1ε2

n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+3,

dır.

(2.2), (2.5) ve (2.12) kullanılarak

n

∑
r=0

(−1)r−1 HDLer = {−2Ũn −1+ ε1 − ε2 − ε1ε2, n çift2Ũn −2−2ε2 −2ε1ε2, n tek

elde edilir. Burada Ũn n.dereceden hiper dual Fibonacci sayısıdır. (3.4) den istenen sonuca ula-
şırız.

Teorem 3.1.5. (Catalan Özdeşliği)

n ve r pozitif tam sayılar ve n ≥ r olmak üzere,

HDL2
en
−HDLen−rHDLen+r (3.6)

= (HDLen−r +HDLen+r −2HDLen)A

+4(−1)n−r+1(2(ε2 + ε1ε2)+A)F2
r ,

dir. Burada Fn n.dereceden Fibonacci sayısıdır ve A = 1+ ε1 + ε2 + ε1ε2 dir.

İspat. Tez boyunca, SK eşitliğin sol kısmını ifade edecektir.

Kabul edelim ki HDL2
en
−HDLen−rHDLen+r = SK olsun. SK için Binet benzeri formülü
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(3.5) kullanılarak

SK =

(
2
(

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ

)
−A
)(

2
(

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ

)
−A
)

(3.7)

−
(

2
(

Φφ n−r+1 −Ψψn−r+1

φ −ψ

)
−A
)(

2
(

Φφ n+r+1 −Ψψn+r+1

φ −ψ

)
−A
)
,

eşitliği elde edilir.

φ , ψ, Φ = 1+φε1 +φ 2ε2 +φ 3ε1ε2 ve Ψ = 1+ψε1 +ψ2ε2 +ψ3ε1ε2 ifadeleri dikkate
alınırsa

ΦΨ = 1+ ε1 +3ε2 +3ε1ε2, (3.8)

dır. Son olarak SK için (2.10) ve (3.8) kullanılarak

SK = (HDLen−r +HDLen+r −2HDLen)A

+4(−1)n−r+1(2(ε2 + ε1ε2)+A)F2
r .

elde edilir.

Yukarıdaki teoremde (3.6) r = 1 alınırsa hiper dual Leonardo sayıları için Cassini öz-
deşliği aşağıdaki gibidir.

Sonuç 3.1.6. (Cassini Özdeşliği)

n ≥ 1 olmak üzere hiper dual Leonardo sayıları için Cassini özdeşliği

HDL2
en
−HDLen−1HDLen+1 = (HDLen−1 −HDLen−2)A

+4(−1)n(2(ε2 + ε1ε2)+A),

dir.

Teorem 3.1.7. k, m, ve s pozitif tam sayılar olmak üzere Fibonacci sayıları ve hiper dual Le-
onardo sayıları arasında aşağıdaki eşitlik vardır.

HDLek+mHDLek+s −HDLekHDLek+m+s

= (HDLek −HDLek+m +HDLek+m+s −HDLek+s)A

+4(−1)k+1FmFs (2(ε2 + ε1ε2)+A) .

Burada Fn n.dereceden Fibonacci sayısıdır.

İspat.

Kabul edelim ki SK = HDLek+mHDLek+s −HDLekHDLek+m+s olsun. SK için Binet ben-
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zeri formülü (3.5) kullanılarak

SK =

(
2Φφ k+m+1 −2Ψψk+m+1

φ −ψ
−A
)(

2Φφ k+s+1 −2Ψψk+s+1

φ −ψ
−A
)

−
(

2Φφ k+1 −2Ψψk+1

φ −ψ
−A
)(

2Φφ k+m+s+1 −2Ψψk+m+s+1

φ −ψ
−A
)
,

= (HDLek −HDLek+m +HDLek+m+s −HDLek+s)A

+
4ΦΨ

(φ −ψ)2

(
φ

k+1
ψ

k+1 (−φ
m

ψ
s −φ

s
ψ

m +ψ
m+s +φ

m+s)) ,
eşitliği elde edilir. Sonrasında ise Fibonacci sayıları için Vajda eşitliği (2.7) ve (3.8) den

SK = (HDLek −HDLek+m +HDLek+m+s −HDLek+s)A

+4(−1)k+1FmFs (2(ε2 + ε1ε2)+A) ,

dır.

Teorem 3.1.8. n ve m pozitif tam sayılar ve n ≥ m olmak üzere Lucas, Leonardo, hiper dual
Lucas ve hiper dual Leonardo sayılarını arasında aşağıdaki eşitlikler vardır.

HDLen+m +(−1)mHDLen−m = LmHDLen +(Lm − (−1)m −1)A. (3.9)

HDLen+m − (−1)mHDLen−m = (Lem−1 +1)Ṽn+1 +((−1)m −1)A. (3.10)

Burada Ln n. dereceden Lucas sayısı , Len n.dereceden Leonardo sayısı ve Ṽn n.dereceden hiper
dual Leonardo sayısıdır.

İspat.

(3.9) in ispatı için kabul edelim ki HDLen+m +(−1)mHDLen−m = SK olsun. SK için hiper
dual Leonardo sayıların tanımını kullanarak

SK = (Len+m +(−1)mLen−m)+(Len+m+1 +(−1)mLen−m+1)ε1

+(Len+m+2 +(−1)mLen−m+2)ε2 +(Len+m+3 +(−1)mLen−m+3)ε1ε2,

elde edilir. Buradan da (2.8) kullanılarak

SK = LmHDLen +A(Lm − (−1)m −1)

elde edilir.

(3.10)’ in ispatı da aynı şekilde yapılır.
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Teorem 3.1.9. m, r ve s pozitif tam sayılar m ≥ r ve m ≥ s olmak üzere Fibonacci ve hiper dual
Leonardo sayıları için

HDLem+rHDLem−r −HDLem+sHDLem−s

= (HDLem+s −HDLem+r +HDLem−s −HDLem−r)A

+4(A+2(ε2 + ε1ε2))
(
(−1)m−r F2

r − (−1)m−s F2
s
)
,

dır. Burada Fn n.dereceden Fibonacci sayısıdır.

İspat.

Kabul edelim ki HDLem+rHDLem−r −HDLem+sHDLem−s = SK olsun. SK için hiper dual
Leonardo sayıların Binet benzeri formülü (3.5) kullanılarak

SK =

(
2

Φφ m+r+1 −Ψψm+r+1

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ m−r+1 −Ψψm−r+1

φ −ψ
−A
)

−
(

2
Φφ m+s+1 −Ψψm+s+1

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ m−s+1 −Ψψm−s+1

φ −ψ
−A
)
,

= (HDLem+s −HDLem+r +HDLem−s −HDLem−r)A

+
4ΦΨ

(φ −ψ)2

(
φ

m
ψ

m (
φ

r
ψ

−r +ψ
r
φ
−r −φ

s
ψ

−s −ψ
s
φ
−s)) ,

eşitliği elde edilir.

Buradan da SK için (2.10) ve (3.8) kullanılarak

SK = (HDLem+s −HDLem+r +HDLem−s −HDLem−r)A

+4(2(ε2 + ε1ε2)+A)
(
(−1)m−r F2

r − (−1)m−s F2
s
)
,

elde edilir.

Teorem 3.1.10. n,m,s, ve r pozitif tam sayılar n ≥ m ve s ≥ r olmak üzere n+m = s+ r Lucas
ve hiper dual Leonardo sayıları için

HDLenHDLem −HDLesHDLer

= (HDLes −HDLen +HDLer −HDLem)A

+
4
5
(2(ε2 + ε1ε2)+A)((−1)m Ln−m − (−1)r Ls−r) ,

dir. Burada Ln n.dereceden Lucas sayısıdır.

İspat.

HDLenHDLem −HDLesHDLer = SK olsun. SK için hiper dual Leonardo sayılarının Bi-
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net benzeri formülü (3.5) kullanılarak

SK =

(
2

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ m+1 −Ψψm+1

φ −ψ
−A
)

−
(

2
Φφ s+1 −Ψψs+1

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ r+1 −Ψψr+1

φ −ψ
−A
)
.

= (HDLes −HDLen +HDLer −HDLem)A

+
4ΦΨ

(φ −ψ)2 (φ
n
ψ

m +φ
m

ψ
n −φ

s
ψ

r −φ
r
ψ

s) ,

eşitliği elde edilir. (2.11) ve (3.8) eşitliklerinden faydalanılarak

SK = (HDLes −HDLen +HDLer −HDLem)A

+
4
5
(2(ε2 + ε1ε2)+A)((−1)m Ln−m − (−1)r Ls−r) ,

elde edilir.

Teorem 3.1.11. r ve s pozitif tam sayılar r ≥ 1 ve s ≥ 1 olmak üzere

HDLes+1HDLer+1 −HDLes−1HDLer−1

=−(HDLes +HDLer)A−2A2

+8Ũs+r+2 −4Fs+r+2 +8ε1ε2Fs+r+5,

dir. Burada Fn ve Ũn sırasıyla n.dereceden Fibonacci ve hiper dual Leonardo sayılarıdır.

İspat.

Kabul edelim ki HDLes+1HDLer+1 −HDLes−1HDLer−1 = SK olsun. SK için hiper dual
Leonardo sayılarının Binet benzeri formülü (3.5) kullanılarak

SK =

(
2

Φφ s+2 −Ψψs+2

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ r+2 −Ψψr+2

φ −ψ
−A
)

−
(

2
Φφ s −Ψψs

φ −ψ
−A
)(

2
Φφ r −Ψψr

φ −ψ
−A
)
,

=−(HDLes +HDLer)A−2A2

+
4

(φ −ψ)2

(
Φ

2
φ

s+r (
φ

4 −1
)
+Ψ

2
ψ

s+r (
ψ

4 −1
))

,

eşitliği elde edilir.
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Ayrıca Lucas sayıları için Binet benzeri formülü (2.1), (2.11) ve (2.14) kullanılarak

SK =−(HDLes +HDLer)A−2A2

+8Ũs+r+2 −4Fs+r+2 +8ε1ε2Fs+r+5,

elde edilir.

4. BİKOMPLEKS LEONARDO SAYILARI

Bu bölümde bikompleks Leonardo sayıları ve Leonardo sayıları arasında bazı temel eşit-
likleri elde edeceğiz. İlk olarak yineleme bağıntısı ve üreteç fonksiyonu bikompleks Leonardo
sayıları için elde edeceğiz. Sonrasında ise Binet benzeri formülü, toplam formülü, Catalan öz-
deşliği, Cassini özdeşliği ve bazı önemli eşitlikleri elde edeceğiz.

4.1. Bikompleks Leonardo Sayıları

Tanım 4.1.1. n ≥ 1 olmak üzere n.dereceden bikompleks Leonardo sayıları aşağıdaki gibi ta-
nımlanır.

BLen = Len +Len+1 i+Len+2 j+Len+3i j. (4.1)

Bikompleks Leonardo sayıları BLen ile gösterilir. Bu bölüm boyunca BLen n.dereceden
bikompleks Leonardo sayısı olarak kabul edeceğiz.

n ≥ 2 olmak üzere bikompleks Leonardo sayıları için yineleme bağıntısı,

BLen = BLen−1 +BLen−2 +C (4.2)

dir.

Yineleme bağıntısı (2.2) ve bikompleks Leonardo sayılarının tanımını (4.1) kullanarak,

BLen = (Len−1 +Len−2 +1)+(Len +Len−1 +1)i

+(Len+1 +Len +1) j+(Len+2 +Len+1 +1)i j,

= BLen−1 +BLen−2 +C,

elde edilir. Burada C = 1+ i+ j + i j dir ve bu bölüm boyunca bu şekilde kabul edilecektir.
Ayrıca bikompleks Leonardo sayılarının başlangıç koşulları BLe0 = 1+ i+3 j+5i j ve BLe1 =

1+3i+5 j+9i j dir.

Bikompleks Leonardo sayılarının ilk bir kaç terimi şu şekildedir:

BLe0 = 1+ i+3 j+5i j
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BLe1 = 1+3i+5 j+9i j

BLe2 = 3+5i+9 j+15i j

BLe3 = 5+9i+15 j+25i j

BLe4 = 9+15i+25 j+41i j

BLe5 = 15+25i+41 j+67i j

Bikompleks sayıların birimlerinin çarpımını gösteren birim çarpım tablosu aşağıdaki
gibidir.

. 1 i j ij
1 1 i j i j

i i −1 i j − j

j j i j −1 −i

ij i j − j −i 1

dır.

Bikompleks Leonardo sayıları için bir diğer yineleme bağıntısı aşağıdaki gibidir.

BLen+1 = 2BLen −BLen−2. (4.3)

Bikompleks Leonardo sayılarının tanımını (4.1) ve Leonardo sayılarının yineleme ba-
ğıntısını (2.3) kullanarak,

n ⩾ 2 olmak üzere,

BLen+1 = 2Len −Len−2 +(2Len+1 −Len−1)i,

+(2Len+2 −Len) j+(2Len+3 −Len+1)i j

= 2BLen −BLen−2,

elde edilir.

Teorem 4.1.1. Bikompleks Leonardo sayıları için üreteç fonksiyon gBLen(t) ile gösterilir ve

gBLen(t) =
BLe0 + t(−1+ i− j− i j)+ t2(1− i− j−3i j)

1−2t + t3 ,

dir.

İspat.
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Kabul edelim ki üreteç fonksiyonun formal kuvvet serisi {BLen}
∞

n=0 için aşağıdaki gibi
olsun:

gBLen(t) =
∞

∑
n=0

BLentn, (4.4)

gBLen(t) = BLe0 +BLe1t +BLe2t2 + ...+BLekt
k + ...

Sonrasında eşitliğin her iki tarafını
(
1−2t + t3) ile çarparsak:

(
1−2t + t3)gBLen(t) =

(
1−2t + t3)( BLe0 +BLe1t

+BLe2t2 + ...+BLekt
k + ...

)
(
1−2t + t3)gBLen(t) = BLe0 +BLe1t +BLe2t2 + ...+

−2BLe0t −2BLe1t2 −2BLe2t3 − ...

+BLe0t3 +BLe1t4 +BLe2t5 + ...

= BLe0 + t (BLe1 −2BLe0)+ t2 (BLe2 −2BLe1)

+t3 (BLe3 −2BLe2 +BLe0)+ ...

+tk+1 (BLek+1 −2BLek +BLek−2

)
+ ...

elde edilir. Bikompleks Leonardo sayıların yineleme bağıntısını (4.3) ve başlangıç koşullarını
kullanarak

gBLen(t)(1−2t + t3) = (1+ i+3 j+5i j)

+t(−1+ i− j− i j)+ t2(1− i− j−3i j),

elde edilir.

Böylece {BLen}
∞

n=0 için üreteç fonksiyonu

∞

∑
n=0

BLentn =
BLe0 + t(−1+ i− j− i j)+ t2(1− i− j−3i j)

1−2t + t3 ,

dir.

Teorem 4.1.2. n ⩾ 0 olmak üzere

BLen = 2BFn+1 −C, (4.5)

dir. Burada BFn n.dereceden bikompleks Fibonacci sayısıdır.
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İspat.

Bikompleks Leonardo sayıları tanımı (4.1) ve Leonardo ve Fibonacci sayıları arasındaki
bağıntı (2.5) kullanılarak

BLen = Len +Len+1 i+Len+2 j+Len+3i j,

= (2Fn+1 −1)+(2Fn+2 −1)i

+(2Fn+3 −1) j+(2Fn+4 −1)i j,

= 2(Fn+1 +Fn+2i+Fn+3 j+Fn+4i j)−C,

= 2BFn+1 −C,

elde edilir.

Teorem 4.1.3. n ≥ 0 olmak üzere bikompleks Leonardo sayıları için Binet benzeri formülü,

BLen = 2(
Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ
)−C, (4.6)

dir. Burada φ ve ψ x3 −2x2 +1 = 0 denkleminin karakteristlik kökleridir. Φ = 1+φ i+φ 2 j+

φ 3i j ve Ψ = 1+ψi+ψ2 j+ψ3i j dir.

İspat.

Bikompleks Leonardo sayıların tanımını (4.1) ve Leonardo sayıları için Binet benzeri
formülünü (2.4) kullanarak

BLen = Len +Len+1i+Len+2 j+Len+3i j

=

(
2φ n+1 −2ψn+1 −φ +ψ

φ −ψ

)
+

(
2φ n+2 −2ψn+2 −φ +ψ

φ −ψ

)
i

+

(
2φ n+3 −2ψn+3 −φ +ψ

φ −ψ

)
j+
(

2φ n+4 −2ψn+4 −φ +ψ

φ −ψ

)
i j

BLen = 2

(
φ n+1−ψn+1

φ−ψ
+ φ n+2−ψn+2

φ−ψ
i

+φ n+3−ψn+3

φ−ψ
j+ φ n+4−ψn+4

φ−ψ
i j

)
− (1+ i+ j+ i j) ,

BLen = 2(
Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ
)−C, (4.7)

eşitliği elde edilir.

Φ = 1+φ i+φ 2 j+φ 3i j ve Ψ = 1+ψi+ψ2 j+ψ3i j ifadelerini son eşitlikte kullanılırsa
kolay bir şekilde eşitliği elde ederiz.

Teorem 4.1.4. n ≥ 0 bir tam sayı olmak üzere bikompleks Leonardo sayıları için toplam for-

21



mülleri aşağıdaki gibidir.

1)
n
∑

k=0
BLek = BLen+2 − (n+2)C− (2i+4 j+8i j).

2)
n
∑

k=0
BLe2k = BLe2n+1 −nC− (2i+2 j+4i j).

3)
n
∑

k=0
BLe2k+1 = BLe2n+2 − (n+2)C− (2 j+4i j).

burada n ≥ 1 dir.

4)
n
∑

r=0
(−1)r−1BLer =

{
−
(
BLen−1 +2+2 j+2i j

)
, n çiftBLen−1 −1+ i− j− i j, n tek.

İspat. Leonardo dizisinin toplam ve çarpım formüllerini kullanarak ve ayrıca Bikompleks Le-
onardo sayılarının tanımını kullanarak (1), (2) ve (3)’ün ispatı kolayca yapılabilir.

(1) bikompleks Leonardo sayıları tanımını (4.1), Leonardo sayılarının yineleme bağın-
tısı (2.2) ve (2.13) kullanılarak

n

∑
k=0

BLek =
n

∑
k=0

(
BLek + iBLek+1 + jBLek+2 + i jBLek+3

)
=

n

∑
k=0

BLek + i
n

∑
k=0

BLek+1 + j
n

∑
k=0

BLek+2 + i j
n

∑
k=0

BLek+3

= Len+2 − (n+2)+ i
(
Len+2 − (n+2)−1+Len+1

)
+ j
(
Len+2 − (n+2)−2+Len+1 +Len+2

)
+ i j

(
Len+2 − (n+2)−5+Len+2 +Len+3 +Len+1

)
= BLen+2 − (n+2)C− (2i+4 j+8i j)

elde edilir.

(2) bikompleks Leonardo sayıları tanımını (4.1), Leonardo sayılarının yineleme bağın-
tısı (2.2) ve (2.13) kullanılarak

n

∑
k=0

BLe2k =
n

∑
k=0

(
BLe2k + iBLe2k+1 + jBLe2k+2 + i jBLe2k+3

)
=

n

∑
k=0

BLe2k + i
n

∑
k=0

BLe2k+1 + j
n

∑
k=0

BLe2k+2 + i j
n

∑
k=0

BLe2k+3

=
(
Le2n+1 + iLe2n+2 + jLe2n+3 + i jLe2n+4

)
−nC− (2i+2 j+4i j)

= BLe2n+1 −nC− (2i+2 j+4i j)

elde edilir.

(3) bikompleks Leonardo sayıları tanımını (4.1), Leonardo sayılarının yineleme bağın-
tısı (2.2) ve (2.13) kullanılarak
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n

∑
k=0

BLe2k+1 =
n

∑
k=0

(
BLe2k+1 + iBLe2k+2 + jBLe2k+3 + i jBLe2k+4

)
=

n

∑
k=0

BLe2k+1 + i
n

∑
k=0

BLe2k+2 + j
n

∑
k=0

BLe2k+3 + i j
n

∑
k=0

BLe2k+4

=
(
Le2n+2 + iLe2n+3 + jLe2n+4 + i jLe2n+5

)
− (n+2)C−2( j+4i j)

= BLe2n+2 − (n+2)C− (2 j+4i j)

elde edilir.

(4) bikompleks Leonardo sayıları tanımını kullanarak

n

∑
r=0

(−1)r−1BLer =
n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler + i
n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+1

+ j
n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+2 + i j
n

∑
r=0

(−1)r−1 Ler+3,

elde edilir.

Daha sonra ise (2.2), (2.5) ve (2.12) kullanılarak

n

∑
r=0

(−1)r−1BLer =


(−2BFn −1+ i− j− i j) , n çift,

(2BFn −2−2 j−2i j) , n tek,

elde edilir.

Son olarak (4.5) kullanarak istenilen eşitlik elde edilir. Burada BFn n. dereceden Bi-
kompleks Fibonnacci sayısı ve C = 1+ i+ j+ i j dir.

Teorem 4.1.5. (Catalan Özdeşliği) n ve r pozitif tam sayılar n ≥ r, olmak üzere bikompleks
sayılar için Catalan özdeşliği,

BL2
en
−BLen−rBLen+r = (BLen−r +BLen+r −2BLen)C (4.8)

+12(−1)n−r+1(2 j+ i j)F2
r ,

dir.

İspat. Kabul edelim ki BL2
en
−BLen−rBLen+r = SK olsun. İlk olarak sol kısım SK için Binet

benzeri formülü (4.6) kullanılarak
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SK =

(
2
(

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ

)
−C
)(

2
(

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ

)
−C
)

−
(

2
(

Φφ n−r+1 −Ψψn−r+1

φ −ψ

)
−C
)(

2
(

Φφ n+r+1 −Ψψn+r+1

φ −ψ

)
−C
)
, (4.9)

elde edilir.

Daha sonra ise φ , ψ, Φ = 1+ φ i+ φ 2 j + φ 3i j ve Ψ = 1+ψi+ψ2 j +ψ3i j ifadeleri
dikkate alınarak aşağıdaki eşitlik elde edilir.

Φ.Ψ = 6 j+3i j. (4.10)

Son olarak SK için (2.10) ve (4.10) yi kullanarak eşitlik elde edilir.

SK = (BLen−r +BLen+r −2BLen)C

+12(−1)n−r+1(2 j+ i j)F2
r

Yukarıdaki teoremde (4.8) (Catalan) r = 1 alınırsa bikompleks Leonardo sayıları sayıları
için Cassini özdeşliği aşağıdaki gibi yazılır.

Sonuç 4.1.6. (Cassini Özdeşliği) n ≥ 1 olmak üzere bikompleks sayılar için Cassini özdeşliği,

BL2
en
−BLen−1BLen+1 = (BLen−1 −BLen−2)C

+12(−1)n(2 j+ i j),

dir.

Teorem 4.1.7. k, m ve s pozitif tam sayılar olmak üzere Fibonacci sayıları ve bikompleks Le-
onardo sayıları arasında aşağıdaki eşitlik vardır.

BLek+mBLek+s −BLekBLek+m+s = (BLek −BLek+m +BLek+m+s −BLek+s)C

+12(−1)k+1FmFs (2 j+ i j) .

İspat.

Kabul edelim ki BLek+mBLek+s −BLekBLek+m+s = SK olsun.

SK için Binet benzeri formülü (4.6) kullanılarak
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SK =

(
2Φφ k+m+1 −2Ψψk+m+1

φ −ψ
−C
)(

2Φφ k+s+1 −2Ψψk+s+1

φ −ψ
−C
)

−
(

2Φφ k+1 −2Ψψk+1

φ −ψ
−C
)(

2Φφ k+m+s+1 −2Ψψk+m+s+1

φ −ψ
−C
)
,

= (BLek −BLek+m +BLek+m+s −BLek+s)C

+
4Φ.Ψ

(φ −ψ)2

(
φ

k+1
ψ

k+1 (−φ
m

ψ
s −φ

s
ψ

m +ψ
m+s +φ

m+s)) ,
elde edilir.

Fibonacci sayıları için Vajda eşitliği (2.7) ve (4.10) kullanılarak

SK = (BLek −BLek+m +BLek+m+s −BLek+s)C

+12(−1)k+1FmFs (2 j+ i j) ,

elde edilir.

Teorem 4.1.8. m ve n pozitif tam sayılar ve n ≥ m olmak üzere Lucas, Leonardo, bicompleks
Lucas ve bikompleks Leonardo sayıları arasında aşağıdaki eşitlikler vardır.

BLen+m +(−1)mBLen−m = LmBLen +(Lm − (−1)m −1)C. (4.11)

BLen+m − (−1)mBLen−m = (Lem−1 +1)BLn+1 +((−1)m −1)C. (4.12)

Burada Ln n. dereceden Lucas sayısı, Len n.dereceden Leonardo sayısı ve BLen n.dereceden
bikompleks Leonardo sayısıdır.

İspat.

(4.11) nin ispatı için:

Kabul edelim ki BLen+m + (−1)mBLen−m = SK olsun. SK için bikompleks Leonardo
sayılarının tanımını (4.1) kullanarak

SK = (Len+m +(−1)mLen−m)+(Len+m+1 +(−1)mLen−m+1)i

+(Len+m+2 +(−1)mLen−m+2) j+(Len+m+3 +(−1)mLen−m+3)i j.

elde edilir.

Daha sonra (2.8) kullanılarak

SK = LmBLen +C(Lm − (−1)m −1).

elde edilir.
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(4.12)’nin ispatı da benzer şekilde yapılır.

Teorem 4.1.9. n, m, s ve r pozitif tam sayılar n ≥ m ve s ≥ r olmak üzere n+m = s+ r için

BLenBLem −BLesBLer = (BLes −BLen +BLer −BLem)C

+
12
5
(2 j+ i j)((−1)m Ln−m − (−1)r Ls−r) ,

dir. Burada Ln n. dereceden Lucas sayısıdır.

İspat. Kabul edelim ki BLenBLem −BLesBLer = SK olsun. SK için Bikompleks Leonardo sa-
yılarının Binet benzeri formülü (4.6) kullanılarak

SK =

(
2

Φφ n+1 −Ψψn+1

φ −ψ
−C
)(

2
Φφ m+1 −Ψψm+1

φ −ψ
−C
)

−
(

2
Φφ s+1 −Ψψs+1

φ −ψ
−C
)(

2
Φφ r+1 −Ψψr+1

φ −ψ
−C
)
,

= (BLes −BLen +BLer −BLem)C

+
4Φ.Ψ

(φ −ψ)2 (φ
n
ψ

m +φ
m

ψ
n −φ

s
ψ

r −φ
r
ψ

s) ,

elde edilir. Diğer taraftan (2.11) ve (4.10) kullanılarak

SK = (BLes −BLen +BLer −BLem)C

+
12
5
(2 j+ i j)((−1)m Ln−m − (−1)r Ls−r) ,

elde edilir.

Teorem 4.1.10. r ve s pozitif tam sayılar r ≥ 1 ve s ≥ 1 olmak üzere

BLes+1BLer+1 −BLes−1BLer−1 =−(BLes +BLer +2C)C

+4

[
−5Fs+r+3 +5Fs+r+7 +2i(Fs+r+3 −Fs+r+7)

−2 jFs+r+5 +4i jFs+r+5

]
,

dir. Burada Fn n. dereceden Fibonacci sayısıdır.

İspat. Kabul edelim ki BLes+1BLer+1 −BLes−1BLer−1 = SK olsun. SK için bikompleks Leonardo
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sayılarının Binet benzeri formülü (4.6) kullanılırsa

SK =

(
2

Φφ s+2 −Ψψs+2

φ −ψ
−C
)(

2
Φφ r+2 −Ψψr+2

φ −ψ
−C
)

−
(

2
Φφ s −Ψψs

φ −ψ
−C
)(

2
Φφ r −Ψψr

φ −ψ
−C
)
,

=−(BLes +BLer +2C)C

+
4

(φ −ψ)2

(
Φ

2
φ

s+r (
φ

4 −1
)
+Ψ

2
ψ

s+r (
ψ

4 −1
))

,

dır.

Burada Lucas sayıları için Binet benzeri formülünü (2.1) kullanırsak

SK =−(BLes +BLer +2C)C

+(−2Ls+r+5 +Ls+r+1 +Ls+r+9)+ i(4Ls+r+5 −2Ls+r+1 −Ls+r+9)

+ j (−2Ls+r+7 +2Ls+r+3)+ k (4Ls+r+7 −4Ls+r+3) ,

dır.

Son olarak (2.11) kullanılarak

SK =−(BLes +BLer +2C)C

+4

[
−5Fs+r+3 +5Fs+r+7 +2i(Fs+r+3 −Fs+r+7)

−2 jFs+r+5 +4i jFs+r+5

]
,

elde edilir.
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5. SONUÇ, TARTIŞMA VE ÖNERİLER

Bu tezin ilk orijinal kısmında Leonardo sayıları yardımıyla hiper dual Leonardo sayıları
tanımlanmıştır. Bu sayı bu dizisi için karakteristlik denklem, üreteç fonksiyonu ve Binet benzeri
formülü gibi temel kavramlar elde edilmiştir. Daha sonra ise hiper dual sayıların özelliklerinden
faydalanılarak toplam formülleri, Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği, D’ocagne’s eşitliği ve
bazı önemli eşitlikler elde edilmiştir.

Tezin diğer orijinal kısmında ise, Leonardo sayıları yardımıyla bikompleks Leonardo sa-
yıları tanımlanmıştır. Bu sayılar için karakteristlik denklem, üreteç fonksiyonu ve Binet benzeri
formülü gibi temel kavramlar elde edilmiştir. Daha sonra bikompleks sayıların özelliklerinden
faydalanılarak toplam formülleri, Catalan özdeşliği, Cassini özdeşliği, D’ocagne’s eşitliği ve
bazı önemli eşitlikler elde edilmiştir.

Bu tezi oluşturan iki orijinal kısım, Leonardo sayıların bikompleks Leonardo ve hiper
dual Leonardo sayıları gibi birer genellemesidir. Bu iki sayı içinde toplam formülleri, Catalan
özdeşliği, Cassini özdeşliği ve D’ocagne’s eşitliği gibi literatür açısında oldukça önemli eşitlik-
ler elde edilmiştir.
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