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BEYAN

‘Catilandirilmus Involiit-Evoliit Egri Ciftleri Uzerine’ adli yiiksek lisans hazirlik ve
yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bagkalariin eserlerinden
yararlandigim bdliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim
verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir kismimin Bilecik Seyh
Edebali Universitesi veya baska bir {iniversitede baska bir tez calismasi olarak
sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki

sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu ¢alismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve sayi bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR DESTEK ALINMAMISTIR X

Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi
1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK

ETiK KURUL onayi var ise;

ETIK KURUL Kkarar tarih/sayl:  |occcceeeeuueeiennereneneneennneneennn. [eveeraens

Ebru Giirsac

Tarih

Imza
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OZET
CATILANDIRILMIS iNVOLUT-EVOLUT EGRIi CIFTLERiI UZERINE

Bu c¢alisma dort boliimden olusmustur. Birinci boliim giris kismma ayrilmistir. Ikinci
boliimde Oklid uzayr ve catilandirilmis egriler ile ilgili temel kavramlara yer verilmistir.
Ucgiincii boliim ve dordiincii bdliim bu ¢alismanin orijinal kismini olusturmaktadir. Ucgiincii
béliimde 3-boyutlu Oklid uzaymnda catilandirilmis egrilerin involiit - evoliit egri ¢ifti tanimi
verilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda ¢atilandirilmis involiit — evoliit egri ¢ifti ile ilgili
baz1 karakterizasyonlara yer verilmistir. Dérdiincii béliimde 4-boyutlu Oklid uzayinda
catilandirilmis egrilerin involiit - evoliit egri ¢ifti tanmimi verilmistir. Ayrica 3-boyutlu Oklid
uzayinda catilandirilmis involiit — evoliit egri ¢ifti ile ilgili baz1 karakterizasyonlara yer

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Involiit Egri, Evoliit Egri, Catilandirilmis Egri, Singiiler Nokta, w—

egrisi.



ABSTRACT
ON FRAMED INVOLUTE-EVOLUTE CURVE PAIRS

This thesis consists of four chapters. The first chapter is the introduction and literature
reviews are given.In the second chapter, basic concepts about Euclidean space and framed
curves are given.The third and fourth chapters are the original chapters of the thesis.In the
third chapter, definitions of the framed involute-evolute curve partner in 3-dimensional
Euclidean space are given.In addition, some characterizations of the involute-evolute curve
pair framed in 3-dimensional Euclidean space are given.In the fourth chapter, definitions of
the framed involute-evolute curve partner in 4-dimensional Euclidean space are given.In
addition, some characterizations of the involute-evolute curve pair framed in 4-dimensional

Euclidean space are given.

Keywords: Involute Curves, Evolute Curves, Framed Curves, Singular Points, w—curves.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LISTESI

R" . n—Boyutlu Oklid Uzay1

R* : 4- Boyutlu Oklid Uzay1

R® : 3-Boyutlu Oklid Uzay1

<,> : I¢ Carpim Fonksiyonu

|||| : Norm

| : Oklid Uzayinda Bir Agik Aralik

X : Vektorel Carpim

Vj : R", Oklid Uzayinda j—yinci Frenet Vektorii

K, : R", Oklid Uzayinda j—yinci Frenet Egriligi

K,T : R®, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Egrinin Egrilik ve Burulmasi

K,T,0 : R*, 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Egrinin Egrilikleri

{T, N, B} : R?, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Egrinin Frenet Vektorleri

{T, N, B, E} : R*, 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Bir Egrinin Frenet Vektorleri

{V, 1, ,uz} . R®, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egrinin Uyarlanmus
Catis1

{ P, q} : R®, 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egrinin Catilandirilmig
Egrilikleri



{V, My Ly, ,u3} . R*, 4-Boyutlu Oklid Uzaymda Catilandirilmis Egrinin Uyarlanmis

Catis1

{ p, g, r} : R*, 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilmis Egrinin Catilandirilmis

Egrilikler

Vi



1. GIRIS

Diferansiyel geometrinin genis calisma alanlarindan biri egriler teorisidir. Ozel egriler
aragtirmacilar i¢in énemli bir uygulama alani olmustur. Baz1 6zel egriler teget vektorlerinin
ortogonal olmas: durumuna gore involiit-evoliit egri giftleri olarak adlandirilirlar. Bu tiir

egrilerle Oklid uzayinda farkli ¢atilar kullanilarak birgok ¢alisma yapilmustir.

R®, 3-boyutlu Oklid uzayinda involiit-evoliit egri ¢iftlerinin dzelligi her noktasinda
teget vektorleri ortogonal olan egrilerdir. Involiit egri kavrami optik ¢alismalar1 sirasinda daha
dogru ol¢iim yapmaya calisirken C.Huygens tarafindan 1658 yilinda kesfedilmistir. Daha
sonra involiit - evoliit egri ¢iftleri ile ilgili bilinen temel teorem ve sonuglara Hacisalihoglu
(1983) ve Sabuncuoglu (2014) agiklik getirmistir. R*, 4-boyutlu Oklid uzayinda involiit -
evoliit egri ¢iftleri tanimlamis ve &zelliklerini incelemistir (Ozyillmaz & Yilmaz, 2009: 169-
174). Giiniimiize kadar farkli uzaylarda ve farkli boyutlarda involiit - evoliit egri ¢iftleri ile

ilgili birgok galisma yapilmistir.

Bir B:1 > R" egrisi i¢in tel ve p'(t)=0 ise t noktasma S egrisinin singiiler
noktasi denir. Bir egrinin singiiler noktalar1 varsa, egrinin o noktalarda ki Frenet catisi
olusturulamaz. S.Honda ve M.Takahashi Oklid uzaymnda catilandirilmig egrileri tanimlamistir
(Honda & Takahashi, 2016: 1-71). Bdylece singiiler noktalar1 olan egrilerin belirli kosullar
altinda Frenet gatis1 olusturuLmustur. Y.Wang ve arkadaslari R®, 3-boyutlu Oklid uzayinda
catilandirilmis egriler i¢in tanimlanmis olan Serret-Frenet tipli ¢atidan hareketle uyarlanmis

cattyr tanimlanustirlar (Wang vd., 2019: 2-12). Daha sonra O.G.Y1ldiz ve M.Akyigit R*’de
uyarlanmig ¢atiy1 verdiler (AKyigit & Yildiz, 2021: 258-263).

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak R®, 3-boyutlu Oklid uzaymda ve R*, 4-boyutlu Oklid
uzayinda involiit - evoliit egri ¢iftinin tanim1 ve bazi karakterizasyonlar verilmistir. Daha
sonra R®, 3-boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis egriler ve R*, 4-boyutlu Oklid uzaymda
catilandirilmis  egriler hakkinda temel tanim ve teoremler verilmistir. Bu bilgiler
dogrultusunda iigiincii boliimde ¢atilandirilmis egriler igin R*’de ¢atilandirilmis involiit -
evoliit egri ¢iftinin tanim1 ve bazi1 karakterizasyonlart verilmistir ve dordiincii boliimde
catilandirilmis egriler icin R, 4-boyutlu Oklid uzayinda gatilandirilmis involiit - evoliit egri

ciftinin tanim1 ve bazi karakterizasyonlar verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Tamm 2.1.2. R" vektor uzayinda u = (u,U,,...,u,) ve v=(V,,V,,...,Vv.) olmak iizere
< , >:]R” xR" >R
(uv) > (uv)=>uy,
i-1
esitligiyle tanimlanan fonksiyon R" uzayinda bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu fonksiyona,
R" de Oklid i¢ ¢arpim veya dogal ¢arpim denir (Sabuncuoglu, 2014:1).

Tamm 2.1.3. R", n-boyutlu Oklid uzayr olmak iizere Vu=(u,u,,..,u,)€R" igin u

vektorunin normu

|ull=+/<u,u>

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tanim 2.1.4. R®, 3—boyutlu Oklid uzaymda u = (u,,u,,u,) ve v=(v,V,,V,) vektorlerinin

vektorel ¢arpimi
U XV = (UyVg = VyUg, UgVy — Vol UV, —VUy)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamm 2.1.5. R* uzaymin dogal bir tabam {e,e,,e,,e,} olmak iizere X = (X0, X5, X, %4 )

Y=(Y.. Y2 Ys Ya) V&€ 2=(2,,2,,2,,2,) vektorleri igin vektorel ¢arpim,

e, e € ¢

X, X, X

XXYXZ= 2=
Yio Y2 Ys Y

, 1, 1, 1,

seklinde tanmimlanir (Ozyillmaz &Y1lmaz , 2009: 171).



Tanmim 2.1.6. | — R bir agik aralik ve «: 1 — R" diizgiin (C” sinifindan) bir déniisiim olmak

lizere (1) ya R" de bir egri denir (O’Neil, 2006: 16).

Tanim 2.1.7. «, R" Oklid uzayinda bir egri olmak iizere

a i
" dx],

vektoriine, «egrisinin «(t) noktasindaki hiz vektorii denir ve o'(t) ile gosterilir

(Sabuncuoglu, 2014:46).

Tamm 2.1.8. o:1 > R" ve R", Oklid uzayinda bir egri olmak iizere Vte |l i¢in a(t)=0

ise a egrisine diizenli (regiiler) egri denir (Hacisalihoglu 2000:150).

Tanmm 2.1.10. «:1 —> R" egrisi verilsin. Vsel igin Ha'(s)Hzl ise a egrisine birim hizl

egri ve s parametresine ise egrinin yay-parametresi adi verilir.

Tamm 2.1.11. «:1 —>R" egrisi verilsin. y/:{a',a",...,a(r)} kiimesi lineer bagimsiz bir
kiime olmak iizere y kiimesinden elde edilen {v,,v,,...,v,} ortonormal kiimeye, a egrisinin
Serret-Frenet r—ayakli alam ve Sel icin {vl(s),vz(s),...,vr(s)} ye « egrisinin a(s)
noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklist denir. Her bir v;, 1< j<r vektdriine ise j-yinci

Serret-Frenet vektor alan1 adi verilir.

Tanmim 2.1.12. R" uzaymnda birim hizh ;1 — R" egrisinin o (s) noktasindaki Serret-Frenet

r —ayaklist {V;(5),v,(s),....V,(s)} olsun. Buna gore

ki1l >R, 1< j<r,

s —>k; (S) = <Vj' (S)’Vj+1(s)>

bigiminde tanimli k; fonksiyonuna o egrisinin j-yinci egrilik fonksiyonu ve kj(s) reel

sayisina da « egrisinin a(s) noktasindaki j - yinci egriligi ad1 verilir.



Tammm 2.1.13. «: 1 - R" birim hizli bir egri olsun. « egrisinin Sel Serret-Frenet r—
ayaklist {V;(5),V,(s),....v,(s)} bigiminde verilsin. & egrisinin egrilikleri k;,k,,....k, , olmak

luzere

v, (s) =k (s)v
(8) =K1 (s)Vvis(8)+K; (s)vpa(s), 1<j<n
K, (s)V,_

o1 (8)Vis (3)

n

N

—_
w

~—

w
~—
<

1

esitlikleri mevcuttur. Bu formiillere Serret-Frenet tiirev formiilleri adi verilir. Serret-Frenet

tiirev formiilleri matris yardimiyla

w'(s)| [0 k 0 0 0 0][v(s)
Vz'(s) _ -k, 0 k, O 0 0 v,(s)
v, (s) 0 0 0 0 -+ —k, OJv,(s)

seklinde verilebilir (Hacisalihoglu 2000:155).
n=3i¢in

v, =T (Teget vektor alani),
v, =N (Normal vektor alani),
v, = B (Binormal vektor alani)

olmak tizere asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.1.1. o : 1 — R® birim hizli bir egri olmak iizere « egrisinin Frenet vektorleri

seklindedir.



Teorem 2.1.2. a:1 — R® regiiler bir egri olmak iizere o egrisinin a(t) noktasindaki Frenet

vektorleri
_ 1 o
T
N (t)=B(t)xT(t), (2.1)
_a()xa’()
= O]

dir (Sabuncuoglu, 2014: 82).

Teorem 2.1.3. a: 1 — R? regiiler bir egri olmak iizere o egrisinin a(t) noktasindaki egriligi

ve burulmasi

a'(t)xa"(t))
A0 .

<a’ (t)xa"(t),a" (t)>

o (t)<a (1)

K'(t)=

2.2)

r(t)=

dir (Ytice, 2020: 143).

Teorem 2.1.4. «:1 —>R® regiiler bir egri olmak iizere, ¢ egrisinin «(t) noktasindaki

a’(t)” =v

{T (t), N(t),B(t)} Frenet vektorleri ve egrilik ve burulmast x ve z olsun.

olmak tizere

dir (Sabuncuoglu, 2014: 82).

n=4 i¢in



v, =T (Teget vektor alani),
v, =N (Normal vektor alani),
v, = B, (Birinci binormal vektor alani),

v, = B, (Ikinci binormal vektdr alani)
olmak {izere asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 2.1.5. B:1 — R* regiiler bir egri olmak iizere § egrisinin (t) noktasindaki Frenet

vektorleri
1 .

T(t):[mﬂ()
v FOLFO-(2 0. )80

Iz ®F ()-8 ()81} £ (1) 23)
B, (t)=¢B, (t)xT (t)xN(t),

L TOxN()xp"(1)
O RN (] (o=

seklinde hesaplanir (Soyfidan, 2011: 8).

Teorem 2.1.6. S:1 - R* regiiler bir egri olmak iizere, B egrisinin £(t) noktasindaki

egrilikleri, sirasiyla «(t),7z(t) ve o(t) olmak iizere

K(t)zHuﬂl(t)uzﬂ”(t)—<ﬂ'(t),ﬂ”(t)>,3'(t)
pof
() - TO=N =20l )] @)
BO-(F 0.5 0O)F 1)

dir (Hacisalihoglu, 2000: 81).

Tanimm 2.1.14. a:1 > R" egrisi Sel yay-parametresi ile verilsin. « egrisinin egrilikleri

sabit ise « egrisine w—egrisi denir. (Soyfidan, 2011: 12)



2.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Involiit-Evoliit Egri Cifti

Tamm 2.2.1. Birim hizli o : 1 — R®egrisi ile regiiler a1 >R egrisi verilsin. Her

bir sel i¢in a egrisinin «(s) noktasindaki tegeti o (s) noktasndan gegiyorsa ve

<T* (S) T (S)> =0 ise a” egrisine o egrisinin bir involiitii denir (Sabuncuoglu, 2014: 102).
Teorem 2.2.1. o egrisi « egrisinin bir involiitii ise ¢ sabit bir reel say1 olmak iizere

a (s)=a(s)+(-s+c)T(s) (2.5)
dir (Sabuncuoglu, 2014: 102).

Ispat: o egrisi Vsel i¢in & (s)=a(s)+u(s)T(s) seklinde yazilabilir. Bu esitligin tiirevi

alinirsa

elde edilir. o egrisi a egrisinin bir involiiti oldugundan <(0¢*)’ (s), T (S)> =0 dur.
Yukaridaki esitligin her iki tarafi T (s) ile i¢ carpilirsa
((1+u'(s))T(s)+u(s)x(s)N(s), T (s))=0
elde edilir. Buradan da
1+u'(s)=0
elde edilir. Yukaridaki esitligin s parametresine gore integrali alinirsa
u(s)=-s+c

elde edilir.



Teorem 2.2.2. o egrisi o egrisinin bir involiitii olsun. & egrisinin Frenet vektor alanlari

{T, N, B} ile o egrisinin Frenet vektor alanlar {T*, N7, B*} arasinda

T =N,
N*_

—K T
\/Kz o T+ \/Kz — B, (2.6)

*

B

T K
= T+ B
NN P

bagmtilart vardir (Sabuncuoglu, 2014: 102).

Ispat: (2.5) denkleminin tiirevi almirsa

elde edilir. Bu esitligin normu alinirsa

o) (5)]~fe-s)(6)

1 N

elde edilir. Yukarida elde edilenler T (s) = ((x ) (S) esitliginde yerine yazilirsa
() (5)

T (s)=-N(s) veya T"(s)=N(s)
elde edilir. Kabul edelim ki T"(s)=N(s) olsun. R iistiindeki koordinat fonksiyonunu x
olmak iizere Vsel igin x(s)=s dir. Bu durumda (a*),(s):(C—S)K(S)N(S) esitligi

(a*), :(C—X)KN olarak yazilir. Xx'=1 dir. a egrisi i¢in Frenet formiillerinden

yararlanarak



!

(a*) = —(C—X)KZT +|:—K+(C—X)K'I:| N +(c—x)/<rB,
(05*)" = [21{2 —S(C— X)K‘/(I:|T +|:—2K" +(C— X)(K“ —K —K"L'z)i| N +|:—2KT+(C— Z)(—ZK"T+K'T')i| B

elde edilir. Buradan da

’ "

(a*) x(a*) = (C—X)2 KT +(C—X)2 x°B

Ve

14

H(“*)’X(“*) —(c=x) e

bulunur. Elde edilenler kullanilirsa

. a(t)xa (1) B (C—X)2 il +(C—X)2 KB _ T +«B

O

X

bulunur. N =B xT " esitliginden de

*_—K'T +7B

N =K *7B
i+ 72

elde edilir.

Teorem 2.2.3. & egrisi a egrisinin bir involiitii olsun. « egrisinin egrilik ve burulmasi «, ¢

ile o egrisinin egrilik ve burulmas1 x~, 7~ arasinda

RCRROR o

bagntilart vardir (Sabuncuoglu, 2014: 104).

Ispat: (2.2) ve (2.5) denklemlerinden



(s) k*+7%(s)

) e=s)e(e

(K"[I —K‘lZ')(S)
(c—s)x(/c2+r2)(s)

7 (s)=

elde edilir.

Tamm 2.2.2. a:1 = R® birim hizli ve a :1 > R? regiiler egri olmak iizere her sel icin

o egrisinin o (s) noktasindaki tegeti «(s) noktasindan gegiyorsa ve <T (s). T (S)> =0

ise o egrisine « egrisinin bir evoliitii denir (Sabuncuoglu, 2014: 104).

Teorem 2.2.4. o egrisi a egrisinin bir evoliitiiise C e R ve (9(5) = Ir* (u)du olmak {izere
0

a’(s)=a(s)+p(s)N(s)-p(s)tan[p(s)+c]B(s), (2.8)

dir. Burada, o (s) noktasindaki normal diizlemde, birinci kenar1 o (s)—«a(s), ikinci kenar
N"(s) olan yonlii agmmn dlgiisii &(s)+c Ve p(s), a(s) egrisinin egrilik yarigapidir

(Sabuncuoglu, 2014: 105).

Ispat: o egrisi a egrisinin bir evoliiti olsun. O halde o’ (s)-a(s) vektorii T(s)

vektoriine ortogonaldir. O halde

a (s)=a(s)+A(s)N(s)+u(s)B(s)
seklinde yazilabilir. Buradan

(&) =(1-26)T +(A —ur)N +(Ar+4)B

bulunur. <(a* ) ,T> =0 oldugundan 1-Ax =0 olur. Yukaridaki esitlik tekrar diizenlenirse

((f)l :(/1' —,ur)N +(/12'+,u')B

10



- e 1 1 :
elde edilir. 1-Ax =0 esitliginden A =— bulunur ve == p oldugundan A= p dir. Evoliit
K

K

tanimindan (0(*) vektdr alani, @ —a vektor alanina paraleldir. O halde

e et {arctan [—ﬁﬂ
M+ p p

dir. Buradan da
S ﬂ(S)J
r(u)d(u)+C =arctan| -——=
[e(0)a ) <42
bulunur. '[r(u)d(u)ze(s) olarak alinirsa
0

a’(s)=a(s)+p(s)N(s)-p(s)tan[ 6(s)+c]B(s)

elde edilir.

Teorem 2.25. & :1 > R® egrisi a:1 — R®egrisinin bir evoliitii olsun. o egrisinin Frenet

vektor alanlar {T, N, B} ile @ egrisinin Frenet vektor alanlari {T*, N, B*} arasinda

T =cos(6+c)N —sin(6+c)B,

*

N"=-T,
B" =sin(6+c)N +cos(d+c)B

bagintilart vardir (Sabuncuoglu, 2014: 107).

Ispat: Teorem 2.2.4 den
a =a+pN-ptan[6+c]B

dir. Yukaridaki esitligin tiirevi alinirsa

(a*)l _ p +prtan(6+C)

05(0+C) [cos(0+C)N —sin(6+C)B]

(2.9)
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elde edilir. Buradan da

"_ p +prtan(6+C)
~ cos(0+C)

)

oldugu goriilir. T~ = ‘ , ‘(0{* ) oldugundan

()]
T =cos(6+C)N-sin(6+C)B

seklinde elde edilir. a egrisi birim hizli degildir. Yukaridaki esitligin tiirevi alinirsa
(T*)v =—xcos(f+c)T

bulunur. Teorem 2.1.4’e gore (T*)l = H(a*)l

‘K*N " dir. Oyleyse

)

‘K'*N* =—xcos(0+c)T
olmak zorundadir. N* ve T vektdrleri birim uzunlukta vektdrler oldugundan buradan
N"=-T veya N" =T bulunur. N =-T olarak kabul edilebilir. B"=T xN esitliginde

B" =sin(0+C)N"+cos(6+C)B’ (2.10)
elde edilir.

Teorem 2.2.6. a egrisi birim hizli « egrisinin bir evoliitii olsun. « egrisinin egrilik ve

burulmasi «, 7 ile & egrisinin egrilik ve burulmas1 x*, 7~ arasinda

. K°cos® (6+¢)
- krsin(@+c)—x cos(d+c)’

2.11
. —k*sin(@+c)cos? (6+c) (211)

- krsin(@+¢)—x cos(g+c)

bagntilart vardir (Sabuncuoglu, 2014: 108).
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ispat: (2.9) denklemi ve |(a")

k' N" =-xcos(6+c)T esitligi g6z 6niinde bulundurulursa

’

K =K cos(@+c)

o

elde edilir. Burada x~ yalmz birakilir ve Teorem 2.2.5 in ispatinda elde edilen H(a*)H

kullanilirsa
o xkcos(f+c)  xcos(@+c) x*cos’(6+c)
- (o) ~ p'+prtan(0+c)  xrsin(6+c)-x'cos(+c)
cos(6+c)

bulunur. (2.10) denklemindeki B =sin(&+C)N +cos(8+C)B esitliginin tiirevi alinirsa

(B*)' =—xsin(0+c)T

!

elde edilir. Frenet tiirev formiillerinden (a*) :—H(a*)l 7'Nesitligi g6z Oniinde

bulundurulursa

)

TN =-xsin(6+c)T

elde edilir. Burada 7 yalniz birakilip Teorem 2.2.5‘deki hesapladigimiz nin esiti

(o)

yerine yazilirsa

. —ksin(6+c) —Ksin(6+c) —K*sin(6+c)cos’ (6 +c¢)
’Z' = = =
(a*)' p'+prtan(6+c) xrsin(+c)-x'cos(8+c)
cos(6+c)
elde edilir.

Teorem 2.2.7. o 1 >R’ egrisi, birim hizh a1 —R%egrisinin bir evoliiti olsun. a

egrisinin egrilik ve burulmasi & ve 7 olmak iizere
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*

.
—=—tan(@
= an( +c)

dir. Burada ¢ yerine ¢, Ve c, sayilari konularak elde edilen iki evoliit egrisinin o™ (s) ve

a? (S) noktalarindaki tegetleri a*(s) noktasinda kesisir. Bu tegetler arasindaki agmin

olciisti ¢, —c, dir (Sabuncuoglu, 2014: 109).
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2.3. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda involiit-Evoliit Egri Cifti

Tamm 2.3.1. B:1 > R* birim hizh bir egri ve g :1 —R* regiiler bir egri olmak
tizere Vseligin f egrisinin S(s) noktasindaki tegeti T(s) ve S egrisinin B (s)
noktasindaki tegeti T™(s) olmak iizere <T (S),T*(s)>:0 ise S~ egrisine f egrisinin bir

involiitii, § egrisine de £ egrisinin bir evoliitii denir.

Teorem 2.3.1. B:1 > R* birim hizli bir egri ve B regiiler bir egri olsun. g egrisi, f

egrisinin bir involiitli ise ¢ € R olmak lizere
B (s)=B(s)+(c=s)T(s) (2.12)
dir (Ozy1lmaz &Y1ilmaz , 2009: 170).

Ispat: S egrisi Vsel ig¢in S (s)=B(s)+u(s)T(s) seklinde yazilabilir. Bu esitligin tiirevi

alinirsa

elde edilir. B° egrisi, f egrisinin bir involiitii oldugundan <ﬂ*(s),T(S)>:0 dir. O halde

yukaridaki esitligin her iki taraf T (s) ile i¢ garpim yapilirsa

<(l+u' (s))T(s)+u(s)x(s)N(s),T (s)> =0

elde edilir. Bu esitlikten,
1+u(s)=0

elde edilir. Burada s parametresine gore integral alinirsa
u(s)=-s+c

elde edilir.
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Teorem 2.3.2. S egrisi f egrisinin bir involiitii olsun. [ egrisinin Frenet vektor alanlari

{T.N,B,E} ile [ egrisinin Frenet vektor alanlari {T*, N", B, E*} arasinda

bagntilar1 vardir (Ozyilmaz &Yilmaz , 2009: 170).

Ispat: 5":1 > R* egrisi, sel yay parametresi ile verilen B:1 —R* egrisinin bir involiitii
olsun. (2.12) denkleminin sel parametresine gore 1. 2. 3. ve 4. mertebeden tiirevleri

sirasiyla

(57) (s)=(c-s)r(s)N(s),
(B) (5)=-(c-8)i?(s)T (s)+[(c-5)x' (s)-x(s) [N (5)+(c-5)x(s) 2 (s)B(s),

[26/5)-3(c

+|:-(C-S)K(S)|:K (s)+z'2(s)}2ic'(s)+(c-s)1c"(S)JN(S),
[ - KI(S)T(S)—ZK(S)T(S)‘F(C—S)K(S)TI(S)]B(S)
(
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(IB*)(4) (S)= :QK(S)K' (s)—3(c-s)(icl)2 (S)-4(C-S)KZ(S)KZ" (S)+(C-S)KZ2 (S)|:K,'2 (s)+ TZ(S):|:|T(S)
3 (9)-6(c 52 (5) (5) +36(5) 72 (5) -3 (e 5)x (5)+? (S)} “(9)
:—3(C—S)K'(s)f(s)f'() 3¢ (s)+(c—s)x (s)
. —6Kl(s)r(s +3(c—s);c ( )r+3(c S)IC (s) ( ) 3K( )r (s) ]B(s)
(e=9)x(8)7 (5) (=) x()(5) 0 ()~ (=) 5) e (5) [ (5) +2)]
+'3(c_s)x'(s)f(s)a(s)_sx(s)r(s)a(s) ]E(S)
2(c-s)r(s)e (s) o () + (=) (s) 2 (s) o (5)

seklinde elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla S~ egrisinin Frenet vektorleri hesaplanabilir.

T7(s) vektoriinii hesaplamak i¢in (2.11) denkleminin normu alinirsa

() (9)=lc=5)x(s)

bulunur. Buradan da (2.3) Frenet denklemleri ve (2.11), (2.15) denklemleri yardimiyla T~ (s)

vektori
T'(s)=+N(s)

seklinde elde edilir. Buradan sonra islemlere T (s)=N(s) olarak devam edilecektir. (2.3)

Frenet denklemleri yardimuyla, sirasiyla, N™(s),B"(s),E"(s) vektorleri
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seklinde elde edilir.

Teorem 2.3.3. S egrisi f egrisinin bir involiitii olsun. f egrisinin egrilikleri «,z,o ile g

egrisinin egrilikleri ¥, 7 , o arasinda

o

(3]

N—"

S~——"

©v ~— ©
~ S~
= [ SSIN ]
R~ b
N rn ~
Yl ~— ©un
~— —
= e«
—_~—_~
© vy~
| _ “
o oo |
~—~ — O
[q\] [e\] N—"
+ _
~_~—~
) “ “
~ —
b b b
N A/~~~
“ el “
— — ~—
o b Te
P
%) “ ol

~ ~ N
x b R |~
~—~ ~ | =
v O V|~
| _ _2K
o o o
~— = ~— [N
| + _ 7
I |
|
o
~—
Il
—~
(%]
~
*
o

bagmtilar1 vardir (Ozyillmaz & Yilmaz, 2009: 170).

Ispat: Kabul edelim ki g":1 > R* egrisi sel yay parametresi ile verilen g:1 —»R*

egrisinin bir involiitii olsun. s (s),7 (s),0” (s) egrilikleri (2.4) formiilleri kullanilirsa

o~

)((/\!(\

S~

1
—~
7Y
~—~—
—~
©
N
& N ™~
~—~ “
9~ ~—
~— U ™
e —~ b
—_~ ) —~
vy ~— @«
N— o~ N—
= B~
R~k
e ~ =5} —~
Y ~— %}
~ ~
= e o«
—_~
ol vy~

N/~~~

—~
—_~~ |
v U0 |~
| _ _2K
o O o
— — — [
| + | »n
e —

|
o
P

Il
—~

(%)
~
*

b

seklinde elde edilir.
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Teorem 2.3.4. pB:1 >R egrisi Sel yay-parametresi ile verilsin. [ egrisinin evoliitii,

L1 >R egrisi w—egrisi olmak iizere

dir. Burada p(s), B(s) egrisinin egrilik yarigapidir (Ozyilmaz &Yilmaz, 2009: 170).

Teorem 2.3.5. B~ ve [ egrileri verilsin.  egrisi ile bu egrinin evoliitii, f egrisi w—egrisi
olarak alinirsa f egrisinin Frenet vektor alanlar {T,N,B,E} ile B~ egrisinin Frenet vektor

alanlari {T*, N, B, E*} arasinda

. —r(s) G(S)
N (s): - - N(s)+ - - E(s),
T (s)+0' (S) \/7,' (s )+G (s)

B (s)=ny7°(s)+0%(s)T(s),

£ (s) = ——2L)__N(s)r ) ()

\/12 (s)+0'2 (s) \/12 (s)+0'2 (s)

bagntilart vardir.

Teorem 2.3.6. S egrisi, [ egrisinin bir evoliitii olsun. B~ egrisi ile bu egrinin evoliitii,
egrisi w—egrisi olarak alinirsa [ egrisinin egrilikleri «,z,o ile S~ egrisinin egrilikleri

x ,7 ,0 arasinda
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bagintilar1 vardir.
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2.4. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilms Egriler

A, kiimesi

(1= () € RS p1) = 8,1, =12

seklinde tanimli olsun. A,, 3—boyutlu diizgiin bir manifolddur. v birim vektdrii V= z4 x 1,

esitligiyle tanimlanabilir. Bu v nin gz ve g, ye dik oldugu anlamina gelir.

Tammm 24.1. Vtel ve 1=12 icin <7/’,,ui>:0 ise (y,u):1 —R*xA, ikilisine bir
¢atilandirlmus egri denir. Eger (y,x) bir ¢atilandinlmus egri olacak sekilde bir u:1 — A,

varsa y: | — IR® egrisine de bir ¢atilandirilmis taban egrisi denir (Honda, 2018: 7).

(7, . 11,) 11 > R®x A, bir ¢atilandirilmus egri ve v(t)= g4 (t)x , (t) olsun. O halde (7, u)

catilandirilmis egrisinin hareketli ortonormal ¢atisinin Frenet-Serret tipli tiirev formiilleri

seklinde ifade edilebilir. Ayrica diferensiyellenebilir : 1 — R doniisiim vardir 6yle ki
y'(t)=a(t)v(t)

dir.  Burada I(t),m(t),n(t) ve «(s) dizgin egrilik  fonksiyonlaridir.
(I(t),m(t),n(t),a(t)): | > R® diizgiin bir doniisiim olmak iizere (I(t),m(t),n(t),a(t))

ye y(t) nin ¢atilandirilmus egrilikleri denir. & (t,)=0 dir gerek ve yeter sart t; in y nin bir
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singiiler noktasidir. Singiiler noktasi olan egriyi incelemek egriyi analiz etmek icin

catilandirilmis egriliklerden yararlanilabilir (Honda, 2018: 7).

Not: Lineer bagimsizlik kosuluyla birlikte regiiler egriler, catilandirilmis egriler igin tipik bir
omektir. y:1 > R? Vtel igin y'(t) ve p"(t) lineer bagimsiz olan regiiler bir egri olsun.
Eger 14(t)=N(t) ve s, (t)=B(t) olarak almrsa v(t)=z4(t)x 1, (t)=T(t)olur ve bu da
(7,4, 1,) 11 = R®x A, nin bir ¢atilandirilmis egri oldugu anlamina gelir. Bu tarz bir egrinin

egrilikleriyle catilandirilmis egrinin egrilikleri arasindaki iliski

seklindedir.

Teorem 2.4.1. (y,u) ve (7_/,;_1) ¢atilandinlmus egrilerinin egrilikleri siras1 ile (I,m,n, &) ve

(I,m,n,a) olsun. (I,m,n,&) ve (I,m,n,a) egrilikleri cakigik ise (y,u) ve (}_/,;l)

catilandirilmis egriler kongurenttirler (Honda, 2018: 7).

(v 14, 11):1 > R®x A, catilandirilmus bir egri ve egrilikleri I(t), m(t),n(t) ve a(t) olsun,

1, Ve ,, regiiler egriler i¢in Bishop gatisina benzer bir sekilde, y(t) nin normal diizleminin

baz vektorleridir. (E,/Z) vektorleri

m(t)) (coso(t) —sind(t))( m(t)
(1)) \sind(t) cosd(t) |\ w4 (t)
seklinde verilebilir. Burada 6(t) dizgin fonksiyondur. (y,14,4):1 >R°xA,

catilandirilmis egridir ve

V(1) = ()% 21 (1) = 4 () x 1 (1) = v (1)

oldugu kolayca goriiliir. 6(s) diizgiin fonksiyonu i¢in basit hesaplamalarla
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dir. Bu durumda (V, 24, 1, ),(7, 1) boyunca uyarlanmis bir ¢ati olusturur ve bu uyarlamis cati

i¢in tiirev formiilleri

V() 0 p(t) v(t)
w () |=|-p(t) 0 a(t)| wlt) (2.13)
W) Lo 0o

seklinde ifade edilebilir. Vv, g, 1, vektorleri sirasiyla genellestirilmis teget vektori,
genellestirilmis asli normal vektorii ve genellestirilmis binormal vektorii olarak adlandirilir.

Burada p(t),q(t) diizgiin fonksiyonlar1 y(t) in ¢atilandirilmis egrilikleri olarak adlandirilir.

Not: Eger (y,z,;z):l —)RsxAz bir regiiler egri ise (p(t),q(t),a(t)) catilandirilmis

egrilikleri ile (x(t),7(t)) Frenet egrilikleri arasindaki iligki

K(t):m, r(t):m (2.14)

seklindedir.
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2.5. 4-Boyutlu Oklid Uzayinda Catilandirilms Egriler

A, kiimesi

{yz(,ul,yz,,ug)e]R“xR4 XR4‘<ﬂi'ﬂj>:5ﬂ'i' j :12,3}

seklinde tanimli olsun. A,, 6-boyutlu diizgiin bir manifolddur. v birim vektori
V =1 % g, % 1, esitligiyle tanimlanabilir. Bu v nin g, 1, ve u, e dik oldugu anlamina gelir

ve det(V, 14, 11, 11,) =1 dir (Honda, 2018: 7).

Tanmm 2.5.1. Vtel ve 1=12,3 igin <7/' (t), (t)>:0 ise (y,1):1 > R*xA,; ikilisine bir
¢atilandirilmus egri denir. Eger (y,4) bir ¢atilandirilmis egri olacak sekilde bir s:1 — A,

varsa y: 1 — R* egrisine de bir ¢atilandirilmis baz egrisi denir (Honda, 2018: 7).

(7,1):1 > R*xA; bir catilandinlmug egri ve V=g4xu,xu;, olsun. O halde (y,u)

catilandirilmis egrisinin Serret-Frenet tipli tlirev formiilleri

B>

.
~—~~ o~
—
~
[
—h
~—~~
—
~

seklinde ifade edilebilir. Ayrica «: | — R diferensiyellenebilir doniisiim vardir ve

7 (1)=a(t)v()
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dir. Burada f(t),g(t), h(t), j(t), k(t) ve I(t) diizgin egrilik fonksiyonlaridir.
(f.g.h j.klLa): 1 >R diizgiin bir doniisiim olmak lizere
( f(t),g(t),h(t),j(t).k(t),I (t),a(t)) ye y(t) nin catilandirilmis egrilikleri denir.
a(to) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart t, m y nin bir singiiler noktasi olmasidir. Singiiler

noktalarda egriyi analiz etmek icin ¢atilandirilmis egrilerin egrilikleri kullanilabilir (Akyigit

& Yildiz, 2021: 259).

Teorem 2.5.2. (y,u) ve (7,7):1 > R*xA; catilandirilmis egrilerinin egrilikleri sirasi ile

(f.g,h, j,k,1,a) ve (f,g,ﬁ,],lz,f,d) olsun. (f,g,h, j,kl,a) ve (f,g,ﬁ,],lz,f,d)

egrilikleri ¢akisik ise (7, 4) ve (7,77) catilandirilmus egriler kongurenttirler (Honda, 2018: 7).

(7,1):1 > R*xA; catilandirilmis bir egri ve egrilikleri f (s), g(s),h(s), j(s).k(s).1(s)
ve «(s) olsun, Euler agilarim kullanarak ve ¢,y diizgiin fonksiyonlar olmak iizere

n=(1m.1m,.1m5) € A,

m Cos dcosy  —cosgsiny +singcosysing  singsiny +cosgcosy singd || w
n, |=| —C0S @COSy  COS@COSY +Singsinysingd  —singcosy +cosgsiny sing || u,
7, —-sin@ singcosé COS ¢ C0S & Uy

seklinde verilebilir. Basit hesaplamalar ile
V=1, X1, X1y = 4y X fly X Jly =V

oldugu kolayca goriiliir. (y,x):1 —R*xA, de bir ¢atilandirilms egridir. 8,9 ve y (Euler

ac1) diizgiin fonksiyonlar i¢in

lesingo—kCOS(p,
cosé

h=cotd(lcosg+ksing)

denklemleri saglansin, bu durumda (v, ,1,, 773), ( 7, 77) boyunca uyarlanmis bir cat1 olusturur

ve uyarlamis ¢atinin tiirev formiilleri
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_v'(t)— 0 p(t) 0 0 V(t)
()] [-pt) 0 q@t) 0 ||n()
R | 0 a0 r@®)|n) (2.15)
L0 0 M0 (Y

seklinde ifade edilebilir. v,7,,7,,7, vektorleri sirastyla genellestirilmis teget, asli normal,
genellestirilmis binormal ikinci binormal vektorleri olarak ve (p(t),q(t),r(t)) diizgiin
fonksiyonlar1 da y(t) in catilandirilmis egrilikleri olarak adlandirilir. Egrinin catilandirilmis

egrilikleri ile Euler agilar1 arasindaki iligki,

p =—hsecéfsecy,

q=—(i-p)sind-y,
—cosé , .

= cosz//( =)

seklindedir. Burada

f =—sing(6 ~rsiny),
g =—cosp(6 —rsiny),

cosy
cos@

i=y
dir (Akyigit & Yildiz, 2021:260).
Not: Lineer bagimsizlik kosuluyla birlikte regiiler egriler, ¢atilandirilmis egriler i¢in tipik bir
ornektir. 711 > R®% Vtel igin y'(t) ve y"(t) lineer bagimsiz olan regiiler bir egri olsun.
Eger 14 (t)=N(t) ve ,(t)=B(t) olarak alinirsa v(t) =z (t)x s, (t)=T(t)olur ve bu da

( YA ): | - R®xA,nin bir ¢atilandirilmis egri oldugu anlamma gelir. Bu tarz bir egrinin

egrilikleriyle catilandirilmis egrinin egrilikleri arasindaki iliski

seklindedir
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Not: Eger (y,z,/z)il —>R*xA, bir regiler egri ise (p(t),q(t),a(t)) catilandirilmig

egrilikleri ile (x(t),7(t)) Frenet egrilikleri arasindaki iliski
p(t t
«(t) :ﬁ, A(1)=30) (2.16)

seklindedir.
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS INVOLUT-
EVOLUT EGRI CiFTi

Bu kisimda 3-boyutlu Oklid uzaymda catilandirilmis egriler i¢in involiit-evoliit egri

cifti tanimu1 ve bu egri ¢iftine ait baz1 karakterizasyonlar verilecektir.

Tamm 3.1 (7, u):1 > R®xA, catilandirlmis egrisi ile (7/*,/[): I - R*xA, egrisi verilsin (
(7/*, ,u*) egrisi singiiler noktali egri olmak zorunda degildir). Her tel igin (y,u)
¢atilandinlmus egrisinin  y(t) noktasindaki genellestirilmis tegeti, » (t) noktasindan
geciyorsa ve <V(t),v* (t)> =0 ise (;/*, y*) egrisine (y,4) catilandinlmus egrisinin bir

involitl denir.

Teorem 3.1. (7*, ,U*) egrisi (y,u) catilandirilmis egrisinin involiitii ise J.a(t)dt: B(t)

olmak tizere
7 (O)=r(t)-B(t)v() (3.1)

dir.

7y ()=7(t)+u(t)v(t) (3.2)

elde edilir. (y*,ﬂ*) egrisi (y,u)egrisinin involiitii oldugundan <(7*)' (t),v(t)>=0 dir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafi v(t) ile i¢ ¢arpilirsa

((er(t) +u()v(0) +u 1) p(t) 1 (1), ¥(1)) =0
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elde edilir. Buradan da
a(t)+u'(t)=0
bulunur. Yukaridaki esitligin integrali alinirsa
u(t)=-Ja(t)dt=—4(1)
elde edilir. (3.2) esitligi tekrar diizenlenirse
y (t)=r(t)-A)v() (3.3)
elde edilir.

Uyar: (3.3) denklemi kullanilarak (y*,ﬂ*) egrisinin singiiler noktali egri olma ihtimali

incelenebilir. (3.3) denkleminin her iki yaninin tiirevi alinir ve diizenlenirse

@ OV (1) =~B() (1) 4(1) (3.4)

o (1)=|A(t)p(t)) (3.5)

elde edilir. Kabul edelim ki t, 1, (f,,u*) egrisinin bir singiiler noktas olsun. Bu durumda
(3.5) denklemi ve p(t,)>0 oldugu goz 6niinde bulundurulursa S(t,) =0 elde edilir. Buradan

da S'(t,)=a(t,)=0 oldugundan t,el noktas: (y,u)egrisinin de bir singiiler noktasi

oldugu anlamina gelir ve (3.1) denkleminden

esitligi goriiliir. O halde ( a ,u*) involiit egrisi igin iki durum sdz konusudur. ( 7, u*) egrisi

ya catilandirilmis (singiiler noktali) egridir ya da regiiler egridir.
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Eger (7/*,;1*) catilandirilmig egri ise (7/*,;1*) egrisinin t, singiiler noktasi ayni zamanda
(7,¢) egrsinin de singiiler noktasidir ve bu iki egri t, singiiler noktasinda birbirlerine

degerler.
Eger (7/*,;1*) regiiler egri ise Vtel igin o (t)=0 dir ve o, (7/*,;1*) regiiler egrisinin hiz
vektoriidiir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda ( 7, ,u*) egrisi tipik bir regiiler egri olarak ele alinacak ve

{v*, 1y iy, p*,q*} elemanlar1 hesaplanirken {T*,N*,B*,K*,r*} Frenet cat1 elamanlarindan

yararlanilacaktir.

Teorem 3.2. (7/*,#*) regiiler egrisi (7/, ,Ll) catilandirilmis egrisinin involiitii olsun. (7/ ; ,U)

catilandirilmis egrisinin hareketli ortonormal ¢at1 vektorleri {V(t), (1), w1, (t)} ile (7/*,,U*)

egrisinin hareketli ortonormal ¢at1 vektorleri {V* (t), m (t), 1y (t)} arasinda

V()= s4(t),

‘()= —P(t) LA
(0 Ja2 () +p* (1) © () L
cy- . 4(t) L PO
0 T TOITHON

loz(t)V
( y t
JOZ (t)+p* (1) X JA () +p g

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (7/*, ,U*) regiiler egrisi (]/ : ,u) catilandirilmig egrisinin involiitii olsun.

(3.4) ve (3.5) denklemleri kullanilirsa

elde edilir. B(t)<0 ve o (t)=—4(t)p(t) olarak kabul edilirse v'(t)=z,(t) olur.
regiiler egri oldugundan (2.1.1) denkleminin son esitliginden yararlanarak ,u: hesaplanabilir.

»~ egrisinin 1. ve 2. merteben tiirevleri alinirsa
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() =(-A'p-B) - Sp(Pv+au,)
= Bp*V+(-ap+Ap')w+(-4pa) iy,

Ve

"

(7/*) =(20:p2+3ﬁpp')v+(ﬂp‘°’—20:p'—oz’p+,8p”+,8pq2)y1

+(-2apq+28p'a+pa’) 1,
elde edilir. Buradan
A ye M,
(»)=(») = 0 —Bp 0 |=4pav+5ps,
Bp> —ap-Bp -Bpq

Ve

dir. Elde edilenler 4 =

- esitliginde yerine yazilirsa

49 q
1 = v+ 7
Ceed g

bulunur. z4 = 1, xv" oldugundan

. P q
M Jp2+q2V+Jp2+q2 e

elde edilir.
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Teorem 3.3. (f,,u*) regiiler egrisi (7, ) ¢atilandirilnus egrisinin involiitii olsun. (7, )
catilandirlmis egrisinin  catilandirilms  egrilikleri (p(t),q(t)) ile (7*, /f) egrisinin

egrilikleri ( p(t).q (t)) arasinda

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (7/*,/1*) regiiler egrisi ( Vs ,U) catilandirilmis egrisinin involiitii olsun.

(7/*,,11*) regiiler bir egri oldugundan Y nm & ver egrilikleri (2.1.2) denklemi yardimiyla

- O CON PO+a)
_ b . t

ve

ve

elde edilir.
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Tamim 3.2. (7, ¢):1 - R®x A, catilandirilmis egrisi ile regiiler (y*,y*): | > R*xA, egrisi
verilsin. Her tel igin (7/*, ,u*) egrisinin y"(t) noktasindaki genellestirilmis tegeti y(t)
noktasindan gegiyorsa ve <V(t),v* (t)> =0 ise (7/*, ,u*) egrisine (7, ) catilandirlmus

egrisinin bir evoliitii denir.

Teorem 3.4. (7/*, ,u*> regiiler egrisi (y,u) catilandirilmig egrisinin evoliitii ise CeR ve

a(t)

go(t):j;q(u)du ve p(t)zm olmak iizere

7 (0)=r(0)+p(t) s (t)-p(t)tan[o(t)+c ] (1)

(3.6)
dir.

Ispat: Kabul edelim ki " regiiler egrisi y egrisinin evoliitii olsun. O halde " (t)-y(t)

vektorii v(t) vektoriine ortogonaldir. O halde
7 (O)=r(t)=2(t) s (t)+ 2 (1) - (t)
seklinde yazilabilir. Oyleyse 7" (t) vektorii
7 (O)=r(t)+ (1) 4 (1) + 2 () - (1)

dir. Yukaridaki esitligin t parametresine gore tiirev alinirsa

elde edilir. <(;/*)' (t),v(t)>=0 oldugundan a—-Ap=0 olur. Yukaridaki esitlikler tekrar

diizenlenirse

!

(7") (O)=(A(t)-z(O)a(t) s (V) +(A(t)at)+2'(t)) (1)
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elde edilir. @—Ap=0 esitliginden 2 =< bulunur ve g:p oldugundan A= p dir. Evoliit
p

P

tanimindan (7/* )' vektor alani ile " —y vektor alania paraleldir. O halde

(7) = (X'~ 20) i +(20+ ') 1,
ve

Y =y =+ x
oldugu gz dniine alinirsa

A—xa_Aq+y
A x

elde edilir. Bu esitlikte A = p yazalim ve q yu hesaplayalim.

P —x9_pa+tx
P x

esitliginden gerekli diizenlemeler yapildiginda
P tx P
elde edilir. g = {arctan [—lﬂ esitligi,
Yo,

J'q(u)du +C =arctan (—1j
0 P

oldugunu gosterir. ¢(s)=

O Ly 0

y(t)=r(t)+p(t)m(t)-p(t)tan[(t)+c]u (1)

q(u)du diyelim. Bdylece y =—ptan(¢(t)+c) bulunur. Buradan
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dir. Her ceR igin bir evoliitii egrisi elde edilir. Buradaki y(t)+p(t)z(t) noktasi y

¢atilandirlmus egrisinin y(t) noktasina iliskin egrilik merkezidir ve ¢'(t) =q(t) dir.

Teorem 3.5. (7/*, ,u*) regiiler egrisi (y,4) catilandirilmis egrisinin evoliitii olsun. (y, )
gatilandinilmis egrisinin uyarlanmis gati vektdrleri {v(t), s (t), s, (t)} ile (7*, ,u*) egrisinin

uyarlanmus ¢at1 vektorleri {V* (t), 14 (1), 155 (t)} arasinda

V' =cos(@+C)p —sin(@+c) u,,
=V, (3.3)
1, =Sin(@+¢) w1, +cos(@+C) p,

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (;/*,,u*) regiiler egrisi (7, 1) catilandirilmis egrisinin evoliitii olsun.

Teorem 3.4’deki (3.6) denkleminin tiirevi alinirsa

aV =av+ k',ul+p(-pV+q,uz)-[p'tan(¢)+c)+pq(1+tan2(¢+C))],u2
+(1+tan* (p+c)) ey
=(p'+ptan(p+c)q)(u - 1, tan(p+c))

_p'+ptan(p+c

COS((0+C) )q [COS((D"'C)M'Sin((D"'C)ﬂz}

elde edilir, burada norm alinirsa

o+ kqtan(go+c)|
cos(p+c) ‘

o

: (7/ *)! (t) esitliginde yerine yazilirsa

elde edilir. Yukarida elde edilenler V' (t) =

V' =cos(g+c)u —sin(@+c) u,

seklinde elde edilir. Yukaridaki esitlikle tiirev alinirsa
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(v*)' =—pcos(p+c)v

bulunur. (2.4.1) den (v') = p"zg dir. Oyleyse

P14 =—pcos(p+c)v

olmak zorundadir. 4 ve v vektorleri birim uzunlukta vektorler oldugundan s, =v veya

1, =-v bulunur. z =-v olarak kabul edilebilir. z =vxz; oldugundan
1, =Sin(@+C) 14 +Ccos(p+C)
elde edilir.

Teorem 3.6. (7*, ,u*) regiiler egrisi (y,4) catilandirilmus egrisinin evoliitii olsun. (y, )

¢atilandirlmus egrisinin ¢atilandinlmus egrilikleri p(t), q(t) ile ( v, ,U*) egrisinin egrilikleri

p(t),q (t) arasinda

p"(t)= p(t)cos(p(t)+c),
q’(t)=p(t)sin(ep(t)+c)

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (7/*,#*) regiiler egrisi (7,,11) catilandirilmis egrisinin evoliitii olsun.

(7*,,11*) regiiler bir egri oldugundan ]/* nin x ve 7 egrilikleri (2.1.2) denklemi yardimiyla

hesaplanip (2.4.2) denklemi kullanilirsa
p"(t) = p(t)cos(p(t)+c)

ve

elde edilir.

36



Teorem 3.7. (7/*,,U*) catilandirllmig egrisi (y, ) catilandirilmig egrisinin evoliitii olsun.
(7/*, ,U*) catilandirilmus egrisinin catilandirilmis egrilikleri p~ ve q° olduguna gore

*

9 =—tan(g+c)

dir.

Ispat: Teorem 3.6 dan ispat1 kolayca goriilebilir.
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4. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA CATILANDIRILMIS EGRILERIN
INVOLUT-EVOLUT EGRIi CiFTi

Bu kisimda 4-boyutlu Oklid uzaymda catilandirilmis egriler igin involiit-evoliit egri

cifti tanimi1 ve bu egri ¢iftine ait baz1 karakterizasyonlar verilecektir.

Tanmm 4.1. (7, 1)1 1 - R*x A, ¢atilandirlmis egrisi ile (7/*, ,u*) 1 - R*x A, egrisi verilsin
(( 7, ,u*) egrisi singiiler noktali egri olmak zorunda degildir). Her tel igin (y,u)
¢atilandinlmus egrisinin (t) noktasindaki genellestirilmis tegeti v(t) ve (7/*, ,u*) egrisinin
7" (t) noktasindaki genellestirilmis tegeti v™(t) olmak iizere <V(t),v* (t)> =0 ise (7/*, ,u*)

egrisi (;/,,u) catilandirilmis egrisinin involiiti, (y,x) catilandinlmus egrisine de (7/*,/1*)

egrisinin bir evoliitii denir.

Teorem 4.1. (7*, ,U*) egrisi (y,u) catilandirilmig egrisinin involiitii ise J.a(t)dt:ﬂ (t)

olmak tizere
7 (t)=7(t)-B)v(Y) (4.1)

dir.

7 ()=r(t)+u(t)v(t) (4.2)

elde edilir. (f,,u*) egrisi (y,) egrisinin involiitii oldugundan <(;/*)' (t),v(t)>=0 dir.

Yukaridaki esitligin her iki tarafi v(t) ile i¢ garpilirsa
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((a(t)+u(®)v(®)+u(t) p(t) 4 (1), v(1)) =0
elde edilir. Buradan da
a(t)+u'(t)=0
bulunur. Yukaridaki esitligin integrali alinirsa
u(t) =—[a(t)dt=-p(t)
elde edilir. (4.2) esitligi tekrar diizenlenirse
7 ()=r(t)-A)v() (4.3)
elde edilir.

Uyari: (4.3) denklemi kullanilarak (7*,,u*) egrisinin singiiler noktali egri olma ihtimali

incelenebilir. (4.3) denkleminin her iki yaninin tiirevi alinir ve diizenlenirse

a (V' (t)=-A(t)p(t)a(t) (4.4)

a’(t)=|B(t)p(t)| (4.5)

elde edilir. Kabul edelim ki t, I, (;/*,,u*) egrisinin bir singiiler noktasi olsun. Bu durumda
(4.5) denklemi ve p(t,)>0 oldugu gz oniinde bulundurulursa S(t,)=0 elde edilir.
Buradan da f'(t,)=a(t,)=0 oldugundan t, el noktasi (y,x)egrisinin de bir singiiler

noktasi oldugu anlamina gelir ve (4.1) denkleminden

esitligi goriiliir. O halde ( 7, ,u*) involiit egrisi igin iki durum sz konusudur. ( 7, ,u*) egrisi

ya catilandirilmis (singiiler noktali) egridir ya da regiiler egridir.
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Eger (7/*,;1*) catilandirilmig egri ise (7/*,;1*) egrisinin t, singiiler noktasi ayni zamanda
(7,¢) egrsinin de singiiler noktasidir ve bu iki egri t, singiiler noktasinda birbirlerine
degerler.

Eger (f,,u*) regiiler egri ise Vtel igin o (t)=0 dir ve o, (f,,u*) regiiler egrisinin hiz
vektoriidiir.

Bu boliimiin geri kalan kisminda ( 7, ,u*) egrisi tipik bir regiiler egri olarak ele alinacak ve

{V*, 1y 1y, ,u;,p*,q*,r*} elemanlar1 hesaplanirken {T*,N*,B*,E*,K’*,T*,O'*} Frenet cat1

elamanlarindan yararlanilacaktir.

Teorem 4.2. (7/*, ,U*) egrisi (y,4) catilandirilmig egrisinin involitii olsun. (y,u)

catilandirilmis egrisinin uyarlanmis ¢ati vektdrleri {V(t), £ (t), s (t), 15 (1), 1, (t)} ile

(7/*,,U*) egrisinin uyarlanmis cat1 vektorleri {V* (t), n (t), 1y (t), 1y (t), Ly (t)} arasinda

VI (t) = aa(t),
e —P(OV()+a(t) my(t
(1) = (\/)pz((t))Jrq(z zt) (t)
(1) (P®a(®) -pma®)a(t)v(t) +(P'O)a(t) ~ PO (M) p(t) () +(-p () 4" () AO)r (s (1)
JPP O+ O P2 )0 (O (0)+* (O (1)+ 0 (0)(P) (1) -2()a(t) P(£)a (1) + P* ()@ (1)
()= q°(r V() + PHa)r (1) (1) +(p'(Ha(t) - (B (1)) 4 (1) |
\/( p*(1)(a* () () + (P (1)) ~2p()a(t) P(6)a (1) + P* ()6 (1) (1) + ()" (1))

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (7*, /f) egrisi (7, 1) catilandirlmug egrisinin involiitii olsun. Teorem

4.1°den

dir. Buradan y"(t) egrisinin (2.5.1) géz 6niinde bulundurularak te | parametresine gore 1.,

2., 3. ve 4. mertebeden tiirevleri sirasiyla hesaplanirsa
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JV(t)-B(t)p(t) a4 (t) (4.6)
t

= B() P (v () +(-e (V) p(1)- B) ' (1)) s (1) @47

RECLIONORCION: (t)p'(t))M(t)]’
+(B) M) £ (V)
:(Za(t)p (t)+3B8(t)p(t)p'( t))

AP (1) () p(1)a (1)-a (1)

o(1)-2e() 0 (1)) " (1) }ﬁ(t) o
[2«pma)-250) (1) <t>},2<t)

-A(t)p(t)a'(t)
- B0 p(t)a(t)r(t) ()

elde edilir. Bu esitlikler yardimiyla (]/*,,U*) egrisinin uyarlanmis c¢at1 vektorleri

hesaplanabilir. (4.4) ve (4.5) denklemleri kullanilirsa
V(1) =t (1)

dir. B(t)<0 ve o (t)=—p(t)p(t) olarak kabul edilirse v'(t)=z,(t) olur. (2.3)

denkleminin 2. esitliginden

—p(t)v(t)+a(t) s (t)
p*(t)+a’(t)

w(t)=

elde edilir. Simdi g, (t) vektori icin v (U)x s (t)x(;/ ) (t) esitliginden yararlanilirsa

b s 02 )]
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) @ (O (Dv(t) + pO)a()r (1) (0)+ (P (Da) - P (1)) 4 (0
(PO OF O+ (1) -2p0a) p 0)a )+ 9 (00 (O () + () (1))

1

seklide elde edilir. Son olarak s, (t) vektdrii 2, (t)=V"(t)x " (t)xp; (t) esitligi

yardimiyla

(' (®)a(O)v(t)+(p'(t)a(t) - p(1)a’()) p(t) s () +(=p* (1) -0 (1) )a(t)r (t) & ()
(WP (e (O (O)+a* (O 1)+ (O)(P) (1) -2(0)a(0) PR (1) + P* (1)@ (1)

—
©
—~~
—
N || ~—
o
—~
—
~—
NI T

seklinde elde edilir.

Teorem 4.3. (;/*, ,u*) egrisi (;/,u) catilandirilmis egrisinin involiitii olsun. (7/*, ,u*) egrisinin
egrilikleri p (t),q (t),r (t), (r.u) catilandirilmis egrisinin catilandirilmis egrilikleri

p(t),q(t), r(t) arasinda

)
(¥ (t)+q2(t)){q(t)(_p’(t)(zr(t)q' t)+a(t)r' (1)) +a(t)r (t) (1))
+p(t)(q2 (t)r3(t)+2r(t)(q,)z (t)+Q(t)(q’(t)r'(t)_r(t)q,,(t)))

bagintilar1 vardir.

Ispat: Kabul edelim ki (7*, ,u*) egrisi (7/, ,u) catilandirilmig egrisinin involiitii olsun. Teorem

4.2 ve (2.5.1) denklemi kullanirsa
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p (t)=y/p*(t)-a’ (1),
J@EO((r (0 ) O +(p) (1) -2p(Da () p'()a 1)+ * ()@Y (1))
(p*(t)+a (1))
\/( . (t)+q2(t))£t1(t)(p’(t)(Zr(t)q'(t)+q(t)r'(t))+q(t)r(t) (1))
+p(0)(a° () (©)+2r (1)(a) (1) +a(O)(a (O)r () -r (D a"(1)))

q(t)=

r(t)=
@ O((p* (040 () (0+(9) (1) -2p (0 () '8 (1) + 5* ()@ (1)

seklinde elde edilir.

Sonu¢ 4.1. 7*(t) egrisinin evoliiti y(t) catilandirilmis egrisi, catilandirilmis w-—egrisi

olarak alinirsa ;/(t) egrisinin egrilikleri sabit olacagindan ]/* (t) egrisinin uyarlanmis cati

vektorleri

(4.10)

dir.

Teorem 4.4. 7/* (t) egrisinin evoliitii 7/(t) catilandirilmis egrisi, ¢atilandirilmis w—egrisi

olmak tzere

dir. Burada p(t), 7(t) catilandirtlmus egrisinin egrilik yarigapidir.

Ispat: 7/(t) catilandirilmis egrisinin evoliitii olan 7/* (t) catilandirilmig egrisini w—egrisi

olarak alalim. 7~ (t) -y (t) vektdrii v(t) vektoriine dik oldugundan
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t)"‘Z(t)ﬂz (t)+¢(t)ﬂ3 (t)
=7 (O)=7(t)+ A1) 4 (t)+ 2 (t) 1, (1) + 8 (1) 15 (1)

I
—
~+
N—
|
N
~—+
[l
N
~~
~—+
N—

=
—

(4.11)

seklinde yazilabilir. Burada A(t), x(t),#(t) tel parametresine bagh keyfi fonksiyonlardur.

(4.8) denkleminin t parametresine gore tiirev alinirsa

!

=(7) O+ 2 (1) )+ 2(0) (1) ()42 (0) 2" (O)+ 2 (1) (1) () + (1) s’ (1) +6(t) (1) (1)
(e (1) =A(0) B (O)V () +(2 ()= 2 ()" (1)) (1)
A O+ 2 (-2 ()i O +(2 (O () +6() 1 (1)

elde edilir. Yukaridaki esitlik v" (t) ile i¢ ¢arpilirsa
(¥ OV () =a (-2 p (1)

elde edilir. Tanim geregi < 7 (t),V (t)> =0 oldugundan p(t) egrilik yarigap1 olmak iizere

dir. Simdi y(t) ve ¢(t) fonksiyonlarmi da bulmak igin (4.10) denklemi, sirasiyla

i (1), 1, (t) ve g (t) vektorleriyle i¢ carpilirsa
(" (1), 7 (t) =7 (1) = 2(1), (4.12)

elde edilir. y (t) catilandirtlmig egrisi w—egrisi oldugundan (4.10) denklemi dikkate alinarak

(4.12) denkleminden
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___ Py, ), 9 .
p(t)= pz(t)+q2(t)< (t),7(t)-7"(1)) pZ(t)+q2(t)<ﬂ (t).7(t)-7" (1))
2(6)={=(t).7(t)=7 (1)), (4.13)
_oam o, g PO
$0)= 07107 )+ .70 0}

elde edilir. y(t) egrisinin genellestirilmis tegeti 7('[)—7/* (t) vektorii ile lineer bagimli

oldugundan (t)- a (t) vektorii s, (t), 2, (t) ve s4(t) vektorlerine diktir. Buradan (4.14)

denklemi
___ P .
P(t)= pz(t)+q2(t)< (t).7(t)-7"(1))
z(t)=0, (4.14)
___ v, _
#(t)= pz(t)+q2(t)( (1) 7(t)-7"(1))

(1) _ol0)
P(t) a(t)
=o)=-p" (02

A= O+ 0w 0= O 1) 415)

elde edilir.
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