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ÖZET 

GENELLEŞTİRİLMİŞ SAMPLİNG DURRMEYER OPERATÖRLER AİLESİ İLE 

AĞIRLIKLI YAKLAŞIM 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde yaklaşım teorisi ve bunun önemli 

bir dalı olan sampling teorisi üzerine literatür hakkında ön bilgiler verilmiştir. İkinci bölümde 

tezde kullanılan temel kavramlar ve notasyonlar matematiksel terminolojiye uygun olarak 

verilmiştir. Tezin üçüncü bölümünde ise ağırlıklı fonksiyon uzayları, ağırlıklı süreklilik modülü 

ve özellikleri ile birlikte çekirdek fonksiyonlarına ait bilgiler verilmiştir. Tezin orijinal kısmını 

oluşturan dördüncü bölümünde de ağırlıklı sürekli fonksiyon uzaylarında sampling Durrmeyer 

tipli operatörler ailesinin lokal ve global yakınsaklık özellikleri incelenerek noktasal ve düzgün 

yakınsaklık sonuçları elde edilmiştir. Ayrıca ağırlıklı süreklilik modülü yardımıyla yakınsaklık 

hızı incelenmiştir. Son olarak bu yakınsaklıkta bir üst tahmin elde edilebilmesi amacıyla 

Voronovskaja tipli bir teorem sunulmuştur. Bu bölümde ayrıca bulunan teorik sonuçları 

destekleyen nümerik örneklere de yer verilmiştir. Tezin son bölümünde, sonuçlar tartışılmıştır.  

 

Anahtar Kelimeler: Sampling Teori, Sampling Durrmeyer Tipli Operatör, Ağırlıklı Uzay, 

Ağırlıklı Süreklilik Modülü. 
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ABSTRACT 

WEIGHTED APPROXIMATION BY THE FAMILY OF GENERALIZED 

SAMPLING DURRMEYER OPERATORS 

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, preliminary information about 

approximation theory and sampling theory which is an important branch of approximation 

theory, is given. In the second chapter, the basic concepts and notations which are appropriate 

for the mathematical terminology used in the thesis are given. In the third chapter of the thesis, 

general concepts and properties of kernel functions, weighted continuous spaces of function 

and weighted modulus of continuity are given. In the fourth chapter, which forms the original 

part of the thesis, the local and global approximation results of the family of sampling 

Durrmeyer type operators in weighted continuous function spaces are examined and pointwise 

and uniform convergence results are obtained. In addition, the rate of convergence has been 

investigated via weighted modulus of continuity. Finally, a Voronovskaja type theorem is 

presented in order to obtain an upper estimate for this convergence. In this part numerical 

examples that are supporting the theoretical results are also presented. In the last chapter of the 

thesis the results are discussed. 

 

Keywords: Sampling Theory, Sampling Durrmeyer Type Operator, Weighted Space, 

Weighted Modulus of Continuity. 
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sürekli olan fonksiyonlar uzayı  

𝑳𝑳𝒑𝒑(𝑰𝑰) : 1 ≤ 𝑝𝑝 < +∞ için 𝐼𝐼 üzerindeki kompleks değerli Lebesgue ölçülebilir              

ve 𝑝𝑝- integrallenebilir fonksiyonlar uzayı 
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𝑼𝑼𝝆𝝆(ℝ) : 𝜌𝜌 ağırlık fonksiyonu ile çarpımı ℝ üzerinde düzgün sürekli fonksiyonlar 
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𝜴𝜴(𝒇𝒇; . )  : 𝑓𝑓 fonksiyonunun ağırlıklı süreklilik modülü 

𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒇𝒇; . ) : 𝑓𝑓 fonksiyonunun 𝐿𝐿𝑛𝑛 lineer operatörleri altındaki görüntüsü  

𝑩𝑩𝒏𝒏(𝒇𝒇; . ) : 𝑓𝑓 fonksiyonunun Bernstein operatörü altındaki görüntüsü 

�𝑮𝑮𝑾𝑾
𝝋𝝋 𝒇𝒇�(. ) : 𝑓𝑓 fonksiyonunun genelleştirilmiş sampling serisi altındaki görüntüsü 

�𝑺𝑺𝒘𝒘
𝝋𝝋,𝝍𝝍𝒇𝒇�(. ) : 𝑓𝑓 fonksiyonunun sampling Durrmeyer serisi altındaki görüntüsü 

𝑷𝑷([𝒂𝒂,𝒃𝒃]) 

 

: [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığında tanımlı polinomların uzayı    
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1.GİRİŞ 

Yaklaşım teorisinin çıkış noktası 19. yüzyıla dayanmakta ve günümüzde de birçok 

matematikçi tarafından çalışılmaktadır. Yaklaşım teorisi bir fonksiyonun daha kullanışlı başka 

bir fonksiyon aracılığıyla nasıl ifade edilebileceğini belirleyen bir teoridir. Yaklaşım teorisinin 

temellerini atan Weierstrass, Weierstrass yaklaşım teoremi ile 𝑃𝑃([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])’nin 𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])’de yoğun 

olduğunu göstermiştir (Weierstrass, 1885). Yani, her 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) için max
𝑥𝑥∈[𝑎𝑎,𝑏𝑏]

|𝑓𝑓(𝑥𝑥) −

𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀 olacak biçimde bir (𝑝𝑝𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃([𝑎𝑎, 𝑏𝑏]) ((𝑝𝑝𝑛𝑛), n. dereceden polinomlar dizisi) 

bulunabilir. 

Weierstrass yaklaşım teoremi ortaya atıldığı ilk günden itibaren oldukça dikkat çekmiş, 

dönemin popüler matematikçileri tarafından farklı ispatlar verilmeye çalışılmıştır. (Runge, 

1885a), (Runge, 1885b), (Lubinsky, 1993). Verilen birçok ispat topolojik gerçeklere 

dayandığından anlaşılması güç olarak görülmüştür. Bernstein, kendi adıyla adlandırdığı 

Bernstein polinomlarını kullanarak Weierstrass yaklaşım teoremi’nin ilk cebirsel ispatını 

vermiştir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomları; 𝑓𝑓 fonksiyonu [0, 1] aralığında tanımlı, 

sınırlı bir fonksiyon olmak üzere x ∈ [0, 1] ve 𝑛𝑛 ∈ ℕ için  

(𝐵𝐵𝑛𝑛𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = ��
𝑛𝑛
𝑘𝑘
�𝑥𝑥𝑘𝑘(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑓𝑓 �

𝑘𝑘
𝑛𝑛�

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 (1.1) 

olarak tanımlanmıştır. Bernstein polinomları kendisini oluşturan sürekli 𝑓𝑓 fonksiyonuna [0, 1] 

aralığı üzerinde düzgün olarak yakınsamaktadır. Ayrıca [0, 1] ve [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralıkları arasında lineer 

bir dönüşüm yapılabileceğinden Bernstein polinomları [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] kompakt aralıklarına 

genelleştirilebilmektedir. Bernstein polinomlarının yapısındaki basitlik, popülaritesini hızla 

arttırmıştır.  

Bernstein polinom dizileriyle yaklaşımın sürekli fonksiyonlar için geçerli olduğu 

bilinmektedir. Sürekli olmayan fonksiyonlar için yaklaşımın  𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿1(0,1), 𝑥𝑥 ∈ [0,1] olması 

halinde var olacağını (Kantorovich, 1930) yaptığı çalışmasında (1.1)’deki polinom dizilerinde 

𝑓𝑓 �𝑘𝑘
𝑛𝑛
� değerlerinin yerine � 𝑘𝑘

𝑛𝑛+1
, 𝑘𝑘+1
𝑛𝑛+1

� aralığında Steklov ortalama değerini alarak  
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(𝐾𝐾𝑛𝑛𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = (𝑛𝑛 + 1)��
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� 𝑥𝑥𝑘𝑘(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

� 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

(𝑘𝑘+1)/(𝑛𝑛+1)

𝑘𝑘/(𝑛𝑛+1)

 (1.2) 

polinomlarını tanımlamıştır. 

Bernstein polinomlarının inşaasında kullanılan fonksiyon kapalı ve sınırlı olan bir 

aralıkta tanımlı sürekli bir fonksiyondur. Tanım kümesi tüm ℝ olan bir fonksiyona yaklaşım 

metodlarından birisi ise sampling operatörleridir. 

Sampling serilerinin inşaasında verilen 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿2(ℝ) ∩ 𝐶𝐶0(ℝ)  fonksiyonu için Bernstein 

polinomlarındaki 𝑘𝑘
𝑛𝑛
 örneklem değerlerinin uygulandığı 𝑓𝑓 �𝑘𝑘

𝑛𝑛
� dizilerinin yerine 𝑊𝑊 > 0, 𝑘𝑘 ∈ ℤ 

ve 𝑘𝑘
𝑊𝑊

 tüm ℝ’de eşit aralıklı örneklem noktalar olmak üzere 𝑓𝑓 �𝑘𝑘
𝑊𝑊
� örneklem değerleri 

kullanılarak 𝑓𝑓’yi tekrar tüm ℝ’de inşa edebilmek amaçlanmıştır. (Whittaker, 1915), 

(Kotel’nikov, 1933), (Shannon, 1949). 

Bernstein polinomlarının ardından yaklaşım metodu sunabilmek için birçok yeni 

operatörler dizisi tanımlanmıştır. Tanımlanan bu yeni operatörler dizilerinin gerçekten bir 

yaklaşım metodu sunup sunmadığını test etmek için zaman içinde genel bir karakterizasyon 

ihtiyacı doğmuştur. Bu problem, Bohman tarafından lineer pozitif operatörler dizilerinin [0, 1] 

aralığında tanımlı sürekli 𝑓𝑓 fonksiyonuna yakınsaması olarak ele alınmış ve bir karakterizasyon 

(Bohman, 1952: 43) tarafından verilmiştir. Ardından Korovkin, bu karakterizasyonu [0, 1] 

aralığından [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığına genelleştirmiş ve bugün Bohman-Korovkin teoremi adıyla anılan 

teorem (Korovkin, 1959) tarafından sunulmuştur.  

Bohman-Korovkin teoremi, sınırlı aralıklar üzerinde tanımlanmış operatörler dizilerinin 

yaklaşım metodu sunup sunmadığını test ederken sınırsız aralıklar üzerinde tanımlı operatörler 

dizileri için bir karakterizasyon verememektedir. Gadjiev, yaptığı çalışmada tanımladığı 

ağırlıklı uzaylar ile bu problemi çözmüştür (Gadjiev, 1974). Bu tanımlama ile birlikte artık, 

sınırsız aralıklarda sunulan operatörler dizilerinin yaklaşım metodu sunup sunmadığını test 

etmek mümkün olmaktadır. Burada alınan ağırlık fonksiyonu, operatörler dizisinin tanım ve 

görüntü kümesinde aynı olmalıdır. Fakat Coskun yaptığı çalışmasında, iki farklı ağırlık 

fonksiyonu olan 𝜌𝜌1 ve 𝜌𝜌2 fonksiyonlarını alarak Gadjiev’in verdiği teoremin sağlanıp 

sağlanamayacağını (Coskun, 1998) çalışmıştır.  

Operatörler dizilerinin yaklaşım metodu sunup sunmadığını test ettikten sonra yaklaşım 

metodu sunan operatörler dizileri için yaklaşımın hızını elde etmek yeni bir problemdir. Bunun 
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için süreklilik modülünün ağırlıklı uzaylardaki karşılığı Gadjiev ve Ispir tarafından 

tanımlanmıştır (Gadjiev ve Ispir, 1999). 

Yaklaşımın tüm reel eksende olmasını sağlayan genelleştirilmiş sampling serileri olarak 

da nitelenen sampling operatörleri, her 𝑡𝑡 ∈ ℝ için 

�𝐺𝐺𝑤𝑤
𝜒𝜒𝑓𝑓�(𝑡𝑡) ≔�𝑓𝑓�

𝑘𝑘
𝑤𝑤�

𝜒𝜒(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘),𝑤𝑤 > 0
𝑘𝑘∈ℤ

 (1.3) 

(Butzer ve Stens, 1993) tarafından (1.3) ile tanımlanmıştır. �𝐺𝐺𝑤𝑤
𝜒𝜒𝑓𝑓� operatörler ailesi, seriyi 

yakınsak kılan 𝑓𝑓 fonksiyonları için anlamlıdır ve 𝑓𝑓 fonksiyonunu tüm reel eksende yeniden inşa 

etmeye olanak sağlar. Burada 𝜒𝜒 uygun şartları sağlayan ve çekirdek olarak adlandırılan bir 

fonksiyondur. 

Sadece genelleştirilmiş sampling operatörleri için değil aynı zamanda Bardaro vd. (Bardaro vd., 

2007) tarafından tanımlanan ve uygun şartları sağlayan χ çekirdek fonksiyonu ve her 𝑡𝑡 ∈ ℝ için 

seriyi yakınsak kılan lokal anlamda integrallenebilen 𝑓𝑓 fonksiyonu (sürekli olması gerekmeyen 

𝑓𝑓 fonksiyonu) için  

�𝐾𝐾𝑤𝑤
𝜒𝜒𝑓𝑓�(𝑡𝑡) ≔�𝜒𝜒(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)

𝑘𝑘∈ℤ
⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑤𝑤 � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑘𝑘+1
𝑤𝑤

𝑘𝑘
𝑤𝑤 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

, 𝑤𝑤 > 0  , 𝑡𝑡 ∈ ℝ (1.4) 

şeklinde verilen sampling operatörler ailesi ile onların Kantorovich formları arasında bir 

lineerliğin olduğunu göstererek bazı (ters sonuçlar) (Costarelli ve Vinti, 2018) tarafından elde 

edilmiştir. Bu operatörler ailesinin sürekli fonksiyonlar için yaklaşım özellikleri (Bardaro vd., 

2007) ve (Bardaro ve Mantellini, 2012) çalışmalarında verilmiştir. 

�𝐺𝐺𝑤𝑤
𝜒𝜒𝑓𝑓� operatörler ailesini göz önüne aldığımızda 𝑓𝑓 sinyal fonksiyonu tüm reel eksende 

düzgün sürekli ve sınırlı olduğunda yeniden inşa edilebilmekteydi. Ancak (1.3) serilerinde 𝑓𝑓 

fonksiyonu en basitinden 𝑥𝑥2 polinomu olarak bile alınamamaktadır. Yani sampling serileri en 

az 2. dereceden polinom için bile yaklaşım sonucu verememektedir. Çünkü   𝑓𝑓:ℝ → ℝ , 𝑓𝑓(𝑥𝑥) =

𝑥𝑥2  biçimindeki bir polinom tüm reel eksende sınırlı olmamasının yanında düzgün sürekli bir 

fonksiyon da değildir. Bu ise sampling serilerinde yaklaşım veren fonksiyon sınıflarının 

kısıtlayıcı olduğunu göstermekle beraber büyük bir dezavantajdır. 
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Genelleştirilmiş sampling operatörlerinin 𝐿𝐿1 versiyonu ilk olarak Bardaro ve arkadaşları 

tarafından tanımlanmıştır. (Bardaro vd., 2007), (Acar vd., 2020), (Bardaro ve Mantellini, 2012), 

(Costarelli vd., 2017), (Costarelli ve Vinti, 2019a), (Kolomoitsev ve Skopina, 2017) ve (Orlova 

ve Tamberg, 2016). Öte yandan karşılık gelen operatörlerin Kantorovich modifikasyonu, 𝐿𝐿1 

uzayına ait fonksiyonları tahmin etme yöntemi iken, 𝐿𝐿𝑝𝑝 uzaylarına (veya daha genel Orlicz ve 

modüler uzaylara) ait fonksiyonları tahmin etme metodu Durrmeyer modifikasyonudur. 

Genelleştirilmiş sampling operatörlerinin (1.3) Durrmeyer modifikasyonları ilk olarak 

(Bardaro ve Mantellini, 2014) tarafından  

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜑𝜑𝑓𝑓�(𝑥𝑥) = �𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤�𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 (1.5) 

olarak tanımlanmıştır. Burada 𝜑𝜑 uygun koşulları sağlayan çekirdek fonksiyonudur. Bir 

polinomsal büyümeye sahip 𝑓𝑓 fonksiyonları için asimptotik bir formül oluşturularak, �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜑𝜑� 

operatörleri ailesi için Voronovskaja tipi bir formül (Bardaro ve Mantellini, 2014) tarafından 

elde edilmiştir.  

Genel olarak, Durrmeyer modifikasyonlarının inşaasındaki çekirdeklerin aynı olması 

gerekmez, yani integral ve serideki çekirdekler farklı olabilir. Böyle bir değerlendirme, 

çekirdekler üzerindeki varsayımları klasik olandan daha zayıf yapmamıza izin verir. 

Genelleştirilmiş sampling Durrmeyer operatöründe çekirdeklerin farklı olduğu form (Costarelli 

vd., 2020) tarafından her 𝑥𝑥 ∈ ℝ için 

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) = �𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤�𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

      (1.6) 

şeklinde tanımlanmıştır. Burada 𝑓𝑓:ℝ → ℝ fonksiyonu seriyi mutlak yakınsak yapan bir 

fonksiyon olup 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 fonksiyonları da sürekli olan ve belirli uygun koşulları sağlayan çekirdek 

fonksiyonlarıdır.   

Süreklilik özelliğine sahip fonksiyonlar için genelleştirilmiş sampling serileri (1.3) ile 

çalışılırken yaklaşım özellikleri verildiğinde genel olarak ℝ üzerinde düzgün sürekli ve sınırlı 

fonksiyonların uzayı olan 𝐶𝐶0(ℝ) uzayı ele alınmıştır. Bu çalışmada sınırlılık şartı yerine sürekli 

fonksiyonların polinomsal ağırlıklı uzayları ele alınarak genelleştirilmiş sampling serilerinin 

yaklaşım özelliklerinin çalışmaları daha genel fonksiyon uzaylarına genişletilmiştir.   
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(𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓) ailesi 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿𝑝𝑝 (veya Orlicz uzayı, modüler uzay) fonksiyonları için tanımlanmış 

olsa da sürekli fonksiyonlar için de anlamlıdır.  

Bu tez çalışmasında, (1.6) ile tanımlanan (𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓) ailesinin 𝑓𝑓 fonksiyonunun ağırlıklı 

sürekli fonksiyon uzayları sınıfından olması durumunda yaklaşım özellikleri çalışılmıştır.   
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

Bu bölümde operatör teori ve seriler ile ilgili temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

2.1. Operatör Teori 

Bu kısımda operatör teori hakkında temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Tanım 2.1.1. 𝑉𝑉 boş olmayan bir küme ve 𝔽𝔽, reel veya kompleks sayılar cismi olsun. Aşağıdaki 

şartlar sağlanıyorsa 𝑉𝑉 ye 𝔽𝔽 üzerinde lineer uzay veya vektör uzayı denir. 

𝑉𝑉, + işlemine göre değişmeli bir gruptur. Yani,  

G1) Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈  𝑉𝑉 için 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉 dir. (Kapalılık özelliği) 

G2) Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈  𝑉𝑉 için 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑧𝑧 dir. (Birleşme özelliği) 

G3) Her 𝑥𝑥 ∈  𝑉𝑉 için 𝑥𝑥 + 0 = 0 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 olacak şekilde 0 ∈ 𝑉𝑉 vardır. (Etkisiz elemanın 

varlığı) 

G4) Her bir 𝑥𝑥 ∈  𝑉𝑉 için 𝑥𝑥 + (−𝑥𝑥) = (−𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 = 0 olacak şekilde – 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉 vardır. (Ters 

elemanın varlığı) 

G5) Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈  𝑉𝑉 için 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 dir. (Değişme özelliği) 

𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉 ve 𝛼𝛼,𝛽𝛽 ∈ 𝔽𝔽 olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır. 

L1) 𝛼𝛼. 𝑥𝑥 ∈ 𝑉𝑉 dir.  

L2) 𝛼𝛼. (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) = 𝛼𝛼. 𝑥𝑥 + 𝛼𝛼.𝑦𝑦 dir. 

L3) (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽). 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼. 𝑥𝑥 + 𝛽𝛽. 𝑥𝑥 dir. 

L4) (𝛼𝛼.𝛽𝛽). 𝑥𝑥 = 𝛼𝛼. (𝛽𝛽. 𝑥𝑥) dir. 

L5) 1. 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 dir. (Burada 1, 𝔽𝔽’nin birim elemanıdır) (Bayraktar, 2006: 66). 

Tanım 2.1.2. 𝑋𝑋 ve 𝑌𝑌 iki fonksiyon uzayı olmak üzere 𝑋𝑋 uzayından alınmış herhangi bir 𝑓𝑓 

fonksiyonuna 𝑌𝑌 uzayında bir 𝑔𝑔 fonksiyonu karşılık getiren bir 𝐿𝐿 kuralı varsa 𝑋𝑋 uzayında bir 

operatör tanımlanmıştır denir ve   

 𝐿𝐿: 𝑋𝑋 → 𝑌𝑌, 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)  

gösterimi kullanılarak belirtilir. 𝑋𝑋 uzayına 𝐿𝐿 operatörünün tanım bölgesi denir ve 𝑋𝑋 = 𝐷𝐷(𝐿𝐿) ile 

gösterilir. Bu durumda 𝐿𝐿(𝑓𝑓; 𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), 𝑌𝑌 uzayının bir elemanı olur ve bu şekildeki 𝑔𝑔 

fonksiyonlarının kümesine 𝐿𝐿 operatörünün değer kümesi denir. Bu küme ise 𝑅𝑅(𝐿𝐿) ile gösterilir 

(Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 10). 
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Tanım 2.1.3. 𝑋𝑋 ve 𝑌𝑌 lineer uzaylar olsun. 𝑓𝑓1 ve 𝑓𝑓2, 𝑋𝑋’den 𝑌𝑌’ye herhangi iki fonksiyon, 𝑎𝑎1 ve 

𝑎𝑎2 keyfi reel sayılar olmak üzere 𝐿𝐿 operatörü her 𝑥𝑥 için  

 𝐿𝐿(𝑎𝑎1𝑓𝑓1 + 𝑎𝑎2𝑓𝑓2; 𝑥𝑥) = 𝑎𝑎1𝐿𝐿(𝑓𝑓1; 𝑥𝑥) +  𝑎𝑎2𝐿𝐿(𝑓𝑓2; 𝑥𝑥) 

şartını sağlıyorsa 𝐿𝐿 operatörüne lineer operatördür denir. Bu tanımdan da görüleceği üzere 

𝐿𝐿(0; 𝑥𝑥) = 0 dır. (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 10). 

Tanım 2.1.4. Kabul edelim ki 𝑋𝑋+ = {𝑓𝑓 ∈ 𝑋𝑋: 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ≥ 0} ve 𝑌𝑌+ = {𝑔𝑔 ∈ 𝑌𝑌: 𝑔𝑔(𝑥𝑥)  ≥ 0} olsun. 

Eğer 𝑋𝑋 uzayında tanımlanmış 𝐿𝐿 lineer operatörü, 𝑋𝑋+ kümesindeki herhangi bir 𝑓𝑓 fonksiyonunu 

pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa L operatörüne lineer pozitif operatör denir. 𝐿𝐿 lineer pozitif 

operatörü için 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ≥ 0 ise 𝐿𝐿(𝑓𝑓, 𝑥𝑥) ≥ 0’dır. Yani 𝐿𝐿(𝑋𝑋+) ⊂  𝑌𝑌+ sağlanır. O halde her 𝑥𝑥 için 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ise 𝐿𝐿(𝑓𝑓; 𝑥𝑥) ≤ 𝐿𝐿(𝑔𝑔; 𝑥𝑥) olduğu kolaylıkla elde edilebilir. Diğer bir deyişle, lineer 

pozitif operatörler monotonluk özelliğini sağlamaktadır. (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 11). 

Tanım 2.1.5.  𝑋𝑋 ⊂ ℝ,  𝑓𝑓:𝑋𝑋 → ℝ bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 için |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 𝑀𝑀,  𝑀𝑀 > 0  

olacak şekilde 𝑀𝑀 ∈ ℝ sayısı varsa, 𝑓𝑓 fonksiyonu 𝑋𝑋 üzerinde sınırlıdır denir. (Musayev vd., 

2007). 

Tanım 2.1.6. (𝑋𝑋, ‖. ‖1) ve (𝑋𝑋′, ‖. ‖2) iki normlu uzay, 𝐿𝐿:𝑋𝑋 → 𝑋𝑋′ bir operatör ve 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 olsun. 

O halde 𝜀𝜀 > 0 için  ∃𝛿𝛿 = 𝛿𝛿(𝜀𝜀, 𝑥𝑥0) > 0 vardır öyle ki ‖𝑓𝑓 − 𝑓𝑓0‖1 < 𝛿𝛿 olduğunda ‖𝐿𝐿𝐿𝐿 − 𝐿𝐿𝑓𝑓0‖2 <

𝜀𝜀 sağlanıyorsa 𝐿𝐿 operatörüne, 𝑥𝑥0 ∈ 𝑋𝑋 noktasında süreklidir denir. Eğer 𝐿𝐿 operatörü bu eşitsizliği 

her 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 için karşılarsa, 𝐿𝐿 operatörüne, 𝑋𝑋 üzerinde süreklidir denir. (Bayraktar, 2017). 

Tanım 2.1.7. 𝑓𝑓, ℝ üzerinde düzgün sürekli ve sınırlı fonksiyon uzayına ait bir fonksiyon olsun. 

O halde, 

 𝜔𝜔(𝜇𝜇) ∶=  𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = sup{|𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)|: 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 𝜖𝜖 ℝ, |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2| ≤ 𝜇𝜇, 𝜇𝜇 > 0} 

ifadesine 𝑓𝑓 fonksiyonunun süreklilik modülü denir. (DeVore ve Lorentz, 1993). 

Teorem 2.1.8. Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlamaktadır: 

1) Herhangi bir 𝜇𝜇 > 0 için 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) ≥ 0’dır. 

2) 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) azalmayandır. 

3) Herhangi 𝜇𝜇 > 0 ve 𝑙𝑙 ∈ ℕ için 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇𝜇𝜇) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) eşitsizliği sağlanır. 

4) Herhangi 𝜇𝜇 > 0 ve 𝛽𝛽 > 0 reel sayıları için 𝜔𝜔(𝑓𝑓,𝛽𝛽𝛽𝛽) ≤ (1 + 𝛽𝛽)𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) eşitsizliği 

sağlanır. 
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5) Herhangi 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ ℝ için |𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)| ≤ �1 + |𝑥𝑥1−𝑥𝑥2|
𝜇𝜇

�𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) eşitsizliği 

sağlanır. 

6) lim
𝜇𝜇→0

𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = 0’dır. (DeVore ve Lorentz, 1993). 

İspat: 

1) 𝑓𝑓 sürekli olduğundan 𝜇𝜇 > 0, her 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 ∈ ℝ için |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2| ≤ 𝜇𝜇 olacak şekilde 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)| ≥ 0 olur. Böylelikle 

 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = sup|𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)| ≥ 0  

sonucu elde edilir. 

2) 𝜇𝜇1 ≤ 𝜇𝜇2 olacak şekilde 𝜇𝜇1, 𝜇𝜇2 ≥ 0 olsun. 

Süreklilik modülünün tanımı gereği 𝜇𝜇1 ≤ 𝜇𝜇2 olduğunda, 𝜇𝜇2’nin supremum için tarayacağı 

küme 𝜇𝜇1’nin supremum için tarayacağı kümeden daha kapsamlıdır bu nedenle 

 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇1) ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇2)  

eşitsizliği sağlanır. 

3) 𝜇𝜇1 + ⋯+ 𝜇𝜇𝑙𝑙 = 𝜇𝜇 > 0 ve 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = 𝜔𝜔(𝜇𝜇) olsun. O halde 

 𝜔𝜔(𝜇𝜇1 + ⋯+ 𝜇𝜇𝑙𝑙) ≤ 𝜔𝜔(𝜇𝜇1) + ⋯+ 𝜔𝜔(𝜇𝜇𝑙𝑙)  

olacaktır. 𝜇𝜇1 + ⋯+ 𝜇𝜇𝑙𝑙 = 𝜇𝜇 ve süreklilik modülü azalan olmadığı için 

 𝜔𝜔(𝜇𝜇1 + ⋯+ 𝜇𝜇𝑙𝑙) ≤ 𝜔𝜔(𝑙𝑙𝑙𝑙) ≤ 𝑙𝑙𝑙𝑙(𝜇𝜇)  

eşitsizliği sağlanır. 

4) 𝛽𝛽 > 0 için 𝑛𝑛 ≤ 𝛽𝛽 < 𝑛𝑛 + 1 ≤ 𝛽𝛽 + 1 olacak şekilde n doğal sayısı alınırsa 

 2) ve 3) özelliklerinden dolayı 

 𝜔𝜔(𝑛𝑛𝑛𝑛) ≤ 𝜔𝜔(𝛽𝛽𝛽𝛽) ≤ 𝜔𝜔�(𝑛𝑛 + 1), 𝜇𝜇� ≤ (𝑛𝑛 + 1)𝜔𝜔(𝜇𝜇) ≤ (1 + 𝛽𝛽)𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇)  

eşitsizliği elde edilir. 

5) 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = 𝜔𝜔(𝑓𝑓, |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2|) olarak alınır ve 

 𝜔𝜔(𝑓𝑓, |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2|) = 𝜔𝜔 �𝑓𝑓, |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2| 𝜇𝜇
𝜇𝜇
�  

olacağı için 3) ve 4) özelliklerinden dolayı, 
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 𝜔𝜔 �𝑓𝑓, |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2| 𝜇𝜇
𝜇𝜇
� ≤ �1 + |𝑥𝑥1−𝑥𝑥2|

𝜇𝜇
�𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇)  

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca süreklilik modülünün tanımından dolayı |𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)| ≤

𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) eşitsizliği de kullanılırsa istenilen ifade elde edilir. 

6) 𝑓𝑓 fonksiyonu ℝ üzerinde düzgün sürekli bir fonksiyon olduğundan 

 her  𝜀𝜀 > 0 için bir 𝛿𝛿 > 0 sayısı vardır öyle ki 𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2 𝜖𝜖 ℝ için |𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥2| < 𝛿𝛿 olduğunda 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥1) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥2)| < 𝜀𝜀 olur. Bu durumda süreklilik modülünün tanımı gereği, 𝜇𝜇 < 𝛿𝛿 olduğunda 

𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) < 𝜀𝜀 olur. Buradan 

 lim
𝜇𝜇→0

𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝜇𝜇) = 0  

elde edilir. 

Tanım 2.1.9. 𝐶𝐶, reel ya da karmaşık sayılar cismini göstersin ve 𝑋𝑋 kümesi 𝐶𝐶 cismi üzerinde bir 

vektör uzayı olsun. Aşağıdaki özelliklere sahip bir 𝑝𝑝:𝑋𝑋 → ℝ fonksiyonuna 𝑋𝑋 vektör uzayı 

üzerinde bir yarı-norm denir. 

Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 ve her 𝑎𝑎 ∈ 𝐶𝐶 için  

[𝑁𝑁1] 𝑝𝑝(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ≤ 𝑝𝑝(𝑥𝑥) + 𝑝𝑝(𝑦𝑦), 

[𝑁𝑁2] 𝑝𝑝(𝑎𝑎𝑎𝑎) = |𝑎𝑎|𝑝𝑝(𝑥𝑥). 

Eğer bu ikisine ek olarak,  

 [𝑁𝑁3] 𝑥𝑥 ≠ 0 ⟹  𝑝𝑝(𝑥𝑥) ≠ 0 

özelliği de sağlanıyorsa 𝑝𝑝 fonksiyonuna 𝑋𝑋 vektör uzayı üzerinde bir normdur denir. (Karaçay, 

2009). 

Tanım 2.1.10. 𝐿𝐿 lineer operatörü 𝑋𝑋 uzayından 𝑌𝑌 uzayına dönüşüm yapıyorsa ve  

 ‖𝐿𝐿(𝑓𝑓)‖𝑌𝑌 ≤ 𝐶𝐶‖𝑓𝑓‖𝑋𝑋 

eşitsizliği gerçekleniyorsa 𝐿𝐿 operatörüne sınırlı operatör denir. Bu 𝐶𝐶 sabitlerinin en küçüğüne 

ise 𝐿𝐿 operatörünün normu denir ve ‖𝐿𝐿‖𝑋𝑋→𝑌𝑌 ya da basitçe ‖𝐿𝐿‖ simgeleriyle gösterilir. Yani, 

 ‖𝐿𝐿‖ = inf{𝐶𝐶: ‖𝐿𝐿𝐿𝐿‖𝑌𝑌 ≤  𝐶𝐶‖𝑓𝑓‖𝑋𝑋} 

dir. 𝐿𝐿 lineer operatör olduğu için  

 ‖𝐿𝐿‖ = sup
‖f‖𝑋𝑋=1

‖𝐿𝐿(𝑓𝑓)‖𝑌𝑌 

eşitliği yazılabilir. (Hacısalihoğlu ve Hacıyev, 1995: 12). 
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Tanım 2.1.11. 𝐴𝐴 ⊂ ℝ boş olmayan bir küme ve 𝐴𝐴 üzerinde tanımlı fonksiyonların kümesi 𝐹𝐹(𝐴𝐴) 

olsun. 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 için 

 𝑠𝑠:ℕ → 𝐹𝐹(𝐴𝐴), 𝑠𝑠:𝑛𝑛 → 𝑠𝑠(𝑛𝑛) = 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) 

biçiminde tanımlanan s fonksiyonuna 𝐴𝐴 üzerinde bir fonksiyon dizisi, 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥)’e de bu dizinin n. 

terimi veya genel terimi denir. Genel terimi 𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) olan bir fonksiyon dizisi (𝑓𝑓𝑛𝑛) biçiminde 

gösterilir. (Öztürk ve Bostancı, 2014). 

Önerme 2.1.12. 𝐿𝐿 lineer operatörünün sınırlı olması için gerek ve yeter şart sürekli olmasıdır. 

(Bayraktar, 2006: 148). 

Tanım 2.1.13. (𝑓𝑓𝑛𝑛), 𝐴𝐴 ⊂ ℝ üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Her bir 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 için  

 lim
𝑛𝑛→∞

𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

olacak biçimde 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ fonksiyonu varsa (𝑓𝑓𝑛𝑛) dizisine, 𝐴𝐴 üzerinde 𝑓𝑓 fonksiyonuna noktasal 

yakınsaktır denir. Bu, 𝐴𝐴 ⊂ ℝ üzerinde tanımlı fonksiyonların (𝑓𝑓𝑛𝑛) dizisi 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ 

fonksiyonuna noktasal yakınsaklığı her 𝜀𝜀 > 0 sayısı, her 𝑛𝑛 > 𝑛𝑛0 ve her bir 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 için 

|𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀 olacak biçimde bir 𝑛𝑛0 doğal sayısı varlığı şeklinde de ifade edilebilir. 

Buradaki 𝑛𝑛0 doğal sayısı 𝜀𝜀 sayısına bağlı olacağı gibi aynı zamanda seçilen 𝑥𝑥 noktasına da bağlı 

olabilir. (Öztürk ve Bostancı, 2014). 

Tanım 2.1.14. (𝑓𝑓𝑛𝑛), 𝐴𝐴 ⊂ ℝ üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi olsun. Herhangi bir 𝜀𝜀 > 0 

verildiğinde her 𝑛𝑛 > 𝑛𝑛0 ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 için |𝑓𝑓𝑛𝑛(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀 olacak biçimde sadece 𝜀𝜀 sayısına 

bağlı bir 𝑛𝑛0 doğal sayısı ve 𝑓𝑓:𝐴𝐴 → ℝ fonksiyonu varsa (𝑓𝑓𝑛𝑛) dizisine, 𝐴𝐴 üzerinde 𝑓𝑓 fonksiyonuna 

düzgün yakınsaktır denir. Noktasal yakınsaklığın aksine düzgün yakınsaklık kavramı küme için 

geçerli bir kavramdır. Düzgün yakınsaklıkta 𝑛𝑛0 doğal sayısı sadece 𝜀𝜀 sayısına bağlı olduğu için 

düzgün yakınsak her fonksiyon dizisi aynı zamanda noktasal yakınsaktır. (Öztürk ve Bostancı, 

2014). 

Teorem 2.1.15. [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] kapalı aralığı üzerindeki her sürekli 𝑓𝑓 fonksiyonuna, 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 +

𝑎𝑎1𝑥𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 genel terimiyle verilen (𝑝𝑝𝑛𝑛) polinomlar dizisi ile düzgün olarak 

yaklaşılabilmektedir. Bir başka deyişle, her 𝜀𝜀 > 0 sayısı için  

max|𝑓𝑓(𝑥𝑥) −  𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀, 𝑎𝑎 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 𝑏𝑏  

olacak biçimde (𝑝𝑝𝑛𝑛) polinomlar dizisi (cebirsel polinomlar) vardır. Bu ise 𝑃𝑃([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])’nin 

𝐶𝐶([𝑎𝑎, 𝑏𝑏])’de yoğun olması demektir. (Weierstrass, 1885).  
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Teorem 2.1.16. 𝑓𝑓, [0,1] aralığı üzerinde tanımlı reel değerli sınırlı bir fonksiyon olsun.  

𝐵𝐵𝑛𝑛 ∶ 𝐵𝐵([0,1]) → 𝐶𝐶([0,1]) operatörleri 

(𝐵𝐵𝑛𝑛𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = ∑ �𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑥𝑥
𝑘𝑘(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 𝑓𝑓 �𝑘𝑘
𝑛𝑛
� , (𝑥𝑥 ∈ [0,1], 𝑛𝑛 ∈ ℕ)   

olarak tanımlanır. (Bernstein, 1912). 

Teorem 2.1.17.  𝑥𝑥 ∈ [0,1], 0 ≤ 𝛼𝛼𝑘𝑘,𝑛𝑛 ≤ 1 olduğunda  

(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = ∑ 𝑓𝑓�𝛼𝛼𝑘𝑘,𝑛𝑛�𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛
𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  ,   �𝑃𝑃𝑘𝑘,𝑛𝑛 ≥ 0�  

pozitif lineer operatörler dizisinin [0,1] aralığında 𝑓𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsak olabilmesi 

için gerek ve yeter şartların, (𝛼𝛼𝑛𝑛), (𝛽𝛽𝑛𝑛), (𝛾𝛾𝑛𝑛) dizileri [0,1] üzerinde düzgün sıfır dizileri olmak 

üzere, 

i.  (𝐿𝐿𝑛𝑛𝑒𝑒0)(𝑥𝑥) → 1 + 𝛼𝛼𝑛𝑛(𝑥𝑥), 

ii.  (𝐿𝐿𝑛𝑛𝑒𝑒1)(𝑥𝑥) → 𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝑛𝑛(𝑥𝑥), 

iii.  (𝐿𝐿𝑛𝑛𝑒𝑒2)(𝑥𝑥) → 𝑥𝑥2 + 𝛾𝛾𝑛𝑛(𝑥𝑥)  

olmasıdır. (Bohman, 1952: 45). 

Bohman’ın teoreminin [0,1] aralığındaki fonksiyonlarla kısıtlı kalmasına rağmen, P. P. 

Korovkin bu teoremin [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığında verilen genel halini ispatlamıştır. (Korovkin, 1959). 

(𝐿𝐿𝑛𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi, her 𝑥𝑥 ∈  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] için i, ii, iii şartlarını sağlasın ve 𝑓𝑓 tüm reel 

eksende sınırlı, [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığında sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (𝐿𝐿𝑛𝑛𝑓𝑓), kendisini 

oluşturan 𝑓𝑓 fonksiyonuna düzgün olarak yakınsar, yani  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐿𝐿𝑛𝑛𝑓𝑓 − 𝑓𝑓‖∞ = 0  

gerçeklenir. (Bohman, 1952: 46), (Korovkin, 1959). 

İspat: Teoremin şartları  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑒𝑒0) − 𝑒𝑒0)‖∞ = 0 = lim
𝑛𝑛→∞

‖𝑎𝑎𝑛𝑛‖∞  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑒𝑒1) − 𝑒𝑒1)‖∞ = 0 = lim
𝑛𝑛→∞

‖𝛽𝛽𝑛𝑛‖∞  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑒𝑒2) − 𝑒𝑒2)‖∞ = 0 = lim
𝑛𝑛→∞

‖𝛾𝛾𝑛𝑛‖∞  

olarak düzenlenir. Şimdi, tüm reel eksende sınırlı ve [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığında sürekli her 𝑓𝑓 için  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐿𝐿𝑛𝑛𝑓𝑓 − 𝑓𝑓‖∞ = 0  
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eşitliğinin sağlandığı gösterilir. 𝑓𝑓 fonksiyonu tüm reel eksende sınırlı olduğundan öyle bir 𝐶𝐶 >

0 sayısı vardır öyle ki 

|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)| + |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 2𝐶𝐶 (2.1) 

eşitsizliği her 𝑥𝑥 ∈  [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ve her 𝑡𝑡 ∈ ℝ için sağlanır. ℝ’nin kapalı ve sınırlı aralığında düzgün 

süreklilik ve süreklilik birbirine denk olduğu için 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] ve 𝑡𝑡 ise bu aralığın dışında bir nokta 

olmak üzere |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥| < 𝛿𝛿 (𝛿𝛿 > 0) olduğunda,  

|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀 (2.2) 

eşitsizliği sağlanır. (2.1) ve (2.2) eşitsizlikleri kullanılır ve 𝜑𝜑(𝑡𝑡) = (𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2 için  

|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 𝜀𝜀 + 2𝐶𝐶
𝛿𝛿2
𝜑𝜑(𝑡𝑡)  

eşitsizliği yazılabilir. Böylelikle her 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] , her 𝑡𝑡 ∈ ℝ için  

|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ |𝑓𝑓(𝑡𝑡)| + |𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 2𝐶𝐶 ≤ 𝜀𝜀 + 2𝐶𝐶
𝛿𝛿2
𝜑𝜑(𝑡𝑡)  (2.3) 

eşitsizliği elde edilir. (𝐿𝐿𝑛𝑛) lineer pozitif operatörlerin bir dizisi olduğu için pozitif operatörlerin 

monotonluğundan dolayı  

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓; 𝑥𝑥)| ≤ 𝐿𝐿𝑛𝑛(|𝑓𝑓|; 𝑥𝑥)    (2.4) 

eşitsizliği yazılır ve  

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑡𝑡); 𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = |𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑡𝑡); 𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑥𝑥); 𝑥𝑥) − 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑥𝑥); 𝑥𝑥)| 

 = |𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥); 𝑥𝑥) + 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑥𝑥); 𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 

 ≤ 𝐿𝐿𝑛𝑛(|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)|; 𝑥𝑥) + |𝑓𝑓(𝑥𝑥)(𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥) − 1)| 

 ≤ 𝐿𝐿𝑛𝑛(|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)|; 𝑥𝑥) + max
𝑥𝑥∈[𝑎𝑎,𝑏𝑏]

|𝑓𝑓(𝑥𝑥)||𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥) − 1| 

eşitsizliği elde edilir. 1(𝑥𝑥) = 1 olduğundan hipotezden dolayı 

lim
𝑛𝑛→∞

‖(𝐿𝐿𝑛𝑛1) − 1‖∞‖𝑓𝑓‖∞ = 0  

gerçeklenir. Böylece (2.3) kullanılırsa  
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𝐿𝐿𝑛𝑛(|𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)|; 𝑥𝑥) ≤ |𝐿𝐿𝑛𝑛(𝜀𝜀; 𝑥𝑥)| + �𝐿𝐿𝑛𝑛 �
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2� ; 𝑥𝑥� 

 = 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| +
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

|𝐿𝐿𝑛𝑛((𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)2; 𝑥𝑥)| 

 = 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| +
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡2 − 2𝑡𝑡𝑡𝑡 + 𝑥𝑥2; 𝑥𝑥)| 

 = 𝑇𝑇 

elde edilir. 𝐿𝐿𝑛𝑛’nin lineerliği kullanılır ve 

𝑇𝑇 = 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| +
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡2; 𝑥𝑥) − 2𝑥𝑥𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡; 𝑥𝑥) + 𝑥𝑥2𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| 

 = 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| +
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡2; 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥(𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡; 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥) + 𝑥𝑥2𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥2| 

 ≤ 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| +
2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

(|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡2; 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥2| + |2𝑥𝑥||𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑡𝑡; 𝑥𝑥) − 𝑥𝑥| + |𝑥𝑥|2|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥) − 1|) 

eşitsizliği sağlanır. 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] olduğundan dolayı |𝑥𝑥| ≤ 𝑑𝑑 olacak biçimde [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] aralığının 

dışında bir 𝑑𝑑 ∈ ℝ bulunabilir ve |𝑥𝑥2| ≤ 𝑑𝑑2 sağlanır. Sonuç olarak 

𝑇𝑇 ≤ 𝜀𝜀|𝐿𝐿𝑛𝑛(1; 𝑥𝑥)| + 2𝐶𝐶
𝛿𝛿2

(𝜀𝜀′ + 2𝑑𝑑𝜀𝜀′′ + 𝑑𝑑2𝜀𝜀′′′) = 𝜀𝜀∗  

elde edilir. Dolayısıyla  

|𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑡𝑡); 𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| < 𝜀𝜀∗  

bulunur. Her iki tarafın maksimumu alınır ve 

‖(𝐿𝐿𝑛𝑛𝑓𝑓) − 𝑓𝑓‖∞ < 𝜀𝜀∗  

eşitsizliği elde edilir. Bu nedenle [𝑎𝑎, 𝑏𝑏] üzerinde 𝐿𝐿𝑛𝑛(𝑓𝑓(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥); 𝑥𝑥) → 0 gerçeklenir. Bu ise 

ispatı tamamlar. 

Teorem 2.1.18. [0,1] aralığında tanımlı, sınırlı ve sürekli  𝑓𝑓 fonksiyonu için Bernstein 

polinomlar dizisi kendisini oluşturan 𝑓𝑓 fonksiyonuna düzgün yakınsar. (Lorentz, 1953:5). 

İspat: Bohman-Korovkin teoreminden yararlanarak test fonksiyonlarının Bernstein polinomları 

altındaki görüntüleri için i, ii ve iii şartları kullanılır. İlk önce i şartı elde edilir.  

(𝐵𝐵𝑛𝑛𝑒𝑒0)(𝑥𝑥) = ∑ �𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑥𝑥
𝑘𝑘𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 (1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 = 1  
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Şimdi ii şartı için aşağıdaki eşitlik elde edilir. 

(𝐵𝐵𝑛𝑛𝑒𝑒1)(𝑥𝑥) = �
𝑘𝑘
𝑛𝑛
�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� 𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 
= �

𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑛𝑛!
𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

𝑥𝑥𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 
= 𝑥𝑥�

(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑘𝑘 − 1)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

𝑥𝑥𝑘𝑘−1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 = 𝑥𝑥�
𝑚𝑚!

𝑙𝑙! (𝑚𝑚 − 𝑙𝑙)!
𝑥𝑥𝑙𝑙

𝑚𝑚

𝑙𝑙=0

(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 

 = 𝑥𝑥 

Son olarak iii şartı elde edilir. 

(𝐵𝐵𝑛𝑛𝑒𝑒2)(𝑥𝑥) = �
𝑘𝑘2

𝑛𝑛2
�
𝑛𝑛
𝑘𝑘
� 𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 
= �

𝑘𝑘2

𝑛𝑛2
𝑛𝑛!

𝑘𝑘! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!
𝑥𝑥𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛
�𝑘𝑘

(𝑛𝑛 − 1)!
(𝑘𝑘 − 1)! (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘)!

𝑥𝑥𝑘𝑘−1
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

(1 − 𝑥𝑥)𝑛𝑛−𝑘𝑘 

 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛
�(𝑙𝑙 + 1)

𝑚𝑚!
𝑙𝑙! (𝑚𝑚− 𝑙𝑙)!

𝑥𝑥𝑙𝑙
𝑚𝑚

𝑙𝑙=0

(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 

 
= 

𝑥𝑥
𝑛𝑛 �

�𝑙𝑙
𝑚𝑚!

𝑙𝑙! (𝑚𝑚− 𝑙𝑙)!
𝑥𝑥𝑙𝑙(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 + 1

𝑚𝑚

𝑙𝑙=0

� 

 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛 �

�𝑙𝑙
𝑚𝑚!

𝑙𝑙! (𝑚𝑚− 𝑙𝑙)!
𝑥𝑥𝑙𝑙(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 + 1

𝑚𝑚

𝑙𝑙=1

� 
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 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛 �

�
𝑚𝑚!

(𝑙𝑙 − 1)! (𝑚𝑚− 𝑙𝑙)!
𝑥𝑥𝑙𝑙(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 + 1

𝑚𝑚

𝑙𝑙=1

� 

 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛 �

𝑚𝑚𝑚𝑚�
(𝑚𝑚 − 1)!

(𝑙𝑙 − 1)! (𝑚𝑚 − 𝑙𝑙)!
𝑥𝑥𝑙𝑙−1(1 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚−𝑙𝑙 + 1

𝑚𝑚

𝑙𝑙=1

� 

 = 
𝑥𝑥
𝑛𝑛 �

𝑚𝑚𝑚𝑚�
𝑝𝑝!

𝑟𝑟! (𝑝𝑝 − 𝑟𝑟)!
𝑥𝑥𝑟𝑟(1 − 𝑥𝑥)𝑝𝑝−𝑟𝑟 + 1

𝑝𝑝

𝑟𝑟=0

� 

 = 𝑥𝑥
𝑛𝑛

(𝑚𝑚𝑚𝑚 + 1) =
𝑥𝑥
𝑛𝑛
�(𝑛𝑛 − 1)𝑥𝑥 + 1� = 𝑥𝑥2 +

𝑥𝑥 − 𝑥𝑥2

𝑛𝑛
 

Sonuç olarak Teorem 2.1.17’nin şartları sağlanmış olur. Böylece  

lim
𝑛𝑛→∞

‖𝐵𝐵𝑛𝑛𝑓𝑓 − 𝑓𝑓‖∞ = 0  

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Tanım 2.1.19. Bir 𝑓𝑓 fonksiyonunun desteği suppf = {𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈  ; 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 0} kümesinin 

kapanışına karşılık gelir. 

Tanım 2.1.20. 𝑓𝑓:𝑈𝑈 → ℝ sürekli fonksiyonunun desteği kompakt ise bu desteğe kompakt destek 

denir. 

Tanım 2.1.21.  

a) ℎ, (−∞,∞) aralığındaki tek değerli ve parçalı sürekli fonksiyon olsun.  

b) Bir 𝑥𝑥0 noktasındaki süreksizlik değeri,  

ℎ(𝑥𝑥0) = 1
2

[ℎ(𝑥𝑥0 + 0) + ℎ(𝑥𝑥0 − 0)]  

ortalamasına eşit olsun. 

c) ℎ, (−∞,∞) aralığında mutlak yakınsak yani,  

∫ |ℎ(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞∞
−∞   

olsun. Yukarıdaki şartlar ile birlikte  

ℎ(𝑥𝑥) = 1
2𝜋𝜋 ∫ �∫ ℎ(𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞ �𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞   

eşitliğine ℎ fonksiyonunun Fourier integrali denir. Fourier integralinden yazılan  
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𝐻𝐻(𝑎𝑎) ∶= ℎ�(𝑎𝑎) = ∫ ℎ(𝑥𝑥)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑑𝑑∞
−∞   

eşitliğe de h fonksiyonunun Fourier dönüşümü denir. (Dündar, 2000).  

Teorem 2.1.22. 

𝑔𝑔 �𝑘𝑘
𝑇𝑇
� = ∫ 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑∞

−∞   

𝑓𝑓’ nin Fourier dönüşümü ve 𝑇𝑇 bir periyot olmak üzere Poisson toplam formülü genellikle,  

∑ 𝑓𝑓(𝑡𝑡 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) = 1
𝑇𝑇
∑ 𝑔𝑔 �𝑘𝑘

𝑇𝑇
� 𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇∞

𝑘𝑘=−∞
∞
𝑛𝑛=−∞   

olarak yazılır. 𝑇𝑇 = 1 alınırsa  

∑ 𝑓𝑓(𝑡𝑡 + 𝑛𝑛) = ∑ 𝑔𝑔(𝑘𝑘)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋∞
𝑘𝑘=−∞

∞
𝑛𝑛=−∞   

eşitliği elde edilir. (Jaramillo, 2019). 

İspat: 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = ∑ 𝑓𝑓(𝑡𝑡 + 𝑛𝑛𝑛𝑛)∞
𝑛𝑛=−∞  olarak alınır. 𝐹𝐹 fonksiyonunun periyodu 𝑇𝑇 olduğundan dolayı 

Fourier serisi  

𝐹𝐹(𝑡𝑡) = 1
𝑇𝑇
∑ 𝐺𝐺(𝑘𝑘)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇∞
𝑘𝑘=−∞   

biçimindedir. Burada 𝐺𝐺(𝑘𝑘), Fourier genliği olduğundan dolayı  

𝐺𝐺(𝑘𝑘) = � 𝐹𝐹(𝑡𝑡)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇/2

−𝑇𝑇/2

 

 = � � 𝑓𝑓(𝑡𝑡 + 𝑛𝑛𝑛𝑛)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑇𝑇/2

−𝑇𝑇/2

∞

𝑛𝑛=−∞

 

eşitliği sağlanır. Şimdi  𝑢𝑢 = 𝑡𝑡 + 𝑛𝑛𝑛𝑛 değişken değiştirmesi uygulanır ve 

 𝑡𝑡 = ± 𝑇𝑇
2
 için 𝑢𝑢 = ± 𝑇𝑇

2
+ 𝑛𝑛𝑛𝑛 = 1

2
(2𝑛𝑛 ± 1)𝑇𝑇 eşitliği elde edilir. Buradan  

𝐺𝐺(𝑘𝑘) = � � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2(2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

1
2(2𝑛𝑛−1)𝑇𝑇

∞

𝑛𝑛=−∞
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 = � � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2(2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

1
2(2𝑛𝑛−1)𝑇𝑇

∞

𝑛𝑛=−∞

 

eşitliği elde edilir. Son eşitlik açılır ve   

𝐺𝐺(𝑘𝑘) = lim
𝑛𝑛→∞

⎩
⎨

⎧
� +

1
2(2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

1
2(2𝑛𝑛−1)𝑇𝑇

� … +

1
2(2(𝑛𝑛−1)+1)𝑇𝑇

1
2(2(𝑛𝑛−1)−1)𝑇𝑇

� + �

1
2(−2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

1
2(−2𝑛𝑛−1)𝑇𝑇

1
2(−2(𝑛𝑛−1)+1)𝑇𝑇

1
2(−2(𝑛𝑛−1)−1)𝑇𝑇 ⎭

⎬

⎫
 

 × 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑 

 = lim
𝑛𝑛→∞

� 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑

1
2(2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

−12(2𝑛𝑛+1)𝑇𝑇

 

 = � 𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑒𝑒−2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋/𝑡𝑡𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

−∞

= 𝑔𝑔 �
𝑘𝑘
𝑇𝑇�

 

eşitliği elde edilir. Sonuç olarak Fourier genliği 𝑓𝑓’nin Fourier dönüşümüne eşit olur.  Böylelikle 

ispat tamamlanmış olur. 

Tanım 2.1.23. Eğer bir 𝑓𝑓 fonksiyonunun Fourier dönüşümü 𝑓𝑓’nın desteği kompakt küme ise 𝑓𝑓 

fonksiyonu “bant-sınırlı” olarak adlandırılır. 𝑓𝑓, kompakt bir kümede sıfırdan farklı; kompakt 

küme dışında sıfır değerlerini alıyorsa 𝑓𝑓 fonksiyonuna bant-sınırlı fonksiyon denir. (Costarelli 

ve Vinti, 2019b) 

Tanım 2.1.24. 𝐼𝐼 ⊆ ℝ aralık ve 𝑓𝑓, 𝐼𝐼’da tanımlı bir fonksiyon olsun. 𝑓𝑓’nin 𝐼𝐼’da konveks 

fonksiyon olması için gerek ve yeter şart her 𝑡𝑡 ∈ [0,1] ve her 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐼𝐼 için  

𝑓𝑓�(1 − 𝑡𝑡)𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑡𝑡� ≤ (1 − 𝑡𝑡)𝑓𝑓(𝑎𝑎) + 𝑡𝑡𝑡𝑡(𝑏𝑏)  

olmasıdır. 

Tanım 2.1.25. 𝑖𝑖 ∈ ℕ ve 𝑥𝑥 ∈ ℝ olmak üzere 𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑥𝑥) ∶= 𝑥𝑥𝑖𝑖 kuralı ile verilen 𝑒𝑒𝑖𝑖 fonksiyonlarına 

test fonksiyonları denir. 
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Tanım 2.1.26. 𝐸𝐸 sınırlı kümesinin 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 dış ölçümü, 𝐸𝐸’yi içeren tüm sınırlı açık kümelerin 

ölçümlerinin en büyük alt sınırıdır ve  

 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 = inf
𝐺𝐺⊃𝐸𝐸

{𝑚𝑚𝑚𝑚}  

şeklinde gösterilir. Her sınırlı 𝐸𝐸 kümesinin dış ölçümü iyi tanımlıdır ve 0 ≤ 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 ≤ +∞ dır. 

(Hewitt ve Stromberg, 1969). 

Tanım 2.1.27. 𝐸𝐸 sınırlı kümesinin 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 iç ölçümü, 𝐸𝐸’nin kapsadığı tüm kapalı kümelerin 

ölçümlerinin en küçük üst sınırıdır ve  

𝑚𝑚∗𝐸𝐸 = sup
𝐹𝐹⊂𝐸𝐸

{𝑚𝑚𝑚𝑚}  

şeklinde gösterilir. Her sınırlı 𝐸𝐸 kümesinin iç ölçümü iyi tanımlıdır ve 0 ≤ 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 < +∞ dır. 

(Hewitt ve Stromberg, 1969). 

Teorem 2.1.28. 𝐺𝐺 sınırlı açık bir küme ise  

𝑚𝑚∗𝐺𝐺 = 𝑚𝑚∗𝐺𝐺 = 𝑚𝑚𝑚𝑚  

olur. (Hewitt ve Stromberg, 1969). 

Teorem 2.1.29. 𝐹𝐹 sınırlı kapalı bir küme ise  

𝑚𝑚∗𝐹𝐹 = 𝑚𝑚∗𝐹𝐹 = 𝑚𝑚𝑚𝑚  

olur. (Hewitt ve Stromberg, 1969). 

Tanım 2.1.30. Sınırlı bir 𝐸𝐸 kümesinin iç ve dış ölçümleri eşitse  

𝑚𝑚∗𝐸𝐸 = 𝑚𝑚∗𝐸𝐸  

ölçülebilirdir denir. Bu ortak değere 𝐸𝐸 kümesinin ölçümü denir ve 𝑚𝑚𝑚𝑚 ile gösterilir. 

𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑚𝑚∗𝐸𝐸 = 𝑚𝑚∗𝐸𝐸  

(Hewitt ve Stromberg, 1969). 

Tanım 2.1.31. 𝐸𝐸 ölçülebilir kümesi üzerinde tanımlı 𝑓𝑓(𝑥𝑥) fonksiyonu her 𝑎𝑎 sayısı için 

𝐸𝐸(𝑓𝑓 > 𝑎𝑎) = { 𝑥𝑥| 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 𝑎𝑎}  kümeleri ölçülebilir ise, ölçülebilirdir denir. (Hewitt ve 

Stromberg, 1969). 
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2.2. Seriler 

Bu kısımda seriler hakkında temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Tanım 2.2.1. (𝑓𝑓𝑛𝑛), 𝐴𝐴 ⊂ ℝ üzerinde tanımlı fonksiyonların bir dizisi ve her 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 için  

𝑠𝑠𝑛𝑛(𝑥𝑥) = �𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=1

 

olsun. �𝑠𝑠𝑛𝑛(𝑥𝑥)� veya (𝑠𝑠𝑛𝑛) dizisine ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)∞
𝑘𝑘=1  serisinin kısmi toplamlar dizisi denir. Eğer 

(𝑠𝑠𝑛𝑛) fonksiyon dizisi 𝐴𝐴 üzerinde noktasal yakınsak ise ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)∞
𝑘𝑘=1  serisi A üzerinde noktasal 

yakınsak, (𝑠𝑠𝑛𝑛) dizisi 𝐴𝐴 üzerinde düzgün yakınsak ise ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)∞
𝑘𝑘=1  serisine 𝐴𝐴 üzerinde düzgün 

yakınsak denir. (𝑠𝑠𝑛𝑛) dizisinin limitine ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)∞
𝑘𝑘=1  serisinin toplamı adı verilir. Eğer ∑ |𝑓𝑓𝑘𝑘|∞

𝑘𝑘=1  

serisi yakınsak ise ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘∞
𝑘𝑘=1  serisine 𝐴𝐴 üzerinde mutlak yakınsak denir. (Öztürk ve Bostancı, 

2014). 

Teorem 2.2.2. 𝑛𝑛 ∈ ℕ; 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 genişletilmiş farklı reel sayılar ve 𝑓𝑓: (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) → ℝ fonksiyonu için 𝑓𝑓(𝑛𝑛) 

türevi (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) üzerinde mevcut olsun. Her 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) nokta çifti için  

 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑐𝑐)
𝑛𝑛!

(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑛𝑛 

olacak biçimde 𝑥𝑥 ile 𝑦𝑦 noktaları arasında bir 𝑐𝑐 sayısı vardır. Özellikle 𝑥𝑥 ile 𝑦𝑦 noktaları arasında 

bir c sayısı için  

 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑦𝑦)
𝑘𝑘!

(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑘𝑘 + 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑐𝑐)
𝑛𝑛!

(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑛𝑛𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

olur. (Öztürk ve Bostancı, 2014). 

İspat:  

Her 𝑡𝑡 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ve 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥 için 

𝐹𝐹(𝑡𝑡) = (𝑥𝑥−𝑡𝑡)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
 ve 

𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑡𝑡)
𝑘𝑘!

𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑘𝑘  

kuralları ile verilen 𝐹𝐹 ve 𝐺𝐺 fonksiyonları tanımlanır. 𝐹𝐹 ve 𝐺𝐺 fonksiyonları (𝑦𝑦, 𝑥𝑥) aralığında 

diferensiyellenebilir, [𝑦𝑦, 𝑥𝑥] üzerinde sürekli ve 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 0, 𝐺𝐺(𝑥𝑥) = 0 olduğundan dolayı bu 

fonksiyonlara genelleştirilmiş ortalama değer teoremi uygulanır. Böylelikle  

−𝐹𝐹(𝑦𝑦)𝐺𝐺′(𝑐𝑐) = �𝐹𝐹(𝑥𝑥) − 𝐹𝐹(𝑦𝑦)�𝐺𝐺′(𝑐𝑐) = �𝐺𝐺(𝑥𝑥) − 𝐺𝐺(𝑦𝑦)�𝐹𝐹′(𝑐𝑐) = −𝐺𝐺(𝑦𝑦)𝐹𝐹′(𝑐𝑐)  

olacak biçimde bir 𝑐𝑐 ∈ (𝑦𝑦, 𝑥𝑥) noktası vardır. Türevler yerine yazıldığında  
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 (𝑥𝑥−𝑦𝑦)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
�𝑓𝑓

𝑛𝑛(𝑐𝑐)(𝑥𝑥−𝑐𝑐)𝑛𝑛−1

(𝑛𝑛−1)!
� = 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) (𝑥𝑥−𝑐𝑐)𝑛𝑛−1

(𝑛𝑛−1)!
 

eşitliği elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Teorem 2.2.3. 𝑛𝑛 ∈ ℕ olsun. Eğer 𝑓𝑓 fonksiyonu (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) üzerinde 𝑛𝑛. mertebeden sürekli türeve 

sahipse her 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) noktaları için  

 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 1
(𝑛𝑛−1)!∫ (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦  

biçiminde Taylor formülünün Lagrange kalan terimi elde edilir. (Öztürk ve Bostancı, 2014). 

İspat:  

𝑛𝑛 = 1 için ispat kolaylıkla görülebilir. Tümevarımdan belirli bir 𝑛𝑛 doğal sayısı için verilen 

eşitliğin doğru olduğu kabul edilir. 

𝑅𝑅𝑛𝑛+1(𝑥𝑥) = 𝑅𝑅𝑛𝑛(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑦𝑦)
𝑛𝑛!

(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)𝑛𝑛 ve (𝑥𝑥−𝑦𝑦)𝑛𝑛

𝑛𝑛!
= 1

(𝑛𝑛−1)!∫ (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑦𝑦  

olduğu için  

 𝑅𝑅𝑛𝑛+1(𝑥𝑥) = − 1
(𝑛𝑛−1)!∫ (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1 �𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑦𝑦)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦  

eşitliği bulunur. 𝑢𝑢 = 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑡𝑡) − 𝑓𝑓(𝑛𝑛)(𝑦𝑦) ve 𝑑𝑑𝑑𝑑 = (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛−1𝑑𝑑𝑑𝑑 olacak biçimde kısmi 

integrasyon yapılır ve  

 𝑅𝑅𝑛𝑛+1(𝑥𝑥) = 1
𝑛𝑛!∫ (𝑥𝑥 − 𝑡𝑡)𝑛𝑛𝑓𝑓(𝑛𝑛+1)(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑦𝑦  

elde edilir. O halde eşitlik 𝑛𝑛 + 1  içinde sağlanmış olur. Bu ise ispatı tamamlar. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

Bu bölümde fonksiyon uzayları ve operatör tanımında önemli bir yer tutan çekirdek 

fonksiyonları ile ilgili bilgiler verilmiştir. 

3.1. Fonksiyon Uzayları 

Bu kısımda ağırlıklı uzaylar ve onun önemli alt uzayları verildikten sonra ağırlıklı 

uzaylara göre süreklilik modülünün tanımı ve bazı özelliklerine değinilmiştir. 

Tanım 3.1.1. Tüm ℝ reel eksen üzerinde pozitif ve sürekli olan  𝜌𝜌 fonksiyonuna, bir ağırlık 

fonksiyonu denir.  

Bu çalışmada, ağırlık fonksiyonu olarak  

 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = 1
1+𝑥𝑥2

  , 𝑥𝑥 ∈ ℝ 

kuralı ile verilen fonksiyon kullanılmıştır.  

ℝ üzerinde 𝜌𝜌 ağırlık fonksiyonu ile çarpımı sınırlı olan fonksiyonların uzayı  

 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ) = �𝑓𝑓:ℝ → ℝ ∶   sup
x∈ℝ

𝜌𝜌(𝑥𝑥)|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ∈ ℝ � 

dir. 

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ) uzayının bazı doğal alt uzayları aşağıdaki gibidir: 

 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) ≔ 𝐶𝐶0(ℝ) ∩ 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ), 

 𝐶𝐶𝜌𝜌∗(ℝ) ≔ �𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) ∶  ∃  lim
𝑥𝑥→±∞

𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ ℝ�, 

 𝑈𝑈𝜌𝜌(ℝ) ≔ �𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ): 𝜌𝜌𝜌𝜌 düzgün süreklidir�. 

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ) ve onun yukarıdaki alt uzayları,  

 ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ≔ sup
x∈ℝ

𝜌𝜌(𝑥𝑥)|𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 

ile birer normlu uzaydır. (Gadjiev, 1974), (Gadjiev, 1976), (Acar vd., 2016), (Acar vd., 2019).  

Tanım 3.1.2. 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) fonksiyonları için ağırlıklı süreklilik modülü 𝛺𝛺(𝑓𝑓; . ) ile gösterilir ve 

𝛿𝛿 > 0 için  

  𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) ≔ sup
|h|<𝛿𝛿,𝑥𝑥∈ℝ

|𝑓𝑓(𝑥𝑥+ℎ)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+ℎ2)(1+𝑥𝑥2)

       (3.1) 
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şeklinde tanımlanır. (Ispir, 2001: 359). 

Aşağıdaki lemmada ağırlıklı süreklilik modülünün bazı özellikleri verilmiştir. (3.1) hakkında 

daha fazla ayrıntı ve verilen özelliklerin kanıtı için bakınız (Ispir, 2001 :359). 

Lemma 3.1.3. 𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝛿𝛿 > 0 için  

(1)   𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿), 𝛿𝛿’nın monoton artan bir fonksiyonudur, 

(2)   𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌∗(ℝ) olmak üzere 𝛿𝛿 → 0 için 𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) → 0 dir, 

(3)   Her 𝜆𝜆 > 0 ve 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) için, 

   𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝜆𝜆𝜆𝜆) ≤ 2(1 + 𝜆𝜆)(1 + 𝛿𝛿2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿)                                                                  (3.2) 

gerçeklenir. (Ispir, 2001: 359). 

İspat:  

(1) 𝛿𝛿1 ≤ 𝛿𝛿2 için |ℎ| ≤ 𝛿𝛿2 bölgesi |ℎ| ≤ 𝛿𝛿1 bölgesinden daha büyüktür. Bölge büyüdükçe 

alınan supremum büyüyeceğinden  

𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿1) ≤ 𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿2)  

elde edilir. 

(2) 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑓𝑓[0,∞) = �𝑓𝑓: 𝑓𝑓, [0,∞) 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑠𝑠ü𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑣𝑣𝑣𝑣 lim
𝑥𝑥→∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
(1+𝑥𝑥2)

= 𝐾𝐾𝑓𝑓 � olup    

� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1+𝑥𝑥2

− 𝐾𝐾𝑓𝑓� < 𝜀𝜀  

−𝜀𝜀 < 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1+𝑥𝑥2

− 𝐾𝐾𝑓𝑓 < 𝜀𝜀  

𝐾𝐾𝑓𝑓 − 𝜀𝜀 < 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1+𝑥𝑥2

< 𝜀𝜀 + 𝐾𝐾𝑓𝑓  

𝑓𝑓(𝑥𝑥) < 𝐶𝐶(1 + 𝑥𝑥2)  

yazılabilir. 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑓𝑓[0,∞) olmak üzere ağırlıklı süreklilik modülü aşağıdaki gibi tanımlanır: 

𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) = sup
|h|<𝛿𝛿,𝑥𝑥≥0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥+ℎ)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+ℎ2)(1+𝑥𝑥2)

.  

𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝐾𝐾𝑓𝑓[0,∞) için öyle bir 𝑥𝑥0 = 𝑥𝑥0(𝜀𝜀) sayısı vardır öyle ki 𝑥𝑥 > 𝑥𝑥0 özelliğini sağlayan 𝑥𝑥’ler 

için � 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1+𝑥𝑥2

− 𝐾𝐾𝑓𝑓� < 𝜀𝜀 olur. Ağırlıklı süreklilik modülü aşağıdaki gibi yazılabilir ve 
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𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) = sup
|h|<𝛿𝛿,0≤𝑥𝑥≤𝑥𝑥0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| + sup
|h|<𝛿𝛿,𝑥𝑥≥𝑥𝑥0

|𝑓𝑓(𝑥𝑥+ℎ)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+ℎ2)(1+𝑥𝑥2)

  

 = 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝛿𝛿) 

eşitliği gerçeklenir. Şimdi ağırlıklı süreklilik modülünde 𝐾𝐾𝑓𝑓
1+ℎ2

 ifadesiyle ekleme ve çıkarma 

yapılır. Gerekli işlemler ile birlikte  

𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥+ℎ)
(1+𝑥𝑥2)(1+ℎ2)

− 𝐾𝐾𝑓𝑓
1+ℎ2

+ 𝐾𝐾𝑓𝑓
1+ℎ2

− 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
(1+𝑥𝑥2)(1+ℎ2)

�  

≤ 
1

1 + ℎ2
��
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ)
(1 + 𝑥𝑥2) − 𝐾𝐾𝑓𝑓� + �

𝑓𝑓(𝑥𝑥)
1 + 𝑥𝑥2

− 𝐾𝐾𝑓𝑓�� 

≤ 
1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2

(1 + 𝑥𝑥2)(1 + ℎ2) ��
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ)

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2 − 𝐾𝐾𝑓𝑓
(1 + 𝑥𝑥2)

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2�� + �
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

1 + 𝑥𝑥2
− 𝐾𝐾𝑓𝑓� 

= 
1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2

(1 + 𝑥𝑥2)(1 + ℎ2) ��
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ)

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2 − 𝐾𝐾𝑓𝑓 + 𝐾𝐾𝑓𝑓 �1 −
(1 + 𝑥𝑥2)

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2��� + �
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

1 + 𝑥𝑥2
− 𝐾𝐾𝑓𝑓� 

≤ 2 ��
𝑓𝑓(𝑥𝑥 + ℎ)

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2 − 𝐾𝐾𝑓𝑓� + 𝐾𝐾𝑓𝑓 �
2𝑥𝑥ℎ + ℎ2

1 + (𝑥𝑥 + ℎ)2�� + �
𝑓𝑓(𝑥𝑥)

1 + 𝑥𝑥2
− 𝐾𝐾𝑓𝑓� 

eşitsizliği sağlanır. Bulunan ifadelerin değerleri aşağıdaki gibi yazılırsa 

𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝛿𝛿) + 3𝜀𝜀 + 𝐾𝐾𝑓𝑓𝛿𝛿
(2𝑥𝑥 + 𝛿𝛿)

1 + 𝑥𝑥2
 

 ≤ 𝜔𝜔(𝑓𝑓, 𝛿𝛿) + 3𝜀𝜀 + 𝐾𝐾𝑓𝑓𝛿𝛿 

elde edilir. Böylece 𝛿𝛿 → 0 iken 𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) → 0 olur ve ispat tamamlanır. 

(3) 𝑚𝑚 bir doğal sayı olmak üzere  

|𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑚𝑚ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = ��𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 1)ℎ)
𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

� 

 ≤ �
|𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑘𝑘ℎ) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 1)ℎ)|
(1 + ℎ2)(1 + (𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 1)ℎ)2) (1 + ℎ2)(1 + (𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 1)ℎ)2)

𝑚𝑚

𝑘𝑘=1
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 = (1 + ℎ2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿)�(1 + ℎ2)(1 + (𝑥𝑥 + (𝑘𝑘 − 1)ℎ)2)
𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

 

 ≤ (1 + ℎ2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 2[1 + 𝑥𝑥2 + (𝑚𝑚ℎ)2]� 1
𝑚𝑚

𝑘𝑘=1

 

 = 2𝑚𝑚(1 + ℎ2)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + (𝑚𝑚ℎ)2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 

elde edilir. Şimdi her iki taraf (1 + 𝑥𝑥2)(1 + (𝑚𝑚ℎ)2) ile bölünür ve 

|𝑓𝑓(𝑥𝑥+𝑚𝑚ℎ)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+𝑥𝑥2)(1+(𝑚𝑚ℎ)2)

≤ 2𝑚𝑚(1 + ℎ2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿)  

eşitsizliği elde edilir. Ayrıca 𝜆𝜆 ∈ ℝ+ sayısının tam kısmı ⟦𝜆𝜆⟧ ile gösterilirse ⟦𝜆𝜆⟧ ≤ 𝜆𝜆 ≤ ⟦𝜆𝜆⟧ + 1 

eşitsizliklerinin geçerli olduğu açıktır. O halde (1) özelliğinden yararlanarak  

𝛺𝛺(𝑓𝑓;𝑚𝑚𝑚𝑚) ≤ 𝛺𝛺(𝑓𝑓; (⟦𝜆𝜆⟧ + 1)𝛿𝛿) 

 ≤ 2(⟦𝜆𝜆⟧ + 1)(1 + 𝛿𝛿2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 

 ≤ 2(1 + 𝜆𝜆)(1 + 𝛿𝛿2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 

eşitsizliği sağlanır ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 3.1.4. (3.2) eşitsizliğinde 𝜆𝜆 = |𝑦𝑦−𝑥𝑥|
𝛿𝛿

 , 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℝ, 𝛿𝛿 > 0 yerine yazıldığında ve ağırlıklı 

süreklilik modülünün tanımı kullanılırsa 

 |𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 2 �1 + |𝑦𝑦−𝑥𝑥|
𝛿𝛿
� (1 + 𝛿𝛿2)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + (𝑦𝑦 − 𝑥𝑥)2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 

elde edilir. 

İspat: 

(3.2) eşitsizliğinde 𝜆𝜆 = |𝑦𝑦−𝑥𝑥|
𝛿𝛿

 , 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℝ, 𝛿𝛿 > 0 yerine yazıldığında ve ağırlıklı süreklilik 

modülünün tanımı kullanılırsa 

sup
|h|<𝜆𝜆𝜆𝜆,   𝑥𝑥∈ℝ

|𝑓𝑓(𝑥𝑥+ℎ)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+ℎ2)(1+𝑥𝑥2)

≤ 2 �1 + |𝑦𝑦−𝑥𝑥|
𝛿𝛿
� (1 + 𝛿𝛿2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿)  

elde edilir. Burada 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 + ℎ yazılırsa 

sup
|h|<𝜆𝜆𝜆𝜆,   𝑥𝑥∈ℝ

|𝑓𝑓(𝑦𝑦)−𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
(1+ℎ2)(1+𝑥𝑥2)

≤ 2 �1 + |𝑦𝑦−𝑥𝑥|
𝛿𝛿
� (1 + 𝛿𝛿2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿)  
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eşitsizliği elde edilir. 

Her iki taraf (1 + ℎ2)(1 + 𝑥𝑥2) ile çarpılır ve ℎ = 𝑦𝑦 − 𝑥𝑥 yerine yazılırsa 

|𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 2�1 +
|𝑦𝑦 − 𝑥𝑥|
𝛿𝛿

� (1 + 𝛿𝛿2)(1 + 𝑥𝑥2)(1 + (𝑦𝑦 − 𝑥𝑥)2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Diğer yandan |𝑦𝑦 − 𝑥𝑥| miktarının 𝛿𝛿’ya göre durumu 

 |𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ �
4(1 + 𝛿𝛿2)2(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿), |𝑦𝑦 − 𝑥𝑥| ≤ 𝛿𝛿

4(1 + 𝛿𝛿2)2(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) |𝑦𝑦−𝑥𝑥|3

𝛿𝛿3
, |𝑦𝑦 − 𝑥𝑥| > 𝛿𝛿

 

eşitsizliğini sağlar. Dolayısıyla |𝑦𝑦 − 𝑥𝑥| için elde edilen bu iki durum birleştirilerek  

 |𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 4(1 + 𝛿𝛿2)2(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) �1 + |𝑦𝑦−𝑥𝑥|3

𝛿𝛿3
� 

elde edilir. Son olarak 𝛿𝛿 ≤ 1 seçimi ile  

 |𝑓𝑓(𝑦𝑦) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 16(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺(𝑓𝑓; 𝛿𝛿) �1 + |𝑦𝑦−𝑥𝑥|3

𝛿𝛿3
�      (3.3) 

sonucuna ulaşılır. 

Tanım 3.1.5. 𝐼𝐼 ⊂ ℝ𝑛𝑛 açık bir küme ve 𝐸𝐸 kümesi 𝐼𝐼 bölgesinde tanımlı ölçülebilir fonksiyon-

ların kümesi, 𝑝𝑝 pozitif bir reel sayı olmak üzere 

 𝐿𝐿𝑝𝑝(𝐼𝐼) ∶= �𝑢𝑢 ∈ 𝐸𝐸 ;  ∫ |𝑢𝑢(𝑥𝑥)|𝑝𝑝𝑑𝑑𝑑𝑑 < ∞𝐼𝐼 � 

şeklinde tanımlanan fonksiyon uzayına Lebesgue uzayı adı verilir. (Diening vd., 2017). 

Lemma 3.1.6. Eğer 1 ≤ 𝑝𝑝 < ∞ , 𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ≥ 0 ise (𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑝𝑝 ≤ 2𝑝𝑝−1(𝑎𝑎𝑝𝑝 + 𝑏𝑏𝑝𝑝) dir. 

İspat: 𝑓𝑓:ℝ− {−1,0,1} → ℝ olmak üzere 𝑝𝑝 > 1 için 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡𝑝𝑝 fonksiyonu sürekli ve konveks 

olduğundan 𝑓𝑓(𝛼𝛼𝛼𝛼 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ≤ 𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑥𝑥) + 𝛽𝛽𝛽𝛽(𝑦𝑦) dir. 𝛼𝛼 = 1
2
, 𝛽𝛽 = 1

2
, 𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 ve 𝑦𝑦 = 𝑏𝑏 alınırsa 

𝑓𝑓 �𝑎𝑎+𝑏𝑏
2
� ≤ 𝑓𝑓(𝑎𝑎)+𝑓𝑓(𝑏𝑏)

2
  

elde edilir. Buradan gerekli cebirsel işlemler yapıldığında  

(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏)𝑝𝑝 ≤ 2𝑝𝑝−1(𝑎𝑎𝑝𝑝 + 𝑏𝑏𝑝𝑝) 

sonucuna ulaşılır. 
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3.2. Çekirdek Fonksiyonları 

Çekirdek fonksiyonu olarak adlandırılan fonksiyonlar seriler ve integrallerde yer alan, 

belirli şartları sağlayan özel tanımlı sürekli fonksiyonlardır. Bu bölümde tez içinde kullanılan 

çekirdek fonksiyonları ve bazı özelliklerinden bahsedilmiştir. 

3.2.1. B-spline çekirdeği 

Genel olarak, 𝑛𝑛 ∈ ℕ , 𝑛𝑛-inci mertebeden merkezi B-spline çekirdeği 𝑡𝑡 ∈ ℝ  olmak üzere 

            𝜎𝜎𝑛𝑛(𝑡𝑡) ≔ 1
(𝑛𝑛−1)!

∑ (−1)𝑗𝑗 �𝑛𝑛𝑗𝑗� �
𝑛𝑛
2

+ 𝑡𝑡 − 𝑗𝑗�
+

𝑛𝑛−1
𝑛𝑛
𝑗𝑗=0   

olarak tanımlanır. Burada (. )+ pozitif kısmı gösterir. Yani (𝑡𝑡)+ ≔ max{𝑡𝑡, 0} dır.  

(Costarelli vd., 2020). 

B-spline çekirdeğinin tanımından 𝑛𝑛 = 3 yerine yazılırsa 

𝜎𝜎3(𝑡𝑡) = 1
2!
∑ (−1)𝑗𝑗 �3𝑗𝑗� �

3
2

+ 𝑡𝑡 − 𝑗𝑗�
+

2
3
𝑗𝑗=0   

elde edilir. 𝑗𝑗 = 0, 1, 2, 3 yerine yazıldığında  

𝜎𝜎3(𝑡𝑡) = 1
2
�3
2

+ 𝑡𝑡�
+

2
− 3

2
�1
2

+ 𝑡𝑡�
+

2
+ 3

2
�−1
2

+ 𝑡𝑡�
+

2
− 1

2
�−3
2

+ 𝑡𝑡�
+

2
  

eşitliği sağlanır. (𝑡𝑡)+ ≔ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝑡𝑡, 0} olduğundan 

 𝜎𝜎3(𝑡𝑡) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

3
4
− 𝑡𝑡2,       |𝑡𝑡| ≤ 1

2
1
2
�3
2
− |𝑡𝑡|2�

2
,   1

2
< |𝑡𝑡| ≤ 3

2

0,                |𝑡𝑡| ≥ 3
2

 

elde edilir. 
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Aşağıda B-spline çekirdeğinin 2. 3. ve 4. mertebeden grafikleri (Grafik 3.1.) deki gibi 

sırasıyla verilmiştir. 

 
Grafik 3.1. 2. 3. ve 4. mertebeden B-Spline çekirdeğinin grafikleri 

3.2.2. Fejer çekirdeği  

 sinc(𝑣𝑣) = �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜋𝜋𝜋𝜋

, 𝑣𝑣 ∈ ℝ\0
1, 𝑣𝑣 = 0

 

ile tanımlanan sinc(𝑣𝑣)  fonksiyonu yardımıyla Fejer çekirdeği, 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = 1
2

sinc2 �𝑡𝑡
2
� , 𝑡𝑡 ∈ ℝ  ile 

tanımlanır. (Costarelli vd., 2020). Açıktır ki 𝐹𝐹 sınırlıdır ve ℝ üzerinde negatif değildir, 

𝐿𝐿1(ℝ)’ye aittir ve ∫ 𝐹𝐹(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1ℝ ’i sağlar. 

Aşağıda Fejer çekirdeğinin grafiği (Grafik 3.2.) deki gibi verilmiştir. 

 
Grafik 3.2. Fejer çekirdeğinin grafiği 
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3.2.3. Karakteristik fonksiyon  

𝐴𝐴 ⊂ ℝ olmak üzere 

 𝜒𝜒𝐴𝐴 = �1, 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴
0, 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴 

şeklinde verilen 𝜒𝜒𝐴𝐴:ℝ → ℝ fonksiyonuna 𝐴𝐴’nın karakteristik fonksiyonu denir. 

Örneğin 𝐴𝐴 = [0,1] olması durumunda 

𝜒𝜒[0,1] = �1, 𝑥𝑥 ∈ [0,1]
0, 𝑥𝑥 ∉ [0,1]  

şeklinde ifade edilir. 

Aşağıda karakteristik fonksiyon için verilen örneğin grafiği (Grafik 3.3.) deki gibi 

verilmiştir. 

 

Grafik 3.3.  [0,1] aralığının karakteristik fonksiyonunun grafiği 
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4. DURRMEYER TİPLİ SAMPLİNG SERİLERİNİN AĞIRLIKLI 

UZAYLARDA YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

Bu bölüm orijinal sonuçlar içermektedir. 

4.1. Sampling Durrmeyer Operatörleri 

Bu kısımda ağırlıklı fonksiyon uzaylarına ait sürekli fonksiyonlar için (𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓) sampling 

Durrmeyer operatörünün uygun çekirdek fonksiyonları altında yakınsaklık özellikleri 

incelenecektir. 

𝜑𝜑 ve  𝜓𝜓, sırasıyla 𝐶𝐶0(ℝ) ve 𝐿𝐿1(ℝ) sınıfından olmak üzere   

her 𝑢𝑢 ∈ ℝ 𝑖𝑖ç𝑖𝑖𝑖𝑖 ∑ 𝜑𝜑(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘) = 1  𝑣𝑣𝑣𝑣 ∫ 𝜓𝜓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑 = 1  ℝ𝑘𝑘∈ℤ  (4.1) 

 şartlarını sağlayan çekirdek fonksiyonları olsun.  

Herhangi bir 𝑗𝑗 ∈ ℕ0 için 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 çekirdek fonksiyonlarının cebirsel momentleri 

 𝑚𝑚𝑗𝑗(𝜑𝜑,𝑢𝑢) = ∑ 𝜑𝜑(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 𝑢𝑢)𝑗𝑗+∞
𝑘𝑘=−∞ , 

 𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓) = ∫ 𝑡𝑡𝑗𝑗𝜓𝜓(𝑡𝑡)∞
−∞ 𝑑𝑑𝑑𝑑, 

şeklinde ve mutlak momentleri de 

 𝑀𝑀𝑗𝑗(𝜑𝜑) ≔ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑢𝑢∈ℝ ∑ |𝜑𝜑(𝑢𝑢 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑘𝑘|𝑗𝑗𝑘𝑘∈ℤ  

 𝑀𝑀�𝑗𝑗(𝜓𝜓) ≔ ∫ |𝑡𝑡|𝑗𝑗|𝜓𝜓(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ  

şeklinde tanımlanır. 

Burada 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓,  𝑀𝑀𝛼𝛼(𝜑𝜑) < +∞ ve 𝑀𝑀�𝛽𝛽(𝜓𝜓) < +∞ ile 𝛼𝛼,𝛽𝛽 > 0 olacak şekilde (4.1) 

şartını sağlayan çekirdekler olarak adlandırılır. 

Önerme 4.1.1. 

(1) Sampling Durrmeyer operatörünün varsayımlarının bir sonucu olarak her 𝑥𝑥 ∈ ℝ 

için �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓1��(𝑥𝑥) = 1 ve 1�(𝑥𝑥) = 1 dir. 

(2) 𝑣𝑣 ≤ 𝜇𝜇 olan 𝜇𝜇, 𝑣𝑣 > 0 için 𝑀𝑀𝜇𝜇(𝜑𝜑) < +∞ olması 𝑀𝑀𝑣𝑣(𝜑𝜑) < +∞ anlamına gelir. 

(Costarelli ve Vinti, 2019a). Ayrıca 𝜑𝜑’nin kompakt desteği varsa her 𝜇𝜇 ≥ 0 için  

𝑀𝑀𝜇𝜇(𝜑𝜑) < +∞ olduğu açıkça görülür. Son olarak benzer bir şekilde 𝑣𝑣 ≤ 𝜇𝜇 şartını 

sağlayan 𝜇𝜇, 𝑣𝑣 > 0 için 𝑀𝑀�𝜇𝜇(𝜓𝜓) < +∞ olması 𝑀𝑀�𝑣𝑣(𝜓𝜓) < +∞ anlamına gelir. 

(Costarelli vd., 2020). 
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Önerme 4.1.2 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓, 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan çekirdek fonksiyonları 

olsun. 𝑣𝑣(𝑥𝑥) ≔ 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

= 1 + 𝑥𝑥2,  𝑥𝑥 ∈ ℝ olmak üzere, 

 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣� (𝑥𝑥)� ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑) �𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2

𝑤𝑤2 𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) � 1
𝑤𝑤2 𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑥𝑥2𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

eşitsizliği sağlanır. 

İspat:  
(1.6)’da 𝑣𝑣(𝑢𝑢) = 1 + 𝑢𝑢2 yerine yazılır ve mutlak değer özelliği kullanılırsa  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� ≤ ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|(1 + 𝑢𝑢2)𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. Gerekli işlemler yapıldığında   

 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� = �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 +�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑢𝑢2𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

eşitliği sağlanır. İlk ifadede 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılarak mutlak momentler 

yerine yazılır, ikinci ifadede  𝑢𝑢2 ifadesini 𝑤𝑤2 ile çarparak ve bölerek 𝑘𝑘 ile ekleme ve çıkarma 

yapılırsa  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� = 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

 + �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
1
𝑤𝑤

𝑘𝑘∈ℤ

�|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘)2𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ

 

elde edilir. (𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘)2 ifadesinde Lemma 3.1.6. kullanılırsa  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

 + 
2
𝑤𝑤
�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|[(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)2 + 𝑘𝑘2]𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece 

 



 

31  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� = 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

 + 
2
𝑤𝑤
�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)2𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 + 
2
𝑤𝑤
�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘2𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

elde edilir. 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılarak mutlak momentler yerine yazılır ve 𝑘𝑘2 

ifadesinde 𝑤𝑤𝑤𝑤 ile ekleme çıkarma yapılırsa 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� = 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

 + 
2
𝑤𝑤2�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)

𝑘𝑘∈ℤ

 

 + 
2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|(𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝑤𝑤𝑤𝑤)2

𝑘𝑘∈ℤ

 

elde edilir. Burada mutlak momentler yerine yazılır. Böylece 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� = 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +

2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 + 
2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|

𝑘𝑘∈ℤ

(𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝑤𝑤𝑤𝑤)2 

eşitliği sağlanır. (𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝑤𝑤𝑤𝑤)2 ifadesinde Lemma 3.1.6. kullanılırsa  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +

2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 + 
4
𝑤𝑤2𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|

𝑘𝑘∈ℤ

(𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤)2 

 + 
4
𝑤𝑤2𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|

𝑘𝑘∈ℤ

(𝑤𝑤𝑤𝑤)2 

elde edilir. Burada mutlak momentler yerine yazılır ve  
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��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +

2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�
1
𝑤𝑤2𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑥𝑥2𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

eşitsizliği elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

Teorem 4.1.3. 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓, 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan çekirdek fonksiyonları 

olsun. Herhangi bir sabit 𝑤𝑤 > 0 için 𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓 operatörleri 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’den 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’ ye lineer bir 

operatördür ve  

 �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓�

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)→𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)
≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑) �𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2

𝑤𝑤2 𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) � 1
𝑤𝑤2 𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

gerçeklenir. 

İspat: 

(1.6) kullanılır ve ifade 𝜌𝜌(𝑢𝑢) ile çarpılıp bölünürse 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥)� ≤ ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| 1

𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ≔ sup
u∈ℝ

𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| yerine yazıldığında 

 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥)� ≤ ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 1

𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

eşitsizliği sağlanır. 1
𝜌𝜌(𝑢𝑢)

= 1 + 𝑢𝑢2 yerine yazılırsa  

 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥)� = ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. O halde (1.6) ve Önerme 4.1.2. kullanılırsa  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥)� ≤ ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +

2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 +  4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�
1
𝑤𝑤2𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑥𝑥2𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

elde edilir. Eşitsizlikte her iki taraf 𝜌𝜌(𝑥𝑥) ile çarpılır. Böylece  
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𝜌𝜌(𝑥𝑥)��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥)� ≤ ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +

2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�
1
𝑤𝑤2𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

sağlanır ve varsayımlarla birlikte �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓�

𝜌𝜌
< +∞ sonucuna varılır. Yani 𝑆𝑆𝑤𝑤

𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓 ∈ 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’dir.  

Şimdi ‖𝑓𝑓‖ ≤ 1 ile birlikte 𝑓𝑓 ∈ 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’ye göre 𝑥𝑥 ∈ ℝ üzerinden supremum alınırsa yukarıdaki 

eşitsizlik  

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓�

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)→𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ) ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)�𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) +
2
𝑤𝑤2𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� 

 + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�
1
𝑤𝑤2𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

şekline dönüşür ve ispat tamamlanır. 

4.2. Noktasal ve Düzgün Yakınsaklık 
 

Bu kısımda sampling Durrmeyer operatörünün ağırlıklı uzaylarda noktasal ve düzgün 

yakınsaklık sonuçları verilmiştir. 

Teorem 4.2.1. 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) sabit ve 𝜑𝜑, 𝜓𝜓 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan 

çekirdek fonksiyonları olsun. Bu durumda 

 lim
𝑤𝑤→∞

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 0 , 𝑥𝑥 ∈ ℝ (4.2) 

gerçeklenir. Ayrıca, eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝑈𝑈𝜌𝜌(ℝ) ise  

 lim
𝑤𝑤→∞

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓�

𝜌𝜌
= 0 (4.3) 

gerçeklenir. 
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İspat: 

Tüm 𝑥𝑥 ∈ ℝ , 𝑘𝑘 ∈ ℤ ve 𝑤𝑤 > 0 için  

 |𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ 𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| � 1
𝜌𝜌(𝑢𝑢)

− 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

� + 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 

eşitsizliğin sağlandığı gösterilir. İfade içinde  𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑢𝑢) ile ekleme ve çıkarma yapılırsa 

 |𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| = �𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑢𝑢) + 𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)�  

elde edilir. Üçgen eşitsizliği ve cebirsel işlemler uygulanırsa  

|𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ �𝑓𝑓(𝑢𝑢) −
𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝑓𝑓

(𝑢𝑢)� + �
𝜌𝜌(𝑢𝑢)
𝜌𝜌(𝑥𝑥) 𝑓𝑓

(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 

 = �
𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝜌𝜌(𝑥𝑥) − 𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢)

𝜌𝜌(𝑥𝑥) � + �
𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜌𝜌(𝑥𝑥)

𝜌𝜌(𝑥𝑥) � 

olduğu görülür. Böylelikle  

|𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ |𝑓𝑓(𝑢𝑢)| �
𝜌𝜌(𝑥𝑥) − 𝜌𝜌(𝑢𝑢)

𝜌𝜌(𝑥𝑥) � +
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)
|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝜌𝜌(𝑥𝑥)| 

 = 𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| �
1

𝜌𝜌(𝑢𝑢) −
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)� +
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)
|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 

elde edilir. (1.6) ve mutlak değer özelliğinden  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

sağlanır. O halde yukarıdaki ispat edilen eşitsizlik yerine yazılırsa 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|

𝑘𝑘∈ℤ

𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| �𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| �
1

𝜌𝜌(𝑢𝑢) −
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)�
ℝ

+
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)
|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

elde edilir. 1
𝜌𝜌(𝑢𝑢)

− 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

 ifadesinde 𝜌𝜌(𝑢𝑢) = 1
1+𝑢𝑢2

 ve 𝜌𝜌(𝑥𝑥) = 1
1+𝑥𝑥2 

 yerine yazılarak 
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��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝜌𝜌(𝑢𝑢) |𝑓𝑓(𝑢𝑢)||𝑢𝑢2 − 𝑥𝑥2|𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 + �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)
|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

elde edilir. Elde edilen ifadede   

𝐼𝐼1 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝜌𝜌(𝑢𝑢) |𝑓𝑓(𝑢𝑢)||𝑢𝑢2 − 𝑥𝑥2|𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

𝐼𝐼2 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

olsun. Ayrıca bilinen cebirsel işlemler ile  

|𝑢𝑢2 − 𝑥𝑥2| = |𝑢𝑢 − 𝑥𝑥||𝑢𝑢 + 𝑥𝑥| 

 =
1
𝑤𝑤2 |𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||𝑤𝑤𝑤𝑤 + 𝑤𝑤𝑤𝑤| 

 ≤
1
𝑤𝑤2 (|𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘| + |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|)(|𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘| + |𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤|) 

 =
1
𝑤𝑤2 (|𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|2 + |𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘||𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤|

+ |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘| + |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤|) 

eşitsizliği kolaylıkla elde edilir. 

Şimdi 𝐼𝐼1 teriminde ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ≔ sup
u∈ℝ

𝜌𝜌(𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑢𝑢)| ve elde edilen |𝑢𝑢2 − 𝑥𝑥2| yerine yazılırsa  

  
 𝐼𝐼1 ≤

‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌
𝑤𝑤2 ��|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|2𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

� 

eşitsizliği sağlanır. |𝑘𝑘 + 𝑤𝑤𝑤𝑤| = |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤 + 2𝑤𝑤𝑤𝑤| ≤ |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤| + |2𝑤𝑤𝑤𝑤| eşitsizliği yerine 

yazıldığında  
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 𝐼𝐼1 ≤

‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌
𝑤𝑤2 ��|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|2𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||2𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤||2𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

� 

elde edilir. 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve mutlak momentler yerine yazılırsa 

  
 𝐼𝐼1 ≤

‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌
𝑤𝑤2 � 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�2(𝜓𝜓) + �𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) + 2|𝑤𝑤𝑤𝑤| 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓)�

+ 𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) + �𝑀𝑀2(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2|𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

eşitsizliği sağlanır. 

 𝐼𝐼2 ise aşağıdaki gibi yazılabilir. 

         
𝐼𝐼2 =

1
𝜌𝜌(𝑥𝑥) � � |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 � |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢) 𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑

|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2

+ � |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2

 𝑤𝑤 � |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑
|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2

+ � |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2

� 

O halde 𝐼𝐼2 ifadesindeki işlemler aşağıdaki gibi ele alınırsa  
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𝐼𝐼2,1 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

𝐼𝐼2,2 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

𝐼𝐼2,3 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

şeklinde yazılır. Şimdi 𝐼𝐼2,1 tahmin edilir. 

𝐼𝐼2,1 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢) 𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

𝑢𝑢, 𝑥𝑥 ∈ ℝ için  

|𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘| ≤ 𝑤𝑤𝑤𝑤
2

  ise �𝑢𝑢 − 𝑘𝑘
𝑤𝑤
� ≤ 𝛿𝛿

2
 

ve ayrıca   

|𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘| ≤ 𝛿𝛿𝛿𝛿
2

  ise �𝑥𝑥 − 𝑘𝑘
𝑤𝑤
� ≤ 𝛿𝛿

2
 

eşitsizlikleri gerçeklenir. Böylece üçgen eşitsizliğinden   

|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥| ≤ �𝑢𝑢 − 𝑘𝑘
𝑤𝑤
� + �𝑘𝑘

𝑤𝑤
− 𝑥𝑥� < 𝛿𝛿  

elde edilir. 𝜌𝜌𝜌𝜌 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) olduğundan ve mutlak momentler yerine yazıldığında  

  𝐼𝐼2,1 ≤ 𝜀𝜀1 � |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 � |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑑𝑑𝑑𝑑

|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2

 

          ≤ 𝜀𝜀1𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

eşitsizliği sağlanır. Şimdi 𝐼𝐼2,2 tahmin edilir. 

𝐼𝐼2,2 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2

 𝑤𝑤∫  |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

ifadesinde üçgen eşitsizliğinden  

|𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| ≤ |𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢)| + |𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)|  

olduğu bilinir. 𝑢𝑢, 𝑥𝑥 ∈ ℝ için supremum alınır ve aşağıdaki eşitsizlik  

𝐼𝐼2,2 ≤ 2‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌 ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑑𝑑𝑑𝑑|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|≤𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

elde edilir. Burada 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve 𝑤𝑤 → ∞ olduğundan dolayı 

yeterince büyük 𝑤𝑤 için 
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𝑤𝑤∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ |𝜓𝜓(𝑡𝑡)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 → 0 |𝑡𝑡|>𝑤𝑤𝑤𝑤2|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

olduğu bilindiğinden mutlak moment yerine yazıldığında  

𝐼𝐼2,2 ≤ 2‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀0(𝜑𝜑) 𝜀𝜀2  

sonucuna ulaşılır. Son olarak 

𝐼𝐼2,3 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝜌𝜌(𝑢𝑢)𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝜌𝜌(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝑤𝑤𝑤𝑤2
  

ele alınırsa 𝜑𝜑 üzerindeki özelliklerden her 𝛾𝛾 > 0,  𝑥𝑥 ∈ ℝ için   

lim
𝑤𝑤→+∞

∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| = 0|𝑤𝑤𝑤𝑤−𝑘𝑘|>𝛾𝛾   

olduğu bilinmektedir. Böylece 𝐼𝐼2,3’te mutlak moment yerine yazılırsa 

𝐼𝐼2,3 ≤ 2‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)𝜀𝜀3  

eşitsizliği sağlanır. Bu durumda elde edilen 𝐼𝐼1 ve  𝐼𝐼2 ≔
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥)
[𝐼𝐼2,1 + 𝐼𝐼2,2 + 𝐼𝐼2,3] ifadeleri 

aşağıdaki eşitlikte yerine yazıldığında  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2 , 

             ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)�

=
‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌
𝑤𝑤2  � 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�2(𝜓𝜓) + �𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) +  2|𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓)�  

+ 𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) +  �𝑀𝑀2(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2|𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� �

+
1

𝜌𝜌(𝑥𝑥) �𝜀𝜀1𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2 ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝜀𝜀2 + 2‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)𝜀𝜀3� 

(4.4) 

elde edilir. Böylece 𝑤𝑤 → ∞ için limit alınırsa (4.2) sağlanır. 

Eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝑈𝑈𝜌𝜌(ℝ) ise aynı adımlar takip edilir ve (4.4)’ün her iki tarafı 𝜌𝜌(𝑥𝑥) ile çarpılırsa  

𝜌𝜌(𝑥𝑥)��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 

‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌
𝑤𝑤2  [ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�2(𝜓𝜓) + �𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) +  2𝑤𝑤 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓)� 

  +𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�1(𝜓𝜓) +  �𝑀𝑀2(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2𝑤𝑤 𝑀𝑀1(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� ] 

  +�𝜀𝜀1𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2 ‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝜀𝜀2 + 2‖𝑓𝑓‖𝜌𝜌𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)𝜀𝜀3� 

eşitsizliği elde edilir. 𝑥𝑥 ∈ ℝ üzerinden supremum ve 𝑤𝑤 → ∞ için limit alınarak (4.3) elde edilir. 

Bu ise ispatı tamamlar. 
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4.3. Yakınsaklık Hızı  
 

Bu kısımda sampling Durrmeyer operatörünün 𝑓𝑓 fonksiyonuna hangi hızda yaklaştığı 

üzerine bir teorem verilmiştir.   

Teorem 4.3.1. 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) sabit,  𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 3-üncü mertebeden mutlak momentleri sonlu olan 

çekirdek fonksiyonları olsun. O halde 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿)�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 4�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliği sağlanır. 

İspat: 

(1.6) ve (3.3)’ ten dolayı elde edilenler yerine yazılır ve   

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� 

 

≤�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑓𝑓(𝑢𝑢) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 
≤ 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿)�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|�1 +  

|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|3

𝛿𝛿3
�  𝑑𝑑𝑑𝑑 

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

eşitsizliği elde edilir. Gerekli işlemler yapıldığında 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿)[�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|

𝑘𝑘∈ℤ

 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 
ℝ

 

 + 
1
𝛿𝛿3
�|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|3

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

𝑑𝑑𝑑𝑑] 

eşitliği sağlanır. O halde  

𝐼𝐼1 = ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘∈ℤ  𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 ℝ   

ve 

𝐼𝐼2 = 1
𝛿𝛿3
∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|3ℝ𝑘𝑘∈ℤ 𝑑𝑑𝑑𝑑  

olsun. 𝐼𝐼1 ifadesinde 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi ile birlikte mutlak momentler yerine 

yazılırsa   

 𝐼𝐼1 ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) 

olduğu açıkça görülür. 
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 𝐼𝐼2’de ise |𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|3 ifadesi 𝑤𝑤3 ile çarpılır ve bölünür, 𝑘𝑘 ile ekleme ve çıkarma yapılırsa 

𝐼𝐼2 ≤
1

𝛿𝛿3𝑤𝑤3 ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|3 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. Bu durumda |𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|3 ifadesinde Lemma 3.1.6. kullanılırsa  

  
𝐼𝐼2 ≤

22

𝛿𝛿3𝑤𝑤3  ��|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘|3𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|3 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑑𝑑𝑑𝑑 
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

� 

elde edilir. Burada 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve mutlak momentler yerine 

yazıldığında  

𝐼𝐼2 = 22

𝛿𝛿3𝑤𝑤3  [𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�3(𝜓𝜓) +  𝑀𝑀3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) ]  

elde edilir.  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≔ 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿)(𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2)  

olup 𝐼𝐼1 ve 𝐼𝐼2 yerine yazıldığında 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 16(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿) �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 22

𝛿𝛿3𝑤𝑤3 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�3(𝜓𝜓) +  𝑀𝑀3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliği elde edilir. Son olarak  𝛿𝛿 = 𝑤𝑤−1 seçilirse  

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓; 𝛿𝛿)�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 4�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliği gerçeklenir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.3.2. 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶(𝑟𝑟)(ℝ) için Taylor açılımı ele alınırsa 

 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = ∑ 𝑓𝑓(𝑘𝑘)(𝑥𝑥)
𝑘𝑘!

𝑟𝑟
𝑘𝑘=0 (𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)𝑘𝑘 +  𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥) (4.5) 

olup kalan terimin 

 𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥) =  (𝑡𝑡−𝑥𝑥)𝑟𝑟

𝑟𝑟!
�𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝜉𝜉) − 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)� 

olduğu bilinmektedir. Burada 𝜉𝜉, 𝑡𝑡 ve 𝑥𝑥 arasında uygun bir sayıdır. Dolayısıyla |𝜉𝜉 − 𝑥𝑥| ≤ |𝑡𝑡 − 𝑥𝑥| 

ve (3.3) eşitsizliği kullanılarak 
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|𝑅𝑅𝑟𝑟∗(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥)| ≔
�𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝜉𝜉) − 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)�

𝑟𝑟!
 

 
≤

16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� �1 +
|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|3

𝛿𝛿3
� 

elde edilir. Kalan terim ifadesinde elde edilen eşitsizlik yerine yazılırsa 

𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥) ≤  
16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� �|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 +
|𝑡𝑡 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟+3

𝛿𝛿3
� (4.6) 

eşitsizliği elde edilir. 

4.4.Voronovskaja Tipli Toerem 
 

Teorem 4.4.1. 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 3-üncü mertebeden cebirsel ve mutlak momentleri sonlu olan çekirdek 

fonksiyonları olsun. O zaman 𝑓𝑓(𝑟𝑟) ∈  𝐶𝐶𝑤𝑤∗ (ℝ) için 

�𝑤𝑤��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� − ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)

𝑚𝑚!
1

𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)𝑚𝑚
𝑗𝑗=0

𝑟𝑟
𝑚𝑚=1 � ≤

2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟−1 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 1
𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� + 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) +

𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliği gerçeklenir. 

İspat:  

𝑓𝑓(𝑡𝑡) = ∑ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥)
𝑘𝑘!

(𝑡𝑡 − 𝑥𝑥)𝑘𝑘 +  𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥)𝑟𝑟
𝑘𝑘=0   

𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓; 𝑡𝑡, 𝑥𝑥)’in yukarıda verilen Lagrange kalanı olup bu ifade 𝑓𝑓’nin Taylor açılımıdır. (1.6)’dan 

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑢𝑢) = ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑓𝑓(𝑢𝑢 ) 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

olduğu bilinmektedir. Şimdi (4.5) kullanılarak 

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) = ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)ℝ𝑘𝑘∈ℤ �∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)

𝑚𝑚!
𝑟𝑟
𝑚𝑚=0 (𝑢𝑢 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚 + 𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓;𝑢𝑢, 𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑  

eşitliği elde edilir. Böylelikle  
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�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) = �𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 �𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) �

𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

(𝑢𝑢 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑟𝑟

𝑚𝑚=0ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 + �𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 �𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓;𝑢𝑢, 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

eşitliği yazılabilir. Burada 

𝐼𝐼1 = ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

(𝑢𝑢 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑟𝑟
𝑚𝑚=0ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

ve 

𝐼𝐼2 = ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓;𝑢𝑢, 𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

olsun. İlk önce 𝐼𝐼1 için gerekli tahminler yapılır. 𝐼𝐼1’de  (𝑢𝑢 − 𝑥𝑥)𝑚𝑚 ifadesi 𝑤𝑤𝑚𝑚 ile çarpılır ve 

bölünür, 𝑘𝑘 ile ekleme ve çıkarma yapılırsa 

𝐼𝐼1 = ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

𝑟𝑟
𝑚𝑚=0

1
𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤)𝑚𝑚𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. (𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 + 𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤)𝑚𝑚 ifadesinde binom açılımından yararlanılır ve  

𝐼𝐼1 = ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

𝑟𝑟
𝑚𝑚=0

1
𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 � (𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑗𝑗(𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤)𝑚𝑚−𝑗𝑗𝑚𝑚

𝑗𝑗=0 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. Değişkene göre işlemler düzenlenirse 

𝐼𝐼1 = ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �∑ 𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)(𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤)𝑚𝑚−𝑗𝑗 ∫ 𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑗𝑗  𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ

𝑚𝑚
𝑗𝑗=0

𝑟𝑟
𝑚𝑚=0   

eşitliği yazılabilir. Burada 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve cebirsel momentler 

yerine yazılırsa 

𝐼𝐼1 = ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)𝑚𝑚

𝑗𝑗=0
𝑟𝑟
𝑚𝑚=0   

elde edilir. 

Şimdi 𝐼𝐼2 için gerekli tahminler yapılır. Mutlak değer özelliğinden   

|𝐼𝐼2| ≤ ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑅𝑅𝑟𝑟(𝑓𝑓;𝑢𝑢, 𝑥𝑥)| 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

yazılır. (4.6) eşitsizliği kullanılır ve  

|𝐼𝐼2| ≤ ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| �16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);𝛿𝛿� �|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 + |𝑢𝑢−𝑥𝑥|𝑟𝑟+3

𝛿𝛿3
��  𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. Böylelikle 
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|𝐼𝐼2| =

16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� ��|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

+ �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟+3

𝛿𝛿3
 𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

� 

eşitliği sağlanır. Gerekli işlemler yapılarak 

|𝐼𝐼2| = 
16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿�  �|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑
ℝ𝑘𝑘∈ℤ

 

 + 16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿��|𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 �|𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|
|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟+3

𝛿𝛿3
 𝑑𝑑𝑑𝑑

ℝ𝑘𝑘∈ℤ

  

eşitliği elde edilir. Burada  

𝐽𝐽1 = 16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);𝛿𝛿�  ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)||𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

ve 

𝐽𝐽2 = 16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿�∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| 𝑤𝑤 ∫ |𝜓𝜓(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)| |𝑢𝑢−𝑥𝑥|𝑟𝑟+3

𝛿𝛿3  𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

olsun. 𝐽𝐽1 ifadesinde 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve 

𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡  

𝑢𝑢 = 𝑘𝑘+𝑡𝑡
𝑤𝑤

  

𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

  

|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟 = �𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

�
𝑟𝑟
  

elde edilir. Böylece  �𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

�
𝑟𝑟
 üzerinde Lemma 3.1.6. kullanılırsa  

𝐽𝐽1 ≤
16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� 2
𝑟𝑟−1

𝑤𝑤𝑟𝑟 ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|∫ |𝜓𝜓(𝑡𝑡)|(|𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑟𝑟 + |𝑡𝑡|𝑟𝑟)𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

elde edilir. İşlemler düzenlendiğinde 

𝐽𝐽1 = 16
𝑟𝑟!

 2
𝑟𝑟−1

𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿��∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘∈ℤ |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑟𝑟 ∫ |𝜓𝜓(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘∈ℤℝ ∫ 𝜓𝜓(𝑡𝑡)|𝑡𝑡|𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ �  

eşitliği sağlanır. Burada mutlak momentler yerine yazıldığında  

𝐽𝐽1=
2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� �𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓)�  
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eşitliği elde edilir.  

𝐽𝐽2 ifadesinde 𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡 değişken değiştirmesi yapılır ve  

𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘 = 𝑡𝑡  

𝑢𝑢 = 𝑘𝑘+𝑡𝑡
𝑤𝑤

  

𝑢𝑢 − 𝑥𝑥 = 𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

  

|𝑢𝑢 − 𝑥𝑥|𝑟𝑟+3 = �𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

�
𝑟𝑟+3

  

elde edilir. Böylece  �𝑘𝑘+𝑡𝑡−𝑤𝑤𝑤𝑤
𝑤𝑤

�
𝑟𝑟+3

 üzerinde Lemma 3.1.6. kullanılırsa  

𝐽𝐽2 ≤
16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� 1
𝛿𝛿3

2𝑟𝑟+2

𝑤𝑤𝑟𝑟+3 ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|∫ |𝜓𝜓(𝑡𝑡)|(|𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑟𝑟+3 + |𝑡𝑡|𝑟𝑟+3)𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ𝑘𝑘∈ℤ   

eşitsizliği elde edilir. İşlemler düzenlendiğinde  

𝐽𝐽2 = 16
𝑟𝑟!

 (1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);𝛿𝛿� 1
𝛿𝛿3

2𝑟𝑟+2

𝑤𝑤𝑟𝑟+3 �∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘∈ℤ |𝑘𝑘 − 𝑤𝑤𝑤𝑤|𝑟𝑟+3 ∫ |𝜓𝜓(𝑡𝑡)|𝑑𝑑𝑑𝑑 + ∑ |𝜑𝜑(𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)|𝑘𝑘∈ℤℝ ∫ 𝜓𝜓(𝑡𝑡)|𝑡𝑡|𝑟𝑟+3𝑑𝑑𝑑𝑑ℝ �  

eşitliği sağlanır. Burada mutlak momentler yerine yazıldığında  

𝐽𝐽2 = 16
𝑟𝑟!

(1 + 𝑥𝑥2)𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿� 1
𝛿𝛿3

2𝑟𝑟+2

𝑤𝑤𝑟𝑟+3 �𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓)�  

elde edilir. Böylece  𝐽𝐽1 ve 𝐽𝐽2 yerine yazılırsa 

|𝐼𝐼2| ≤ 𝐽𝐽1 + 𝐽𝐽2  

  
 |𝐼𝐼2| ≤

2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 𝛿𝛿�  ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�

+
23

𝑤𝑤3
1
𝛿𝛿3
�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

olduğu görülür. 𝛿𝛿 = 𝑤𝑤−1 seçilerek 

  
  |𝐼𝐼2| ≤

2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);
1
𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�

+ 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

elde edilir.  

𝐼𝐼1 denkleminde 𝑚𝑚 = 0 ve 𝑚𝑚 = 1 için parçalama yapılır ve  

𝐼𝐼1 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑚𝑚0(𝜑𝜑) 𝑚𝑚�0(𝜓𝜓) + ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)𝑚𝑚

𝑗𝑗=0
𝑟𝑟
𝑚𝑚=1   
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eşitliği sağlanır. Tahmin edilen 𝐼𝐼1 ve 𝐼𝐼2 yerine yazılır. Böylece 

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≔ 𝐼𝐼1 + 𝐼𝐼2  

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) ≤ �

𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚��

𝑚𝑚
𝑗𝑗 �

𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)
𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

𝑟𝑟

𝑚𝑚=1

+ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑚𝑚0(𝜑𝜑) 𝑚𝑚�0(𝜓𝜓) 

 + 2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);
1
𝑤𝑤�

��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�

+ 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

olduğu görülür. Cebirsel momentlerin (4.1) eşitliğinden 𝑚𝑚0(𝜑𝜑) 𝑚𝑚�0(𝜓𝜓) = 1 bulunur ve yerine 

yazılıp ifadeler düzenlenirse  

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ �

𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚��

𝑚𝑚
𝑗𝑗
�𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)

𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

𝑟𝑟

𝑚𝑚=1

 

 + 2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);
1
𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�

+ 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

eşitsizliği sağlanır. Son olarak her iki taraf 𝑤𝑤 ile çarpılırsa  

𝑤𝑤 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓� (𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ �

𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)
𝑚𝑚!

1
𝑤𝑤𝑚𝑚−1��

𝑚𝑚
𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)

𝑚𝑚

𝑗𝑗=0

𝑟𝑟

𝑚𝑚=1

 

 

+ 2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟−1 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟);
1
𝑤𝑤� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�

+ 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

elde edilir. Dolayısıyla işlemler düzenlendiğinde 

 �𝑤𝑤��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� − ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)

𝑚𝑚!
1

𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)𝑚𝑚
𝑗𝑗=0

𝑟𝑟
𝑚𝑚=1 � ≤

2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟−1 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 1
𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� + 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) +

𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

elde edilir ve bu ispatı tamamlar. 
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Sonuç 4.4.2. Teorem 4.4.1.’in kabul edilen varsayımları altında  

i.  Lemma 3.1.3 (2)’ye göre 𝑓𝑓′ ile 𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓 için aşağıda nicel asimptotik formülünün sonucu 

elde edilir. 

 lim
𝑤𝑤→∞

𝑤𝑤 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)�𝑚𝑚1(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤) + 𝑚𝑚�1(𝜓𝜓)�   

ii.  Ayrıca 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑟 − 1 , 𝑟𝑟 ∈ ℕ için 𝑚𝑚𝑗𝑗(𝜑𝜑,𝑢𝑢) = 0 kabul edilirse, 

 �𝑤𝑤𝑟𝑟��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� − 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)

𝑟𝑟!
𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤)� ≤ 2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!
(1 + 𝑥𝑥2)  𝛺𝛺�𝑓𝑓(𝑟𝑟); 1

𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) +

𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� + 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

ve 

lim
𝑤𝑤→∞

𝑤𝑤𝑟𝑟 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)

𝑟𝑟!
𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤)  

elde edilir. 
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4.5. Nümerik Hesaplamalar  

Bu kısımda, ağırlıklı uzaylara ait fonksiyonlar için sampling Durrmeyer operatörlerine 

ilişkin bazı nümerik örnekler sunulmuştur. Çekirdekleri yukarıda verilen çekirdek 

varsayımlarını karşılayan 𝜑𝜑 çekirdeği için 3. mertebeden B-spline çekirdeği ve 𝜓𝜓 çekirdeği için 

karakteristik fonksiyon alınmıştır (Costarelli vd., 2020). Buna göre 

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜎𝜎3,𝜒𝜒[0,1]𝑓𝑓� = ∑ 𝜎𝜎3𝑘𝑘∈ℤ (𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘) 𝑤𝑤∫ 𝜒𝜒[0,1]ℝ (𝑤𝑤𝑤𝑤 − 𝑘𝑘)𝑓𝑓(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑑𝑑  

elde edilir. Bu operatörü 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡2𝑒𝑒𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜋𝜋𝜋𝜋) ve 𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡(𝜋𝜋𝑡𝑡2) fonksiyonlarına uygulayarak 

yaklaşımın hata paylarını veren nümerik tablolar (Tablo 4.1.) ve (Tablo 4.2.) deki gibi aşağıda 

verilmiştir. 
Tablo 4.1. Bazı keyfi 𝑥𝑥 değerlerindeki ��𝑆𝑆𝑤𝑤

𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)�’in değeri 

𝑤𝑤 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑓𝑓�(−1.2) − 𝑓𝑓(−1.2)� ��𝑆𝑆𝑤𝑤

𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑓𝑓�(1.4) − 𝑓𝑓(1.4)� ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑓𝑓�(2.6) − 𝑓𝑓(2.6)� 

5 0,120209 1,081473 0,680930 

20 0,048204 0,183083 0,247636 

50 0,021161 0,067269 0,105667 

100 0,010916 0,032692 0,053943 

 
Tablo 4.2. Bazı keyfi 𝑥𝑥 değerlerindeki ��𝑆𝑆𝑤𝑤

𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑔𝑔�(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)�’in değeri 

𝑤𝑤 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑔𝑔�(−1.2) − 𝑔𝑔(−1.2)� ��𝑆𝑆𝑤𝑤

𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑔𝑔�(1.4) − 𝑔𝑔(1.4)� ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜒𝜒𝑔𝑔�(2.6) − 𝑔𝑔(2.6)� 

5 0,633541 0,815972 2,406237 

20 0,106743 0,318299 1,004848 

50 0,033731 0,124794 0,355468 

100 0,015174 0,061529 0,165480 



 

48  

5. SONUÇ TARTIŞMA VE ÖNERİLER 

Bu bölümde ağırlıklı fonksiyon uzaylarına ait sürekli fonksiyonlar için (𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓) sampling 

Durrmeyer operatörler ailesinin uygun çekirdek fonksiyonları ile elde edilen yaklaşım sonuçları 

özetlenip sonuçları tartışılacaktır. 

(1.6) ile verilen 𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓 operatörü, 𝑓𝑓 nin ağırlıklı sürekli fonksiyon uzayına ait olması 

şartıyla yeniden ele alınmış ve ilk olarak Önerme 4.1.1. de verilen  

(1) Sampling Durrmeyer operatörünün varsayımlarının bir sonucu olarak her 𝑥𝑥 ∈ ℝ için  

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓1��(𝑥𝑥) = 1 ve 1�(𝑥𝑥) = 1 şartı ve 

(2) 𝑣𝑣 ≤ 𝜇𝜇 olan 𝜇𝜇, 𝑣𝑣 > 0 için 𝑀𝑀𝜇𝜇(𝜑𝜑) < +∞ olması 𝑀𝑀𝑣𝑣(𝜑𝜑) < +∞ anlamına gelir. 

(Costarelli ve Vinti, 2019a). Ayrıca 𝜑𝜑’nin kompakt desteği varsa her 𝜇𝜇 ≥ 0 için  𝑀𝑀𝜇𝜇(𝜑𝜑) < +∞ 

olduğu açıkça görülür. Son olarak benzer bir şekilde 𝑣𝑣 ≤ 𝜇𝜇 şartını sağlayan 𝜇𝜇, 𝑣𝑣 > 0 için 

𝑀𝑀�𝜇𝜇(𝜓𝜓) < +∞ olması 𝑀𝑀�𝑣𝑣(𝜓𝜓) < +∞ anlamına gelir (Costarelli vd., 2020).  

şartları verilmiştir. Bu şartlar operatörün iyi tanımlı olmasını sağlayan önemli şartlardır. 

Önerme 4.1.2.’de  𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 , 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan çekirdek 

fonksiyonları olması durumunda 𝑣𝑣(𝑥𝑥) ≔ 1
𝜌𝜌(𝑥𝑥)

= 1 + 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥 ∈ ℝ olmak üzere, 

 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑣𝑣�(𝑥𝑥)� ≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑) �𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2

𝑤𝑤2 𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) � 1
𝑤𝑤2𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑥𝑥2𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmiştir. Bu önerme sampling Durrmeyer operatörlerinin ağırlıklı 

fonksiyon uzaylarında iyi tanımlı olmasını gösterirken kullanılacak yardımcı bir ön teorem 

olarak ortaya çıkmaktadır. 

Teorem 4.1.3.’te ise 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 , 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan çekirdek 

fonksiyonları olması durumunda herhangi bir sabit 𝑤𝑤 > 0 için 𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓 operatörleri 𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’den 

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)’ ye lineer bir operatör olduğu ve  

 �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓�

𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)→𝐵𝐵𝜌𝜌(ℝ)
≤ 𝑀𝑀0(𝜑𝜑) �𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 2

𝑤𝑤2 𝑀𝑀�2(𝜓𝜓)� + 4𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) � 1
𝑤𝑤2 𝑀𝑀2(𝜑𝜑) + 𝑀𝑀0(𝜑𝜑)� 

eşitsizliğinin gerçeklendiği gösterilmiştir. Bu teoremde hipotez gereği 𝑀𝑀2(𝜑𝜑) ve 𝑀𝑀�2(𝜓𝜓) sonlu 

olduğundan Önerme 4.1.1.’den 𝑀𝑀0(𝜑𝜑) ve 𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) ayrık ve sürekli mutlak momentleri de 

sonludur. Böylelikle sampling Durrmeyer operatörlerinin ağırlıklı fonksiyon uzaylarında iyi 

tanımlı olduğu gözlemlenmiştir.  
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Teorem 4.2.1.’de 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) sabit ve 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 , 2-inci mertebeden mutlak momentleri 

sonlu olan çekirdek fonksiyonları olması durumunda 

 lim
𝑤𝑤→∞

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 0 , 𝑥𝑥 ∈ ℝ (4.2) 

olduğu ayrıca, eğer 𝑓𝑓 ∈ 𝑈𝑈𝜌𝜌(ℝ) ise  

 lim
𝑤𝑤→∞

�𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓 − 𝑓𝑓�

𝜌𝜌
= 0 (4.3) 

şartının gerçeklendiği gösterilmiştir. Teorem 4.2.1’in ilk kısmından, sampling Durrmeyer 

serilerinin kendilerini oluşturan 𝑓𝑓 fonksiyonlarına ağırlıklı fonksiyon uzayları altında noktasal 

yakınsadığı sonucuna, ikinci kısmından ise sampling Durrmeyer serilerinin kendilerini 

oluşturan 𝑓𝑓 fonksiyonlarına ağırlıklı fonksiyon uzaylarının ağırlık normu altında düzgün 

yakınsadığı sonucuna ulaşılmıştır.    

Teorem 4.3.1.’de 𝑓𝑓 ∈ 𝐶𝐶𝜌𝜌(ℝ) sabit ve 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 , 3-üncü mertebeden mutlak momentleri 

sonlu olan çekirdek fonksiyonları olması durumunda 

��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� ≤ 16(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 (𝑓𝑓;𝑤𝑤−1)�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓) + 4�𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilmiştir. Burada 𝑤𝑤 → ∞ için Ω(f; w−1) → 0 olduğundan 

sampling Durrmeyer serilerinin kendilerini oluşturan fonksiyona yakınsama hızı en fazla 1/w 

kadar olmaktadır. Diğer bir deyişle, 1/w’nün sıfıra yakınsama hızı kadardır.  

Teorem 4.4.1.’de ise 𝜑𝜑 ve 𝜓𝜓 , 3-üncü mertebeden cebirsel ve mutlak momentleri sonlu 

olan çekirdek fonksiyonları olması durumunda 𝑓𝑓(𝑟𝑟)  ∈  𝐶𝐶𝑤𝑤∗ (ℝ) için 

�𝑤𝑤��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� − ∑ 𝑓𝑓(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)

𝑚𝑚!
1

𝑤𝑤𝑚𝑚−1 ∑ �𝑚𝑚𝑗𝑗 �𝑚𝑚𝑚𝑚−𝑗𝑗(𝜑𝜑)𝑚𝑚�𝑗𝑗(𝜓𝜓)𝑚𝑚
𝑗𝑗=0

𝑟𝑟
𝑚𝑚=1 � ≤

2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!𝑤𝑤𝑟𝑟−1 (1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 1
𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� + 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) +

𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)��  

eşitsizliği elde edilmiştir. Bu teoremden ise w → ∞ için Ω�f (r); w−1� → 0 olduğundan 

hipotezde verilen şartlar altında 𝑓𝑓 fonksiyonunun türev mertebesi arttıkça sampling Durrmeyer 

operatörlerinin kendilerini oluşturan fonksiyona yakınsama hızının arttığını gözlemliyoruz. 

Sonuç 4.4.2.’ de Teorem 4.4.1.’in kabul edilen varsayımları altında Lemma 3.1.3 (2)’ 

ye göre 𝑓𝑓′ ile 𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓 için aşağıda nicel asimptotik formülünün sonucu elde edilir: 
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 lim
𝑤𝑤→∞

𝑤𝑤 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)�𝑚𝑚1(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤) + 𝑚𝑚�1(𝜓𝜓)�. 

Ayrıca 𝑗𝑗 = 1,2, … , 𝑟𝑟 − 1 , 𝑟𝑟 ∈ ℕ için 𝑚𝑚𝑗𝑗(𝜑𝜑,𝑢𝑢) = 0 kabul edilirse, 

 �𝑤𝑤𝑟𝑟��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� − 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)

𝑟𝑟!
𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤)� ≤ 2𝑟𝑟+3

𝑟𝑟!
(1 + 𝑥𝑥2) 𝛺𝛺 �𝑓𝑓(𝑟𝑟); 1

𝑤𝑤
� ��𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟(𝜓𝜓) +

𝑀𝑀𝑟𝑟(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)� + 8 �𝑀𝑀0(𝜑𝜑)𝑀𝑀�𝑟𝑟+3(𝜓𝜓) + 𝑀𝑀𝑟𝑟+3(𝜑𝜑)𝑀𝑀�0(𝜓𝜓)�� 

ve 

lim
𝑤𝑤→∞

𝑤𝑤𝑟𝑟 ��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)

𝑟𝑟!
𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤)  

elde edilmiştir. Yani burada  w → ∞ için   

𝑤𝑤𝑟𝑟��𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 𝑓𝑓(𝑟𝑟)(𝑥𝑥)

𝑟𝑟!
𝑚𝑚𝑟𝑟(𝜑𝜑,𝑤𝑤𝑤𝑤)  

olduğundan 1/𝑤𝑤𝑟𝑟 ile �𝑆𝑆𝑤𝑤
𝜑𝜑,𝜓𝜓𝑓𝑓�(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) farkının karakterleri aynı olmaktadır. Diğer bir 

deyişle, sampling Durrmeyer serilerinin 𝑓𝑓 fonksiyonuna yakınsama hızı 1/𝑤𝑤𝑟𝑟’nin sıfıra 

yakınsama hızı kadar olmaktadır. 

Bu çalışmadan elde edilen sonuçlar aşağıdaki başlık ve yazarlarla bilimsel bir dergiye 

yayımlanmak üzere sunulmuştur.  

Approximation by Sampling Durrmeyer Operators in Weighted Space of functions, 

Osman ALAGÖZ, Metin TURGAY, Tuncer ACAR and Merve PARLAK.
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