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OZET

GENELLESTIRILMIiS SAMPLING DURRMEYER OPERATORLER AILESI iLE
AGIRLIKLI YAKLASIM

Bu tez ¢alismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde yaklasim teorisi ve bunun 6nemli
bir dal1 olan sampling teorisi iizerine literatiir hakkinda 6n bilgiler verilmistir. Tkinci bliimde
tezde kullanilan temel kavramlar ve notasyonlar matematiksel terminolojiye uygun olarak
verilmistir. Tezin tigiincii boliimiinde ise agirlikli fonksiyon uzaylari, agirhikh siireklilik modiilii
ve Ozellikleri ile birlikte ¢ekirdek fonksiyonlarina ait bilgiler verilmistir. Tezin orijinal kismini
olusturan dordiincii boliimiinde de agirliklr siirekli fonksiyon uzaylarinda sampling Durrmeyer
tipli operatdrler ailesinin lokal ve global yakinsaklik 6zellikleri incelenerek noktasal ve diizgiin
yakinsaklik sonuglar1 elde edilmistir. Ayrica agirlikl stireklilik modiilii yardimiyla yakinsaklik
hiz1 incelenmigtir. Son olarak bu yakinsaklikta bir {ist tahmin elde edilebilmesi amaciyla
Voronovskaja tipli bir teorem sunulmustur. Bu bdliimde ayrica bulunan teorik sonuglari

destekleyen niimerik orneklere de yer verilmistir. Tezin son boliimiinde, sonuglar tartigilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sampling Teori, Sampling Durrmeyer Tipli Operator, Agirlikli Uzay,
Agirlikl Siireklilik Modiilii.



ABSTRACT

WEIGHTED APPROXIMATION BY THE FAMILY OF GENERALIZED
SAMPLING DURRMEYER OPERATORS

This thesis consists of five chapters. In the first chapter, preliminary information about
approximation theory and sampling theory which is an important branch of approximation
theory, is given. In the second chapter, the basic concepts and notations which are appropriate
for the mathematical terminology used in the thesis are given. In the third chapter of the thesis,
general concepts and properties of kernel functions, weighted continuous spaces of function
and weighted modulus of continuity are given. In the fourth chapter, which forms the original
part of the thesis, the local and global approximation results of the family of sampling
Durrmeyer type operators in weighted continuous function spaces are examined and pointwise
and uniform convergence results are obtained. In addition, the rate of convergence has been
investigated via weighted modulus of continuity. Finally, a Voronovskaja type theorem is
presented in order to obtain an upper estimate for this convergence. In this part numerical
examples that are supporting the theoretical results are also presented. In the last chapter of the

thesis the results are discussed.

Keywords: Sampling Theory, Sampling Durrmeyer Type Operator, Weighted Space,
Weighted Modulus of Continuity.
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1.GIRIS

Yaklagim teorisinin ¢ikis noktast 19. yilizyila dayanmakta ve giiniimiizde de bir¢ok
matematikgi tarafindan calisilmaktadir. Yaklagim teorisi bir fonksiyonun daha kullanigl baska
bir fonksiyon araciligtyla nasil ifade edilebilecegini belirleyen bir teoridir. Yaklagim teorisinin
temellerini atan Weierstrass, Weierstrass yaklasim teoremi ile P([a, b])’nin C([a, b])’de yogun

oldugunu gostermistir (Weierstrass, 1885). Yani, her f € C([a,b]) igin Ién[a)g]lf(x)—
xela,

pn(x)| < & olacak bigimde bir (p,) € P([a,b]) ((p,), n. dereceden polinomlar dizisi)

bulunabilir.

Weierstrass yaklagim teoremi ortaya atildigi ilk giinden itibaren oldukga dikkat ¢cekmis,
donemin popiiler matematikgileri tarafindan farkli ispatlar verilmeye g¢alisilmistir. (Runge,
1885a), (Runge, 1885b), (Lubinsky, 1993). Verilen bir¢ok ispat topolojik gergeklere
dayandigindan anlasilmasi giic olarak goriilmiistiir. Bernstein, kendi adiyla adlandirdigi
Bernstein polinomlarin1 kullanarak Weierstrass yaklagim teoremi’nin ilk cebirsel ispatini
vermistir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomlari; f fonksiyonu [0, 1] araliginda tanimli,

sinirh bir fonksiyon olmak tizere x € [0, 1] ve n € N igin

n

BH@ =Y (1) x+—mir () (L

k=0

olarak tanimlanmustir. Bernstein polinomlari kendisini olusturan siirekli f fonksiyonuna [0, 1]
aralig1 tizerinde diizgiin olarak yakinsamaktadir. Ayrica [0, 1] ve [a, b] araliklar1 arasinda lineer
bir doniisim yapilabileceginden Bernstein polinomlart [a,b] kompakt araliklarina
genellestirilebilmektedir. Bernstein polinomlarmin yapisindaki basitlik, popiilaritesini hizla

arttirmistir.

Bernstein polinom dizileriyle yaklasimin siirekli fonksiyonlar i¢in gecerli oldugu
bilinmektedir. Siirekli olmayan fonksiyonlar igin yaklasimin f € L'(0,1), x € [0,1] olmasi
halinde var olacagini (Kantorovich, 1930) yaptig1 ¢alismasinda (1.1)’deki polinom dizilerinde

f ( ) degerlerinin yerine E j araliginda Steklov ortalama degerini alarak



(k+1)/(n+1)

(Ka$@ =+ DY ()ea-0* [ radu (12)
k=0

k/(n+1)

polinomlarini tanimlamistir.

Bernstein polinomlarinin insaasinda kullanilan fonksiyon kapali ve smirli olan bir
aralikta tanimli siirekli bir fonksiyondur. Tanim kiimesi tiim R olan bir fonksiyona yaklasim

metodlarindan birisi ise sampling operatorleridir.
Sampling serilerinin insaasinda verilen f € L2(R) N C°(R) fonksiyonu i¢in Bernstein

polinomlarindaki S orneklem degerlerinin uygulandigi f (S) dizilerinin yerine W > 0, k € Z

ve % tim R’de esit aralikli 6rneklem noktalar olmak iizere f (%) orneklem degerleri

kullanilarak f’yi tekrar tiim R’de insa edebilmek amaglanmistir. (Whittaker, 1915),
(Kotel’nikov, 1933), (Shannon, 1949).

Bernstein polinomlarinin ardindan yaklasim metodu sunabilmek i¢in bir¢cok yeni
operatorler dizisi tanimlanmigtir. Tanimlanan bu yeni operatorler dizilerinin gercekten bir
yaklagim metodu sunup sunmadigini test etmek i¢in zaman ig¢inde genel bir karakterizasyon
ihtiyact dogmustur. Bu problem, Bohman tarafindan lineer pozitif operatorler dizilerinin [0, 1]
araliginda tanimli siirekli f fonksiyonuna yakinsamasi olarak ele alinmis ve bir karakterizasyon
(Bohman, 1952: 43) tarafindan verilmistir. Ardindan Korovkin, bu karakterizasyonu [0, 1]
araligindan [a, b] araligina genellestirmis ve bugiin Bohman-Korovkin teoremi adiyla anilan

teorem (Korovkin, 1959) tarafindan sunulmustur.

Bohman-Korovkin teoremi, sinirli araliklar iizerinde tanimlanmis operatdrler dizilerinin
yaklagim metodu sunup sunmadigini test ederken sinirsiz araliklar tizerinde tanimli operatorler
dizileri i¢in bir karakterizasyon verememektedir. Gadjiev, yaptig1 calismada tanimladig:
agirlikli uzaylar ile bu problemi ¢oézmistiir (Gadjiev, 1974). Bu tanimlama ile birlikte artik,
siirsiz araliklarda sunulan operatorler dizilerinin yaklagim metodu sunup sunmadigini test
etmek miimkiin olmaktadir. Burada alinan agirlik fonksiyonu, operatorler dizisinin tanim ve
goriintii kiimesinde ayni olmalidir. Fakat Coskun yaptigi calismasinda, iki farkli agirlik
fonksiyonu olan p; ve p, fonksiyonlarmi alarak Gadjiev’in verdigi teoremin saglanip

saglanamayacagini (Coskun, 1998) calismustir.

Operatorler dizilerinin yaklagim metodu sunup sunmadigini test ettikten sonra yaklagim

metodu sunan operatorler dizileri i¢in yaklasimin hizini elde etmek yeni bir problemdir. Bunun
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icin siireklilik modiiliiniin agirlikli uzaylardaki karsiligt Gadjiev ve Ispir tarafindan

tanimlanmistir (Gadjiev ve Ispir, 1999).

Yaklasimin tiim reel eksende olmasini saglayan genellestirilmis sampling serileri olarak

da nitelenen sampling operatorleri, her t € R i¢in

(GEF)(®) = Z f (%) x(wt =), w >0 (13)

KEZ
(Butzer ve Stens, 1993) tarafindan (1.3) ile tammlanmistir. (G.Xf) operatérler ailesi, seriyi
yakinsak kilan f fonksiyonlar1 i¢in anlamlidir ve f fonksiyonunu tiim reel eksende yeniden insa

etmeye olanak saglar. Burada y uygun sartlar1 saglayan ve c¢ekirdek olarak adlandirilan bir

fonksiyondur.

Sadece genellestirilmis sampling operatdrleri i¢in degil ayni1 zamanda Bardaro vd. (Bardaro vd.,
2007) tarafindan tanimlanan ve uygun sartlar1 saglayan x ¢ekirdek fonksiyonu ve her t € R i¢in

seriyi yakinsak kilan lokal anlamda integrallenebilen f fonksiyonu (stirekli olmasi gerekmeyen

f fonksiyonu) i¢in
[ 5 1
(K f)@®) = Zx(wt — k) wf fdu|, w>0,teR (1.4)
KEZ k

seklinde verilen sampling operatorler ailesi ile onlarin Kantorovich formlar1 arasinda bir
lineerligin oldugunu gostererek bazi (ters sonuclar) (Costarelli ve Vinti, 2018) tarafindan elde
edilmistir. Bu operatdrler ailesinin siirekli fonksiyonlar i¢in yaklagim 6zellikleri (Bardaro vd.,

2007) ve (Bardaro ve Mantellini, 2012) ¢alismalarinda verilmistir.

(G‘f,( f ) operatorler ailesini géz 6niine aldigimizda f sinyal fonksiyonu tiim reel eksende
diizgiin sitirekli ve sinirli oldugunda yeniden insa edilebilmekteydi. Ancak (1.3) serilerinde f
fonksiyonu en basitinden x2 polinomu olarak bile alinamamaktadir. Yani sampling serileri en
az 2. dereceden polinom i¢in bile yaklasim sonucu verememektedir. Ciinkii f:R - R, f(x) =
x? bicimindeki bir polinom tiim reel eksende smnirli olmamasinin yaninda diizgiin siirekli bir
fonksiyon da degildir. Bu ise sampling serilerinde yaklagim veren fonksiyon siniflarinin

kisitlayict oldugunu gostermekle beraber biiyiik bir dezavantajdir.



Genellestirilmis sampling operatdrlerinin L versiyonu ilk olarak Bardaro ve arkadaslari
tarafindan tanimlanmistir. (Bardaro vd., 2007), (Acar vd., 2020), (Bardaro ve Mantellini, 2012),
(Costarelli vd., 2017), (Costarelli ve Vinti, 2019a), (Kolomoitsev ve Skopina, 2017) ve (Orlova
ve Tamberg, 2016). Ote yandan karsilik gelen operatdrlerin Kantorovich modifikasyonu, L
uzayina ait fonksiyonlari tahmin etme yontemi iken, LP uzaylarina (veya daha genel Orlicz ve
modiiler uzaylara) ait fonksiyonlari tahmin etme metodu Durrmeyer modifikasyonudur.
Genellestirilmis sampling operatorlerinin  (1.3) Durrmeyer modifikasyonlar1 ilk olarak

(Bardaro ve Mantellini, 2014) tarafindan

(52°1)@ = Y pwx = 0w | glw ~ 0 (du (15)

kE€Z

olarak tanimlanmistir. Burada ¢ uygun kosullar1 saglayan c¢ekirdek fonksiyonudur. Bir
polinomsal biliylimeye sahip f fonksiyonlari i¢in asimptotik bir formiil olusturularak, (Sv(f,”(p)
operatorleri ailesi i¢cin Voronovskaja tipi bir formiil (Bardaro ve Mantellini, 2014) tarafindan

elde edilmistir.

Genel olarak, Durrmeyer modifikasyonlarinin insaasindaki ¢ekirdeklerin ayni olmasi
gerekmez, yani integral ve serideki cekirdekler farkli olabilir. Boyle bir degerlendirme,
cekirdekler tiizerindeki varsayimlart klasik olandan daha zayif yapmamiza izin verir.
Genellestirilmis sampling Durrmeyer operatoriinde ¢ekirdeklerin farkli oldugu form (Costarelli

vd., 2020) tarafindan her x € R i¢in

(1)@ = ) otwx ~ 0w [y~ O (du (1.6

kEZ

seklinde tanimlanmistir. Burada f:R — R fonksiyonu seriyi mutlak yakinsak yapan bir
fonksiyon olup ¢ ve 1 fonksiyonlar1 da siirekli olan ve belirli uygun kosullari saglayan ¢ekirdek

fonksiyonlaridir.

Siireklilik 6zelligine sahip fonksiyonlar i¢in genellestirilmis sampling serileri (1.3) ile
calisilirken yaklasim 6zellikleri verildiginde genel olarak R {izerinde diizgiin siirekli ve siirl
fonksiyonlarin uzay1 olan C°(R) uzayi ele alinmustir. Bu ¢alismada sinirlilik sart: yerine siirekli
fonksiyonlarin polinomsal agirlikli uzaylar1 ele alinarak genellestirilmis sampling serilerinin

yaklasim 6zelliklerinin ¢aligmalar1 daha genel fonksiyon uzaylarina genisletilmistir.



(Sx‘w) ailesi f € L? (veya Orlicz uzay1, modiiler uzay) fonksiyonlari i¢in tanimlanmis

olsa da siirekli fonksiyonlar i¢in de anlamlidir.

Bu tez calismasinda, (1.6) ile tanimlanan (SM(’,"IP) ailesinin f fonksiyonunun agirlikli

stirekli fonksiyon uzaylari sinifindan olmasi durumunda yaklasim 6zellikleri ¢alisiimistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde operator teori ve seriler ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Operator Teori

Bu kisimda operator teori hakkinda temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1.1. V bos olmayan bir kiime ve F, reel veya kompleks sayilar cismi olsun. Asagidaki

sartlar saglaniyorsa V' ye [F iizerinde lineer uzay veya vektor uzayi denir.
V, + islemine gore degismeli bir gruptur. Yani,
Gl)Herx,y € Viginx +y €V dir. (Kapalilik 6zelligi)
G2)Herx,y,z € Viginx + (y + z) = (x + y) + z dir. (Birlesme 6zelligi)

G3)Herx € Vicinx + 0 = 0 + x = x olacak sekilde 0 € V vardir. (Etkisiz elemanin

varlig1)

G4)Herbirx € Viginx + (—x) = (—x) + x = 0 olacak sekilde - x € V vardir. (Ters

elemanin varligi)
GS5)Herx,y € Viginx +y =y + x dir. (Degisme 6zelligi)
x,y €V vea,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.
Ll)a.x €V dir.
L2)a.(x+y) =a.x+ a.y dir.
L3) (¢ + B).x = a.x + B.x dir.
L4) (a.B).x = a.(B.x) dir.
L5) 1.x = x dir. (Burada 1, [F’nin birim elemanidir) (Bayraktar, 2006: 66).

Tamm 2.1.2. X ve Y iki fonksiyon uzayi olmak {izere X uzayindan alinmis herhangi bir f
fonksiyonuna Y uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa X uzayinda bir

operator tanimlanmigtir denir ve
L:X-Y, gx) =L(f;x)

gosterimi kullanilarak belirtilir. X uzayina L operatoriiniin tanim bolgesi denir ve X = D(L) ile
gosterilir. Bu durumda L(f;x) = g(x), Y uzaymin bir elemani olur ve bu sekildeki g
fonksiyonlarmin kiimesine L operatoriiniin deger kiimesi denir. Bu kiime ise R(L) ile gosterilir

(Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 10).



Tamm 2.1.3. X ve Y lineer uzaylar olsun. f; ve f,, X den Y’ye herhangi iki fonksiyon, a; ve

a, keyfi reel sayilar olmak iizere L operatori her x igin

Laifi + azf2;%) = a1 L(f1; %) + a;L(f3; %)
sartin1 sagliyorsa L operatoriine lineer operatdrdiir denir. Bu tanimdan da goriilecegi iizere
L(0; x) = 0 dir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 10).

Tanmim 2.1.4. Kabul edelim ki X, ={f €X:f(x) =20} ve Y, ={g € Y: g(x) = 0} olsun.
Eger X uzayinda tanimlanmis L lineer operatori, X, kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu
pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L operatoriine lineer pozitif operator denir. L lineer pozitif
operatori i¢in f(x) = 0 ise L(f,x) = 0’dir. Yani L(X,) c Y, saglanir. O halde her x igin
f(x) < g(x) ise L(f;x) < L(g; x) oldugu kolaylikla elde edilebilir. Diger bir deyisle, lineer
pozitif operatdrler monotonluk 6zelligini saglamaktadir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 11).
Tanmm 2.1.5. X c R, f:X — R bir fonksiyon olsun. Eger her x € X i¢in |f(x)| <M, M > 0
olacak sekilde M € R sayisi varsa, f fonksiyonu X iizerinde sinirlidir denir. (Musayev vd.,

2007).

Tamim 2.1.6. (X, ||.|;) ve (X', |l.]l,) iki normlu uzay, L: X — X' bir operator ve x, € X olsun.
Ohalde e > 0 i¢in 36 = 6(&, x,) > 0 vardir dyleki ||f — foll; < 8 oldugunda ||Lf — Lfyll, <
€ saglaniyorsa L operatoriine, x, € X noktasinda siireklidir denir. Eger L operatorii bu esitsizligi

her x € X icin karsilarsa, L operatoriine, X tizerinde stireklidir denir. (Bayraktar, 2017).

Tanim 2.1.7. f, R {izerinde diizgiin siirekli ve sinirli fonksiyon uzayina ait bir fonksiyon olsun.

O halde,

o) = o(f,p) =sup{lf(x1) = fO)|: x1, %2 € R, |3 — x| <, >0}
ifadesine f fonksiyonunun siireklilik modiilii denir. (DeVore ve Lorentz, 1993).

Teorem 2.1.8. Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglamaktadir:
1) Herhangi bir u > 0 i¢in w(f, u) = 0’dir.
2) w(f, 1) azalmayandir.
3) Herhangi u > 0 ve l € N igin w(f, ul) < lw(f, p) esitsizligi saglanir.

4) Herhangi u > 0 ve > 0 reel sayilar i¢in w(f, ) < (1 + Bw(f, 1) esitsizligi

saglanir.



5) Herhangi x;,x, € R i¢in |f(x;) — f(xy)| < (1 + @) w(f,u) esitsizligi
saglanir.

6) lin(l) w(f, 1) = 0°dir. (DeVore ve Lorentz, 1993).
u—

Ispat:

1) f siirekli oldugundan u > 0, her x;,x, € R igin |x; — x,| < u olacak sekilde
|f (x1) — f(x2)| = 0 olur. Boylelikle

w(f, ) = suplf(x) = fxx) 2 0
sonucu elde edilir.
2) uy < u, olacak sekilde pq, u, = 0 olsun.

Siireklilik modiiliiniin tanim1 geregi u; < p, oldugunda, p,’nin supremum igin tarayacagi

kiime p4 nin supremum i¢in tarayacagi kiilmeden daha kapsamlidir bu nedenle
o(f, 1) < w(f, 1z)
esitsizligi saglanir.
3) up+ 4w =u>0vew(f,u) = w() olsun. O halde
Wy + -+ ) S 0y + -+ o)
olacaktir. yq + --- + p; = p ve siireklilik modiilii azalan olmadigi igin
o + -+ ) <ol < lo(w)
esitsizligi saglanir.
4) f>0icinn <f <n+ 1<+ 1 olacak sekilde n dogal sayis1 alinirsa
2) ve 3) ozelliklerinden dolay1
wnw) < wBw) < w((n+1,u) < (m+ Do) < 1+ Pao(f,u)
esitsizligi elde edilir.
5) w(f,u) = w(f,|x; — x,]) olarak alinir ve

o(f, 1x = %) = o (£, 1% - %] %)

olacagi i¢in 3) ve 4) 6zelliklerinden dolay1,



_ u |1 =2
o (f, 10 —x15) < (1+ 22 o (f,0)
esitsizligi elde edilir. Ayrica siireklilik modiiliiniin tanimindan dolay1 |f(x;) — f(xy)| <
w(f, 1) esitsizligi de kullanilirsa istenilen ifade elde edilir.
6) f fonksiyonu R iizerinde diizgiin siirekli bir fonksiyon oldugundan

her &> 0 igin bir § > 0 sayist vardir 6yle ki x;,x, € R i¢in |x; — x,| < & oldugunda
|f(x1) — f(x3)| < € olur. Bu durumda siireklilik modiiliiniin tanimi geregi, u < & oldugunda

w(f, 1) < € olur. Buradan
limw(f,u) =0
©=0

elde edilir.

Tanim 2.1.9. C, reel ya da karmasik sayilar cismini gostersin ve X kiimesi C cismi {izerinde bir
vektor uzayr olsun. Asagidaki ozelliklere sahip bir p: X — R fonksiyonuna X vektdr uzayi

tizerinde bir yari-norm denir.

Her x,y € X ve her a € C i¢in
[M]p(x+y) <p(x) +pH),
[N2] p(ax) = |alp(x).

Eger bu ikisine ek olarak,
[N3]x #0 = p(x) #0

ozelligi de saglaniyorsa p fonksiyonuna X vektor uzayi lizerinde bir normdur denir. (Karacay,

2009).

Tamim 2.1.10. L lineer operatorii X uzayindan Y uzayina doniisiim yapiyorsa ve

ILOIly < Clifllx

esitsizligi gergekleniyorsa L operatdriine sinirli operatdr denir. Bu € sabitlerinin en kiigiigiine

ise L operatoriiniin normu denir ve ||L||x_y ya da basitge ||L|| simgeleriyle gosterilir. Yani,

ILIl = inf{C: |ILf]ly < ClIfllx}

dir. L lineer operator oldugu i¢in

LIl = sup IL(AOIly
Ifllx=1

esitligi yazilabilir. (Hacisalihoglu ve Haciyev, 1995: 12).



Tanim 2.1.11. A € R bos olmayan bir kiime ve 4 {izerinde taniml1 fonksiyonlarin kiimesi F (A)

olsun. x € A icin
s:N - F(A),s:n - s(n) = f,(x)

bigiminde tanimlanan s fonksiyonuna A tizerinde bir fonksiyon dizisi, f;,(x)’e de bu dizinin n.
terimi veya genel terimi denir. Genel terimi f,,(x) olan bir fonksiyon dizisi (f,,) bigiminde

gosterilir. (Oztiirk ve Bostanci, 2014).

Onerme 2.1.12. L lineer operatdriiniin sinirlt olmast igin gerek ve yeter sart siirekli olmasidir.

(Bayraktar, 2006: 148).

Tamim 2.1.13. (f;,), A < R iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Her bir x € 4 i¢in
lim f,(x) = f()

olacak bigimde f: A — R fonksiyonu varsa (f,,) dizisine, A lizerinde f fonksiyonuna noktasal
yakinsaktir denir. Bu, A € R iizerinde tanimli fonksiyonlarin (f,) dizisi f:4 - R
fonksiyonuna noktasal yakinsakligi her € > 0 sayisi, her n > n, ve her bir x € A i¢in
Ifn(x) — f(x)| < € olacak bi¢imde bir n, dogal sayisi varhigi seklinde de ifade edilebilir.
Buradaki n, dogal sayisi1 € sayisina bagli olacagi gibi ayni1 zamanda secgilen x noktasina da bagl

olabilir. (Oztiirk ve Bostanci, 2014).

Tanim 2.1.14. (f;,), A R iizerinde tanimli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Herhangi bir € > 0
verildiginde her n > ny ve her x € A igin |f;,(x) — f(x)| < € olacak bi¢imde sadece € sayisina
bagli bir ny dogal sayisi ve f: A — R fonksiyonu varsa (f;,) dizisine, A ilizerinde f fonksiyonuna
diizgiin yakisaktir denir. Noktasal yakinsakligin aksine diizgiin yakinsaklik kavrami kiime i¢in
gecerli bir kavramdir. Diizgiin yakinsaklikta n, dogal sayisi sadece € sayisina bagli oldugu i¢in
diizgiin yakisak her fonksiyon dizisi ayn1 zamanda noktasal yakinsaktir. (Oztiirk ve Bostanci,
2014).

Teorem 2.1.15. [a, b] kapali aralig1 tizerindeki her stirekli f fonksiyonuna, p,(x) = ay +

n

a;x + -+ ayx™ genel terimiyle verilen (p,) polinomlar dizisi ile diizgiin olarak

yaklagilabilmektedir. Bir baska deyisle, her € > 0 sayisi i¢in
max|f(x) — p,(x)| <& a<x<bh

olacak bi¢imde (p,) polinomlar dizisi (cebirsel polinomlar) vardir. Bu ise P([a, b])’nin

C([a, b])’de yogun olmasi demektir. (Weierstrass, 1885).
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Teorem 2.1.16. f, [0,1] aralig1 izerinde tanimli reel degerli sinirli bir fonksiyon olsun.

B, : B([0,1]) — C(]0,1]) operatorleri
_ k
Buf)() = Bpoo(Da* (L — )" * £ (£), (x€[01], neN)
olarak tanimlanir. (Bernstein, 1912).
Teorem 2.1.17. x € [0,1], 0 < ay, < 1 oldugunda

(Lnf)(x) = Xk=0o f(ak,n)Pk,n ) (Pk,n = 0)

pozitif lineer operatorler dizisinin [0,1] araliginda f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olabilmesi
icin gerek ve yeter sartlarin, (), (B8y), (vy,) dizileri [0,1] iizerinde diizgiin sifir dizileri olmak

lizere,
i. (Lneg)(x) = 1+ an(x),
ii. (Lpep)(x) = x + Bn(x),
iii. (Lypez)(x) = x* + yp(x)
olmasidir. (Bohman, 1952: 45).

Bohman’in teoreminin [0,1] arahigindaki fonksiyonlarla kisith kalmasina ragmen, P. P.

Korovkin bu teoremin [a, b] araliginda verilen genel halini ispatlamistir. (Korovkin, 1959).

(L,) lineer pozitif operatorler dizisi, her x € [a, b] igin i, i, iii sartlarin1 saglasin ve f tiim reel
eksende smirli, [a, b] araliginda siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda (L,f), kendisini

olusturan f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar, yani
lim [ILnf = fllen = 0
gerceklenir. (Bohman, 1952: 46), (Korovkin, 1959).

Ispat: Teoremin sartlart
lim 1L (eo) = e0)lleo = 0 = lim llayl.
lim [ILn(er) = elles = 0 = lim 1Bl
lim [|L,(e2) — e2)lloe = 0 = Tim [lynle
olarak diizenlenir. Simdi, tim reel eksende sinirli ve [a, b] araliginda siirekli her f i¢in
lim 1Ly f = fllo = 0
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esitliginin saglandig gosterilir. f fonksiyonu tiim reel eksende sinirli oldugundan 6yle bir € >

0 sayist vardir dyle ki
lf@® = fII<IfFOI+If()] <2C (2.1)

esitsizligi her x € [a, b] ve her t € R i¢in saglanir. R’nin kapali ve sinirli araliginda diizgiin
stireklilik ve siireklilik birbirine denk oldugu i¢in x € [a, b] ve t ise bu araligin disinda bir nokta

olmak tizere |t — x| < § (& > 0) oldugunda,
lf () —f)l <e (2.2)
esitsizligi saglanir. (2.1) ve (2.2) esitsizlikleri kullanilir ve ¢ (t) = (t — x)? igin
2¢
If@) = f)] < e+ 50
esitsizligi yazilabilir. Boylelikle her x € [a, b] , her t € R i¢in

F© = fF@I<IFOI+If@I <2C <&+ (1) (23)

esitsizligi elde edilir. (L,,) lineer pozitif operatdrlerin bir dizisi oldugu i¢in pozitif operatdrlerin

monotonlugundan dolay1
ILn(f5 201 < L (£ ] x) (2.4)

esitsizligi yazilir ve

|Ln(f (£); %) = F (0

ILn(f (£); %) = f(x) + L (f (x); %) = L (f (x); )|

[Ln (£ () = £ ) + Ln(f ()3) = f (O
< L(If O = FOLO) + @ Tt - D
< L(IF©® ~ F@10) + max [FIL(Lix) - 1)

esitsizligi elde edilir. 1(x) = 1 oldugundan hipotezden dolay1
lim [[(Ln1) = Lol flleo = O

gerceklenir. Boylece (2.3) kullanilirsa
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L(f() = fFOLx) < |Ly(&2)] + Ln<26—g(t—x)2>;x|

2C
elL,(1; )| + 57 |L,, ((t — x)?%; )]

2C 5 5
= ean(l;x)|+§|Ln(t — 2tx + x*; x)|

= T

elde edilir. L, nin lineerligi kullanilir ve

2C
T g|L,(1;x)| + 57 |L,(t%;x) — 2xL,(t; x) + x2L,(1; x)|

2C 2 2 2 2
elLn(L;20] + 7 L (6% x) — 2 = 20(Ly (6 2) — %) + 2Ly (1;20) — %7

2C
< ell, (L) + g(an(tz; x) — x%| + |2x||L,, (t; x) — x| + |x]?|L,(1;x) — 1])

esitsizligi saglanir. x € [a, b] oldugundan dolay1 |x| < d olacak bigimde [a, b] araliginin
disinda bir d € R bulunabilir ve |x?| < d? saglamir. Sonug olarak

T < elly(1;2)] + 355 (¢ + 2de” + d%e"") = &

elde edilir. Dolayisiyla

IL,(f(£);x) — f(x)| < &*

bulunur. Her iki tarafin maksimumu alinir ve

I(Lnf) = fllw <€

esitsizligi elde edilir. Bu nedenle [a, b] tizerinde L, (f(t) — f(x); x) — 0 gergeklenir. Bu ise

ispatt tamamlar.

Teorem 2.1.18. [0,1] araliginda tanimli, sinirhi ve siirekli  f fonksiyonu i¢in Bernstein

polinomlar dizisi kendisini olusturan f fonksiyonuna diizgiin yakinsar. (Lorentz, 1953:5).

Ispat: Bohman-Korovkin teoreminden yararlanarak test fonksiyonlarinin Bernstein polinomlari

altindaki goriintiileri igin i, ii ve iii sartlar1 kullanilir. Ik dnce i sart1 elde edilir.

(Bneg) () = Xioo(P)x* (1 =)k =1
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Simdi ii sart1 icin agsagidaki esitlik elde edilir.

n
k=0
n

k n! _
= ;Ek!(n—k)!xk(l_x) *

x k(1 —x)n*k

SI‘«“‘

(Bne1)(x)

o (-1 . .
= x;(k—n!(n—k)!x“(l_x) *

= Zl'( X(l—x)ml

Son olarak iii sart1 elde edilir.

(Bpex)(x) = Z k—z(:) xk (1 —x)nk

k? n! . ,
— - — n—
B ank!(n—k)!x (1=x)

X% (n—1)! 1 e
= Ezk(k—n!(n—k)!xk (1 -

= Z(l+1) D xt (1 —x)m

X = m!

- ;<Zlmxl“"”m_l“>
x [ m! B

- ;<Zlm"l“"‘)’““>
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S

< m!
(Z ECE R R 1)

=1

S —1)!
(mxz a _(1{;! (m)— D1 x1(1 — )™t + 1)

=1

P |

r=0

SI=

x — x?

= f(mx+1)=f((n—1)x+1)=xz‘|'
n n

Sonug olarak Teorem 2.1.17’nin sartlar1 saglanmig olur. Boylece
lim 1B, f = flleo = 0
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Tanim 2.1.19. Bir f fonksiyonunun destegi suppf={x €U ;f(x) # 0} kiimesinin
kapanigina karsilik gelir.

Tanim 2.1.20. f: U — R siirekli fonksiyonunun destegi kompakt ise bu destege kompakt destek

denir.
Tanmm 2.1.21.
a) h, (—oo, ) araligindaki tek degerli ve parcali siirekli fonksiyon olsun.

b) Bir x, noktasindaki siireksizlik degeri,
h(xo) =5 [h(xo + 0) + h(xo — 0)]
ortalamasina esit olsun.

¢) h, (—oo,©) araliginda mutlak yakinsak yani,
J= IR dx < oo
olsun. Yukaridaki sartlar ile birlikte
h(x) = i fjooo [f_°°oo h(we~@dule’®*da

esitligine h fonksiyonunun Fourier integrali denir. Fourier integralinden yazilan
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H(a) = h(a) = [°._h(x)e™"®dx
esitlige de h fonksiyonunun Fourier doniisiimii denir. (Diindar, 2000).

Teorem 2.1.22.
g (%) = 17, fawe 2w ay

f~ nin Fourier doniisiimii ve T bir periyot olmak iizere Poisson toplam formiilii genellikle,
Yoo f(t+nT) = %ZZO:_OO g (;) o 2mikt/T

olarak yazilir. T = 1 alinirsa

esitligi elde edilir. (Jaramillo, 2019).

Ispat: F(t) = Y% _, f(t + nT) olarak alimir. F fonksiyonunun periyodu T oldugundan dolay1

Fourier serisi
F(O) = 1 e GlR)>™
bi¢imindedir. Burada G (k), Fourier genligi oldugundan dolay1

T/2

-T/2

G(k)

T/2

= Z ff(t+nT)e‘2”ikt/Tdt

n=-c _T/2

esitligi saglanir. Simdi u = t + nT degisken degistirmesi uygulanir ve

t=tiginu=+=+nT = (2n + 1)T esitligi elde edilir. Buradan
“@n+1)T
G(k) = Z j f(u)e—zmku/TeZHikndu
=T an-nT
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“@n+1)T

- [ raesminma

=T an-nr

esitligi elde edilir. Son esitlik agilir ve

%(2n+1)T %(2(n—1)+1)T %(—2(n—1)+1)T %(—2n+1)T )
W=l [+ [ o [ o« [ |
n—00
Z@n-DT  2@M-1D-1T 2(-2(n-1D-DT  H-2n-1)T }
X f(u)e—zmku/Tdu
1
Z@n+n)T
= lim f f(u)e—Zniku/Tdu
n—00
—%(2n+1)T

_ ff(u)e—zmku/tdu —g (;)

esitligi elde edilir. Sonug olarak Fourier genligi f 'nin Fourier doniisimiine esit olur. Boylelikle

ispat tamamlanmis olur.

Tanim 2.1.23. Eger bir f fonksiyonunun Fourier déniisiimii £ nin destegi kompakt kiime ise f
fonksiyonu “bant-sinirli” olarak adlandirilir. £, kompakt bir kiimede sifirdan farkli; kompakt

kiime disinda sifir degerlerini aliyorsa f fonksiyonuna bant-sinirlt fonksiyon denir. (Costarelli

ve Vinti, 2019b)

Tanmm 2.1.24. [ € R aralik ve f, I’da tanimli bir fonksiyon olsun. f’nin I’da konveks

fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart her t € [0,1] ve her a, b € I igin
f(1=ta+th) <(1-0)f(a) +tf(b)
olmasidir.

Tamm 2.1.25. i € N ve x € R olmak iizere e;(x) := x* kurali ile verilen e; fonksiyonlarina

test fonksiyonlar1 denir.
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Tanim 2.1.26. E sinirh kiimesinin m*E dis o0l¢limii, E’yi i¢eren tim sinirli agik kiimelerin

Ol¢iimlerinin en biiytik alt siniridir ve

m*'E = cl;ngs {mG}
seklinde gosterilir. Her sinirhi E kiimesinin dig 6l¢limii iyi tanimlidir ve 0 < m*E < +oo dir.
(Hewitt ve Stromberg, 1969).

Tamm 2.1.27. E smirh kiimesinin m,E i¢ dl¢limii, E’nin kapsadig1 tiim kapali kiimelerin

Ol¢ctimlerinin en kii¢tik {ist siniridir ve

m.E = sup{mF}
FCE

seklinde gosterilir. Her sinirhi E kiimesinin i¢ dl¢iimil iyi tanimlidir ve 0 < m,E < +oo dir.

(Hewitt ve Stromberg, 1969).

Teorem 2.1.28. G sinirli agik bir kiime ise
m*G =m,G = mG

olur. (Hewitt ve Stromberg, 1969).

Teorem 2.1.29. F sinurli kapali bir kiime ise
m*F = m,F = mF

olur. (Hewitt ve Stromberg, 1969).

Tanmim 2.1.30. Sinirli bir E kiimesinin i¢ ve dis 6lgiimleri esitse
m*E = m,E

Olciilebilirdir denir. Bu ortak degere E kiimesinin 6l¢iimii denir ve mE ile gosterilir.
mE =m*E = m.,E

(Hewitt ve Stromberg, 1969).

Tanmm 2.1.31. E olgiilebilir kiimesi tizerinde tanimli f(x) fonksiyonu her a sayisi igin
E(f >a)={x| f(x) >a} kimeleri Olgiilebilir ise, Ol¢iilebilirdir denir. (Hewitt ve
Stromberg, 1969).
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2.2. Seriler
Bu kisimda seriler hakkinda temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamim 2.2.1. (f,,), A € R {izerinde taniml fonksiyonlarin bir dizisi ve her x € A igin

@ = ) fi®)
k=1

olsun. (s,(x)) veya (s,) dizisine Y-, fi(x) serisinin kismi toplamlar dizisi denir. Eger
(sp) fonksiyon dizisi A tizerinde noktasal yakinsak ise Y.y~ fi(x) serisi A iizerinde noktasal
yakinsak, (s,) dizisi A lizerinde diizgiin yakinsak ise ).y, fi. (x) serisine A iizerinde diizgiin
yakinsak denir. (s,,) dizisinin limitine Y.;_ f (x) serisinin toplami1 ad1 verilir. Eger Y- |fk|
serisi yakinsak ise Y., fi serisine A iizerinde mutlak yakinsak denir. (Oztiirk ve Bostanct,

2014).

Teorem 2.2.2. n € N; a, b genisletilmis farkli reel sayilar ve f: (a, b) — R fonksiyonu igin f ™

tirevi (a, b) tizerinde mevcut olsun. Her x, y € (a, b) nokta ¢ifti i¢in
TARIG) n
Ra() = L29 (x — )

olacak bigimde x ile y noktalar1 arasinda bir ¢ sayisi vardir. Ozellikle x ile y noktalar1 arasinda

bir ¢ sayis1 igin

fG) = TRl (e — )k 4+ L9 -y

olur. (Oztiirk ve Bostanci, 2014).
Ispat:
Her t € (a,b) ve y < x igin

F(t) = &2 ”

aw=ﬂw—m3%?@—ok

kurallar ile verilen F ve G fonksiyonlari tanimlanir. F ve G fonksiyonlar1 (y,x) araliginda
diferensiyellenebilir, [y, x] lizerinde siirekli ve F(x) = 0, G(x) = 0 oldugundan dolay1 bu

fonksiyonlara genellestirilmis ortalama deger teoremi uygulanir. Boylelikle
—F()G'(0) = (FO) = F»)G' () = (G(x) = GM)F'(c) = =G(F'(c)
olacak bigimde bir ¢ € (y, x) noktas: vardir. Tiirevler yerine yazildiginda
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(x—y)" (f”(C)(x—C)”‘l) = R, (x) (x—c)"1

n! (n—-1)! (n—-1)!

esitligi elde edilir ve ispat tamamlanur.

Teorem 2.2.3. n € N olsun. Eger f fonksiyonu (a, b) iizerinde n. mertebeden siirekli tiireve
sahipse her x, y € (a, b) noktalar1 i¢in

1
(n—-1)!

Ra(x) = —= [F(x — )" 1 f M (D)dt

bi¢iminde Taylor formiiliiniin Lagrange kalan terimi elde edilir. (Oztiirk ve Bostanci, 2014).
Ispat:

n = 1 i¢in ispat kolaylikla goriilebilir. Tiimevarimdan belirli bir n dogal sayisi1 icin verilen

esitligin dogru oldugu kabul edilir.

™) G- _ 1
Rp1(x) = Rp(x) — ny(x —ytve =

fyx(x — )" 1d¢
oldugu i¢in

1
(n-1)!

Rnsr(0) = ——[“(x = )" (™ (6) - F™(3)) at

esitligi bulunur. u = f™ () — f™(y) ve dv=(x—t)"1dt olacak bigimde kismi

integrasyon yapilir ve
Rn1(0) = = [T (x = "D (0)de

elde edilir. O halde esitlik n + 1 i¢inde saglanmis olur. Bu ise ispati tamamlar.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde fonksiyon uzaylar1 ve operator taniminda 6nemli bir yer tutan ¢ekirdek

fonksiyonlart ile ilgili bilgiler verilmistir.
3.1. Fonksiyon Uzaylari

Bu kisimda agirlikli uzaylar ve onun 6nemli alt uzaylar1 verildikten sonra agirlikli

uzaylara gore siireklilik modiiliiniin tanimi1 ve bazi 6zelliklerine deginilmistir.

Tamm 3.1.1. Tiim R reel eksen iizerinde pozitif ve siirekli olan p fonksiyonuna, bir agirlik

fonksiyonu denir.

Bu calismada, agirlik fonksiyonu olarak

p(x)=% x €R

+x2 '
kurali ile verilen fonksiyon kullanilmigtir.

R iizerinde p agirlik fonksiyonu ile ¢arpimi sinirli olan fonksiyonlarin uzay1
By(®) = {f:R > R: supp()f () € k]
dir.
B,(R) uzaymin bazi dogal alt uzaylar1 asagidaki gibidir:
Cp(R) = C°(R) N B,(R),
G ={f €C,(R)+ 3 lim p(x)f (x) € R},
Uy(R) = {re Cp,(R): pf diizgiin stireklidir}.
B,(R) ve onun yukaridaki alt uzaylari,
Ifll, = ilelﬁlgp(x)lf(x)l

ile birer normlu uzaydir. (Gadjiev, 1974), (Gadjiev, 1976), (Acar vd., 2016), (Acar vd., 2019).

Tamm 3.1.2. f € C,(R) fonksiyonlar1 i¢in agirlikli siireklilik modiilii 2(f;.) ile gosterilir ve
d > 0 i¢in

. 8) = Gt -1 ()l
'Q(f: 6) '_ |h|zg£€]R (1+h2)(1+x2) (31)
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seklinde tanimlanir. (Ispir, 2001: 359).

Asagidaki lemmada agirlikli siireklilik modiiliiniin baz1 6zellikleri verilmistir. (3.1) hakkinda

daha fazla ayrint1 ve verilen 6zelliklerin kanit1 i¢in bakiniz (Ispir, 2001 :359).
Lemma 3.1.3. x € R, § > 0 i¢in

(1) 2(f; 6), 6’nin monoton artan bir fonksiyonudur,

(2) f € C;(R) olmak iizere § — 0 igin 2(f; 5) — 0 dir,

(3) Her A > 0 ve f € C,(R) igin,

Q(f;28) < 2(1+ DA + 8H)0(f; 6) (3.2)
gergeklenir. (Ispir, 2001: 359).
Ispat:
(1) 6; < &, i¢in |h| < &, bolgesi |h| < §; bolgesinden daha biiyiiktiir. Bolge biiyiidiikge
alinan supremum biiyliyeceginden
0(f;61) < Q(f;87)

elde edilir.

(2) Ck,[0,00) = {f:f, [0, ) da strekli ve lim fo Ky } olup

X—00 (1+x2)

f(x) <C@A+x?)

yazilabilir. f € Cg ; [0, 00) olmak tizere agirlikli siireklilik modiilii asagidaki gibi tanimlanir:

. 5) = e+ - @)
D(fi8) = SUP et

f €Ck f[O, o) igin Oyle bir x4 = x,(€) sayist vardir dyle ki x > x, 6zelligini saglayan x’ler

f(x)

1+x2

i¢in - Kf| < € olur. Agirliklr siireklilik modiilii asagidaki gibi yazilabilir ve
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[f(x+h)—f(x)|
sup  |f(x+h)—fx)|+ sup —F—
uﬂ<605x5x0'f / lh|<8,x2x, (1Th2)(A+x2)

2(f; 6)

= o(f, )

Ky
1+h2

esitligi gerceklenir. Simdi agirlikli siireklilik modiiliinde ifadesiyle ekleme ve ¢ikarma

yapilir. Gerekli islemler ile birlikte

N I icZ0) K K &)

Q(f:6) = |(1+x2)(1+h2) B 1+£2 1+£2  (1+x2)(1+h2)

1 (|f&x+h) f(x)

= 1+h2{(1+x2)_Kf‘+1+x2_Kf|}
_ _l+G+hy flx+h) (1+x%) f(x)
S A+x)A+m) |1+ x+h)?2 1+ (x+ h)? e~ f|
14+ (x+h)? fx+h) (1+x%) f &)
= (1+x2)(1+h2){1+(x+h)2_Kf+Kf<1_1+(x+h)2>} 1+x2_Kf|
< 5 flx+h) el 4k 2xh + h? f(x) K
S (e el R e e | B et

esitsizligi saglanir. Bulunan ifadelerin degerleri asagidaki gibi yazilirsa

(2x + 96)

0(f;8) = o(f,8) +3e + Kb ———

< w(f,8) +3¢ +K;6

elde edilir. Boylece § — 0 iken 2(f; 6) — 0 olur ve ispat tamamlanir.

(3) m bir dogal say1 olmak iizere

If(x +mh) = f()| =

Z FOc+kh) = F(x + (k — DR)
k=1

I (c+ kh) = f(x + (k= DR)]
T 4+ G+ (k- D)

1+hr>)HA+ (x+ (k—1Dh)?)
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(1 + h)0(f; 6) 2(1 + )1+ (et (k= Dh)?)
k=1

IA

(1 + h)A(f; 6) 2[1 + x2 + (mh)?] Z 1

k=1

2m(1 + h?)(1 + x*) (A + (mh)*)2(f; 6)

elde edilir. Simdi her iki taraf (1 + x2)(1 + (mh)?) ile béliiniir ve

|f (x+mh)—f (x)| 2 .
Dy = 2m1 + h)A(f;8)

esitsizligi elde edilir. Ayrica A € R* sayisinin tam kismu [A] ile gosterilirse [A] < A < [A] + 1
esitsizliklerinin gegerli oldugu agiktir. O halde (1) 6zelliginden yararlanarak
2(f;mé) < 0(f; ([ + 1)6)
< 2([A1+ DA+ 865)0(f;6)
< 20+ A1 +63)0(f;6)
esitsizligi saglanir ve ispat tamamlanir.

Sonug¢ 3.1.4. (3.2) esitsizliginde 1 = |y5;x| , X,y €ER, § > 0 yerine yazildiginda ve agirlikli

sureklilik modiilinin tanimi kullanilirsa
FO) - F@I<2(1+20) 1+ 621+ 221+ (v - )DL 6)
elde edilir.

Ispat:

ly—x|

(3.2) esitsizliginde 2 = =~

, X,y ER, § >0 yerine yazildiginda ve agirlikli siireklilik

modiiliniin tanim1 kullanilirsa

If e+ = £ ()| ly—x| ,
_— < y—xi .
LS e < 2(1+257) L+ 890(1;9)

elde edilir. Burada y = x + h yazilirsa

[f@)—f ()] ly—x| 5
UVAC ke ACI B ly—x| .
|h|<A8, x€R (1+h2)(1+x2) — 2 (1 + 5 )(1 +6 )-Q(f, 6)
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esitsizligi elde edilir.
Her iki taraf (1 + h?)(1 + x?2) ile garpilir ve h = y — x yerine yazilirsa

ly — x|
5

If ) = f)| =2 <1 + ) (1469 +x)A+ (v —0))(f;6)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
Diger yandan |y — x| miktarinin §’ya gore durumu

4(1+ 652 +x3)0(f56), ly—x| <6

41+ 622(1 + )08 1y — x| > 8

If () = f(0l S{

esitsizligini saglar. Dolayisiyla |y — x| i¢in elde edilen bu iki durum birlestirilerek

£ = FGOI < 41+ 692(1 +x)a(f; 8) (1 + 228)

elde edilir. Son olarak § < 1 secimi ile

FO) — F@I < 1601 + xD0(f; 6) (1 +25) (3.3)

sonucuna ulasilir.
Tamm 3.1.5. I c R" acik bir kiime ve E kiimesi I bdlgesinde taniml1 lgiilebilir fonksiyon-

larin kiimesi, p pozitif bir reel say1 olmak iizere
P :={u€kE; [lu(x)|Pdx < oo}

seklinde tanimlanan fonksiyon uzayina Lebesgue uzayi ad1 verilir. (Diening vd., 2017).
Lemma 3.1.6. Eger 1 <p < o, a,b > 0ise (a + b)? < 2P~1(aP + bP) dir.

Ispat: f: R — {—1,0,1} > R olmak iizere p > 1 icin f(t) = t? fonksiyonu siirekli ve konveks
oldugundan f(ax + By) < af (x) + Bf (y) dir. a = %, B = %, x = avey = b alinirsa

f (#) < f(a):f(b)

elde edilir. Buradan gerekli cebirsel islemler yapildiginda
(a + b)P < 2P71(a? + bP)

sonucuna ulasilir.

25



3.2. Cekirdek Fonksiyonlar:

Cekirdek fonksiyonu olarak adlandirilan fonksiyonlar seriler ve integrallerde yer alan,
belirli sartlar1 saglayan 6zel taniml siirekli fonksiyonlardir. Bu béliimde tez i¢inde kullanilan

cekirdek fonksiyonlari ve bazi 6zelliklerinden bahsedilmistir.
3.2.1. B-spline cekirdegi

Genel olarak, n € N, n-inci mertebeden merkezi B-spline ¢ekirdegi t € R olmak {izere

S0 () G e-i),

olarak tanimlanir. Burada (. ), pozitif kismi1 gosterir. Yani (t), = max{t, 0} dir.

Un() =

(Costarelli vd., 2020).

B-spline ¢ekirdeginin tanimindan n = 3 yerine yazilirsa

0:(0) = 2531 (3) B+ e ).

elde edilir. j = 0,1, 2, 3 yerine yazildiginda

n©=3G ) 360, G, -G,

esitligi saglanir. (t), = max{t, 0} oldugundan

( 3—1:2 el <>

| 4 2

1 1 3
03(’5):45 ——|t| E<|t|s5

L 0, LEE

elde edilir.
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Asagida B-spline ¢ekirdeginin 2. 3. ve 4. mertebeden grafikleri (Grafik 3.1.) deki gibi

strastyla verilmistir.

a,(t) a,(t) a,lt)
1 I \
| 0.7t [ [l
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[ | ! -
] i 0 - 0 A
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Grafik 3.1. 2. 3. ve 4. mertebeden B-Spline ¢ekirdeginin grafikleri
3.2.2. Fejer cekirdegi

sinmv

sinc(v) = { w

, v € R\0
1, v=20

ile tammlanan sinc(v) fonksiyonu yardimiyla Fejer ¢ekirdegi, F(t) = %sinc2 (g) ,t €R ile
tanimlanir. (Costarelli vd., 2020). Aciktir ki F smirhdir ve R iizerinde negatif degildir,
L*(R)’ye aittir ve [ F(t)dt = 1’i saglar.

Asagida Fejer ¢ekirdeginin grafigi (Grafik 3.2.) deki gibi verilmistir.

0.5
0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.18
0.1 “.“I‘ \

0.05

Grafik 3.2. Fejer ¢ekirdeginin grafigi
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3.2.3. Karakteristik fonksiyon

A c R olmak tizere

_{1,xEA
Xa=0, x¢ A

seklinde verilen y4: R — R fonksiyonuna A’nin karakteristik fonksiyonu denir.
Ornegin A = [0,1] olmas1 durumunda

B {1, x € [0,1]
X011 = 10, x ¢ [0,1]

seklinde ifade edilir.

Asagida karakteristik fonksiyon i¢in verilen 0rnegin grafigi (Grafik 3.3.) deki gibi

verilmistir.
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Grafik 3.3. [0,1] araliginin karakteristik fonksiyonunun grafigi
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4. DURRMEYER TiPLI SAMPLING SERILERININ AGIRLIKLI
UZAYLARDA YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliim orijinal sonuglar igermektedir.
4.1. Sampling Durrmeyer Operatorleri
Bu kisimda agirlikli fonksiyon uzaylarina ait siirekli fonksiyonlar i¢in (S‘ff,”w) sampling

Durrmeyer operatoriiniin uygun c¢ekirdek fonksiyonlar1 altinda yakinsaklik 6zellikleri

incelenecektir.

@ ve Y, sirastyla C°(R) ve L' (R) sinifindan olmak iizere
heru € Rigin Yyxezo(u—k) =1 ve [(pwdu =1 4.1

sartlarin1 saglayan ¢ekirdek fonksiyonlari olsun.

Herhangi bir j € N i¢in ¢ ve Y ¢ekirdek fonksiyonlarinin cebirsel momentleri

+00

m;(p,u) = 552 o p(u— k) (k —w)/,
() = [, p(e) dt,

seklinde ve mutlak momentleri de
M;(@) = supyeg Trezlo(w — k)|lu — k|
M) = [ltl [p@)ldt

seklinde tanimlanir.

Burada ¢ ve ¥, M,(p) < +o ve IWB(¢) < 400 ile a,B > 0 olacak sekilde (4.1)

sartin1 saglayan ¢ekirdekler olarak adlandirilir.
Onerme 4.1.1.

(1) Sampling Durrmeyer operatoriiniin varsayimlarinin bir sonucu olarak her x € R
icin (S‘f’wi)(x) =1ve1(x) =1 dir
(2) v<p olan u,v >0 icin M,(p) < +oo olmast M,(¢) < +oo anlamma gelir.

(Costarelli ve Vinti, 2019a). Ayrica ¢’nin kompakt destegi varsa her u > 0 i¢in
M, (¢) < +oo oldugu agikga goriiliir. Son olarak benzer bir sekilde v < u sartin1

saglayan p,v > 0 igin 1\7“ (1) < 4+ olmast M,(y) < +o anlamma gelir.
(Costarelli vd., 2020).
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Onerme 4.1.2 ¢ ve 1, 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan ¢ekirdek fonksiyonlart

olsun. v(x) = ﬁ =1+ x2, x € R olmak iizere,

|(5879) @ = Mo() (Mo + 2 o)) + 456 (5 Mz (@) + 2 Mo ()
esitsizligi saglanir.

Ispat:

(1.6)’da v(u) = 1 + u? yerine yazilir ve mutlak deger 6zelligi kullanilirsa

|(SE¥0) ()] < Skezlowx — O)Iw folpwu — k)1 + u?)du

elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

(52 0)@)] = Y lpwx = olw [ 1pwu— kldu
R

kEZ

+ZI(p(Wx —k)|w fll/)(wu — k) |u?du
R

k€L

esitligi saglanir. Ik ifadede wu — k = t degisken degistirmesi yapilarak mutlak momentler
yerine yazilir, ikinci ifadede u? ifadesini w? ile ¢arparak ve bolerek k ile ekleme ve ¢ikarma

yapilirsa

|(S‘,(f,”¢v)(x)| Mo ()M, ()

1

+ ZI(p(Wx — k)| —flv,b(wu —k)|(wu — k + k)?du
KEZ w R

elde edilir. (wu — k + k)? ifadesinde Lemma 3.1.6. kullanilirsa

I(S2¥v) ()| < Mo(@) M)

o Y loGwx— k) u{ [ G = vt — )2 + 2]

k€EZ

esitsizligi elde edilir. Boylece

30



[(S2¥0) ()| = Mo(@)Mo(h)

2
& = lpwx -kl R[w)(wu — k)l (wu — K)?du

kez

2
b = lpwx =kl R[w)(wu — Blkdu

kez

elde edilir. wu — k = t degisken degistirmesi yapilarak mutlak momentler yerine yazilir ve k2

ifadesinde wx ile ekleme ¢ikarma yapilirsa

|(S2¥v)(x)| = Mo(@)Mo(@)

2 .
+ 5 ) lowx = I,

KEZ

+ %Mow);w(wx — )10k — wx + wx?

elde edilir. Burada mutlak momentler yerine yazilir. Boylece

_ 2 -
|(S$,¢v)(x)| = My(p) (Mo(l/’)‘FFMz(d’))

N %%(d})élﬂwx — )] Ck — wx + wa)?

esitligi saglamir. (k — wx + wx)? ifadesinde Lemma 3.1.6. kullamlirsa

_ 2
|(S$'wv)(x)| < My(p) <M0(¢)+FM2(¢)>

4 _
+ ) ) lpwx = k)] (k - wx)?

kez

4 _
+ T ) lp(wx — )] (w)?

kez

elde edilir. Burada mutlak momentler yerine yazilir ve
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_ 2
|(S$’wv)(x)| < My(p) (MO(I/))‘FmMz(l/J))

1
+ 4Mo(¢)< Mz(‘P)+x2M0((P)>

esitsizligi elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.1.3. ¢ ve 1, 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan ¢ekirdek fonksiyonlari
olsun. Herhangi bir sabit w > 0 igin Sv(f,”w operatorleri B,(R)’den B,(R)’ ye lineer bir

operatordiir ve

sov Mo () (Mo () + 2 Mo () ) + 4o () (=5 Mz () + Mo ()
[

B, (R)_)Bp (R)
gerceklenir.
Ispat:

(1.6) kullanilir ve ifade p(u) ile ¢arpilip boliiniirse

(557 ) (0] < Serlowx = O lw flpw = ) lpOIf @] = du

elde edilir. ||f1|, == sup p(w)|f (w)| yerine yazildiginda
ueR

|(S‘§3,Ipf)(x)| = ”f”p Ykez (Wx — kK)w fR|l/)(Wu — k)| ﬁdu

esitsizligi saglanir. — = 1 + u? yerine yazilirsa

p(w)
1(SEY )] = 1 llp Zrez e wx — )W [l (wu — k)| f (Wdu

elde edilir. O halde (1.6) ve Onerme 4.1.2. kullanilirsa

|(S$'¢f)(x)| < fll,Mo(e) (Mo(lp) +— Mz(ll’))

1
+ 4Mo(¢)< Mz((P)+x2M0((P)>

elde edilir. Esitsizlikte her iki taraf p(x) ile ¢arpilir. Boylece
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_ 2
p|SEYAH@| < Ifll,Mo(e) (MO(‘/’”FMZ(‘/’))

— 1
+ 4M,(y¥) <WM2((P) + Mo(‘P))

saglanir ve varsayimlarla birlikte ||S$‘¢'||p < +o0 sonucuna varilir. Yani S$‘¢' f € B,(R)dir.

Simdi ||f]| < 1 ile birlikte f € B,(R)’ye gore x € R iizerinden supremum alinirsa yukaridaki

esitsizlik

) _ 2 _
”S"(glpnb’p(R)—’Bp(R) < My(p) (Mo(l/’)‘FFMz(d’))

~ 1
+ 4M,(p) (mMz((P) + Mo((P)>

sekline doniigiir ve ispat tamamlanur.
4.2. Noktasal ve Diizgiin Yakinsakhk

Bu kisimda sampling Durrmeyer operatoriiniin agirlikli uzaylarda noktasal ve diizgiin

yakinsaklik sonuglar1 verilmistir.

Teorem 4.2.1. f € C,(R) sabit ve ¢, 1 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan

cekirdek fonksiyonlar1 olsun. Bu durumda
lim [(S5YF)00 —f(0] =0,x R (4.2)
gergeklenir. Ayrica, eger f € U,(R) ise
: oY —
lim [|s5Vf = f[| =0 (4.3)

gerceklenir.
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Ispat:

Timx € R,k € Zvew > 0igin

lp(Wf W) — p()f ()]

F@) = ] < pIf @)l |

p(w) p(x) p(X)

esitsizligin saglandig1 gosterilir. ifade icinde M f (u) ile ekleme ve ¢ikarma yapilirsa

F ) = FOOI = | @) = B2 Fu) + 22 F(u) - £(x)]

p(x) p(x)

elde edilir. Uggen esitsizligi ve cebirsel islemler uygulanirsa

Fw-fG)| < f(u)—p( )f( )‘ "’(if() £(x)

fwp(x) —p)f W)

N ‘p(u)f (W) = f(x)p(x)

p(x) o
oldugu goriiliir. Boylelikle
@ = < 1yl P 4w - )
=PIl |5 = =] + 25 1pWF @)~ pCOF )

elde edilir. (1.6) ve mutlak deger 6zelliginden

1(SSYF) () = ()] < Zwealowx — )Iw [ [y (wu — B)[If W) — £ () |du

saglanir. O halde yukaridaki ispat edilen esitsizlik yerine yazilirsa

o _ <
[CASIORNIC! ;ka(wx—k)m [ o=t [plr @ |os - -5

+ s 1P - p(F ()]

yerine yazilarak

elde edilir. ? -— 1fadesmde p(u) =

x2



(5277) - r0| = D lewr—0lw f W (wu — R)lp @) [ (llu? — x2|du

k€L

b D lowx =Rl w f W = IOl == |p@F (W) = pLIf ()l du

KEZ

()

elde edilir. Elde edilen ifadede
I = Yrezlowx — )| w [ lpwu — k) p) |f @)]u? — x*|du
= Ykezlowx — )| w [ |[w(wu — k)I Ip(u)f(u) p(x)f (x)|du

olsun. Ayrica bilinen cebirsel islemler ile

[u? —x?| =|u—x||lu+x|

1
= — |lwu — wx||wu + wx]|
w

1
< —5 (wu — k| + [k = wx ) (Iwu — k| + [ + wx])

1
= F(Iwu —k|? + |wu — k||k + wx]|

+ |k — wx||lwu — k| + |k — wx||k + wx|)

esitsizligi kolaylikla elde edilir.

Simdi I; teriminde ||f1|, = sup p(w)|f (w)| ve elde edilen |u* — x?| yerine yazilirsa
ueR

I =

Ilfllp[z| w _k)|wf|¢(wu—k)||wu—klzdu

KEZ

+Z|<p(wx—k}|lk+wx|w fll/)(wu—k)llwu k|du

KEZL

+ Y g Qwx = Rl — wal w fll,l)(wu — 1)l {wu — kldu

KEZ

+ thp(wx —1O|lk — wal |k + wx| w fll/}(wu - k)ldu]

KEZ

esitsizligi  saglanir. |k + wx| = |k —wx + 2wx| < |k — wx| + |2wx]| esitsizligi

yazildiginda

yerine
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<Vl g we - ol w jhp(wu Ollwu - kl2du

KEL

+ ) lowx —k)||lk —wx|w [ |Y(wu—k)|lwu — k|du
>, J

+ ) lowx — k)|]2wx|w | |[Y(wu — k)|lwu — k|du
), ]

+ ) lowx —k)||lk —wx|w | [Y(wu — k)||lwu — k|du
>, J
ka(wx—k)nk wi| [k — wx| w flt/)(wu—k)ldu
KEL

+ le(wx — 1)1k — wx|[2wx| w fll/)(wu _ k)Idu]

kezZ

elde edilir. wu — k = t degisken degistirmesi yapilir ve mutlak momentler yerine yazilirsa

<l "” | Mo (@) ,(p) + (My () My () + 2lwix| Mo (), ()

+ My (), () + (M () Mo () + 2lwx| My (0) Mo () )|
esitsizligi saglanir.
I, ise asagidaki gibi yazilabilir.

=i Y lewx-0lw [ - Bl ) - sl du

wé )
|wx— k|<— |W‘u—k|SWT

+ Y lex=Rlw [ o= 0lPF6 - )] du

wé wé
|WX—k|ST |wu—k|>T

) lewx—Blw f [ wu = DIlpEF (W) — pCOF ] du

|wx— k|>—

O halde I, ifadesindeki islemler asagidaki gibi ele alinirsa
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La=2,,,_ k|<wslq)(wx W e k|<wslw(wu Ipw)f (W) — p(x)f (x)|du

L, =X ws|p(wx — k)le| wslp(wu — )||pw)f(w) — p(x)f (x)|du

lwx— k|< wu— k|>

s =X k|>w6|¢(wx I [elwwu — Dllpf W) — p(Of () ]du

seklinde yazilir. Simdi I ; tahmin edilir.

La=2,,,_ k|<wslq)(wx W k|<wslw(wu e fw) — pC)f ()| du
u,x € Rigin
lwu — k| <— 1se|u——| <§
2 2
ve ayrica
lwx — k| <—W ise |x——| Sg

esitsizlikleri gerceklenir. Boylece liggen esitsizliginden
lu —x| < |u—£| + |£—x| <6
w w

elde edilir. pf € C,(R) oldugundan ve mutlak momentler yerine yazildiginda

hisa y lew-Blw [ o - lde

wé
|Wx—k,|57 lwu— k|<ﬂg

< & Mo (@) My (1))
esitsizligi saglanir. Simdi I, , tahmin edilir.

wslp(wx — k)| w | we [W(wu —K)|[p(W)f (W) — p()f ()| du

lwu— k|>

12,2 = Z

lwx— k|<

ifadesinde iiggen esitsizliginden

lp)f ) —p)f )| < [p)f @)+ lp(x)f ()|

oldugu bilinir. u, x € R i¢in supremum alinir ve asagidaki esitsizlik

L2 < 2lfll, 2 wolpwx —I)|w [~ welb(wu — k)| du

lwx— k|<

elde edilir. Burada wu — k = t degisken degistirmesi yapilir ve w — oo oldugundan dolay1

yeterince bilyiik w i¢in
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ws|p ()| dt = 0

2

Wflwu_k|>wa|lp(wu — k)| du={

- |t]>
oldugu bilindiginden mutlak moment yerine yazildiginda
L, < 2|Ifll,Mo (@) &,
sonucuna ulasilir. Son olarak

Lz=X wslp(wx — k) |w [olpwu —)]lp)f W) — p(x)f (x)| du

|Wx—k|>7

ele alinirsa ¢ tizerindeki 6zelliklerden her y > 0, x € R i¢in
Wlll}_loo2|wx—k|>y|§0(wx k) =0
oldugu bilinmektedir. Boylece I, 3’te mutlak moment yerine yazilirsa

I3 < 2||f||pMo(¢)53

1

esitsizligi saglanir. Bu durumda elde edilen I; ve [, = e

[I1 + 1, +13] ifadeleri

asagidaki esitlikte yerine yazildiginda

|(SEYF)(x) = F)| <L + 1,

|(52%f) (o) - F@)|

||‘]:V|2|p [Mo(q’)Mz(ll)) + (M1(<P)1\711(¢) + 2|Wx|M0((P)M1(1/’))

(4.4)
+ My (@), () + (M) Mo () + 2w | My (@) Mo () |

1 Vi ~
el [e1Mo (@) Mo () + 2 lIf Il ,Mo (@) + 21If |l , Mo () e3]

elde edilir. Boylece w — oo igin limit alinirsa (4.2) saglanir.

Eger f € U,(R) ise ayn1 adimlar takip edilir ve (4.4)’{in her iki tarafi p(x) ile ¢arpilirsa

plSE @ -l < e i + (My (@) () + 2w My (), (1))

w?

M, () ) + (Ma(@)Fo () + 2w My (9)o ()
+HeMy (@) o) + 2 If |, Mo (e, + 21If 1, o ()]

esitsizligi elde edilir. x € R lizerinden supremum ve w — oo i¢in limit alinarak (4.3) elde edilir.

Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.3. Yakinsakhik Hiz1

Bu kisimda sampling Durrmeyer operatdriiniin f fonksiyonuna hangi hizda yaklastig

lizerine bir teorem verilmistir.

Teorem 4.3.1. f € C,(R) sabit, ¢ ve ¥ 3-iincii mertebeden mutlak momentleri sonlu olan

cekirdek fonksiyonlar1 olsun. O halde

[(SSYF) ) = FGO] < 16(1 + x2) 2 (f; ) (Mo (@) Mo (W) + 4[Mo (0) M3 () + M3 (0) Mo ()])
esitsizligi saglanir.
Ispat:

(1.6) ve (3.3)’ ten dolay1 elde edilenler yerine yazilir ve

(5N =@ < lpwr—lw [ o= 0lF - £61 du
R

kEZ

— 3
S16(1+x2)!2(f;6)2|<p(wx—k)lw f|zp(wu—k)|(1+ fu = x| ) du
R

53
KEZL

esitsizligi elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda

(5277) @ - fo)| = 16A+xDAFHOY lpwr =l w [ pwe =] du
R

KEZ

+ w2 loGwx — )] w Hllt/)(wu i)l — xP du]

k€EZ

esitligi saglanir. O halde
I = Yrezlowx — )| w [ [p(wu — k)| du
ve
I = 5 Seedlpwx — )| w [ lp(wu — )llu — x| du

olsun. I; ifadesinde wu — k = t degisken degistirmesi ile birlikte mutlak momentler yerine

yazilirsa

L < Mo(‘P)Mo(l/J)

oldugu acikca goriiliir.
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I, ’de ise |u — x|? ifadesi w? ile carpilir ve béliiniir, k ile ekleme ve ¢ikarma yapilirsa
1
I; < 55— Ykezlo(wx — k)| w Jalvwu — ) llwu — k + k — wx|? du

elde edilir. Bu durumda |wu — k + k — wx|3 ifadesinde Lemma 3.1.6. kullanilirsa

22

I = 53w3

ZI(p(Wx —)|w flw(wu — )| lwit — k|Pdu
R

kEZ

+ Zlfp(wx — |k —wx|?w jll,b(wu — k)| du]
R

k€Z

elde edilir. Burada wu — k =t degisken degistirmesi yapilir ve mutlak momentler yerine

yazildiginda

L = <2 [Mo(@)F () + My(9)Fp() ]
elde edilir.

(SEYF) @) = FG)| = 16(1 +x2) 2 (f; )y + 1)
olup I; ve I, yerine yazildiginda

(522 £) @) = F00| < 1601 +x)2 (f; 6) (Mo (@) Fo () + 555 [Mo (@) () + M ()T ()] )
esitsizligi elde edilir. Son olarak § = w1 segilirse

|(SEYF) () = £(x0)| < 16(1 + x2) 2 (f; ) (Mo (@) My () + 4[Mo(0) (1) + M3 (0) Mo (1)])

esitsizligi gerceklenir ve ispat tamamlanir.

Sonuc 4.3.2. f € C™(R) igin Taylor agilimu ele alinirsa

F(O) = Thoo o0 (¢ = )% + R (f;£,2) (45

olup kalan terimin
Re(fit,0) = EX(F0@) - FO )

oldugu bilinmektedir. Burada &, t ve x arasinda uygun bir sayidir. Dolayisiyla | — x| < |t — x|

ve (3.3) esitsizligi kullanilarak
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IR:(f;t,x)| = IF©) - FO W)

!

16 [t — x|3
2 r).
Sr!(1+x).(2(f ,6)(1+ 53 >

elde edilir. Kalan terim ifadesinde elde edilen esitsizlik yerine yazilirsa

_ r+3
R.(f;t,x) < %(sz)n (f“%&)(lt—xl“i—%) (4.6)

esitsizligi elde edilir.

4.4.Voronovskaja Tipli Toerem

Teorem 4.4.1. ¢ ve 1) 3-ilincii mertebeden cebirsel ve mutlak momentleri sonlu olan ¢ekirdek

fonksiyonlari olsun. O zaman f™ € CJ,(R) icin

WI(S2% )00 = F)] = Ziper L@ L5 (™) s (@) ()| <

m!

2T+3

Z (1 +22) 0 (£O52)[(Mo (@) M () + My (9)Fg () + 8 (Mo (9) Mry5 () +
M5 (0) Mo () )]
esitsizligi gerceklenir.

Ispat:

k
FO) = oo L2t -0k + R(fit,2)
R, (f; t, x)’in yukarida verilen Lagrange kalani olup bu ifade f’nin Taylor agilimidir. (1.6)’dan

(SE¥F) W) = Trezpwx — ) w [ p(wu — k) f(u) du

oldugu bilinmektedir. Simdi (4.5) kullanilarak

(58F) ) = Zuez 0wz = w o= 10 Zhao P2 (= )" 4+ R, 0 s

esitligi elde edilir. Boylelikle
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T, fm)
(Sv(f,"lpf)(x) — Z(p(wx—k)w fl/)(wu—k) Z ) (u—x)"du
R m=0

m!
k€EZ

+ Z(p(wx—k)w jtp(wu—k)Rr(f;u,x) du
R

kez

esitligi yazilabilir. Burada

(m)
L = Beez @wx — ) w [y p(wu — k) oo =2 (w — )™ du

ve

I =YkezoWx —k)w [ppwu — IR, (f;u,x) du
olsun. Ik énce I; i¢in gerekli tahminler yapilir. I;,°de (u — x)™ ifadesi w™ ile carpilir ve
boliiniir, k ile ekleme ve ¢ikarma yapilirsa

fMe) 1

m! wm-1

L =Ykezowx —k) X _, thp(wu —k)(wu —k +k —wx)"du

elde edilir. (wu — k + k — wx)™ ifadesinde binom agilimindan yararlanilir ve

(m) . .
I =S T2 Shen o (wx — k) fp(wu — k) Bt () (wa = k)Y (k — wx)™J du

m!

elde edilir. Degiskene gore islemler diizenlenirse

Iy = Seo T 5 (™) S @ — Rk — wa)™ [ pCwu — k) (we — k) du

m! wm-1

esitligi yazilabilir. Burada wu — k = t degisken degistirmesi yapilir ve cebirsel momentler

yerine yazilirsa

M) 1

m! wm

I = Y=o 2o (1) M= (9)7; ()

elde edilir.

Simdi I, i¢in gerekli tahminler yapilir. Mutlak deger 6zelliginden
1] < Zgezlowx =) w [plp(wu — IR (f;u,x)| du

yazilir. (4.6) esitsizligi kullanilir ve

IL,] < Sealowx — )l w [ pwu =01 [2 @ +x2) 2 (F7;6) (Ju - xI" + 20| du

elde edilir. Boylelikle
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|I,| = —(1 +x2) 0 (fM;6)

Y lpwx =0l w fw»(wu — )l — x| du

KEZL

r+3
+Z|<p(wx—k>|wj|¢<wu—k>|“ . du]

KEZL

esitligi saglanir. Gerekli islemler yapilarak

Ll = —(1+x2)9(f(” 5) le(wx—k)lw fllﬂ(wu—k)llu—xlrdu
k€EZ
_ r+3
+ _(1 +x2)[2 (f(T) 6)2|(p(wx—k)| w fhp(wu_k)l& du
k€EZ

esitligi elde edilir. Burada
Ji =2 A+x3) 2 (FD58) Srenlowx =)l w [ lpwu —I)llu - x|” du

Ve

|u_x|r+3

Jo == +22) 2 (7 8) Tuerlowx — )| w [ [p(wu — k)]

olsun. /; ifadesinde wu — k = t degisken degistirmesi yapilir ve

wu—k=t
k+t
u=—
w
k+t—wx
u— =
w
k+t-wx|"
lu—x[" = |—
w

_ r
elde edilir. Boylece |k+t Wx| tizerinde Lemma 3.1.6. kullanilirsa

]1<_(1+x

O [y @®IUk — wx|" + [t dt

elde edilir. Islemler diizenlendiginde

=220 1+ 200 (£ 8) (Skezlo wx — K [k — wal™ [Llp(O)lde + Siezlpwx — k)| [y p(0)]el"de)

esitligi saglanir. Burada mutlak momentler yerine yazildiginda

Jie 22 1+ 200 (F0;.8) (M, (@) Fo () + Mo (9) T, () )



esitligi elde edilir.

J, ifadesinde wu — k = t degisken degistirmesi yapilir ve

wu—k=t
k+t
u=—
w
k+t—-wx
u — =
w
k+t—wx|Tt3
lu—x|™+3 = |
w
k+t—wx T+3

tuzerinde Lemma 3.1.6. kullanilirsa

elde edilir. Boylece |

J2 S 24200 (f0;8) &2 Seerlo W — ) [lp(O1(1k = wx|™* + [¢]7+9)de
esitsizligi elde edilir. Islemler diizenlendiginde
=2 (14090 (f0;6) 225 (Seealpwx — K [k — wx™* [ (D)1t + Siel(wx — k)| f, ()t d)
esitligi saglanir. Burada mutlak momentler yerine yazildiginda
Jo = 21+ 300 (£ 8) 52 (Mras (@) Flo () + Mo(9)r13)))
elde edilir. Boylece J; ve J, yerine yazilirsa

Ll <]+,

r+3

— (1+x%) 02 (f0;6) [(Mo (@) () + My (9) Mo ()

1] <

231
to3 w383 (M0(¢)Mr+3(¢) + Mr+3((P)Mo(¢'))]

oldugu goriiliir. § = w1 secilerek

r+3

— ) (£ [ (Mo, ) + M, () )

II,| <
+8 (Mo (@) 5 () + My s (0T )) |
elde edilir.

I; denkleminde m = 0 ve m = 1 i¢in par¢alama yapilir ve

I = £(0) mo(@) Mg () + Se o2 L5 (") e ()t ()
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esitligi saglanir. Tahmin edilen I; ve I, yerine yazilir. Boylece

(SEYAx) =1 + 1,

"\ Fm) 1 —
6200 = 2 m ) () @M+ o) mah
m=1 j=0

+ r+3

— 420 (1) (Moo, @) + M, () TTo()

+ 8 (Mo (@) 43 + My (@) Fo @) )]

oldugu goriiliir. Cebirsel momentlerin (4.1) esitliginden my(¢) Miy(y) = 1 bulunur ve yerine

yazilip ifadeler diizenlenirse

GABIOBIONE Zf (m),(")wlm (])mm @)

+ 2T+3

— a2 0 (15) [ (Mol ) + M, (o))

+8 (Mo(@) 5 () + M5 ()Pl ()|

esitsizligi saglanir. Son olarak her iki taraf w ile ¢arpilirsa

@] = 3By (o

m=1

+ r+3

2 ) (£ ) (Mo ) + M () )
+ 8 (Mo (@) M3 () + Mry3 (0) Mo ()]

elde edilir. Dolayisiyla islemler diizenlendiginde

WI(SEY 7)) = F Q)] = S S5 () e (), ()| <

m!

2@+ a2 0 (£ 2) [(Mo ()T, ) + My (@) o () ) + 8 (Mo () Fy15 () +
Myo5(0) #o () )|

elde edilir ve bu ispati tamamlar.
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Sonug 4.4.2. Teorem 4.4.1.”in kabul edilen varsayimlar1 altinda

i. Lemma 3.1.3 (2)’ye gore f' ile .S'V(f,"lp icin asagida nicel asimptotik formiiliiniin sonucu

elde edilir.
lim w[(s57F) ) = F@)] = £(0) (my (@, wx) + i1 (W)

ii. Aynica j = 1,2,...,7 — 1,7 € Nigin m;(¢,u) = 0 kabul edilirse,

w21 = F@] = om, (g w)| < 22+ x2) a (£ ) | (Mo (o, ) +

M, (@) o)) + 8 (Mo (@), 3 () + Myy5 (0) o () )|

Ve
™
1im wr [(S9% ) ) - @] = 2 m, (o, wr)
elde edilir.
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4.5. Niimerik Hesaplamalar

Bu kisimda, agirlikli uzaylara ait fonksiyonlar i¢cin sampling Durrmeyer operatorlerine
iliskin bazt niimerik Ornekler sunulmustur. Cekirdekleri yukarida verilen c¢ekirdek
varsayimlarini karsilayan ¢ c¢ekirdegi icin 3. mertebeden B-spline ¢ekirdegi ve 1 ¢ekirdegi i¢in
karakteristik fonksiyon alinmistir (Costarelli vd., 2020). Buna gore

(5011 f) = Sken s wx — k) w fy xjo ) (Wue = K)f (w)du
elde edilir. Bu operatorii f(t) = t2e°S ve g(t) = tsin(mt?) fonksiyonlarina uygulayarak
yaklagimin hata paylarini veren niimerik tablolar (Tablo 4.1.) ve (Tablo 4.2.) deki gibi asagida

verilmistir.

Tablo 4.1. Baz1 keyfi x degerlerindeki |(SM¢,"X ) = f(x) | ’in degeri

wo | (SP*F)(-12) = F(-1.2)| | [(SP*F)(1.4) — F(1.4)] |(S9*f)(2.6) — f(2.6)|
5 0,120209 1,081473 0,680930

20 0,048204 0,183083 0,247636

50 0,021161 0,067269 0,105667

100 0,010916 0,032692 0,053943

Tablo 4.2. Bazi1 keyfi x degerlerindeki |(S$’X 9)(x) — g(x) | ’in degeri

wo | |(S9%g)(-1.2) —g(=1.2)| | |(S9%g)(1.4) — g1 D] | |(S5%g)(2.6) — g(2.6)|
5 0,633541 0,815972 2,406237
20 0,106743 0,318299 1,004848
50 0,033731 0,124794 0,355468
100 0,015174 0,061529 0,165480
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5. SONUC TARTISMA VE ONERILER

Bu boliimde agirlikli fonksiyon uzaylarina ait siirekli fonksiyonlar i¢in (S‘ff,”w) sampling
Durrmeyer operatorler ailesinin uygun ¢ekirdek fonksiyonlari ile elde edilen yaklasim sonuglari

Ozetlenip sonuglart tartigilacaktir.

(1.6) ile verilen Sv(f,”w f operatorii, f nin agirlikli siirekli fonksiyon uzayina ait olmasi

sartiyla yeniden ele almmus ve ilk olarak Onerme 4.1.1. de verilen

(1) Sampling Durrmeyer operatoriiniin varsayimlarinin bir sonucu olarak her x € R i¢in
(Sv(f,”wi)(x) =1ve 1(x) = 1 sart1 ve

(2)v<p olan pu,v >0 igin M,(¢) < +o olmast M,(p) < +oo anlamma gelir.
(Costarelli ve Vinti, 2019a). Ayrica ¢’nin kompakt destegi varsa her 4 = 0 i¢in M, (¢) < +o
oldugu acik¢a goriiliir. Son olarak benzer bir sekilde v < u sartin1 saglayan u,v > 0 igin

IVIH (1) < 400 olmas1 M,,(})) < +o00 anlamina gelir (Costarelli vd., 2020).
sartlar1 verilmistir. Bu sartlar operatdriin iyi tanimli olmasini saglayan 6nemli sartlardir.

Onerme 4.1.2.°de ¢ ve 1 , 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan ¢ekirdek

fonksiyonlar1 olmasi durumunda v(x) := ﬁ =1+ x2, x € R olmak iizere,

(557 0)6O] < Mo(@) (M) + 2 o)) + 4716 ) (55 Mo ) + ¥ Mo (1))

esitsizliginin saglandig1 gosterilmistir. Bu 6nerme sampling Durrmeyer operatorlerinin agirlikli
fonksiyon uzaylarinda iyi tanimli olmasini gdsterirken kullanilacak yardimci bir 6n teorem

olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 4.1.3.’te ise ¢ ve P , 2-inci mertebeden mutlak momentleri sonlu olan ¢ekirdek

sov

fonksiyonlar1 olmasi durumunda herhangi bir sabit w > 0 igin operatdrleri B,(R)’den

B,(R)’ ye lineer bir operatdr oldugu ve

sl < Mo(@) (Mo + 25 M, + 455 () (2 M () + Mo(0))

Bp(R)>By(R)

esitsizliginin gerceklendigi gosterilmistir. Bu teoremde hipotez geregi M, (¢) ve M, (1) sonlu
oldugundan Onerme 4.1.1.’den M,(¢p) ve My(yp) ayrik ve siirekli mutlak momentleri de
sonludur. Boylelikle sampling Durrmeyer operatdrlerinin agirlikli fonksiyon uzaylarinda iyi

taniml1 oldugu gozlemlenmistir.
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Teorem 4.2.1.°de f € C,(R) sabit ve ¢ ve ¥ , 2-inci mertebeden mutlak momentleri

sonlu olan ¢ekirdek fonksiyonlar1 olmasi durumunda

lim |(S2YF)(x) = fF(x)]| =0,x R (4.2)
oldugu ayrica, eger f € U,(R) ise

lim [[s5*f ~f]| =0 (4.3)

sartinin gerceklendigi gosterilmistir. Teorem 4.2.1°in ilk kismindan, sampling Durrmeyer
serilerinin kendilerini olusturan f fonksiyonlarina agirlikli fonksiyon uzaylar1 altinda noktasal
yakinsadig1 sonucuna, ikinci kismindan ise sampling Durrmeyer serilerinin kendilerini
olusturan f fonksiyonlarina agirlikli fonksiyon uzaylarimin agirlik normu altinda diizgiin

yakinsadig1 sonucuna ulasilmistir.

Teorem 4.3.1.’de f € C,(R) sabit ve ¢ ve 1 , 3-lincli mertebeden mutlak momentleri
sonlu olan ¢ekirdek fonksiyonlar1 olmasi durumunda

|(5$'¢f)(x) - f(x)| < 16(1+x2) 2 (f; W_l)(Mo(QU)Mo(lp) + 4[Mo(€0)1\713(¢) + M3(€0)M0(1/’)])

esitsizliginin saglandig1 gosterilmistir. Burada w — o i¢in Q(f;w™!) - 0 oldugundan
sampling Durrmeyer serilerinin kendilerini olusturan fonksiyona yakinsama hizi en fazla 1/w

kadar olmaktadir. Diger bir deyisle, 1/w’niin sifira yakinsama hizi1 kadardir.

Teorem 4.4.1.’de ise ¢ ve Y , 3-lincii mertebeden cebirsel ve mutlak momentleri sonlu

olan ¢ekirdek fonksiyonlar1 olmasi durumunda f™ € C(R) igin

WI(SEY )@ = F] = Sy L5 (™) i @)y )| <

m! J

2@+ 20 0 (FO32) [(Mo(@) () + M, (@) T @) ) + 8 (Mo (@) 5 () +

riw

M5 () Mo () )]

esitsizligi elde edilmistir. Bu teoremden ise w — oo i¢in Q(f ®, W_l) — 0 oldugundan
hipotezde verilen sartlar altinda f fonksiyonunun tiirev mertebesi arttik¢a sampling Durrmeyer

operatorlerinin kendilerini olusturan fonksiyona yakinsama hizinin arttigin1 gézlemliyoruz.

Sonug 4.4.2.” de Teorem 4.4.1.’in kabul edilen varsayimlari altinda Lemma 3.1.3 (2)’

ye gore f' ile S‘,‘f,”w icin asagida nicel asimptotik formiiliiniin sonucu elde edilir:
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Tim w [(S$7F)@) = FOO] = £60 (my (g, wx) + iy ().

Aynicaj =1,2,..,7 — 1,7 € Nigin m;(¢,u) = 0 kabul edilirse,

w[(58% )6 = F@] - L22m, (g wo)| < 221+ 2 (1052 [ (Molo) T, ) +
My (@)Fo () ) + 8 (Mo ()3 () + Myy3 (9)Fo () )|

Ve

lim wr [(S4% 1) @) - F)] = 2om, (g, wx)

r!
elde edilmistir. Yani burada w — oo i¢in

w[(S2YF) () = F)] = L% m, (9, wx)

r!

oldugundan 1/w" ile (S‘,(f,”w f ) (x) — f(x) farkinin karakterleri ayni olmaktadir. Diger bir
deyisle, sampling Durrmeyer serilerinin f fonksiyonuna yakinsama hizi 1/w"’nin sifira
yakinsama hizi kadar olmaktadir.

Bu ¢alismadan elde edilen sonuglar asagidaki baslik ve yazarlarla bilimsel bir dergiye
yayimlanmak iizere sunulmustur.

Approximation by Sampling Durrmeyer Operators in Weighted Space of functions,

Osman ALAGOZ, Metin TURGAY, Tuncer ACAR and Merve PARLAK.
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