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BEYAN

"4-Boyutlu Oklid Uzayinda Tip-2 Kuaterniyonik Catiya Gore Kuaterniyonik Egrilerin Evoliis-
yonu" adli yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kural-
larina uydugumu, bagkalarinin eserlerinden yararlandigim béliimlerde bilimsel kurallara uygun
olarak atifta bulundugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimui, tezin her-
hangi bir kisminin Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya bagka bir iiniversitede baska bir tez
calismasi olarak sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her
tiirlii hukuki sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan

ederim.

Bu calismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi duru-
munda ise ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | DESTEK ALINMAMISTIR | X

Destek alind ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi

1-BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)

2-TUBITAK
Diger;
ETIK KURUL onay1 var
ise;
ETIK KURUL karar tarih/ | = ceeeeeeeesnennne /
SAYL: | veeesssssssessennes

Ogrenci Ad1 ve Soyad

Hazer USTA

Tarih

--------------------



ON SOz

Bu tez ¢caligmasinin hazirlanmasinda degerli zamanini ayiran, her agamasim titizlikle de-
gerlendirip, bilgi, tecriibe ve Onerileriyle tez ¢calismam boyunca yol gosteren danisman hocam
Saym Dog. Dr. Onder Gokmen YILDIZ a minnet ve siikranlarimi sunarim. Yiiksek lisans ¢alis-
malarim boyunca yanimda olan ve desteklerini esirgemeyen Bilecik Seyh Edebali Universitesi
ogretim elemanlarina tesekkiirii bir borg bilirim.

Calismam sirasinda ellerinden gelen her tiirlii destegi ve sabr1 gosteren aileme en derin

duygularla tesekkiir ederim.

Hazer USTA
2024



OZET

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA TiP-2 KUATERNIYONIK CATIYA GORE
KUATERNIYONIiK EGRILERIN EVOLUSYONU

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismi icin ayrilmistir. Tkinci boliimde,
Oklid uzayinda temel kavramlar verilmistir. Ayrica, reel kuaterniyonlar ve reel kuaterniyonik
egrilere ait temel kavramlar, tamimlar ve kuaterniyonik egri tanimi verilmistir. Ugiincii boliimde,
Q da elastik olmayan kuaterniyonik egri akisi ele alinmistir. Bu boliimde reel kuaterniyonik egri
icin akigi tantmlanmig ve elastik olmama kosulu verilmistir. Dordiincii bolim bu ¢alismanin
orijinal kismimi olusturmaktadir. Bu boliimde reel kuaterniyonik egri i¢in tip-2 kuaterniyonik
catiya gore akis tanimlanmis ve elastik olmama kosulu ele alinmigtir. Tip-2 kuaterniyonik ¢atiya

gore cat1 elemanlarinin ve egriliklerinin evoliisyon denklemleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyon; Elastik Olmayan Egri Akist; Evoliisyon; Reel Kuaterniyonik

Egri; Tip-2 Kuaterniyonik Cati.
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ABSTRACT

THE EVOLUTION OF QUATERNIYONIC CURVES ACCORDING TO TYPE-2
QUATERNIYONIC FREME IN 4-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

This thesis consists of four chapters. The first section is reserved for the introduction. In the
second chapter, basic concepts in Euclidean space are given. Additionally, the basic concepts,
definitions and curve definition of real quaternions and real quaternion curves are given. In
the third section, inextensible quaternionic curve flow in Q is discussed. Additionally, in this
section, the flow is defined for the real quaternionic curve and the inextensible condition is dis-
cussed. The fourth chapter constitutes the original part of this study. In this chapter the flow is
defined for the real quaternionic curve according to type 2 quaternionic frame and the inexten-
sible condition is It is discussed.

Keywords: Quaternion; Inextensible Curve Flow; Evolution; Real Quaternionic Curve; Type-2

Quaternionic Frame.
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1. GIRIS

Herhangi bir yiizeyin ya da egrinin evoliisyonu (zamana gore de8isimi) yiizeyin ya da
egrinin akigina karsilik gelmektedir. Bu durumda herhangi bir egrideki degisim, e8rinin akisi
g6z Oniinde bulundurularak incelenebilir. Baz1 bilim dallarindaki problemleri yani fizikdeki,
kimyadaki, biyolojideki, miihendislikteki ve mimarlikdaki bircok problemin kaynagi sekillerin
dinamik yapilar1 yardimiyla agiklanmaktadir. Sekillerin dinamik yapisinin incelenmesi gerekti-
ginde ilk olarak ele alinmasi gereken egri akisidir. Sekillerin dinamik yapisini incelerken bazi
dis etkenler goz ardi edilmektedir. Egri akisi, 1-parametreli herhangi bir egri ailesinin zamana
gore degisimidir (evoliisyonudur). Bir egrinin zamana gore degisimini (evoliisyonunu) incele-

mek demek aslinda bu egrinin akisini incelemek demektir.

Bir egrinin akigini incelememiz gerektiginde yay uzunlugunun degisime ugrayip ugra-
madigina bakmamiz gerekir. Eger bir egrinin yay uzunlugu degisime ugramiyor korunuyor ise
yani hi¢bir dig etkenden etkilenmiyorsa bu egrinin akisinin elastik olmasindan bahsedilemez
yani bu egrinin akisi elastik degildir. Ayrica egri akisinin fizik ve miihendislik alanlarinda uygu-
lamas1 ve kullanimi oldukca yaygindir. Elastik olmayan egri hareketleri bilgisayar animasyon-
larinda, iki ve ii¢ boyutlu goriintii islemede ve yapisal mekanikte kullanimina oldukga ihtiyag
duyulmaktadir. Bu uygulamalarin tamami egrilerin dinamik hareketlerinden olusturmaktadir.

Bu sebeple bu uygulamalar egrilerin zamana gore degisimlerini (evoliisyonlarini) igerir.

Hamilton ve Gage (Gage, 1984; Gage ve Hamilton ,1986) egrilerin egrilik vektor alan-
larinin inceleyerek, yani egrinin ivme vektorleri boyunca evoliisyonlarini incelemek i¢in yeni
yontemler bulmustur. Grayson (Grayson, 1987), kapali diizlemsel egrilerin bir ¢gembere do-
niisiimiinii 1s1 denklemleri kullanarak kanmitlamistir. Ayrica, Gage (Gage,1986), alan1 koruyan
diizlemsel egri evoliisyonunu yani degisimini incelemistir. R*> Oklid uzayindaki egrilerin elas-
tik olmayan haraketlerini Kwon (Kwon ve Park, 1999; Kwon vd, 2005) incelemistir. 3- boyutlu
Minkowski uzayinda egrilerin elastik olmayan durumlarint Tandogan (Tandogan, 2009) incele-
mistir. Korpinar ve Bas, R* Oklid uzayinda kuaterniyonik egrilerin elastik olmayan haraketleri

tizerinde calismiglardir (Korpinar ve Bas, 2016).

1843 yilinda matematik¢i William Rowan Hamilton tarafindan Kuaterniyonlar teorisi
kesfedilmistir. Kompleks sayilardan daha genis kapsamli bir say1 sistemi arayisina giren Ha-
milton, 4- boyutlu bir say1 sistemi olan kuaterniyonlar1 kesfetmistir. Yani kuaterniyon cebiri

kompleks say1 sisteminden haraketle ortaya konulmus bir say1 sistemidir. Ilerleyen yillarda ku-



aterniyon cebirinin gelismesine J.J. Slyvester, K. Clifford ve A. Cayley gibi baz1 matematikgiler
katkida bulunmuslardir. Ayrica Tiirk matematikg¢iler olarak R. Kaya ve S. Kogak da kuaterni-
yon cebirine katkida bulunmuslardir. Bharathi ve Nagaraj tarafindan R? ve R* de kuaterniyonik
egriler i¢in Serret-Frenet formiilleri verilmistir (Bharathi ve Nagaraj, 1985). Daha sonra F. Kah-

raman Aksoyak, R* de kuaterniyonik egriler igin tip-2 kuaterniyonik catiy1 tammlamustur.

Bu tez calismasinda, Q kuaterniyonlar uzayinda, bir egrinin akisi goz ontinde bulun-
durularak tip-2 kuaterniyonik c¢atiya gore egrinin ve egriliklerin # (zaman) parametresine gore
degisim (evoliisyon) denklemleri elde edilmistir. Tip-2 kuaterniyonik ¢atiya gore akisin elastik
olmama durumuyla ilgili sonuglar elde edilmistir. Ayrica akigin elastik olmamasi durumunda

tip-2 kuaterniyonik ¢atinin evoliisyon denklemleri elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Oklid Uzay ve Egriler

Bu kistmda Oklid uzay1 ve bu uzaydaki egriler ile ilgili temel tanimlar ve kavramlar ele

almmmustir.

Tanmm 2.1.1. g € R" ve v € R" olmak iizere g noktasindan, g + v noktasina giden yonlii dogru
pargasina, g noktasinda v, tanjant vektorii denir. g nokasindaki biitiin tanjant vektorlerin kiimesi

T,(R"), bir reel vektor uzayidir ve bu uzaya tanjant uzayi denir (Sabuncuoglu, 2017).

Tanimm 2.1.2 . R" in her bir ¢ noktasina, g noktasinda bir teget vektor karsilik getiren fonksi-
yona, R" iistiinde bir vektor alan1 denir. R” iistiindeki biitiin diizgiin vektor alanlarinin kiimesi

x (R") ile gosterilir. y (R™) kiimesi, R” iistiinde bir vektor uzayidir (Sabuncuoglu, 2017).

Tanmm 2.1.3. R” vektor uzayinda, p = (py,p2,...,pn) ve ¢ = (41,42, - -,qn) olmak iizere

() R"xR" 5 R

(p:q) = (p,q) = ipi%'
i=1

seklinde taniml1 i¢ ¢arpim fonksiyonuna Oklid i¢ ¢arpimi denir. Bu i¢ ¢arpimla beraber R”
vektor uzayma da Oklid uzay: denir (Hacisalihoglu, 2000: 4).

Tanmm 2.1.4. p= (py,p2,...,pn) € R" olmak iizere p vektdriiniin normu i¢ ¢arpim yardimiyla
lpll = v/ {p.p)

biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 2000: 6).

Tamm 2.1.5. R? vektor uzayinda, p = (p1, p2, p3) ve ¢ = (q1,92,43) olmak iizere
pAq=(p2q3—q2p3, P391 —q3P1,P142 — 41P2)

esitligi ile tanimli p A g vektoriine, p ile g nun vektorel carpimi denir (Hacisalihoglu 2000: 6).

Tanmm 2.1.6 . I C R acik bir alt aralik olmak iizere & : I — R" doniisiimii diizgiin ise « ya R”

Oklid uzayinda bir egri denir (Sabuncuoglu, 2017).



Tanimm 2.1.7. o, R" de bir egri olmak iizere V¢ € R i¢in

/

o (t) = (ay (1), 05 (t), .., oy (1))

esitligiyle tamml o () vektoriine, o egrisinin a(r) noktasindaki hiz (teget) vektorii denir (Shif-

rin, 2011: 1).

Tamm 2.1.8 . o, R" de bir egri olmak iizere V¢ € I C R i¢in o/ (1) 0 oluyorsa o ya regiiler
egri denir (Hacisalihoglu,2000: 150).

2.2. Kuaterniyonlar ve Kuaterniyonik Egriler

Bu boliimde kuaterniyonlar ve kuaterniyonik egriler ile alakali temel kavramlara yer

verilmistir.

Tammm 2.2.1. Bir reel kuaterniyon, +1, ey, e;,e3 dort birim yardimiyla g = d +ae| + be; + ces;
a,b,c,d € R seklinde tanimlanir. e, es, e3 birimleri, R3 Oklid uzayinin standart taban eleman-

lar1, +1 ise R cisminin birim elemanidir. e, e;,e3 vektorleri asagidaki 6zellikleri saglar:

1. e,'Xe,':—e,-;ISigi%,

ii. e;xej=e;xe;=—e(i,],k),(123) un cift permiitasyonudur.

q = d +aey + be; + ce3 kuaterniyonunu, S, = d skaler ve V, = ae; + be; + ce3 vektorel

kism1 olmak iizere
q=384+Vy
seklinde yazilabilir. Reel kuaterniyonlar kiimesi
Q ={qlg=d+ae) +bey+ces;a,b,c,d € R;ey,ep,e3 € R3}

biciminde tanimlidir. (Hacisalihoglu, 1983: 79).

Tanmmm 2.2.2 . gy = d; +aje; +biey +cre3 = Sy, +Vy, ve g2 = dr +azey +brex +cre3 =

S¢> + Vg, olmak iizere Q iizerinde toplama iglemi



©:QxQ—0Q

(91,.92) = 91D g2 = Sqreq Vg9,

biciminde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 80).

(Q, ) ikilisi degismeli gruptur ve bu grubun toplamaya gére birim elemani (0,0,0,0)

kuaterniyonudur.

Tanmm 2.2.3 . Q iizerindeki skalarla carpma iglemi it € Q ve ¢ = d + ae| + be; + ce3 olmak

uzere

O:RxQ—Q

(W,q) = HOq=pg=uS;+uv,
biciminde tanimlidir (Hacisalihoglu, 1983: 81).
Q da skalarla ¢carpma iglemi
L UO(@R)=pOqadUOqp, VRER ve Vqi,q2€Q,
i (L +)©0g= (O +iog, Yu,meR ve VgeQ,

il (U1-t2) g = O (L Oq),

iv. 1OGg=g¢q

ozelliklerini saglar.

Q, toplama ve skalarla carpma iglemleri ile birlikte R cismi iizerinde bir vektor uzayidir.

Tanmm 2.2.4. gy =d| +aje; +biey+cre3 ve gy = dy +azey + byer + cres olmak iizere

x:QxQ—-Q

(91,92) = q1 X q2
kuaterniyonik ¢arpma islemi

q1 X q2 =didy — (a1a2+b1ba +c1c2) + (diay +arda +bicy — ¢1by)ey

+ (diby + b1dy + c1dy — ajcr)ex + (dycy +dycy +arby — bray)es



seklinde tanimhidir (Hacisalihoglu, 1983: 82).

Kuaterniyonik ¢arpma islemi R> uzayindaki i¢ carpim ve vektorel carpim yardimiyla
a1 X q2=Sg, +Sg, = Va1 : V) + S0 Yar + 84,V + Ve ANV

seklinde de tanimlanabilir.

Kuaterniyon ¢arpiminda sag carpim ve sol carpim farkli oldugundan degisme 6zelligine
sahip degildir. Ozel olarak iki quaterniyonun vektorel kisimlari bir birinin skaler katiysa veya

sadece skaler iseler carpimlar1 degigmelidir.

Tanmmm 2.2.5. Vq;,q> € Q olmak iizere
9 =q2 Sq =g, ve Vg =V
bicimindedir (Hacisalihoglu, 2000).

Tanmm 2.2.6 . g =S,+V, =d +ae; +bey + cez € Q olmak iizere g kuaterniyonunun eslenigi

tQ-Q

q—q4=3S8,—V;,=d—aey—bey —ce;3

biciminde tanimlidir.

Tanmmm 2.2.7 . Q uzayinda, & i¢ ¢arpim fonksiyonu

h:QxQ—R

1 y y
(q1,92) = h(q1,92) = 5(611 X g2 +q2 X qh)

bi¢ciminde tanimhidir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 507).

Tanmm 2.2.8. q1,q9, € Q olmak iizere h(q; ,q2) = 0 ise g1 ve g» kuaterniyonlarina z-ortogonal

denir (Hacisalihoglu, 1983: 84).

Tamm 2.2.9. g =S,+V, = d+aey + bey +ce3 € Q olmak iizere g kuaterniyonunun normu

g|I* = h(q1,q2) =g xG=d> +a®+b*+*



seklinde tanimhidir (Hacisalihoglu, 1983: 86).

Tamm 2.2.10 . g € Q olmak iizere ||go|| = 1 ise go a birim kuaterniyon denir (Hacisalihoglu,
1983: 86).

q herhangi bir kuaterniyon olmak {izere birim kuaterniyon

_q _ daey+bey+ces
gl Va2 +b2+c2+d?

q0

seklinde elde edilir.
qo birim kuaterniyonu

a*+ b+ d

sin@ = , cosf =
Va2 +b*+ 2+ d? Va2 +b%+ 2+ d?

olmak tizere
qo =cos 0+ Spsin O

seklinde yazilabilir. a® + b* + ¢ # 0 igin

S _aey+bey+ce3
0T TR 2

birim vektoriine go birim kuaterniyonunun ekseni denir (Hacisalihoglu, 1983: 87).

Tammm 2.2.11. g € Q olmak iizere ¢ + ¢ = 0 ise ¢ ya uzaysal kuaterniyon denir (Bharathi ve
Nagaraj 1987: 510).

Uzaysal kuaterniyonlarin kiimesi
Qu={q€Qlg+4=0}

seklinde verilir.

Tanmmm 2.2.12. s € [ = [0, 1] C R i¢in uzaysal kuaterniyonik egri

a:ICR—-Q,

3
s—as) = Z%’(S)ei§ 1<i<3
i=1



biciminde tanimlanir (Bharathi ve Nagaraj 1987: 510).

Teorem 2.2.13 . o uzaysal kuaterniyonik egri ve s € I, o nin yay parametresi olsun. o nin

ot(s) noktasindaki {¢(s),n(s),b(s)} Frenet vektorleri, ||a' (s)|| = v(s) olmak iizere

bicimindedir (Bharathi ve ve Nagaraj, 1987: 510).

Teorem 2.2.14 . o uzaysal kuaterniyonik egri olsun. o nin Frenet 3-ayaklis1 {¢,n,b} ve egri-

likleri de k,r olmak iizere Frenet tiirev formiilleri,

/

t =kn,
n/ =—kt+rb
b/ =—rn

seklindedir. Frenet tiirev formiilleri

t 0 k O t
n/ =| -k 0 r n
b 0 —r 0 b

seklinde de verilebilir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511).

Tamm 2.2.15. Q da kuaterniyonik egri

B:1=[0,1]CR—Q

4
s—>B(s):ZOc,-(s)e,~, (1<i<4), e=1
i=1

esitligi yardimiyla tanimlanir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511).

Teorem 2.2.16 . a, Frenet elemanlari {¢,n,b,k,r} olan bir uzaysal kuaterniyonik egri ve 3,

o ile ayn1 yay parametresine sahip kuaterniyonik egri olsun. 8 kuaterniyonik egrisinin Frenet



vektorleri {7, Ny, Na, N3} ve egrilikleri de k, k ve (r — k) olmak iizere Frenet tiirev formiilleri;

T = kN, k= ||T'||, Ny=uT,
Ny = —KT + kN, Ny = nxT,
N, = —kNj + (r — k)N, N3 = bxT,

Ny =—(r—x)N;
seklindedir (Bharathi ve Nagaraj, 1987: 511).

Frenet tiirev formiilleri;

T T 0 « 0 0
N N, —k 0 k 0

V = 7VS = / Ve Q —
N, N, 0 —k 0 (r—x)
N; N; 0 0 —(r—x) 0

olmak iizere Vi = Q.V seklinde de ifade edilebilir.

Teorem 2.2.17 . a, Frenet elemanlar {¢,n,b,k,r} olan bir uzaysal kuaterniyonik egri ve 3,
o ile ayn1 yay parametresine sahip kuaterniyonik egri olsun. 8 kuaterniyonik egrisinin Frenet
vektorleri {T,N;,Np,N3} ve egrilikleri de k, k ve (k — k) olmak tizere B egrisine ait tip-2

kuaterniyonik catinin tiirev formiilleri;

T = kN, k= ||T'||, Ny=uxT,
Ny = —KT —rNa, Ny = nxT,
N, = rN; + (k — k)N3, N3 = bxT,

Ny = —(k— k)N,

seklindedir (Kahraman Aksoyak, 2019: 6).



Ayrica tip-2 kuaterniyonik catinin tiirev formiilleri

T
Ni
N,
N3

ve

0 x
-k 0
0 -r
0 O

olmak iizere Vi = Q.V seklinde ifade edilebilir.

—r

—(k—k)

10



3. ELASTIiK OLMAYAN KUATERNIYONIK EGRIi AKISI

Q da diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri 8 olsun. u, egrinin parametresi ve ¢ de

zaman (evoliisyon) parametresi olmak iizere 8 nin 1— parametreli ailesi

B:(0,0)x[0,w) —Q

(u,2) = B (u1)
L . Jp N y
biciminde verilir. v = ™ olmak tizere B nin yay uzunlugu
u

u

s (u,t) :/vdu

0

biciminde verilir. Ayrica s yay-parametresi olmak {izere s ve u parametreleri arasinda =9,
s vdu
seklinde bir iligki vardir.

Tanmm 3.1. 8, Q da diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri ve g; ler skaler hiz fonksiyonu

olmak iizere B nin akisi

d
a—lf =g1T +gN+g3B1 +g4B>

seklinde tanimlidir (K6rpinar ve Basg, 2016).

u
s (u,t) = [ vdu, B nin yay uzunlugu varyasyonu olmak iizere  nin herhangi bir degisime
0

sahip olmamasi i¢in

p) v
ES(H,Z’)—O Wdu—(), qu(O,l)

gerekli ve yeterlidir.

9B

Tanmm 3.2. ——, 3 diferansiyellenebilir kuaterniyonik egrisinin akisi olmak iizere

ot

d

ot

9B
u

d
ise akisin zaman gore degisimi sifirdir, yani —ﬁ elastik degildir denir.

ot
11



9B

Teorem 3.3. —,
ot

d
B (u,t) nin akisi olsun. —ﬁ akisinin elastik olmamasi i¢in

ot

d
8g] = gok gerekli ve yeterlidir (Korpinar ve Bag, 2016).
. . o o . 9B ,
Teorem 3.4. 3, Q da diferasniyellenebilir bir kuaterniyonik egri olmak iizere e akist elastik
olmasin. § nin Frenet ¢atis1 {7,N,By,B;} i¢in
dg3
81K+— — g3k | N+ g2k+g—g4(r— k) | Bi
< ) B27
( + o —g3k) T +mBi +MBy,
&’Bl
> +——g4(f”— k) | T—mN+n3B,

9B _ 984\ 1 N niB
= g3 (r— )+a_ MmN — 138

oN JdN 0B
seklindedir. Burada 1y = h ( Y ,Bl) M =h (E’Bz> M3 =nh (a—tl,Bz) esitlikleri mev-

cuttur (Korpinar ve Basg, 2016).

d
Teorem 3.5. —B akisi elastik degil ise

ot
oKk 0 d%gy . 0g3 dk
EZ&_(&K%LW_Z& k— 835 — gok* + g4k (r— k),
ok _ 9g3 am
a gsz+a—k g4K(}’— )—i—x—(}’— )n27
Jd(r—x) oM
PP

esitlikleri mevcuttur (Korpinar ve Bas, 2016).

Sonu¢ 3.6.

g2 ) ok d’g3 _dgs d(r—x)

KTI] —glkk—i—Za—k g3k +828——W—2g(r—7<)—g4 as
_g3(r_K)27
dgs 2 d(r—x) Jd°g

an:gzk(r—K)%—ZW(r—K)—g4(r—K) +g3 s + 32

d d
("—K)ThZ—%—&K(F—K)—%K—i—mk

12



4. TiP-2 KUATERNIYONIiK CATIYA GORE KUATERNIYONIK EGRI AKISI

Q da diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri 8 olsun. 8 egrisinin zaman parametresi

t ye bagh ailesi

B:(0,1)x[0,w) —Q

(u,2) = B (u1)
L . Jp N y
bi¢ciminde verilir. v = ™ olmak tizere B nin yay uzunlugu
u

v _19 4.1)

seklinde bir iligki vardir.

Tanmmm 4.1. 8, Q da diferansiyellenebilir kuaterniyonik bir egri ve g; ler skaler hiz fonksiyonu

olmak iizere f egrisinin tip-2 kuaterniyonik ¢atiya gore akisi

d
8_[: =g1T + goN1 + g3No + g4N3

seklinde tanimlhidir.

Teorem 4.2 . Q da kuaterniyonik bir egri § ve f nin hiz1 v olsun. Tip-2 kuaterniyonik ¢atiya

gore v nin evoliisyonii

dv d
i TR 2
seklindedir.

Ispat. v diferansiyellenebilir bir fonksiyon oldugundan dolay1 u ve ¢ parametrelerine gore kismi
tiirevlerin siras1 degistirilebilir. u ve ¢ parametrelerine gore kismi tiirevlerin sirasinin degistiri-

lebilecegi gz oniinde bulundurulursa

13



2v— h(aﬁ aﬁ)
- (55 (o))
(B 2(H)
=2h ((89 = (81T + 82N +g3N2+g4N3))

=2v <8u vng)

elde edilir. Buradan da

dv  dg; ,

_— = — —V

o ou %
elde edilir. m

Jp : o . dB .

Teorem 4.3 . a0 B (u,t) min akigt olsun. Tip-2 kuaterniyonik ¢atiya gore o akisinin elastik
olmamasi icin

d

= gx (4.3)

s

olmasi gerekli ve yeterlidir.

. d
Ispat. a—B akisinin elastik olmadigin1 kabul edelim. (4.1) denklemi ve (4.2) denklemi goz
u

oniinde bulundurulursa

%s(u,t): g—:du=/(%—g;—v1<gz) du=0

elde edilir. Yukaridaki esitligin saglanabilmesi icin

981
- — K
ou &2V

olmalidir. (4.1) esitligi goz 6niinde bulundurulursa

981
- = K
Os 82

14



dir. Tersine

a81
- — K
Js 82

almursa akigin elastik olmadig1 gosterilebilir. m

d
Teorem 4.4. 3, Q da diferansiyellenebilir bir kuaterniyonik egri olmak iizere —B akist elastik

ot

olmasin. B nin {7,Ny,N,,N3} tip-2 kuaterniyonik catisinin evoliisyon denklemleri

oT d d
Frie <g1K+%+g3r) N+ <—82V+%—g4(1<—k)) N,

dga
+ (83 (k—k)+ x) N3,

ON )

i SR g1K+ﬁ+g3r T +n1 N>+ 1Moz, “4.4)
ot ds

ON: J

8_t2 = <g2r— §+g4(K—k)> T — N1 +13N3,

ON; - dg4

5 = <g3(K—k)+W) T — N1 — N3N,

oN JdN ON-
seklindedir. Burada 1y = & (a—tl,Nz) M =h (a_tl’N3) M3 =h (a—f,m) esitlikleri mev-

cuttur.

. d
Ispat. Kabul edelimki —ﬁ akis1 elastik olmasin. 7 nin zaman parametresine gore kismi tiirevi

ot

u ve t parametrelerine gore kismi tiirevlerin sirasinin degistirilebilecegi géz oniinde bulunduru-

lursa

T d (dB\ d (dB\ O T N N N
o "o\ as ) T a5\ ar ——s(gl + goN1 + 83N> + g4N3)

seklinde elde edilir. Tip-2 kuaterniyonik ¢atinin tiirev denklemleri ve (4.3) denklemi kullanilirsa

oT P d
I <81K+%+g3r> Ny + <—82r+%—84('<—k)> N>

dgs
+ (83 (K_k) ‘f‘x) N3

15



elde edilir. {T,Ny,N,,N3} tip-2 kuaterniyonik ¢atisinin ortogonal oldugu kullanilirsa

8 aT IN,

="
K‘—I——+ a1,
81 83r o )

0= S h(T,Ny) = h(aT N> +h<T@)

elde edilir. 7 nin evoliisyon denkleminden de

JdN; g

—— =— | s1Kk+—=5—+g3r | T + N>+ 1n2NN3,

ot ds

IN. 0

3_t2 = (gzr— %—I—&(K—k)) T — Ny +n3N3,
JdN;

(x — k)+a T — MmN N
o7~ \8 s MNT — M3/V2

esitlikleri elde edilir. m

d
Teorem 4.5 . B(u,t) reel kuaterniyonik egrisinin akigt —— olsun. 9 akigi elastik degil ise

at ot
tip-2 kuaterniyonik ¢atiya gore

Jk  dgi ok 0d%gy g3 ar
E_gchrglgﬂLWnLZa +g3(9 —&82r —g4r('< k)

16



dir.

Ispat. 55 <8T> , % ( as> kismi tiirevleri tip-2 kuaterniyonik ¢atinin tiirev formiilleri ve (4.4)

denklemi g6z oniinde bulundurularak

d (0T _ 2 g2
9 (E) = (—g”‘ —x’f—&’“) !

dgi dk  d’g  ,0g3 ar
+<8 Ktgim-+t 57 +2a +g3a——g2r —gar(K—k) | Ny

g or  d%g;
+< glKr—Za—r—g3r +gza +53 952
dga , . d(k—k) e
28s( k) g4T g3 (Kk—k)" | NV
0
+( gor (kK — k)+2§(x k) — g4 (kK —k)?
8(1<—k) ag4
T8, 8s2>N3
ve
d [(dT 0 dK dN;
a1 <as> g (N = M R5e

d JK
= (_gle_ aiszlc—gycr) T+ B_ZNI + M KNy + Mo KN3.

biciminde elde edilir. 5 < %?) = % (a—T> esitliginin N in bileseninden

JKk  dgi ok 9%gy _9dg3 ar
§_§K+g1§+w+2a r+g3a —gor —g4r(K' k)

elde edilir. m

Ayrica % (%—{) = % (%—f) esitlifinden hareketle asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 4.6 .
dg» 0 22 0
KM = —g1K'r—2(.)—r—g3r +g28r+ 8%3—2%('(—")
d(k—k)
—g4T—g3(K‘—k) )

d d(k—k) 0?
KT = —gar (K — k) + 2233 (kK — k) — g4 (K — k)? + g3 (as )+8524'

ds

d d
Teorem 4.7 . (u,t) reel kuaterniyonik egrisinin akisi (a—l:) olsun. (8_[:) akig1 elastik degil

17



ise tip-2 kuaterniyonik catiya gore

d g3 d
ar _gzxr—aik+g41<(1< k)—%—{—nz(l(‘ k)

dir.

Ispat. Tip-2 kuaterniyonik ¢atinin tiirev formiilleri ve (4.4) denklemi kullanilarak % (

N, . )
5 ( 55 ) kismi tiirevleri

d 8N1 o 8g1 oK 82g2 8g3 or
3_(7) = (‘W’f—glx+—asz s g )T

+ 21K +—K+g3Kr+T[1r)N1

!
(-we )
<

9"72
M (x 8s >N3

+

_|_

veE

dg
—glkz—a;i'f—g37<r+mr> Ny

g3 d
+(gzr7<—a—i'<+g47<('< k) — r)Nz
biciminde elde edilir. 2 (%01} = 5 (%% ) den

Jar g3 an
5 s2Kr— 8_K+g 4K (K — k)—a—+77 2 (K —k)

elde edilir. m

Sonu¢ 4.8. % (ﬂ> = % <8N L >, esitlifinden kalanlar g6z oniinde bulundurulursa

Jt s

d d
m(x—k) = —%—gyc(x—k)—%x—ngr

IN;

ot

) e

18



elde edilir.

d d
Teorem 4.9 . f3(u,t) reel kuaterniyonik egrisinin akist (a—[:) olsun. (a—[:) akig1 elastik degil

ise tip-2 kuaterniyonik catiya gore

d(k—k) an;

FTE R T

dir.

Ispat (a(;\?) ve g ; (%) kismi tiirevleri tip-2 kuaterniyonik catinin tiirev formiilleri ve (4.4)

denklemi g6z oniinde bulundurularak

Jd(k—k
—k) +g4%+mx) T

8 3N2 8g2 a}” (92g3 8g4
ﬁ(?) <9s rtag T ge Ty (K

ds ds
+(Mmr—mn3(k—k)) N2

N3
+ ( 35 )N3

d 0
+(82’<r—£7<+g4'<(’<—k> m>N

ve

%(%) aa(erJr(K k)N3)
(glrk'——r—ggr —g3(k—k)?— aags“(x k))T
(G

<=M

+(mr—mns3(k—k))N.

2
d(k—k)

biciminde elde edilir. 5 (%) ai (a—> esitliginin N3 bileseninden

d(k—k) an

o 9m
o Mty

elde edilir. m
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