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OZET

Bu tez dort bolimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde Oklid uzayindaki temel kavramlar ve egriler konusu tamitildi. Ayrica
Frenet Catilar1 ve Serret-Frenet formiilleri iizerinde duruldu. Ugiincii béliimde 3-boyutlu
Oklid Uzayinda Frenet catisina gére Smarandache egrileri tanitilmis bu egrilerin egrilik
ve torsiyonlar1 ayri1 ayri hesaplandi. Dordiincii boliimde egrinin helis egrisi olma
durumlart iizerinde duruldu ve bunun ile ilgili teoremlere yer verildi. Elde edilen bulgular
degerlendiriltikten sonra °° Smarandache egrileri ne zaman helis olur? *’ sorusunun

cevabi arastirildi.

Anahtar Kelimeler

Egri, Egrilik, Burulma, Egilim Cizgisi, Smarandache Egrileri, Geodezik Egrilik



ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter, basic concepts and curves in Euclidean space subject
introduced. Also it is mentioned in the Frenet frame and Serret-Frenet formulas over.- In
third chapter, it is introduced the Smarandache curves according to Frenet frame in 3-
dimensional Euclidean Space. In the fourth chapter, it is focused on the states being helix
of a curve and however was given to the related theorems. The findings were evolated

after <> When the curve happens a helix?”’ was investigated in response to the question.

Key Words
Curve, Curvature, Torsiyon, Helix, Smarandache Curves, Geodesic Curvature
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1. GIRIS

Egriler teorisi, geometri de ¢ok kapsamli bir ¢aligma alani olusturur. Egrinin
egrilik ve burulma degerlerinin hesaplanmasiyla egrinin bigimini ve uzunlugunu
belirleyebiliriz. Ozelikle egrinin Serret-Frenet vektdrleri bize egri hakkinda ¢ok &nemli
bulgular saglar.

Smarandache egrisi, regiiler bir egrinin Frenet vektorleri ile iiretilen yer vektoriine
sahip regiiler egri olarak tanimlanir. Bu konu ile ilgili ilk ¢aligmalar, A. T. Ali tarafindan
olusturuldu. E* 3-boyutlu Oklid uzayinda baz1 6zel Smarandache egrilerini ifade etmis
ve 6zel bir durumun Serret-Frenet elemanlarini tanitmistir. Bu tez ¢alismasinda ise bu
caligma paralelinde degisik Smarandache egrilerinin egrilikleri ve torsiyonlar
hesaplanmustir.

E3 3-boyutlu Oklid uzayinda kuskusuz en &nemli egrilerden birisi genel
helislerdir. Helisler giinliik hayatimizda en sik karsilastigimiz egrilerdendir. k ve T
egriliklerinin ayr1 ayr1 sabit olmasiyla olusan egrilere dairesel helis adi verilir. Genel
helisler k ve t sabit olmadigi halde k /T oraninin sabit olmasiyla olusur. Bir koni veya
bir kiire yiizeyi iizerinde ¢izilebilen helislerin olup olmadig: fikri, bizi helislerin tanimini
daha da genellestirme geregine sevk etmistir. Boylece Alman matematik¢i E. Miiller
helisleri > Her noktada sabit bir dogrultu ile sabit ag1 yapan egriler’’ olarak tanimlamig
ve bunlara Egilim ¢izgileri adin1 vermistir.

Bu tez calismasinda ise Smarandache egrileri ve onlarin 6zel halleri ele alinip bu
0zel haller arasindaki egilim ¢izgilerinin varligr arastirildi. Smarandache egrileri ne
zaman helis olur? Esas egri helis iken Smarandache egrisi ne zaman helis olur? sorularinin
cevabi arandi. BOylece Smarandache egrilerinin ayni cinsten egriler olarak ifade

edilebilecegi bulgusuna varildi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. E™, n-boyutlu Oklid Uzayinda Temel Kavramlar
Bu boliimde E™ n-boyutlu Oklid uzayindaki temel kavram ve teoremlerden

bahsedilecektir.

Tanim 2.1.1. A bos olmayan bir climle ve bir K cismi tlizerindeki vektdr uzay1 V olsun.
Asagidaki onermeleri dogrulayan bir f; Ax A — V fonksiyonu varsa, A ya V ile

birlestirilmis afin uzay denir(Hacisalihoglu,1983).

i. V P,Q€Aicinf(P,Q)=PQ eV
ii. VP,QREA icin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R)
iii. Bir P € A vebir g € V igin f(P, Q) = B olacak sekilde bir tek Q € A noktas1

vardir.

Tamm 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile eslenen vektor uzayr da V olsun. V vektor
uzayinda, boy V = n olmak iizere,
<,>;VxV-1R

X = (xl, X3, ...,xn)

) > S0 x v, {
(6,y) = Ziea % yi Y=Y o Yn)

bigiminde Oklid i¢ ¢arpimi tanimlanirsa A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay: denir ve
E™ ile gosterilir. E™ ile eslenen reel vektor uzayr da R" ile gosterilir. [E™ in elemanlari

noktalar ve R™ in elemanlar1 vektorlerdir(Hacisalihoglu,1983).

Tamim 2.1.3. n-boyutlu bir reel i¢ garpim uzay1 V ve V ile birlesen Oklid uzay: E™ olsun.

V vektor uzayi tizerindeki norm || || olmak tizere,

d; E"xE"-> R

(6, ) = d(x,y) = XYl = 2L, O — x)?

seklinde tamimlanan d fonksiyonuna E™, n-boyutlu Oklid uzaymda uzaklik fonksiyonu

ve Vx,y € E" ic¢in d(x,y) degerine xile y noktalar1 arasindaki uzaklik
denir(Hacisalihoglu,1983).



Teorem 2.1.1. n-boyutlu Oklid uzayinda uzakhik fonksiyonu bir metrik
belirtir(Hacisalihoglu,1983).

Tanm 2.14. x = (x,,%,,...%,) , ¥ = (v;,¥,,...v,) € E" olmak iizere,

d; E"x E™" - R
(x,y) = d(x,y) = |lxyll

bigiminde tanimlanan d fonksiyonunun belirttigi metrisge = [E"de Oklid metrigi

denir(Hacisalihoglu,1983).

Tamm 2.1.5. E™ n-boyutlu Oklid uzayinda farkli ii¢ nokta X, y, z olsun.

xy ile xZ vektorleri arasindaki a¢c1 6 € R, 0 < 0 < m olmak lizere,

(xy’, xZ)
cosO = —_—
[ESAIRIEZA

ifadesinden hesaplanan 6 reel sayisidir(Hacisalihoglu,1983).

Tamm 2.1.6. R™, n-boyutlu standart reel i¢ carpim uzay ile eslesen E™ Oklid uzayinda

stral1 bir {POPl, PPy, ..., POPn} vektor sistemi, R"™, i¢ ¢arpim uzayinin bir ortonormal bazi

ise bu nokta (n + 1)-lisine bir dik cat1 veya Oklid ¢atis1 denir(Hacisalihoglu,1983).
Tamm 2.1.7. R3, 3-boyutlu Oklid uzay: ve x,y € R3 olsun.
A RExR2 - R3

-i'):(xllelXB)' .')_}z(yl'yzﬂ)@)

olmak tlizere

@) > FNG =) det@EP = |1 % x
i=1 Yi Y2 Y3



seklinde tamiml1 A islemine R3 iizerinde vektorel garpim denir. X A y vektdrii hem ¥

hem de y vektoriine dik bir vektordiir ve
IXAY Il = lIXIl I¥]l sin6
dir(Hacisalihoglu,1983).
Tamm 2.1.8. R" n-boyutlu Oklid uzay1 ve ¥ € R" i¢in ¥ vektdriiniin normu
1% = V%, %)

biciminde tanimlanir(Hacisalihoglu,1983).

Tamm 2.1.9. V vektor uzayi ile eslenen afin uzay A olsun. P € A ve Jev icin (P, 5)
strali ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir tanjant vektorii denir. A afin uzaymin

P noktasindaki tanjant vektorlerinin ctimlesi T, (P) ile gosterilir(Hacisalihoglu,1983).

T,(P) de toplama ve skaler ile garpma islemleri sirasiyla,

D ; Ta(P) X Ty(P) » T4(P)
((13,5) (P, a)) - (P,9) @ (P,i) = (P, 3 + @)
O R X Ty(P) - Tu(P)
(2.(P.9)) = 20 (P.9) = (P, 19)

bigiminde tanimlanir. Burada R ile A nin eslendigi V vektér uzaymmn cismi
gosterilmektedir.  {T,(P), @, R, +, ., O} vektéor uzaymna, A afin uzaymin P
noktasindaki bir tanjant uzay1 denir ve kisaca T4 (P) ile gosterilir(Hacisalihoglu,1983).

Tanim 2.1.10. Ac E™ tGizerindeki bir vektor alani

X3 A = UpeaTs(P)



bi¢iminde birebir ve 6rten bir fonksiyondur.

Boylece E™ de bir X vektor alani, V P € E™ noktasina bir .7(: tanjant vektorii karsilik
getiren bir fonksiyon olarak diisiiniilebilir.

E™ de vektor alanlarmin ciimlesi X (E™) ile gosterilirse, tanjant uzayina benzer sekilde
{X(E"), &, R, +, ., © } altilisinin da vektor uzayi oldugu gosterilebilir. Bu vektor
uzaymna [E" iizerindeki vektor alanlarimin uzayr denir ve kisaca X (E™) ile

gosterilir(Hacisalihoglu,1983).

2.2. E™, n-boyutlu Oklid Uzayinda Egriler Teorisi
Tanmm 2.2.1. [ ¢ R bir agik aralik ve

a; [ > E"

t - a(t) = (ar1(), az(0), ..., an (1))

seklinde tanimli @ fonksiyonu diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu takdirde
a(l) c E* ciimlesine E", n-boyutlu Oklid uzayinda (I,a) koordinat komsulugu ile
verilen bir egri denir. / € R aralifina « egrisinin parametre araligi ve t € I degiskenine

de a(t) egrisinin parametresi denir(Hacisalihoglu,1983).

Eﬂ

a
" i )
f

Sekil 2.1. Egri.



Tanmim 2.2.2. E™ de bir M egrisi (I, @) ve (J, B) gibi iki koordinat komsulugu ile verilsin.
h=atoB; ] -1

diferansiyellenebilir fonksiyonuna M-nin bir parametre degisimi (M-nin | daki

parametresinin J deki parametre ile degisimi) denir(Hacisalihoglu,1983).
EE
| I
jﬁ'
5

J

Sekil 2.2. Parametre degisimi.
Tamim 2.2.3. E™ de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin.
t = |lI(®) = lla" Ol
seklinde tamiml ||@'|| fonksiyonuna, M egrisinin (I, @) koordinat komsuluguna gore
skaler hiz fonksiyonu ||a’(t)|| reel sayisina da M egrisinin a(t) noktasindaki skaler hizi

denir.

Eger |la'(t)|| = 1 ise M egrisine birim hizli egri ve t € I parametresine de egrinin yay

parametresi denir(Hacisalihoglu,1983).



Tamim 2.2.4. E" de bir M egrisi (I, a ) koordinat komsulugu ile verilsin. a; I — E™

fonksiyonunun Oklid koordinat fonksiyonlar1 {a4, a5, ..., a,} olmak iizere,

a(t) = (a;(8), ay (o), ..., an (1))

da da, da, da,

Eza(t)z( dat ' dt ' dt

)

seklindedir. (a(t), a’(t)) € Tgn(P) tanjant vektdriine, M egrisinin t€ I parametre
degerine karsilik gelen a(t) noktasinda (I, @) koordinat komsuluguna gore hiz vektorii

denir(Hacisalihoglu,1983).

Tanim 2.2.5. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye (yaniVt €1 igin
a'(t) # 0) regiiler egri denir(Hacisalihoglu,1983).

Tamim 2.2.6. E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda
Y ={a’,a",..,a"} sistemi lineer bagimsiz ve V a* € Sp{i} olmak iizere ¥ den elde
edilen {V;,V,,...,V.} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alani1 ve
t €M igin {V,(t),V,(t),..,V.(t)} ye ise t € Mnoktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi
denir(Hacisalihoglu,1983).

Tamim 2.2.7. E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. t € [ya
karsilik gelen a(t) noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi {V;(t), V,(t), ..., V-(t)} olsun.

Buna gore;
ki; >R

t =) =(V5i(0), V() , 1<si<r

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve t € I igin

k;(t) sayisina da @(t) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir(Hacisalihoglu,1983).



Teorem 2.2.1. E™ de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I yay

parametresi olmak tizere, a(t) noktasinda M nin i-yinci egriligi k; (t) ve Frenet r-ayaklisi
Vi), Vo (t), ..., V. (t)} olmak iizere,

i V() = k(1) V2 (D)
ii. V5i(@t) =—ki_1(®).Vi_ () + ki (). Vi () , 1<i<Tr
ii. V'3 () = —ky—1(6). Vi1 (8)

dir. Bu esitliklere Frenet formiilleri denir(Hacisalihoglu,1983).

Teorem 2.2.2. [E3 de bir M egrisi (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak tizere, M egrisinin {T(s), N(s), B(s)} Frenet vektorleri

T(s) = a'(s)
N(S) = Hoch(s)H'a”(s) (21)

B(s) = T(s) A N(s)
seklindedir(Hacisalihoglu,1983).

Bl5)

=)

Tis)

)
Sekil 2.3. Frenet vektorleri.

Teorem 2.2.3. E3 de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I herhangi
bir parametre olmak tizere, M egrisinin a(t) noktasindaki {T(t),N(t), B(t)} Frenet

vektorleri;



_ )
T(t) = lar()ll
N(t) = B(t) A T(t) (2.2)
B(t) = a' (£) Aari(t)

lla" @A ar @)l

seklinde hesaplanir(Hacisalihoglu,1983).

Teorem 2.2.4. E3 de bir M egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. t € I herhangi
bir parametre olmak lizere M egrisinin «(t) noktasindaki egriligi ve burulmasi

(torsiyonu), sirastyla, k(t) ve t(t) olmak iizere,

|’ (&) A" @l
I’ (O

<a'(t)aa"’(t),a"'(t)>
|’ (&) A () |I?

k(t) =

(t) =

(2.3)

formiilleri ile hesaplanir(Sabuncuoglu,2006).

Teorem 2.2.5. a c E3 egrisi, s € I yay parametresi cinsinden verilsin. a(s) egrisinin
Frenet 3-ayaklis1 {T(s), N(s), B(s)}; egrilik ve burulmasi, sirasiyla, k(s) ve 7(s) olmak

tizere a(s) egrisinin frenet formiilleri,

T'(s) = k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s) + t(s)B(s) (2.4)
B'(t) = —1(s)N(s)

dir. Frenet formiillerinin matris olarak gosterimi ise,

T’ 0 k O[T
N|f=|-k 0 <t ||IN (2.5)
B’ 0 -7 01IB

Seklindedir(Sabuncuoglu,2006).
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Tamm 2.2.8. « ¢ E3 egrisinin a(s) noktasindaki {T(s),N(s), B(s)} Frenet 3-
ayaklisinin her s aninda bir eksen etrafinda bir ani helis hareketi yaptig1 kabul edilir. Bu
eksene egrinin Darboux ekseni, bu eksenin yon ve dogrultusunu veren vektore Darboux

vektorii denir ve W ile gosterilir. Burada B ile W vektorii arasindaki ag1 ¢ ile gosterilirse,

k = |Wllcosp
T = |[Wlsing (2.6)

olur. Darboux vektorii yoniindeki birim vektor ise,

-

C =sing T+ cosgp B

seklinde bulunur.

K H

Sekil 2.4. Darboux vektorii.
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3. E3, 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SMARANDACHE EGRILERI

3.1. TN-Smarandache Egrisi
Tamim 3.1.1. s yay paramatresi ve § = S(s) egrisi E3 de birim hizl regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} olmak tizere TN-Smarandache

egrisi,
1
Prn(s) =7 (T(s) +N(s)) (31)
seklinde tamimlanir(Ahmad.T,2010). Bu egrinin yay parametresini sg ile ifade edersek

TN- Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin

tirevini alirsak,

dfrndsg _ 1
Fr— == (-kT+kN+7B) (3.2)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

dSﬁ _ 2k2+12 (33)
ds \/ 2

bulunur. Buradan Sry(s) egrisinin teget vektor alani,

dfry
dSﬁ

=1

oldugundan

T, = (CKT+kN+7B)
Brn — V2Kk2+72

(3.4)

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,

8; = —[k?(2k? + 12) + 1(zk' — kT')]

8§, = —[k?(2k? + 37%) — t(z3 + k1’ — 1k")] (3.5)
83 = k[t(2k? + t2) — 2(tk’ — k1")]
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olmak tizere,
61T +5, N+63 B
T’ﬁTN — 91 2 33 (3.6)
(2k2 +12)7/2
ifadesini buluruz. O zaman (3.6) ifadesini su sekilde yazabiliriz;
V2
']I‘,BTN = m (51 T+ 52 N+53 B) (37)
bu denklemden Bry(s) egrisinin kg, egriligi igin,
Kpen = [T oyl = s | 22 + 6% + 527 @9
T,BTN o - ... . ..
olur. Diger taraftan N.BTN T ] oldugundan 7 egrisinin asli normal vektor

alani,

(81 T+6,N+65 B)

Ng.\v = (3.9)
TN
J612+622+532
olur BﬁTN: ']I'[;TN A N[;TN ifadesinden binormal vektor alani,
. T N B
By = ~k k T (3.10)
V2k2+T2 612+622+632 61 62 63
ve boylece
ké; —16,)T + (t6; + k)N + (kb, + k6,)B
Bﬁnv =( 3 2) (6, 3) (ké, 1) (311)

V2k?2 + 12\/512 +8,° + 8,5°
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ifadesi elde edilir. Torsiyonu bulmak i¢in Sy, egrisinin ikinci ve tg¢iincii tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

"oy = %{—(kz + k)T + (k' — k% = )N + (kt + 7)) B} (3.12)
ve
,”TN = %{O)lT + (l)zN + (l)3]B} (313)

bulunur. Burada;

w; = k3 +k(t?—3k") — k"
w, = —k3 — k(t? + 3k') — 377’ + k" (3.14)
w; = —k*t— 13+ 2tk’ + k' + 1"

dir. (2.3) bagintisinda (3.2), (3.12), (3.13) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli hesaplamalar

yapilirsa Sy egrisinin 7~ torsiyonu olarak,

(k* + 72 — k’)(kw3 + 1w,) +
V2| k(x + ko) (o + w,) +
(kw3 — Twz)(kz + k')
T = f 7 ’ 7
Frv = Te(2k? + 12) + ki — k]2 + (k7 — k)% + (2k° + k12)?

(3.15)

olarak bulunur.
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Sonuc 3.1. s yay paramatresi ve B;1 — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere

TN-Smarandache egrisinin egriligi kﬁTN ve torsiyonu Tg,y asagidaki gibidir;

Rpry = m\/51 + 8, + 85 (3.16)

(k2412 -k (kws+Ttw,)+
V2| k@ +kT) (w1 +wy)+
. . (kws—Ttw,)(k?+k")

Brn [t(2k2 + t2)+kt' -1k ]2+ (kT —Kk'T)%2+ (2k3+KkT2)2

(3.17)
dir.

3.2. TB-Smarandache Egrisi
Tamm 3.2.1. s yay paramatresi ve § = B(s) egrisi E3 de birim hizli regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} olmak iizere TB-Smarandache

egrisi,
1
Brs(s) = = (T(s) + B(s)) (3.18)
seklinde tanimlanir(Ahmad. T,2010). Bu egrinin yay parametresini sg ile ifade edersek

TB- Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin

tirevini alirsak,

dfrp dsp _ _
o 28— (k= N) 3.19)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

‘dﬁTB _,
dS[g
oldugundan,

dsp _ [(k-D)* _ |k-1]

— . = (3.20)
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bulunur. Buradan Brg(s) egrisinin teget vektor alani,

_ (N k>t
T,BTB - {—N k<t (321)

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,

—kT+7 B k>t

Tﬁrsz{kT_TB k<t (3.22)
ifadesini buluruz. Bu denklemden Brg(s) egrisinin kﬁTB egriligi,
kﬁTB = ||T,BTB|| = Vk? + 12 (3.23)
T,B
bulunur. Diger taraftan NﬁTB = T IE ” oldugundan asli normal vektor alani,
BTB
1 —-kT+1t B k>t
NﬁTB_Vk“TZ{ kT—tB k<t (3.24)
olur. ]BﬁTB: TﬁTB A NﬁTB ifadesinden binormal vektor alani,
. T N B
Bprp = ViZ 1 o2 0 1 0 (3.25)
k 0 7
ve boylece,
tT+k B
= (3.26)

ifadesi bulunur. Torsiyonu bulmak i¢in Srp egrisinin ikinci ve igiincii tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

B"rs = Z{(=Kk* + kDT + (k' = )N + (kt — ) B} (327)
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ve

1244 1
TB — \/_E{(l)l']r + (l)zN + (1)3[8} (328)

bulunur. Burada;

w, = —3kk' + 2kt’ + k't
wy,={@—k)E*+k?H)+k"—1" (3.29)
w3 = =31t + 21k’ + k7'

dir. (2.3) bagintisinda (3.19), (3.27), (3.28) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

o= [(k2+7%2-2kT) (kws+ T w;)]
Bre = t2[k(k- 27)+12])2+(k2+T2-2kT)?

(3.30)

olarak bulunur.

Sonug 3.2. s yay paramatresi ve ;1 — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere

TB-Smarandache egrisinin S5 egriligi ve torsiyonu T'BTB asagidaki gibidir;

kg, = Vk? + 12 (3.31)

(k2472 -2kT). (kw3 + T.wq)]
Bre = 2[k(k- 27)+12])2+(k2+T2-2kT)?

(3.32)

dir.

3.3. NB-Smarandache Egrisi
Tamim 3.3.1. s yay paramatresi ve S = B(s) egrisi E3 de birim hizli regiiler bir egri

olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} olmak iizere NB-Smarandache

egrisi,
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Bnp(s) = N (N(S) + B(S))
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(3.33)

seklinde tanimlanir (Ahmad.T,2010). Bu egrinin yay parametresini sz ile ifade edelim.

O halde NB- Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in

egrinin tlirevini alirsak,

dBnpdsp _ 1 g
dsp s _ﬁ( kT — 7N + 7B)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

=1

dPBne
dSﬁ

dsg  |k?+212
ds 2

bulunur. Buradan By (s) egrisinin teget vektor alani,

oldugundan,

T __ (-kT-tN+7 B)
Bne = k22

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,

85, = (k? + 21kt + 21(kt’ — k")
8§, = —(k?+2t2)(k? + ) + k(k't — T'k)
83 = (k% + 2t2)(—1%) + k(kt' — k'7)

olmak tizere,

_ 8, T+5,N+53B

Tons = (k2 +272)°/2

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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ifadesini buluruz. O zaman (3.38) ifadesini su sekilde yazabiliriz,

, V2

Bve T (k2 +4212)2

(6, T+ 8, N+5; B) (3.39)

Bu denklemden By (s) egrisinin kg . egriligi,

V2 2 2 2

— ! —

kBNB o ”T ﬁNB” T (k2 +2712)2 \/51 + 52 + 63 (3.40)
!

bulunur. Diger taraftan Ng = = TP oldugundan asli normal vektor alani,
PnB

(81 T+6, N+53 B)

Ngyg = (3.41)
J512+622+532
olur. IBﬁNB: TBNB A NBNB ifadesinden binormal vektor alani,
) T N B
Bgyy = —k —T 1T (3.42)
ViZ+ 212 [8:2468,°+85° [ 8, 5, O3
ve boylece
_ (—T 52—7.' 53) T+(T 51+k 63) N+(T 61—k 62) B (343)

Bg, s =
NB ,
sz +2T2. 612+622+632

ifadesi elde edilir. Torsiyonu bulmak igin Syp egrisinin ikinci ve tgiincii tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

"vp = Sk + kDT + (=k* =12 = TN + (¢ - 7)) B} (3.44)

ve
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,”NB = %{a)l'ﬂ' + a)zN + 0)3]B} (345)

bulunur Burada;

w; = (2 + KAk + Qkt' — 1K) — k"
wy = (2 + k?)1 — 3(kk' + 17") (3.46)
w3z = (2 + k?»)(-1) =31t + 1"

dir.  (2.3) bagintisinda (3.34), (3.44), (3.45) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

(k2+4272%) (kws+ Tw1)+
V2| (kt'-tk')(wa+w3)+
2kt’w,

T = 3.47
B (212+k2)212+(k(2T2+k2)+kt'—Tk")2+(kT' —TK' +2KkT2) (347)

olarak bulunur.

Sonug¢ 3.3 s yay paramatresi ve ;1 — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere

NB-Smarandache egrisinin kﬁNB egriligi ve torsiyonu TBNB asagidaki gibidir:

k.BNB = 2 \/612 + 622 + 632 (3.48)

(k% +212)2

(k2+27%)(k.ws+ T.w1)+
V2| (kt'—tk")(wa+w3)+
2kt w,

T, = 3.49
B (212+k2)212+(k(2T2+k2)+kt'—Tk")2+(kT' —TK' +2KkT2) (349)

3.4. TNB-Smarandache Egrisi
Tamim 3.4.1. s yay paramatresi ve S = B(s) egrisi E3 de birim hizli regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s),N(s),B(s)} olmak tiizere TNB-

Smarandache egrisi,
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Brus(s) = % (T(s) + N(s) + B(s)) (350)

seklinde tammlanir(Ahmad.T,2010). Bu egrinin yay parametresini sg ile ifade edersek

TNB- Smarandache egrisinin egrilik ve torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin

tirevini alirsak ,

dBrng 4Sp _

asp & 3 ( k T+(k —1) N+t B) (3.51)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

dﬁTNB
dSﬁ

oldugundan,
ds 2k2+212-2k
ds \/ 3
bulunur. Buradan Bryg(s) egrisinin teget vektor alani,

T _ (=k T+(k-7) N+1 B)
BPrnb V2k2+212-2kt

(3.53)

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,

8, = kr[4k(k — 1) + 2(¢' + 12) + k'] — k2(2k? + ©') — 2k'1?
8, = 2kt[(k —1)? + 2t —27'] = 2(k* + t*) + k'1%? — k%7’ (3.54)
83 =1[2k(k? + 412 — k' — 1" = 2k1) + (t k' + 7' — 273)]

olmak iizere,
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5. T+ 58, N+63 B

T = (3.55)
Brne ™ (k2 4 2r2—2k1) 2
ifadesini buluruz. O zaman (3.55) ifadesini su sekilde yazabiliriz;
V3(8, T+6, N+53 B
r'[[!lﬁ — ( 1 2 3 ) (356)
TNB (2k? +2 12-2kT1)?
bu denklemden Sryp(s) egrisinin kg, - egriligi,
— |l _ V3 2 2 2
Kprng = ”T ﬁTNB” T (2k? +2 T2—2k1)? 6;" + 6" + 63 (3.57)
T,
. o — BTNB < . ..
bulunur. Diger taraftan Ng_ . = T ” oldugundan asli normal vektor alani,
BTNB

(6, T+8; N+63 B)

Ngryg = s, ., (3.58)
J51 485,248
olur . BﬁTNB: ']I'[;TNB A NﬁTNB ifadesinden binormal vektor alani,
. T N B
Bgrys = 5 3 —k k-1 1 (3.59)
\/Zk +2‘L’2—2kT ’61 +62 +63 61 62 63
ve boylece,
k—1)63—16,) T+ (t8,+kd3) N+((t—k)6,—ké
By = (0BT T (8 k) (i), iy 60

\/2’(2 + ZTZ—ZkT\/812+622+832

ifadesi elde edilir. Torsiyonu bulmak i¢in Syyg egrisinin ikinci ve {iglincii tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;
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"rnp = = + K+ kDT + (' —k* =7 =t )N + (ke + 7' —9)B}  (3.61)
ve

22 1
TNB — \/_E{(l)l']r + (l)zN + (1)3[8} (362)

bulunur. Burada,

w; = k(k*+t%2—-3k") — k" — k't
wy, = —2k?*(k +1) +12(t — k) — 4kk’ — 317" + k" — 1" (3.63)
w3y = —1(k?+712) — 317" + 2k't + k1’ + 1"

dir.  (2.3) bagintisinda (3.51), (3.61), (3.62) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

B 2V3 k[(kt' — k't) (w3 + 0y + wy)7. (k — 7) + k(kw; — Tw, — Tws)]
"Brnp T [2k(k — 7) + ko' — tk']2 + (—2k72 + kt' — k'T)2 + (2k3 + kt' — k'1)?

(3.64)

olarak bulunur.

Sonuc 3.4 s yay parametresi ve f;1 — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere

TNB-Smarandache egrisinin egriligi ve torsiyonu asagidaki gibidir;

Kpong = \/61 + 8, + 85 (3.65)
(2k* +2 12—2k7)

ve

B 2V3k[(kt' — k') (w3 + w; + w,)T. (k — ) + k(kws — Tw, — Tw3)]
"Brue T [2k(k — 1) + kt' — tk'12 + (—2kt? + kv’ — k'D)? + (23 + kt' — k'7)?2

(3.66)

dir.
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3.5. TC-Smarandache Egrisi
Tamm 3.5.1. s yay paramatresi ve B = B(s) egrisi E3 de birim hizli regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} ve W, Darboux vektor alaninin

B Binormal vektor alani ile yaptigi agt ¢ olsun. C = singT + cos@B vektor alani birim

Darboux vektorii olarak alinirsa,
Bre(s) = % (T(s) +C(5)) (367)
seklinde tanimlanan 1. egrisine TC-Smarandache egrisi denir(Ahmad.T,2010).

Bu egrinin yay parametresini sg ile ifade edersek TC- Smarandache egrisinin egrilik ve

torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin tiirevini alirsak,
dﬁTC dSﬁ _

1 I} .
a5y ds 5{g0 cospT + kN — ¢'sing B} (3.68)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

d /
= = % k2 + (¢")? (3.69)

dPBrc
dSﬁ

=1

oldugundan,

olarak bulunur. Buradan Br¢(s) egrisinin teget vektor alani,

T _ (¢'cospT+ k N— @rsing B)

(3.70)

seklinde bulunur. Bu teget vektor alaninin tekrar tiirevini alirsak,
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2. .11

81 = @' cosp — (¢')%sing — k? — kk'p'cosp — 2(¢")?@" cos
8, = k'cosp + k' + t@'sing — k*k' — 2k’ " (3.71)

2. .11

83 = —@"'sing — (¢')%cosp + kt + kk'¢'sing + 2(¢')?¢" sing

olmak tzere,

_ V2(8, T+8, N+63 B)

!
Tpre = (K2 +(0")?2)? (3.72)
elde ederiz. O halde fr(s) egrisinin kg, . egriligi,
kgre = T prell = Gamoroy ,)2)2\/61 + 6,7 + 85 (3.73)
'Brc
bulunur. Diger taraftan Nﬁrc = ” e ” oldugundan asli normal vektor alani,
Brc

(81 T+8, N+63 B)

Ngre = —— (3.74)
J 5,246,% 465
olur. Bg . .(s)=Tg,.(s) ANg .(s) ifadesinden binormal vektor alan,
u=ykZ+ (@) v =462 +8,%+ 685
T N B
Bg,. = — p'cosp k —¢@'sing (3.75)
6 & 03
seklinde hesaplanarak,

(k 65+ ¢’ 6, sing)T
1 ) .
Bg.. = —{¢ (6, sing + 63cosp)N (3.76)
+(8, @' cosp — k 5,)B
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ifadesi bulunur. Torsiyonu bulmak i¢in Br. egrisinin ikinci ve lglincl tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

(9" cosp — (¢')*sing — k*)T
B'rc = % +(k' + ko'cosp + t@'sinp)N (3.77)
+(kt — @"'sing — (¢")%cosp)B
ve

B" rc = %{wlrﬂ‘ + 0N + w;B} (3.78)
olarak bulunur. Burada;

w; = ((k2 +72) + (¢")?)(—¢'cosp) + ¢ cosp — 3¢'¢" sing — 3kk'
w, = 2¢" (kcosp + tsing) + @' (k'cosp + t'sing) + k"' — k? — kt? (3.79)
w3 = (k% + t2)¢@'sing + ((¢")3 — ¢@"")sing — 3¢ @' cosp + 2k't + T'k

dir.  (2.3) bagintisinda (3.68), (3.78), (3.79) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

pi=(k? + (")) (7 — kcosp) + (k3 — w9 )cosp + k'¢'sing
oy = (¢')° (3.80)
ps = k(k? + (9")?) + cosp(k'ep" — ko')

olmak tlizere,

T _ V2 (w1 p1+wy pp+ws puz) (3.81)
Brc a2+ pp+pus? '

olarak bulunur.
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Sonuc 3.5. s yay paramatresi ve ;1 — E3 egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} olmak iizere

TC-Smarandache egrisinin egriligi ve torsiyonu asagidaki gibidir:

__ 2 2 2 2
kﬁTc T (k2+(@")?)2 \/51 +6," + 63 (3.82)
ve
2 + +
g = V2 (w1 p1+wz patwsps) (383)
e p12+ pa?+ps?
dir.

3.6. NC-Smarandache Egrisi

Tamim 3.6.1. s yay paramatresi ve 5 = S(s) egrisi E3 de birim hizl regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} ve W, Darboux vektor alaninin
B Binormal vektorii ile yaptigi agi ¢ olsun. C = singT + cos@B vektori birim Darboux

vektorii olarak alinirsa,

Bre() = 5 (N(s) +C(9)) (3:84)

seklinde tammlanan [3 ye €8risine NC-Smarandache egrisi denir(Ahmad.T,2010).
Bu egrinin yay parametresini s; ile ifade edersek NC- Smarandache egrisinin egrilik ve

torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin tiirevini alirsak,

dBne dsg _ 1 ¢ o
a5y a5 — vz (@'cosgT + (T — ¢'sing )B} (3.85)

ifadesni elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

B¢

dS[g =1

oldugundan,
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ds 1 [ 7
Lo = L [G + WIE — 24 TWI (3.86)
olarak bulunur. Buradan Byc(s) egrisinin teget vektor alani,

_ (@' cosp—I)T+(t —@rsing )B)
Ne V@2 +Iwl2=2¢'[|W]]

'Jl‘ﬁ (3.87)

seklinde bulunur. Bu teget vektor alaninin tekrar tiirevini alirsak,

8, = 129" cosp — ko'@" cos? ¢ — 1@’ @' sinpcosp — (@' )*sing — k? (¢')%sing
-12(¢")?sing +2k(¢")3sinpcosp + 21(¢p')3sin? ¢ — k' (¢p")? — 12k’ — 2kk'¢'cosg
21k’ @'sing — 7'’ cosg + k' (¢')? cos? ¢ + 1’ (¢')2sinpcosp + ko'p" + krt' —
ktp'"sing — @'t'ksing

8, = k(@')3cosp + 3k3¢'cosp + 3t2kg'cosp — 2k?(¢')? cos? p-k?(¢")? — k* —
2k?1% + 3k%t@'sinp—4kt(¢")?sinpcosp — 12(@")? +313¢'sing + 2(1¢’)? sin ¢

r, .

83 =1 (") + k2t — 2kt' @ cosp — k2" sing + ko'¢" sinpcos — 7' (¢")? sin ¢
+7¢ @' sin? ¢ — (¢')*cosp—k?(p")%cosp — (1¢")%cosp + 2ktp’ "' (¢')3 cos? ¢
+21(¢")3sinpcosp — tkk' + thk@' cosp + Tk’ @' cose

(3.88)
olmak tizere,
V2(6,T+6,N+55;B
r]:[‘lﬁ — (2 1 22 3 )2 (389)
NC (N2 + W2 = 20rIW]])
elde ederiz. O halde Byc(s) egrisinin k,BNC egriligi,
, \/E\/(612+622+632)
ko =T = 3.90
e = T enell = e 2wy (390
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!

bulunur. Diger taraftan NBN c = ” oldugundan asli normal vektor alani,

c
T,BNC”

(81 T+6, N+53 B)

NBNC - (3.91)
J512+522+632
olur. Bg, .(s)=Tg,.(s) ANg,.(s) ifadesinden binormal vektor alani,
u= \/((P’)Z + W2 = 29" W] v = Jdlz +8,° 4 85° olarak alinirsa
T N B
1 .
Bgy = — p'cosp—k o T—¢@'sing (3.92)
6 62 83

seklinde hesaplanarak,

&,(¢'sing — )T
1 o f
Bpye =751 1[6:1(t — ¢'sing) — 83(¢"cosp — k)N (3.93)
+(6,(p'cosp — k)B

ifadesi bulunur. Torsiyonu bulmak icin By egrisinin ikinci ve iiglincii tlirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

("' cosp — (¢")%sinp — k)T
B''ne = % +(—k? =12 + ko'cosp + t¢'sing)N (3.94)
+(t' — @"sing — (¢p")?*cosp)B
ve

,”NC == %{(Dl’]r + (,l)zN + (1)3[8} (395)

olarak bulunur. Burada;
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wy = (k3 + k1?2 —kK") — ¢'sinp(kt + 3¢"") + cosp(¢"" — (¢')3 — k?¢")

w, = —3kk' — 31T’ + sinp Q1" + 1'¢" — 2k(¢")?) (3.96)
+cosp (k" + k'¢' + 21(¢p")?)

w3 =1" — 13— k%1 + @'cosp(kt — 3¢") + sinp(r?¢’ — ¢" + (¢')?)

dir.  (2.3) bagintisinda (3.85), (3.94), (3.95) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli
hesaplamalar yapilirsa,

1= (k(@')?sinpcosp — kre') + (t(@')?sing — k?¢' — 2t%¢@")sing + k*t — 13

y = (t9" —1'9" — k(9")?*)cosp + (—t(p")? — k'¢" — ko")sing + (¢')?

kt' — Tk’ (3.97)
us = (k(@")? + 1(9")?sing — 129" — 2k?@")cosp — ktp'sing + k3 + kt?

olmak iizere,

— V2 (w1 pyg + Wy fio + w3 U3)
Bnc H1%+ pa®+usz?

(3.98)

olarak bulunur.

Sonuc 3.6. s yay parametresi ve ;1 — E3 egrisinin Frenet gatis1 {T, N, B} olmak iizere

NC-Smarandache egrisinin egriligi ve torsiyonu asagidaki gibidir,

V2

Kene™ Gt (o2 \/ 517 + 8,° + 85 (3.99)

ve

— V2 (w1 1+ Wy P+ w3 pi3)
Bnc H1%+ po®+uz®

(3.100)

dir.
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Tamim 3.7.1. s yay parametresi ve S = B(s) egrisi E3 de birim hizli regiiler bir egri

olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} ve W, Darboux vektor alaninin

B Binormal vektorii ile yaptigi agt ¢ olsun. € = singT + cos@B vektorii birim Darboux

vektorii olarak alinirsa,

Brc(s) = 55 (B(s) +C())

(3.101)

seklinde tammlanan g egrisine BC-Smarandache egrisi denir(Ahmad.T,2010).

Bu egrinin yay parametresini sp ile ifade edersek BC- Smarandache egrisinin egrilik ve

torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin tiirevini alirsak,

dﬁBC dﬁ _ i ! _ ol e
asp @5 z{ga cos@T + (—7)N + (—¢'sing )B}

ifadesni elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,

ds 1 7
d—f=\/—5\/(<P)2+T2

dfsc

=1
dSﬁ

oldugundan,

olarak bulunur. Buradan Bg:(s) egrisinin teget vektor alani,

_{@'cospT -t N-¢'sinp B}

V6oc = NoaT

seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,

(3.102)

(3,103)

(3.104)
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81 = (@)% + ) (kt — (¢")*sin9) + t2cosp(@" — 1¢")

8, = ((¢")? + t2)kg'cosp + ¢’ (19" — ¢'1') (3.105)
83 = 12((9")?cosp — ¢"'sing) + 17’ ¢'sing + (9")*((¢")? — %) — t*

olmak iizere,

_ V2(8, T+8, N+653 B)

!
Tppe = ()2 +12)? (3.106)
elde ederiz. O halde Bpc(s) egrisinin kg, . egriligi,
, ﬁJ512+522+632
kﬁBC = ”T ,BBC” = ((g01)2+1'2)2 (3-107)

!

T
bulunur. Diger taraftan NﬁB c= ”—

T C” oldugundan asli normal vektor alani,
BBc

(6, T+8; N+63 B)

NBBC - . 5 5 (3108)
J51 +8,%+65
olur. Bg,.(s) =Tg,.(s) ANg,.(s) ifadesinden binormal vektor alan,
u=+(pH2+12) v= \/(612 +68,% + 85%)
olmak iizere
T N B
Bp,. = u—lv @'cosp —1 —@'sing (3.109)
6 op 83

seklinde hesaplanarak,
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(6, " "sing —163) T
Bg,. = % —@'[6; sing + d3cos@]N (3.110)
+(6,T + 6,9 ' cosp)B

ifadesi bulunur. Torsiyonu bulmak i¢in Spc egrisinin ikinci ve ii¢lincii tlirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

(¢""cosp — (¢")%sing + kt)T
+(—1t' + kg'cosp + t¢'singp)N (3.111)
+(—1%2 — ¢"'sing — (¢')%cosp) B

14

_ 1
BC_E

ve
B sc = %{(MT + w;N + w3 B} (3.112)
dir. Burada;

wy; = (0" — (93 —k?¢")cosp + (=3¢ " — ktp")sing + 2kt + k't
w, = k" + k'@)cosp + 2re" +1'¢" — 2k(¢@")?)sing + k?*t — 1" (3.113)
w3 = @' (kt — 39" )cosp + (29" — ¢" + (¢')3)sing — 317’

dir.  (2.3) bagintisinda (3.102), (3.111), (3.112) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli
hesaplamalar yapilirsa,

p1=(@")?(tcosp + Tsin? @ + ksingcosp) + (t@" — t'¢")sing + 13
py = (9")2 — @' (kt + @' cosp + ¢")sing + ¢'t?cosp (3.114)
ps = k((9")? = 12) + (19" — 79" )cosp — 1(p")*sing

olmak iizere torsiyon,

— V2 (w1 p1+wy po+ws p3)

A1
BBC I'l'12+ H-22+H.32 (3 5)

olarak bulunur.
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Sonuc 3.7. s yay parametresi ve ;1 — E3 egrisinin Frenet atis1 {T, N, B} olmak iizere

BC-Smarandache egrisinin egriligi ve torsiyonu asagidaki gibidir.

V2,/6,2 + 6,2 + 6,2
kﬁBc = ((¢)? + 12)?

ve

_ V2(wq py+wy o+ ws [3)
Bec K12+ pz?+pu3?

(3.116)

dir.

3.8. TNBC-Smarandache Egrisi
Tamim 3.8.1. s yay parametresi ve S = [(s) egrisi E3 de birim hizl regiiler bir egri
olsun. B(s) egrisinin Frenet vektorleri {T(s), N(s), B(s)} ve W, Darboux vektor alaninin
B Binormal vektorii ile yaptigi agt ¢ olsun. € = singT + cos@B vektorii birim Darboux

vektorii olarak alinirsa,
Brupc(s) =3 (T(s) + N(s) + BEs) + C(5)) (3.117)

seklinde tanimlanan Srypc egrisine TNBC-Smarandache egrisi denir(Ahmad.T,2010).
Bu egrinin yay parametresini sz ile ifade edersek TNBC- Smarandache egrisinin egrilik

ve torsiyonunu hesaplayabiliriz. Bunun i¢in egrinin tiirevini alirsak,

—d[;TsA;BC‘ 28 = 2{(g'cosp — )T + (k = TN + (1 — ¢'sing ) B} (3.118)

ifadesini elde ederiz. Bu ifadenin normunu alirsak,



34

dBrnsc
dS/g
oldugundan,
dsﬁ \/(<p )2+ 2(k? + t2 — k1) — 2¢0'(kcose + tsing) (3.119)

olarak bulunur. Buradan Brygc(s) egrisinin teget vektor alani,

{(p'cosp—k)T+(k—T)N+(1—¢'sing ) B}
Tg = _ (3.120)
TNBC  \[(@n2+2(k2+12—k1)—29/(kcos@+Tsing)
seklinde bulunur. Bu teget vektoriiniin tekrar tiirevini alirsak,
8; = (@) (—(¢")?sing — k' — k? + k' cos? ¢ + t'sinpose + k?sing)
+(k? + t2)(@" cosp — 2k — 2k") + 2kt(2k?> + T2 + k' + T' — k1)
+212¢' (cosp — k'sing) — kk'¢'(sing + cosg) + 21(¢")3 — ko'¢"
+(k+1)(@'¢" cos? @) — 2(p")?(k? + 12 + k1)sing — 2¢'sinp(k't — t'k)
+2kk’ — kk't — k?1' + k?¢" (cosp — 2sing)
8, = (cosp — sing)[2k3¢’ + 129" + kk'@' + k2@ — ¢'¢"||W]|]
+HIW 12 [2kt — 2(")?1+IW[(9")? +(@)?[-k? — 1% + k' — T'] (3.121)

2(k3 —1t¥)@'cosp — 2 (k* + t*) +(kt + 17")¢'sing + (k' — ')kt
— k2(t' + 27%) +(2k? + t)19'sing

83 = (cosp — sing)[212¢" — 213¢" — 2k?(¢')? — 2ktsing — 2kt — 31k’'¢@’]
+(27%7' + K'T — " )sing + 2kt(k? + 272) + 2kt"'((k — 7))+12¢9"
+(0)2(—(@")?cosp + kt — 12 + 1" — ¢''sing)

olmak tlizere
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2 (8, T+6, N+65 B)
((pN2+2(k2+72 —kr)—2<pl(kcos<p+rsin(p))2

T (3.122)

’ _
BTNBC —

elde ederiz. O halde Brypc(s) egrisinin kg, . egriligi,

" ” , ” 2J612+522+632
= ||T =
Brnsc Brnsc ((@nN? + 2 (k2+12-kT)-2¢' (kcosep + Tsingo))z
(3.123)
T’[g
bulunur. Diger taraftan NﬁBTNB c = ﬁ oldugundan asli normal vektor alani,
BTNBC

(8, T+6,N+5;3 B)

NﬁTNBC - P,
5,2+8,%+685

(3.124)

olur. Bg - (s)=Tg,pypc(S) ANg.  (s) ifadesinden binormal vektor alani,

u= J( ()2 +2(k? + 12 — k1) — 2¢"(kcosp + Tsimp))

v = \/612 + 522 +532

T N B
1| '
B yse = — |p'cosg — k k—1t t—¢@'sing (3.125)
6 o d3

seklinde hesaplanarak,

. [(k —1)85 — 8,(7 — ¢'sing)]T
Bpryse =3 +[6, (Tt — ¢'sing) — 53(¢'cosp — k)N (3.126)
+[(62(p'cosp — k)—61(r — k)] B
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ifadesi bulunur. Torsiyonu bulmak i¢in Srypc €grisinin ikinci ve tiglincii tiirevlerini

bulmamiz gerekir. Buna gore;

(¢"cosp — (¢")? sing + kt — k' — k*)T
B rnsc = 75 +(=7" + ko'cosp + 1¢'sing)N (3.127)
+(—1%2 — ¢"'sing — (¢')%cosp)B

ve

1224 1
TNBC — \/—E{wl']r + sz + (1)3IB} (3128)

olarak bulunur. Burada;

wy = (9" = (9" —k*¢' —?¢")cosp + (=3¢'¢" )sing + |WI|* + 27" - 3k’

wy = (k—1)(k +1)%+ 20" ||W||? + ¢’ (k'cosp + T'sing) — 317" — 2kk’ + k"
—k'—1'

w3 = ||W|?'sing — ) — 3¢ @ " cosp — (9" + (¢")*)sing — 31t + kt' + 2k’
+7" (3.129)

dir. (2.3) bagntisinda (3.119), (3.127), (3.128) ifadeleri yerlerine yazilip gerekli

hesaplamalar yapilirsa,

w1 = IW|?[2t(1 — sinpcosp + @' — 2¢'sing)] +

IWll(sing — cosp)(¢"sing — (¢p")?cosp) + 1(¢")?

uz = W[ Wl = (" )?(1 + 2singcos)p] + (¢")* — 2kt? (3.130)
us = [IW|I?[2k(1 — sinpcosp + ¢’ — 2¢'cosp)] +

(k — ) ((¢")?sing — @"cosp)+(k' — 1 )¢'cosp + k(¢")?

olmak tizere,

- _ 2 (wg p1+w3 Pp+ws pU3)
Brnec — W12+ [1p2 4 is2

(3.131)

olarak bulunur.
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Sonuc 3.8. ;1 — E3 egrisinin Frenet gatis1 {T, N, B} olmak iizere TNBC-Smarandache

egrisinin egriligi ve torsiyonu asagidaki gibidir;

2\/612+622+632
_ (3.132)
BrnBC (((p,)z_|_2(k2+72—kr)—2<p/(kcos<p+rsin<p))2
ve
_ 2(wipuitwauytwsps) (3.133)

TBrnBc = UL+ L2+ a2

dir.
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4, SMARANDACHE EGRILERINDE HELISLIiK

Bu boliimde bazi Smarandache egrilerinin egilim ¢izgisi olma durumlari
incelendi. Bunun igin gesitli Smarandache egrilerinin 7/k orami hesaplandi. Bunun
sonucunda hangi hallerde t/k = sabit sorusunun cevabi aranmaya ¢aligildu.

Eger Smarandache egrisi bir adi helis ise bu egrilerin ( C™) sabit pol egrisinin involiitleri

olabilecegi agiklandi. Simdi bir egrinin helis olma sartin1 inceleyelim.
4.1. Helis Egrisi ve Involiit ile Tlgili Teoremler
Teorem 4.1.1 E3 de bir B(s) egrisi (I, B) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,
B (s) bir genel helisdir & V s€ I i¢in t/k = sabit ,
(Hacisaligoglu,1983).
Ispat: = B(s) genel bir helis olsun. B nin eksenini Sp{u} ile gosterelim.
(B'(s),u) = cosqp= sabit
B egrisinin B (s) noktasindaki Frenet catis1 {T(s), N(s), B(s)} olmak iizere,
(T(s),u) = cosp

yazilabilir. Bu ifadenin her iki yanin tiirevlersek,

(k(s)N(s),u) =0
k(s)(N(s),u) =0 (4.1)

yazilabilir. O halde u € Sp{u} dir. Bu ise,

u = cos@T(s) + sing B(s) 4.2)

demektir. (4.1) ifadesini tekrar tiirevlersek,

(=k(s)T(s) + 1(s)B(s),u) =0
—k(s)(T(s),u) + t(s)(B(s),u) =0 (4.3)
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—k(s)cosp + 1(s)sing =0

%) = cotg = sani
k) ¢ = sabi

&<V se ligint/k =y = sabit olsun. y = cot olmak lizere

u = coseT(s) + sing B(s) (4.4)

vektoriinli tanimlayalim.

1. u sabit bir vektordiir. Ciinkii;

D, u = cosp(k(s),N(s)) + sinp(—1(s), N(s))
D, u = (k(s)cosp — 1(s)sing) N(s)

halbuki,

yazilirsa k(s)cosp — 1(s)sing = 0 bulunur. Boylece,

D, u = 0 = u=sabit

elde edilir.

2. B egrisi ekseni Sp{u} olan genel bir helistir. Ciinkii,

(B'(s),u) = (T(s), coseT(s) + singpB(s))

= cos@(T(s), T(s)) + sinp(T(s), B(s))

= cos@ = sabit
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Teorem 4.1.2 3-boyutlu Oklid uzay: , E3 deki bir g egrisinin (T) tegetler gdstergesi ve
(B) binormaller gostergesi ( C° ) sabit pol egrisinin birer kiiresel
involiitiidiir(Hacisaligoglu,1983).

Ispat: (C") sabit pol egrisi ile hareketli pol egrisinin tegetleri ortaktir. C = C(s) egrisi ile

w
verildiginden yani C (s) = ||W§3|| oldugundan C nin tegeti igin,
W(s)=1T+kB (4.5)
yani
k = [[Wllcose
7 = |[Wlsing (4.6)
ifadelerinden,
C(s) = singT(s) + cosp B(s) 4.7)
yazilir. Buradan,
% = C' = (sing)' T + (cosp)’ B (4.8)

olarak bulunur. Ote yandan (T) ve (B) gostergelerinin tiirevleri, sirasiyla,

—=T =kN (4.9)
dB
=B =—-1N
das
oldugundan,
dc dT
() =0
dc dB
(=0 (4.10)

bulunur. Bunlar da gosterir ki T(s) ve B(s) ; (C) nin birer involiitiidiir.
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4.2. Smarandache Egrilerinin Helis Egrisi Olma Durumlari
Simdi TN-Smarandache egrisi ile TB-Smarandache egrisinin birbirine goére

durumlarini inceleyelim.

Teorem 4.2.1. f = f(s) c E3 birim hizli egrisinin Frenet ¢atis1 {T, N, B} ile olusan TN-
Smarandache egrisi bir adi helis ise ||[W]|| = 0 olmak ilizere TN ve TB Smarandache
egrileri ( C") sabit pol egrisinin birer involiitii olurlar.

Ispat: TN ve TB Smarandache egrilerini,

1
2

1
2

Brn(s) =
Pre(s) =

(T(s) + N(s))

T(s) + B(s))

il

Sl

seklinde tanimlamistik bu egrilerin teget vektorlerinin tiirevleri, sirasiyla,

8T+ 8 N+58;B
v = (2 k2 + 12)2
T'g,, =kT—17 B

!

dir. Buradan,

C(s) = singT + cosp B

olmak iizere (3.1.5) ifadelerinde §; = 8§53 = 0 ve |[W|| =0 olarak alinirsa,

dc dTBrn
ds’ ds

I
o

)_

dc dT
(S5 =0

4.11
5’ d (4.11)

bulunur. O halde (C”) sabit pol egrisinin TN ve TB Smarandache egrileri gibi iki tane

involitl vardir.

Simdi 87 = §3=0 olmasinin énemini gdsterelim:
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=0 = ke (] = - ()
—~ 2+ (1) =25 (9
520 = 20 4 etk = 202 (1)’
— 2+ (1) =2()" (%)’

olup (4.12) ve (4.13) esitliklerinin sag taraflari esitlenirse,

ifadesini elde ederiz buradan,

2+ -

. . T T . K\’ T )
elde edilir. Bu ise % = —2 vyani T = sabit veya (;) = 0 olmas1 E = sabit

olmasi demektir. O halde 87 = §3=0 olmasi halinde TN- Smarandache egrisi adi helis

olur.
Ayrica (3.29) ifadelerinde w; = w3 = 0 olarak alinirsa,

—3kk' +2kt'+k’'t=0
—3tt'+ 2tk +7T'k =0

olur. Bu iki ifade taraf tarafa toplanirsa,
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k+1)k'=1)=0

ifadesi elde edilir. Buradan (k + ) = 0 veya (k' — ') = 0 elde edilir. Bu ise,

— = —1 = sabit

1 =

olmasi demektir. O halde TB- Smarandache egrisi w; = w3 = 0 olmasi halinde adi

helis olur.

Teorem 4.2.2 § = B(s) c E3 birim hizli egrisinin Frenet gatis1 {T, N, B} ile olusan NB-
Smarandache egrisi bir adi helis ise ||W]|| = 0 olmak iizere NB ve TB Smarandache
egrileri (C") sabit pol egrisinin birer involiitii olurlar.

ispat: NB ve TB Smarandache egrilerini,

1

Pnp(s) = NG (N(S) + B(S))

1
Bre(s) = NG (T(S) + B(S))
seklinde tanimlamistik bu egrilerin teget vektorlerinin tiirevleri, sirasiyla,

5T + 6,N+ 6,B
(k% + 212)°2
T, =kT—17 B

T =

BnB

dir. Buradan,

C(s) = singT + cosp B

olmak iizere (3.37) ifadelerinde 6; = 63 = 0 ve ||[W]|| = 0 olarak alinirsa,
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dc dT
(_ BNB):O

ds’ ds

dc dTPBrg

— —TBy = :
( o ) (4.15)

bulunur. O halde ( C") sabit pol egrisinin TB ve NB Smarandache egrileri gibi iki tane

involitd vardir.

Simdi §;=03=0 alinarak NB-Smarandache egrisinin adi helis oldugunu gosterelim:

5, =0 = k37 + 2kt3 + 2ktt’' — 27%k' =0

=24 (")2:3 (%)’ (4.16)

; k \t

53=0 = k?t' —2t*—k*t?—kk't=0
2 _
o4 (k) _Zk (E)' (4.17)

T 72 \7

olup (4.16) ve (4.17) esitliklerinin sag taraflari esitlenirse,

(E27) (5 =

K\’ T
ifadesi bulunur. Buradan (;) =0 vyani ; = sabit sonucuna ulasilir. O halde

NB-Smarandache egrisi adi helis olur.

Teorem 4.2.3. B = B(s) < E3 birim hizli egrisinin Frenet catis1 {T, N, B} ile olusan
TNB-Smarandache egrisi bir adi helis ise ||W]|| =0 olmak iizere TB ve TNB
Smarandache egrileri ( C*) sabit pol egrisinin birer involiitii olurlar.

ispat: TB ve TNB Smarandache egrilerini,



Brs(s) = % (T(s) + B(s))

1
Prw(s) = 7 (T(s) + N(s) + B(s))
seklinde tanimlamistik bu egrilerin teget vektorlerinin tiirevleri, sirasiyla,

T, =kT—17 B

— V3
T rws = Grrmasr iz (1T + 8N+ 85B)

dir. Buradan,

C(s) = singT + cosp B

olmak iizere (3.54) ifadelerinde 6; = §3 = 0 ve ||W]| = 0 olarak alinirsa,

dc dTBrp

ds’  ds ) =0
dc dTBrnB _
(=, ——)=0 (4.19)
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bulunur. O halde ( C”) sabit pol egrisinin TB ve TNB Smarandache egrileri gibi iki tane

involutid vardir.

Simdi §;=03=0 alinarak TNB-Smarnadache egrisinin adi helis oldugunu gosterelim.

a=0= [ze2() () Q[+ ()@ =0 e
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olup (4.20) ve (4.21) esitliklerinin hesaplanmasiyla,

(M) (t—k) (%), =0 (4.22)

k272

T
ifadesi bulunur. Buradan T — k = 0 olup ; =1 = sabit sonucuna ulasilir. Bu ise

TNB-Smarandache egrisinin adi helis oldugunu gosterir.

Teorem 4.2.4. B = [(s) c E3 birim hizl egrisi verilsin. B(s) egrisinin Frenet catist
{T,N, B} ve birim Darboux vektorii C alinarak olusturulan TC ve BC Smarandache
egrileri (C") sabit pol egrsinin birer involiitiidiir.

Ispat: TC ve BC Smarandache egrilerini,

Bre(s) = % (T() + C(5))

1
Bec(s) = = (B(s) + C(s))
seklinde tanimlamistik bu egrilerin teget vektorlerinin tiirevleri sirasiyla,

, V2
Tpre = W(‘Sl'ﬁ‘ + 6,N + 63B)

V2

T Bec — (k2 + 2(¢,)

22 (6;T +6,N+ 6:B)

dir.Buradan,

C(s) = singT + cosp B
olmak tizere (3.71) ve (3.105) ifadelerinde,

6, _ 61

5, o = tang (4.23)

olarak alinirsa,
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dc dTfrc _
( ds’ ds ) =0

dc dTfpc _

(o =0 (4.24)

bulunur. O halde ( C") sabit pol egrisinin TC ve BC Smarandache egrileri gibi iki tane

involitd vardir.

R R
mdal — = —

5. = tang ve @' = 0 olma durumu goz 6ntine alinirsa (3.71) ifadelerinden,
3 3

—k?cosg — ktsing = 0 (4.25)
olup gerekli diizeltmeler yapilirsa,

T
2 coty Sapl

ifadesi bulunur. Buna gére TC-Smarandache egrisi adi helis egrisi olur.

Benzer sekilde % =tang ve @' = 0 oldugu goz 6niine alinirsa (3.105) ifadelerinden
3

T2sing + k T cosp = 0 (4.26)
elde edilir. Buradan gerekli diizeltmeler yapilirsa,

T
— = cotgp = sabit
= cote = sabi

oldugu goriiliir. O halde BC-Smarandache egrisi adi bir helis olur.

Burada ¢’ = 0 olmasi diger NC ve TNBC Smarandache egrileri i¢in de ayni sonucu
verdigi goriiliir. Clinkii,

T—t
= tang
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oldugundan her iki tarafin tiirevini alirsak,

A (3) ’ 4.27)

1+p2

L Y - T .
elde edilir. ¢" = 0 olmasi % = 0 olmasim gerektirir. O halde Pl sabit olur.

Boylece Smarandache egrisinin adi bir helis oldugunu sdyleyebiliriz.

Genel bir sonuca varmak i¢in asagidaki hesaplamalar Smarandache egrileri
hakkinda bize 6nemli fikirler olusturmamizi saglayacaktir. Bunun i¢in birim Darboux

vektorq,

C = singT + cosp B

olarak alinirsa ve Smarandache egrilerinin teget vektoriinii genel olarak,

seklinde diistiniirsek,
dc dTf, _
— )=20 (4.29)

olmasi i¢in,

@'(61c0sQ — §35ing) =0

olmas1 gerekir. Bunun igin ¢’ = 0 veya §;cos@ — §35ing@ = 0 olmasi gerekir. Eger

bu sartlar saglanirsa Smarandache egrileri ( C) sabit pol egrisinin involiitii olurlar.
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