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BEYAN

""Kesirli Simir Sartlarina Sahip Diferansiyel Denklemler ve Uygulamalar:1' adl yiiksek li-

sans tezinin hazirlik ve yazimi sirasinda bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bas-

kalarinin eserlerinden yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulun-

dugumu, kullandigim verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigim, tezin herhangi bir kisminin

Bilecik Seyh Edebali Universitesi veya baska bir iiniversitede bagka bir tez calismas1 olarak

sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki so-

rumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.
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Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmasi duru-

munda ise ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.
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OZET

KESIRLI SINIR SARTLARINA SAHIP DIFERANSIYEL DENKLEMLER VE
UYGULAMALARI

Bu tez calismasinda kesirli tiirev ihtiva eden sinir sartlarina sahip diferansiyel denklemler kirig
problemleri 6zelinde ele alinmistir. Coziim metodolojisi olarak Cok Zaman Olgekli metot (Per-
tiirbasyon metodu) kullanilmistir. Matematik model ¢oziimleri elde edilerek kararlilik analizi

yapilmustir.

Tez calismasi bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismia ayrilmistir. ikinci bo-
liimde tezde kullanilan temel tanimlar tanitilmstir. Uciincii boliimde Pertiirbasyon metodunun
(Cok Zaman Olcekli metot) ayrintilar1 ve uygulamalar1 verilmistir. Dordiincii boliimde kesirli
sinir sartlarina sahip diferansiyel denklemlere bir uygulama olarak Euler-Bernoulli kiriginin
zorlamali titresim analizi ele alinmustir. Kirigin, harmonik dis kuvvetin etkisi altinda oldugu ka-
bulii ile Cauchy gerilme teorisi kullanilarak kirigin matematik modelinin elde edilisinden bah-
sedilmis ve yaklasik ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra kararli durum ¢6ziimleri ve bunlarin

kararliliklar1 incelenmisgtir. Son boliimde ise sonu¢ kismina yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kesirli Tiirevli Viskoelastik Simir Kosullar1, Cok Zaman Olgekli Metot,

Pertiirbasyon Yontemi, Euler-Bernoulli Kirisi, Kararlilik
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ABSTRACT

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FRACTIONAL BOUNDARY CONDITIONS
AND APPLICATIONS

In this thesis, differential equations with boundary conditions involving fractional derivatives
are discussed, especially on beam problems. Multiple-Time Scales method (Perturbation met-
hod) is used as the solution methodology. Mathematical model solutions are obtained and sta-

bility analysis is performed.

The thesis consists of five sections. The first section is devoted to the introduction. In the second
section, the basic definitions used in the thesis are introduced. In the third section, details and
applications of the Perturbation method (Multiple-Time Scales method) are given. In the fourth
section, forced vibration analysis of the Euler-Bernoulli beam is discussed as an application to
differential equations with fractional boundary conditions. Assuming that the beam is under the
harmonic external force, it is mentioned that the mathematical model of the beam is obtained
by using Cauchy stress theory and approximate solutions are determined. Then, steady state

solutions and their stability are examined. The last section includes the conclusion.

Keywords: Viscoelastic Boundary Conditions with Fractional Derivatives, Method of Multiple

Time Scales, Perturbation Method, Euler—Bernoulli Beam, Stability.
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1. GIRIS

Son zamanlarda kesirli diferansiyel denklemlerin 6nemi, klasik diferansiyel denklem-
lere gore bir ¢ok fiziksel olay1 daha gercege yakin modelledigi i¢in gittikce artmaktadir. Kesirli
sinir deger problemleri ise matematiksel bakis acisina gore popiiler bir arastirma alanidir ve
biyoloji, epidemiyoloji, fizik, mithendislik, kimya, finans, klasik mekanik, kuantum mekanigi,

viskoelastisite, elektrik devreleri ve benzeri alanlarda uygulamalara sahiptir.

Cogu kesirli diferansiyel denklemde oldugu gibi, kesirli tiirev iceren denklem ve denk-
lem sistemlerinin analitik ¢oziimleri yoksa, bu tiir diferansiyel denklemler ¢esitli yaklagimlar
ve sayisal tekniklerle ¢oziilmektedir ((Javadi vd., 20193 Lewandowski ve Wielentejczyk, 2017).
S0z konusu diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan yontemlerden biri de yaklagik ana-
litik bir yontem olan pertiirbasyon yontemidir. Orijinal problemle iligkili daha basit bir problem
kullanma ve daha sonra iki problem arasindaki farki agiklayan kiiciik terimler ekleyerek ¢oziimii
diizeltme fikrine dayanir. Kiigiik terimler genellikle daha basit problemden sapmay1 6l¢en kiigiik

bir parametrede bir kuvvet serisi olarak ifade edilmektedir.

Pertiirbasyon teorisi, fizikte ve uygulamali matematikte farkli alanlarda kullanilmakta-
dir. Ornegin; cebirsel denklemler, hareket denklemleri, dalga denklemleri vb. gibi. Bu tez ca-
lismasinda pertiirbasyon metotlar1 arasindan "Cok Zaman Olcekli Metot" ele almacaktir. Cok
zaman Olcekli metot, yaklasik analitik ¢oziimleri incelemek i¢in kullanilan en popiiler pertiir-

basyon teknikleri arasinda yer almaktadir ([Donmez vd., 20143 Sinir vd., 20213 Tang vd., 2018)).

Kesirli analiz, klasik hesabin kokenlerinden dogmustur ve mekanik, fizik, biyoloji,
kimya, ekonomi vb. dahil olmak iizere ¢cok sayida aragtirma ve miihendislik dalinin matematik-
sel modellemesinde basariyla kullanilmistir. Kesirli hesap teorisinin ayrintili agiklamalari analiz
ve uygulamalar (|[Podlubny, 19993 |Debnath, 2003)’de verilmektedir. Kesirli tiirevin avantajla-
rindan biri, baz1 6nemli malzeme ve siireclerin hafizasin1 ve kalitsal 6zelliklerini tanimlama
yetenegine sahip oldugundan, malzemelerin 6zelliklerinin matematiksel modellemesi i¢in daha
iyl bir uyum saglamasidir. Kesirli tiirev, osilatorler, kirigler, plakalar ve kabuklar dahil olmak
tizere ¢esitli mekanik problemler icin hareket denklemlerini ve bunlarin sinir kosullarini tanim-

lamak icin kullanilabilir, 6rnegin bkz. (|Agarwal vd., 20133Rong ve Bai, 2015).

Kirigler, yaygin olarak kullanilan bir boyutlu mekanik yap: elemanlarindandir. Uygu-

lamal1 bilimin ¢esitli dallarinda ve mekanik gibi ¢esitli miihendislik problemlerinde; havacilik,



ingaat, biyomedikal miihendisligi gibi alanlarda yaygin olarak kullanilmaktadir. Kiriglerin mate-
matiksel modelleri ¢esitli varsayimlara dayanan kiris teorilerine gore gelistirilmistir; bunlardan
en bilinen teorileri Euler-Bernoulli ([Reddy, 2011} Carrera vd., 20113 Bauchau ve Craig, 2009)),
Timoshenko | (Huang vd., 2013) ve yiiksek mertebe kiris teorileridir ((Reddy, 20113 Thai ve Vo,
20123 Simsek, 2010).

Sinir kosullari, basit, ankastre ve serbest mesnet durumlari icin bir kirisin baslangic ve
bitis noktalarina uygulanan kisitlamalardir. Kirisin dogal frekans analizi, sapma analizi, kritik
yiik analizi ve titresim analizi vb. gibi statik ve dinamik davraniglarinin belirlenmesinde 6nemli
rol oynamaktadirlar ([ Reddy vd., 19973 Zhao ve Chang, 20213 |Barari vd., 2011]). Bununla bir-
likte, sinir kosullar1 her zaman sabit degildir, clinkii yapisal ve ¢evresel kosullara bagl olarak
degisebilirler. Bu degisiklikler tiim kiris yapisinin performansini onemli Olciide etkileyebilir.
Bu nedenle, degisen sinir kosullarinin kiris davranigi izerindeki etkilerini incelemek ve bunlari
tespit etmek ve telafi etmek icin yontemler gelistirmek ¢ok onemlidir ({|Qiao ve Rahmatalla,

20217 Barari vd., 2011).

Bu tez calismasinda kesirli tiirev igeren sinir sartlarina sahip diferansiyel denklemler,
kirig problemleri 6zelinde kesirli visko-elastik sinir kogullarina sahip Euler- Bernoulli kiriginin
dinamik analizi ile ele alinmistir. Kirigin, harmonik disg kuvvetin etkisi altinda oldugu kabul edil-
mistir. Tlk olarak, Cauchy gerilme teorisi kullanilarak kirisin matematiksel modeli elde edilmis,
daha sonra, geometri ve malzemeye bagimlilig1 ortadan kaldirmak icin hareket denklemi bo-
yutsuzlastiritlmistir. Analizde bir pertiirbasyon yontemi (¢ok zaman 6l¢ekli metodun dogrudan
uygulamasi) kullamilmustir. Yaklagik analitik ¢oziimler, genlik ve faz modiilasyon denklemleri
elde edilmigtir. k£ degisimlerine gore dogal frekanslar ve mod yapilari elde edilmistir. o nin et-
kisi zaman-deplasman grafigi ile verilmistir. Kirisin belirli bir £ degerinden itibaren basit-basit
mesnetli bir kirig olarak davranisi k — @ degisim grafikleriyle gosterilmistir. Ayrica kararli du-

rum ¢oziimleri ve bunlarin kararhiliklar1 incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, tezde kullanilan temel tanimlara yer verilmistir.

Tanim 2.1. (Lineer Diferansiyel Denklem) ay, a;, a3, ..., a, ve g, t’nin fonksiyonlar1 olmak

uzere,

ao(t)y(1)" +ar (0)y(6) "+ ar ()y() "V + . an(0)y(0) = 8(0)

denklemine ag () # 0 olmak tizere n. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir.

Tanim 2.2. (Stmir Deger Problemi) Bir diferansiyel denklemin belli kosullara gore ¢oziimii
arandiginda eger kosullar bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerine gore birden fazla noktada
belirlenmigse bu yardimer sartlara sinir kosullari denir. Bu tiir sartlarin oldugu problemlere sinir
deger problemleri denir. Sinir kosullarina sahip fiziksel problem, matematik modellerin sinir

deger problemlerine karsilik gelmektedir.

Tamm 2.3. (Gama Fonksiyonu) Gama fonksiyonu Euler tarafindan

oo

I'(z) = /e"tz_ldt, Vz>0
0

seklinde tanimlanmaktadir | (Podlubny, 1999).

Tanim 2.4. (Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi) Her sonlu (a,?) araliginda f fonksiyonu sii-
rekli ve integrallenebilir olmak iizere n € N*, n—1< o <nve o > 0 olmak iizere t > a i¢in

reel bir f fonksiyonunun . mertebeden Riemann - Liouville kesirli tiirevi;

t

appy_ 1 d f(0)
D) = I'(n—a) W/ ([_T)OH—l—ndT

a

seklinde tanimlanir | (Podlubny, 1999).

Tamm 2.5. (Ustel Fonksiyonlarm Kesirli Tiirevi)

' . ; sin(wa) [ 5%
DOC 1103 = (iw o 10t / d 21
o+l e (l ) e + T a+ 0 S ( )

Burada i karmagik say1 /—1 ’i gosterir. Eger o degeri birimden biraz farkliysa ve kesirli para-

metre o’ nin biiyiikliigi kiiciikse (2.1)) denkleminin sag tarafindaki ikinci terim ihmal edilebilir,

3



dolayisiyla
0+Dtaelﬁ)f — (iw)aeia)t
olur | (Rossikhin ve Shitikova, 2010).

Bundan sonra o. mertebeden zamana gore kesirli tiirev kolaylik olmasi agisindan D%

seklinde gosterilecektir.

Tanmim 2.6. (Ozdegerler ve Ozvektorler ) A, n x n bir kare matris ve I, birim matris olmak
tizere p(A) = det(A — A1) = 0 denklemini saglayan A sayisi varsa buna A matrisinin 6zdeger-
leri denir. Bulunan her A degerini Ax = Ax veya (A — Al,)x = 0 da yerine koyarak elde edilen

sifirdan farkli x vektorlerine, A matrisinin A 6zdegerlerine kargilik gelen 6zvektorleri denir.

Tanima bir ornek olarak asagidaki ornek verilebilir.

Ornek 2.6.1.

A=

A matrisinin 6zdegerlerini ve bu 0zdegerlere karsilik gelen 6zvektorleri bulunmak istendiginde
A matrisinin karakteristik denklemi hesaplanir. A matrisinin karakteristik denklemi
-1 2

del‘(A—lIz) = =0
2 1-4

hesaplandiginda det (A — Al,) = A% —2A — 3 = 0, buradan ise 6zdegerler A; = —1 ve A, = 3 ola-
rak bulunur. A; ve A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorleri bulmak i¢in Ax = Ax tanimindan

yararlanilir. Buna gore

1 2 X1 _a X1
2 1 X2 X2
veya
X1 +2x = Axy
2x1 +x3 = Axy



seklinde esitlikler elde edilir.
A1 = —1 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor igin;
X1 = —xp olur. Sonug olarak A; = —1 0Ozdegerine karsilik gelen 6zvektorlerin kiimesi
{(=t,t)|t € R} seklindedir.
A1 = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor igin;
x1 = xp olur. Sonug olarak A; = 3 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorlerin kiimesi {(¢,7)|r € R}

seklindedir.

Tanmim 2.7. Birinci mertebeden n-boyutlu dinamik sistem

dx;

dt :lpl(xlf"?xn)
dX2 ( )
— = = X1.°".X
dt 2 1 yvn (22)
dx
\d_tn:\Pl’l(xh"'axn)

ile tanimlidir. Buradant e Rve W; : D C R" - R (Vi=1,---,n) fonksiyonlar: birinci merte-
beden siirekli kismi tiirevlere sahip siirekli fonksiyonlardir. (2.2)) sisteminde x = (xp,---,x,)7,

Y= (¥,¥s, -, ¥,)7 secilirse (2.2)) sistemine denk olan

dx_

i= = W) (2.3)

vektor esitligi elde edilir.

Tanmmm 2.8. (Jacobian Matrisi) x;, x7, ..., x,, degiskenlerine baglh n tane denklemden olusan
y = f(x) sistemi,

J1(x)
L (x)




matris formunda yazilir. Daha ac¢ik olarak

yl :fl(x17x27"'7xn)

Yn = fn<X1,X2, -'-7xn)

seklinde de yazilabilir ve bu sistemin Jacobian matrisi

Ifi afi
dx; 7 dxp
J(x1,X2,..,) = - :
9fn ofn
dx; T dxy

olarak ifade edilir| (Simon ve Blume, 1994).

Ornek 2.8.1.
X1 = x1x2 — 2x1

Xy =3x1x0 — X2

sisteminin Jacobian matrisi

X2 — 2 X1
3x0 3x1—1
seklinde elde edilir.
€
Tanim 2.9. (Mertebe Sembolii) f ve g iki reel fonksiyon olsun. Eger, lirr(l) % =Ave (<
E— g

|A| < o ise € — 0iken f(&) = O[g(€)] olarak yazilir. Burada f fonksiyonu g fonksiyonun € — 0
iken biiyiik O altindaki goriintiisiidiir | (Nayfeh, 2011). Ornegin;
. sin(g)
lim
e—=0 €

= 1 oldugundan, sin(€) = O(€)’dur.

Tanim 2.10. (Boyutsuzlastirma) Boyutsal olarak homojen bir denklemin her bir terimi
degisken ve sabitlerden olusan bir gruba boliindiigiinde, denklem boyutsuzlastirilmis olur. Boyle
denklemlere “boyutsuz denklem” denir. Genel olarak boyutsuzlastirma siirecine giden bir¢ok
alternatif yol olabilir. Bu tiir iglemleri yaparken dikkatli olmak ve dogru boyutsuzlastirma icin
parametrelerin fiziksel deger araliklarimi bilmekte fayda vardir. Problemin fizik bilgisi olma-
dan boyutsuzlastirma yapilmasi, boyutsuz parametrelerin hatali tanimlanmasina ve problemin

fizisel yapisinin bozulmasina sebep olabilir.



Sistemi boyutsuz hale getirmek icin su adimlar izlenilir:

Bagimli ve bagimsiz degiskenler belirlenir.

Her 6l¢iim, karakteristik birimler kullanilarak 6l¢ekli bir miktara doniistiiriiliir.

En yiiksek dereceli terimin tiirevinin katsayisina boliiniir.

Her degisken i¢in karakteristik birim tanimi, miimkiin oldugu kadar ¢ok terimin katsayis1

1 olacak sekilde dikkatlice secilir.
e Sistemin denklemi, boyutsuz degiskenlerine gore yeniden yazilir.

Tanmm 2.11. (Sekiiler Terim) Pertiirbasyon yontemi kullanilarak mertebelendirilen bir denk-
lemin ¢6ziimiinde O(1) mertebesinden baglayarak elde edilen her bir ¢6ziimiin bir sonraki mer-
tebede yerine yazilmasi sonucunda, zaman degiskeni ¢ arttikca sinirsiz olarak artisa sebep olan
terimler sekiiler terimleri ifade eder. Sekiiler terim ayn1 zamanda 1raklik terimi olarak da adlan-

dirilmaktadir.

Tanim 2.12. (Serbest ve Zorlanms Titresimler) Bir sistem dis kuvvetlerin etkisi olmadan,
yani belirli bir baglangi¢ titresimi ile saliniyorsa, buna serbest titresim denir. Ancak bir sistem

harici bir itici kuvvet nedeniyle titrestiginde bu sistemlere zorlanmus titresim adi verilir.

Tanim 2.13. (Soniimsiiz ve Soniimlii Titresimler) Titresim sirasinda enerji kayb1 olmayan
titresime sOniimsiiz, siirtiinme vb. nedeniyle enerji kaybinin oldugu titresime soniimlii titresim

denir.



3. PERTURBASYON METODU

Pertiirbasyon metodu, analitik ¢dziimii olmayan bir problemin, bu probleme bagli bir
bagka problemin bilinen basit ¢cziimiinden yola ¢ikilarak yaklasik bir ¢oziimiinii elde etmek icin
kullanilan matematiksel yontemdir. Bilinen ¢oziimiine sahip problemin matematik modeline
kiiciik terim ekleyerek elde edilen yeni matematik model analitik ¢6ziime sahip degildir ve

bunlarin ¢éztimleri pertiirbasyon uygulanarak elde edilebilir.

Pertiirbasyon yonteminde, istenilen ¢oziim bilinen ¢6ziim civarinda kiiciik parametre
yardimiyla kuvvet serisi yaklagimi ile ifade edilir. Kuvvet serisinin ana terimi, bilinen ¢oziimlii
problemin ¢6ziimii; diger terimler ise ilk problemden sapma miktarina gore belirlenen, ¢6ziim-

deki sapmay1 tanimlar.

Bu tez calismasinda Pertiirbasyon metotlar1 arasindan Cok Zaman Olgekli Metot’ un

dogrudan uygulamasi kullanilmagtir.
3.1. Cok Zaman Olcekli Metot

Coziim fonksiyonu
u:uo—|—8u1—|—82u2—|—... 3.1

formunda olsun. Burada € pertiirbasyon yontemi i¢in gerekli olan kiiciik parametre, u tam ¢6-
ziim, ug, uy, uy sirasiyla O(1), O(€), O(&?) mertebe goziimleri ifade etmektedir.
Pertiirbasyonda ¢6ziim fonksiyonun seri ag¢iliminda belli sayida terim alinarak ¢6ziim
yapilir. Ornegin ilk iki terim, yani ug + €uy, dikkate almarak ¢dziim bulunabilir.
Cok zaman 0lcekli metotta ¢6ziimiin zaman bagimlilig:
Tp =t — hizli zaman 6lcegi,
T\ = &t — yavas zaman 0lcegi,

T, = €2t — daha yavas zaman 6lcegi

seklindedir. Dolayisiyla

u(t;€) = u(Ty, Ty, Tr; €)



seklinde bir ¢6ziim aranmaktadir.
Genel olarak, n tane zaman 6lgegi secilirse zaman Slgeklerinin Ty = ¢, Ty = &t, Tr = £t

, ... » I, = €"t olarak tanimlandiginda ¢6ziim fonksiyonu zaman parametresine gore

u(l‘;&‘) = M(T(),Tl, D, ...,Tn;S)

dir ve ¢oziimiin pertiirbatif acilimi

u= u()(T(), 11,15, ) + Sul(T(), 11,15, ) + (‘,‘zl/tz(T()7 11,15, ) +... (3.2)
olur.
Boylece ¢’nin bir fonksiyonu olan u ¢6ziimii, 7y, 17, ..., T, terimlerinin bir fonksiyonuna
doniisiir. Tiirev ifadeleri Ty, 71, ..., T,, lere bagh ve D,, = aiTn zamana gore tiirevler olmak iizere;
d_9 0 (029
dt dTy 0T, o 7
=Dy+eD; +&Dy+... (3.3)
ve
d? B 92 L oe d +82( 92 . 92 )+
di> 917~ 9TydTy dToT, 9T
= D} +€>D3 4 £22DyD, +2eDyD; ... (3.4)
seklindedir.

Burada 1 ve € bagimsiz degiskenler iken; 7;, (i = 1,2,..) ler de bu iki degiskenin fonksi-

yonudurlar ve bu nedenle bagimsiz degiskenler degillerdir.
3.2. Uygulama Ornekleri

Bu kisimda, pertiirbasyon (¢cok zaman 6lgekli metot) ve kesirli tiireve iligkin cesitli uy-

gulama Orneklerine yer verilmistir.

Ornek 3.2.1.
i+2eu+u=0 3.5)



(3.2)-(3.4) esitlikleri (3.5)) denkleminde yerine yazilarak mertebelendirilir ise

O(1) : D3ug+up =0 (3.6)

0(8) :Douy +up = —2DgDug — 2Dgug 3.7
elde edilir. Lineer homojen (3.6)) denkleminin ¢oziimii
uy = Ae'®T0 + A= 10To (3.8)

formunda onerilir. Burada A, A’min karmasgik eslenik fonksiyonudur. (3.8)) ¢oziimii (3.7) denk-

lemine uygulandiktan sonra
Douy +uy = —2DgD; (Ae'®™ + k.e.) — 2Dy(Ae’®T0 + k.e.) (3.9)

elde edilir. Burada k.e. karmagik eslenigi ifade etmektedir. (3.9) denkleminden sekiiler terimler
ayiklanip (yani ¢/?70 ve ¢~/®T0 katsayilaria sahip olan terimler ayiklanip) sifira esitlenmesi ile

¢oziilebilirlik sart1
DIA+A=0 (3.10)
olarak elde edilir. A(7}) fonsiyonunun
L o(ty)eBm)
A= Ea(Tl)e L

kutupsal formu g6z Oniinde bulundurularak ve (3.10) ¢oziilebilirlik sartindan

1 1 1
Ea'(T1)+i§a(T1)[3'(T1) —|—§a(T1) =0 (3.11)

esitligi elde edilir. Elde edilen (3.11) esitlifinde reel ve sanal kisimlar ayrildiginda asagidaki

esitlikler elde edilir

% : %a’(TI)+%a(T1) —0
3 %a(TI)B/(T1> =0.

10



Buradan,

d(T)+a(Ty) =0 (3.12)
a(Th)B'(Th)

0 (3.13)

olur. Burada (3.12) denkleminden a(7;) = ape™ "' ve (3.13)) denkleminden 8 = B, elde edilir.

Bu degiskenlere gore ug

up = age” 11 cos(Ty + o) (3.14)
seklinde olur. Elde edilen (3.14) denklemi, (3.2)’de yerine yazilirsa,

u=age & cos(t+ Po)

¢Oziimii elde edilir.

Ornek 3.2.2. Literatiirde iyi bilinen ikinci mertebeden kiibik nonlineer Duffing denklemi

asagidaki gibidir:
i+u+teu =0. (3.15)

(3.2)-(3.4) esitlikleri (3.13) denkleminde yerine yazildiktan sonra denklem mertebelere ayrilir

ise

O(1) : D3ug+uy =0 (3.16)

O(€) : D3uy +uy = —2DoDyug — u) (3.17)
elde edilir. Burada (3.16) lineer homojen denkleminin ¢6ziimii

ug = A(Ty)e' ™0 + A(Ty)e 0T
formunda alinir ve denklemine uygulanirsa,

Djuy +uy = —2DoDy (A(T1)e' ™0 + A(Ty)e '@T0) — (Ae'T0 4 Ae~10T0)3

11



elde edilir. Bu denklemde sekiiler terimlerin yok edilmesi sonucu
—2iD1A —3A%A =0
esitligi elde edilir.
| iB(T})
A= —a(Tl)e !
2
oldugundan
(Lo yesm ;! iB(Ti) g/ L2 ) ~ip(T})
—2i 54 (Tp)e'P\ —I—zia(Tl)e VBY(Th) —3Za (Ty)e”Ph Ea(Tl)e V=0
dir, burada gerekli islemler yapildiginda,

2+ 2a(T)B(T1) ~2id (1) = 0

elde edilir. Elde edilen bu esitlikte reel ve sanal kisimlar1 ayrildiginda asagidaki esitlikler elde
edilir
3 3 /
EKZ—ZCI (T1)+2a(T1)[3 (Tl):() (3.18)
3:d (1) =0. (3.19)
Burada (3.19) denkleminden a(7}) = ao ve (3-18) denkleminden (7}) = 2a3T; + By elde edilir.
Bu degiskenlere gore ug ¢coziimii

%aoei(Tw%a%Tﬁﬁo) +he. (3.20)

up =
olur. Elde edilen (3.20) ¢oziimii, (3.2)’de yerine yazilirsa agsagidaki ¢éziim elde edilir

3
U = apcos (t + ga(z)et + [30) .

12



Ornek 3.2.3. (Rayleigh Denklemi) Literatiirde iyi bilinen Rayleigh denklemi asagidaki sekil-
dedir;

" N

i+u=E¢€ u—gu . (3.21)

(3.2)-(3.4) esitlikleri (3.21)) denkleminde yerine yazildiktan sonra denklem mertebelere ayrilir

1S€

O(1): D*up+uy=0 (3.22)

O(€) : D3uy +u; = —2DoDug + Doug — %(D0u0)3 (3.23)
elde edilir. Burada O(1) ¢6ziimii

ug = A(Ty)e'™ +A(T;)e~ 1o (3.24)
olarak alinir ve O(€) da uygulanirsa

Duy +ur = —i(2A'(T)) — A(T1) + A*(T))A(Th) ) e + %iA3(T1 e 4 ke (3.25)
elde edilir. Buradan sekiiler terimler yok edilerek ¢oziilebilirlik sarti

2A'(T1) — A(Ty) + A*(T)A(T;) = 0 (3.26)
seklinde bulunur. A(7}) nin

A(T)) = %a(Tl)eiﬁ(Tl) (3.27)
polar formu (3.24)) ¢6ziimiinde yerine yazilirsa (3.24)) ¢oziimii agagidaki gibi de ifade edilebilir;

1 imp(T) , 1 —iTB(T})
ug = Ea(Tl)e + Ea(Tl)e (3.28)

yani,

uo = a(Ty)cos(To+ B(Th)) (3.29)

13



olur. (3.26) denkleminde, (3.27)’daki esiti yerine konuldugunda
. , 1 ; 1 ;
d (T1)ePT) 1 ia(T)) B (T1)ePT) — Eam)e’ﬁ(m + §a3(T1)e’ﬁ(T‘) =0 (3.30)

esitligi elde edilir. Gerekli islemler yapildiginda,

4 (T) — %a(Tl) + %cﬁ(n) +ia(T)B(Ty) =0

denklemi bulunur. Elde edilen bu esitlikte reel ve sanal kisimlar ayrildiginda asagidaki esitlikler

elde edilir;

%:a/(Tl)—%a(Tl)—i—%cf(Tl):O (3.31)

3 :af/(T}) =0. (3.32)
(3.31) ve (3.32)) esitliklerinden
/ 1 1 3

a (Tl) = Ea(Tl) — ga (Tl) (333)

B'(Th) =0 (3.34)

denklemleri elde edilir. Elde edilen bu denklemlerden (3.34) denkleminin ¢6ziimii

B(T1) = Bo (3.35)

sabittir. (3.33)’{in ¢oztimii ise degiskenlerine ayrilip gerekli matematiksel iglemler yapildiginda

4

2 _
a(h) =1 ==

(3.36)

seklinde bulunur. Elde edilen (3.35)) ve (3.36) degiskenlerine gore ug ¢oziimii

2
\/ﬁ COS(t + ﬁo)

uy =

elde edilir. Elde edilen ug ¢oziimiinti (3.2))’de yerine yazildiginda genel ¢6ziim asagidaki gibi

14



elde edilir;

2
u=————=—cos(t+ o) +....

V1+e€¢

Ornek 3.2.4. Riemann-Liouville kesirli tiirevi ile tanimlanan kiibik nonlineerlige sahip negatif

soniimlii Rayleigh denklemi ele alinsin,

i+ wp’u = £(D*(u) — (D%(u))?). (3.37)
icin u ¢6ziim fonksiyonu

u=ug+E€u+... (3.38)

seklinde seriye agilsin. D, = % olmak iizere zaman tiirevlerine iliskin bagintilar asagidaki

sekilde yazilabilir:
d
EIDQ-F&‘D]—}—..., (3.39)
@ — D +2eDyD 3.40
W — M0 D1+ ..., ( ) )
d o
(E) =D%+e(aD* 'Dy) +... (3.41)

(3.38)-(3.41) ifadeleri (3.37) denkleminde yerine konularak ve € un ilk iki mertebesi dikkate

alinarak
O(1) : Djug + oguy =0 (3.42)
0(8) : D%ul + (Ogul = —2DgDuy +D0au0 — (Doau0)3 (3.43)

esitlikleri elde edilir. (3.42) denklemi

ug = A(Ty )@ +A(T1)e_ia’0T° (3.44)
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genel ¢oziim formuna sahiptir. (3.44)), (3.43)’de yerine yazildiginda

Diuy 4 odu; = —2DgD (Ae'®T0 4 k.e.) — Dy* (Ae'®T0 4+ k.e.) — (Ae'™T0 4 k.e.)?
= —2imyD 1A' ™0 + (iax)*Ae’®T0 — (jay)3*A3 3D To

—3(im)** (—iwy)*A*Ae' ™10 4 k.e. + SOT (3.45)

Burada SOT sekiiler olmayan terimleri temsil eder. (3.43) esitligindeki sekiiler terimlerin yok

edilmesi ile,
—2iwgD1A — (imp) %A + 3 (i) ** (—iay)*A’A =0,
ve
i% = cos A +isin T
B 2 2
acilimi dikkate alindiginda,

0! o a
DA+ : 02 (cos <77r) +isin <7n))A—
3 o o _
- Siod! (cos (7”) +isin <7”) ) A2A=0 (3.46)

esitligi elde edilir. A(T}) fonksiyonunun,

Ao %a(Tl)eiB(Tl) (3.47)

kutupsal formunu goz oniinde bulundurarak ve esitlik (3.46)’dan,

1 on (044
ppratianpviof ! (cos (57 visn () )

3
- giwga_l (cos <%) +isin (%)) a=0 (3.48)
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elde edilir. Elde edilen (3.48)) denklemi reel ve imajiner kisimlarina ayrildiginda

ar 3 ar
R:Dia— wg‘_l sin| — |Ja—+ —wga_l sin | — |a®=0 (3.49)
2 8 2
o 3 o
3 :Dlﬁwg‘*l cos (TE) — gwgafl cos (;) a> =0 (3.50)

esitlikleri elde edilir. (3.49) ve (3.50) diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri hesaplandiginda,

4

a(Ty) = + (3.51)
\/16e72wg‘*lsin(%)Tl ¢+ 662°
ve
1 [In <8C1 + 30392 Sin(%)Tl) cos(%4E) + of Ty sin(o)
B(Th) =5 Sin( ) +2¢; (3.52)

sonuglart bulunur. Burada a titresimin genligidir. a ve  degerleri T} degerine baglidir. Elde
edilen (3.51) ve (3.52)) sonuglar1 (3.47)’de yerine konularak ve Ty =t ve T; = &t ifadeleri de

g6z 6niinde bulundurularak (3.42) denkleminin ¢oziimii

ug = A(Ty)e'®T0 1 k.e.

= %a(Tl)eiB(Tl)eia’oTo +k.e.

_ %a<Tl)ei(ﬁ(T1)+ono) ke

_ %a@t)ei(ﬁ(st)mot)

seklinde bulunur | (Sinir vd., 2020).

Ornek 3.2.5. Tek serbestlik derecesine sahip sistemlerin salinimlarmi temsil eden nonlineer

kesirli tiireve sahip matematik model asagidaki gibidir:
i+ 2AD% (1) + wg sin(u) = 0. (3.53)

Burada u salinim yapan sarkacin agisi, @y sarkacin dogal frekansi, fI soniim katsayisidir. Non-

lineer etkileri hesaba katarak u = 0 civarinda sin(u)’nun seri agilimi yapilip ilk iki terim alin-
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diginda (3.53)) denklemi

1
i+ 2.D% (u) + &} (u — 6u3> =0 (3.54)

denklemine doniisiir. Burada soniim teriminin etkisi ¢cok kiiciik kabul edilmistir. Dolayisiyla

denklemde séniim terimi €2 mertebesinde yer alacaktir, yani ft = €2 dir.

i gCOsil

Sekil 3.1. Sarkacin yer degistirmesi
(3.54) icin u ¢6ziim fonksiyonu
u=€us +€&*ur+ uz + ... (3.55)

seklinde seriye acilsin. D, = % olmak iizere zaman tiirevlerine iligkin bagintilar1 asagidaki

gibidir:
d 2
E:D0+8D1+8 Dr+ ..., (3.56)
dz—Dz-l-ZeDD 2(D?>+2D 3.57
P’ oD+ €“(D{+2D3) +..., (3.57)
d (x
(E) =D%+eaD* 'D; + ... (3.58)

(3.56)-(3.38) ifadeleri (3.53) denkleminde yerlerine yazilarak ve € un ilk ti¢ mertebesi dikkate
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alinarak

O(e) : Dfuy + ofu; =0 (3.59)

0(€%) : Djus + wjuy = —2DoDu (3.60)
2

0(€%) : Djus + w3uy = —2DgDyuy — D3uy —2DoD — 2uy — 2uD%u; + a’%uﬁ (3.61)

esitlikleri elde edilir. Burada (3.59) denklemi

up = A1 (T}, 1) 0 4 A1 (T}, Tp ) e @™ (3.62)
genel ¢6ziim formuna sahiptir. (3.62), (3.60)’da yerine yazildiginda

Dius 4+ 03uy = —2iwgD A1 4 ke. (3.63)
elde edilir. Esitlik (3.63) teki sekiiler terimlerin yok edilmesi ile

DA =0 (3.64)
denklemi bulunur. Buradan (3.64)’iin A = A (7») ¢6ziimii elde edilir. (3.63)) denklemi

uy = Ay(Ty, T2) 10 4 Ay (T, Ty ) e @0 (3.65)
genel ¢6ziim formuna sahiptir. (3.63), (3.61)’de yerine yazildiginda

Dius 4+ 0uz = —2i0D1A2e" 0 — 2i@gDyA e~ 70
2
. 0 .
—2u(in) %A e’ T 4 TOA%Aze’“’OTO +k.e.+SOT (3.66)
elde edilir. (3.66)’daki sekiiler terimlerin yok edilmesi ile
: a—1.o 1@y 24
D1A> +DrA; —IH@, 1 Aq +TA1A1 =0 (3.67)
bulunur ve burada

i% = cos ﬂ +isin H
N 2 2
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acilimi dikkate alindiginda

D1Ay +DrA; — o (cos (%) + isin(%) ) A+ %A%A‘l _0 (3.68)

denklemi elde edilir. D1A; = 0 oldugundan A, = A,(73) olarak elde edilir. Buradan esit-
ligi
o o j _
DyA; — ipe® ! (cos (7”) + isin(%) ) Al + %A%Al —0 (3.69)

seklinde yazilir. A (73) fonksiyonun
1 .
A((D) = Ea(Tz)e’ﬁ(Tz) (3.70)
kutupsal formu g6z 6niinde bulundurularak ve esitlik (3.69) dan,

a o ]
Dsa+iaDsp — iptad™! <cos (7”) n isin(;)) at %cﬁ _0 3.71)

elde edilir. Elde edilen (3.71)) denklemi reel ve imajiner kisimlara ayrildiginda,

%:Dza—l—uwg"lsin (%)azo (3.72)
. .
3 :aDyB — pod ' cos (%)H =0 (3.73)

esitlikleri elde edilir. (3.72) ve (3.73)) denklemlerinin ¢6ziimleri hesaplandiginda

a(Ty) = age M@0 'sin(F)T2 (3.74)
Ve
2 ,—2u0d sin(%E)T,
(J)()Cloe 0 2 o—1 o
h)=— 0 — | T; 3.75
ﬁ( 2) 32 uwg_lsin(%) tu 0 COS( D) > 2+ﬁ0 ( )

olarak bulunur. Bulunan ve (3.75)) sonuglar (3.70)’de yerine konularak ve

To=t, Ti=¢t,vel, = 821‘ (3.76)
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ifadeleri dikkate alinarak (3.54)) denkleminin ¢6ziimii,

_opw® Lin( 2%
o a%e 2ua sin( 5~ )e

2

t

i| oo+ 32 a—1_. ox
o o—1 . amy\a2 ( o) sin( 5 )
u(t,€) = eagpe M sin( e 0

olarak bulunur| (Sinir vd., 2021)).

+pod! cos("‘z”)ezt—i-ﬁo)

+0(&%)
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4. EULER-BERNOULLI KIRISININ HAREKET DENKLEMI

Giinliik hayatimizda matematigi anlamanin en etkili yollarindan biri matematiksel mo-
dellemedir. Matematiksel modelleme giinliikk yasam problemlerini ¢6zme siirecidir. Bagka bir
ifade ile bir problemin matematik diliyle ifade edilmesidir. Matematiksel modelleme, mev-
cut durumlarin gozlemlenmesi yoluyla iligkilerin tahmin edilmesi, bu iligkilere dayali1 olarak
matematiksel analizlerin yapilmasi ve bu analizlerden matematiksel sonuglar elde edilerek fi-
ziksel sistemin hareketinin yeniden yorumlanmasin igeren bir siire¢ olarak tanimlanmaktadir

(Lingefjard, 2006).

Matematiksel modelleme giiniimiizde sadece matematik alaninda degil, teknoloji, mi-
marlik, isletme, miihendislik, tip ve daha bir¢cok alanda kullanilmaktadir. Matematiksel mo-
delleme doga bilimlerinin c¢esitli alanlarinda da kullanilmaktadir. Bu konular mekanik, termo-
dinamik, elektromanyetizma, optik, kuantum fizigi ve kozmolojiyi icerir. Baz1 6zel durumlar
orneklenirse: Mekanikte hareket yasalarin1 tanimlamak ve nesnelerin hareketini tahmin etmek
icin matematiksel modeller kullanilir. Termodinamikte matematiksel modeller sicaklik, basing,
hacim ve diger fiziksel 6zelliklerdeki degisiklikleri yoneten yasalar1 agiklar. Elektromanyetiz-
mada matematiksel modeller elektromanyetik kuvvetlerin 6zelliklerini tanimlar ve elektroman-
yetik alanlarin etkileri hakkinda bilgi saglar. Optikte matematiksel modeller 15181n yayilmasi ve
yansimasi hakkinda bilgi saglar. Kuantum fizigi, atomlarin ve diger kii¢iik parcaciklarin davra-

niglarint aciklamak i¢in matematiksel modelleri kullanir.

Bu boliimde temel yap1 elemanlarindan biri olan kirisin matematik modeli ele alinacak-
tir. Bunun i¢in oncelikle kirisin Euler-Bernoulli kiris teorisine (EBT) gore matematik modeli

elde edilecek, boyutsuzlastirilacak ve ¢6zlimii ele alinacaktir.
4.1. Kirisin Matematik Modelinin Elde Edilmesi

Kiriglerin hareketi icin literatiirde bir ¢cok kiris teorisi bulunmaktadir. Yaygin olarak kul-
lanilan ve temel teori olarak bilinen Euler-Bernoulli kiris teorisidir. Euler-Bernoulli kirig teori-
sine gore egilmeden Once tarafsiz eksene dik ve diizlemsel olan kesitler, egilmeden sonra da

tarafsiz eksene dik ve diizlemsel kalirlar. Yer degistirme vektorii

U = uzez + ugey + uzez 4.1)
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seklindedir. Kartezyen koordinatlarda %, ¥, Z yoniindeki yer degistirme ifadeleri

aP
Ug = —Zg (42)
g =0 4.3)
Uz =9 (4.4)

dir. Burada X, §, Z egilme Oncesi kirisin orta diizlemindeki kartezyen koordinat bilesenleridir. y-
ekseni egilme Oncesi kirigin merkez ekseni ile cakisir, y-ekseni tarafsiz eksen ve Z-ekseni egilme
eksenidir. ¥ = ¥(£,7) kirisin enine egilmesidir ve f zamani gosterir.

Green-Lagrange sekil degistirme bagintilar1 | (Reddy, 2008) kullanilarak birim sekil
degistirmeler asagidaki gibi elde edilir,

K
= 2] 4.5)
€z = €2 =0. (4.6)

Elastisite teorisine (Cauchy gerilmeleri | (Carrera vd., 2011)) uygun olarak, elde edilen statik ve

dinamik temel denklemler sunlardir,

ON
R =0 “4.7)
oV
~+gq= /paZdA 4.8)
ox
oM 49)
ax '

Burada, N, V ve M sirasiyla normal kuvvet, enine kesme kuvveti ve egilme momentini goster-

mektedir.
#.9) esitligi (4.8) esitliginde yerine yazildiginda

M
W—}—q:/pasz (4.10)
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929
elde edilir. Burada, a, = a_f; dir. Diger yandan
9% 9%
3% 3%
M= / 2GdA = / 2EendA — / sE( —220 Yaa = —E1Z2 4.12)
22 %2

dir. Burada, A = / dAvel = / £2dA dir. Esitlik @I1) ve @12), esitlik @#.10)’da yerine yazil-
diginda, Euler-Bernoulli kirisinin hareket denklemi,

9*p 9%

olarak elde edilir.

Esitlik (4.7)—-(4.12)’de E kiris elastisite modiilii, / kiris kesitinin atalet momenti, p kiitle

yogunlugu, g dis yiik, A kesit alani, ¢ gerilme ve L kirisin uzunlugudur.

Modelin visko-elastik kosullar1 belirlenirken, visko-elastik mesnetten gelen etkileri
(Inan, 1967)’deki isaret kabuliine uygun olarak dogrudan smir kosullarina uygulanmistir. Bu
calismada visko-elastik mesnet sadece yer degistirmeyi 6nlemek icin kullanildigindan donmeyi
onleyici bir etkisi yoktur. Bu nedenle, sinir kosullarindaki soniim teriminin zamana gore degi-
simi kesirli olarak kabul edildiginde kesme kuvveti ve egilme momenti i¢in iyi bilinen bagintilar

ile sinir kosullar1 asagidaki gibi yazilabilir:

0% L 9%

~(0.) =0 ve EIo(0.7)= —k9(0,7) — AD*(0,7) (4.14)
%, . e A P .

aA‘Z}(L,t):O ve Ela—%}(L,t):k\?(L,t)+ﬁD°‘\9(L,t). (4.15)
X X

Burada k yay katsayisi ve f) soniim katsayisidir.
4.2. Matematik Modelin Boyutsuzlastirilmasi

Kiris denkleminin, matematiksel modelinin boyutsuz formu

) ; ) A
Vo=t =2 P2 (4.16)
L L El

boyutsuz degiskenlerine gore tekrardan yazilarak elde edilir. Yani (#.16)’daki boyutsuz terim-
ler (@.13)) denkleminde ve (@.14)-@.13) sinir sartlarinda yerine yazilir. Buradan da boyutsuz
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73 23 57320 g
9L kL o AL (pA)2
9= e "= kM= T g

genligini ve frekansini; € mertebeyi ve 1 viskoz sontimleme katsayisini gostermek iizere (4.13))

terimleri elde edilir. ¢ harmonik yiikii; f ve Q sirasiyla ¢’nun

denkleminin boyutsuz formu asagidaki gibi elde edilir,
A% o
VIV i =gfcos(Qt). 4.17)
Boyutsuz siir kogullar1 da

V'(0,6) =0 ve V"(0,t) = —kv(0,¢) —enD*v(0,¢) (4.18)

VI(1L,6) =0 ve V'(1,t) =kv(1,t) +enD%(1,1) (4.19)
sekline doniisiir.

4.3. Pertiirbasyon ve Kararhlik Analizi

Bu kisimda (4.17)) boyutsuz denklemi ele alinarak yaklagik bir ¢oziim elde edilmistir.
Bu ¢oziimii elde etmek i¢in ¢ok zaman 6lgekli metot (pertiirbasyon yontemi) (Nayfeh, 2011)

kullanilmigtir. C6ziim fonksiyonu,

v(x, T, T15€) = vo(x, To, T1) + €vi(x, To, T1) + ... (4.20)
seklinde varsayilmaktadir. Burada v, v1, ... yer de8istirme fonksiyonlaridir ve 7;,’ler

To=t,T =¢,Th=¢...

seklinde tanimlanmaktadir. Her 7, degiskeni bir zaman 6lgegini temsil etmektedir. Yani Ty = ¢
hizl1 zaman 6lgegini, ) = &t yavas zaman dlcegini, 7> = €2t daha yavas zaman 6lcegini temsil
eder ve bu sekilde devam eder. Esitlik (4.17)’deki bagimsiz degisken ¢’yi Ty, 11, ... ile degistire-

rek ve zincir kurali uygulanarak zamana gore tiirevler asagidaki gibi elde edilir:

d

E:Do—I—SDl-f-..., 4.21)
d2
7= Do> +2eDoDy + . ... . (4.22)
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) .
Burada D,, = —— dir. Onerilen (4.20)’deki v ¢6ziim fonksiyonu ve (4.21))-(4.22)) zamana gore

aT,

tiirevleri goz Oniine alinarak, (4.17)-(@.18)) denklemlerinde belirtilen genel model ve sinir sart-

larinda yerine yazilir ve her bir € mertebesine gore ayristirilip sifira esitlendiginde asagidaki

esitlikler elde edilir:
0(£%):

vf)v +D02v0 =0
sinir sartlari,

VS(O, Ty, T1) =0 ve vgl (0,70, T1) = —kvo(0,Tp, Tq)

vo(1,To, Ty) = 0 ve vy (1, Ty, T1) = kvo(1, Ty, Ty)

V{V +D02V1 = —2DgD1vg -l-fCOS(Q.T())
sinir sartlari,

v/{ (0, To, Tl) =0ve V/l” (0, To, Tl) = —kV1 (O, To, Tl) — nD"‘vo(O, To, T])

vi(LTo, Ty) = 0ve v, (1,Ty, Ti) = kvi(1,To, Ty) + 1D%Vo(1, Ty, Ty

Birinci mertebede yer alan (4.23]) diferansiyel denklemi i¢in

vo(x, 70, T1) = (Au(To, T1)e' ™0 + Ay (To, Ty )e ™' 0) X, (x)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
(4.28)

(4.29)

seklinde ¢oziim formu 6nerilebilir. Burada A, (Ty, T} ) ve A, (T, Ty ) sirasiyla karmasik genlikler

ve bunlarin karmagik eslenikleridir; X, (x) mod yapilari ve @, lineer dogal frekanslardir. Esitlik

(4.29), (@.23)-(@.23)) denklemlerinde yazildiginda ve gerekli sadelestirmeler yapildiginda X, (x),

XV _— 02X, =0

(4.30)
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denklemini ve

"

X, (0)=0veX, (0)=—kX,(0) 4.31)

"

X (1)=0veX, (1) =kX,(1). (4.32)

n

sinir sartlarini saglar. Esitlik (4.30) sabit katsayili homojen bir lineer diferansiyel denklemdir,

bu nedenle ¢oziim
X (x) = Cy cos(v/@yx) + C; sin(y/@,x) + C3 cosh(y/@,x) + Cy sinh(y/@,x) (4.33)

formundadir. (4.33) esitligini, (@.31))-(.32)) denklemlerinde uygulayarak

—C1+C3=0
—Cjcos(y/my,) — Cysin(y/@,) + C3cosh(y/®,) + C4sinh(y/@,) =0
/By (—C +Ca) +k(C1 +C3) =0 (4.34)

/@, (Cy sin(y/@y,) — Cacos(y/@,) + C3 sinh(1/®,) + C4 cosh(/@y,))
—k(Cj cos(\/wy) + Casin(y/®,) + C3 cosh(y/®,) + C4sinh(y/@,))

=0

seklinde bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.

Asikar olmayan ¢oziimler i¢in (4.34) denklem sisteminin katsayilar matrisinin determi-

nant1 sifir olmalidir. (4.34)) denklem sisteminin agikar olmayan ¢oziimlerinden

— 20, —4cos(/@y,) sinh(\/an)a),z/zk+4sin(\/@) cosh(\/@)a)z/zk
+2¢0s(1/®,) cosh(y/@,) 0] — 4sin(y/®,) sinh(v/@,) kK> 0> =0 (4.35)

coziilebilirlik sart1 elde edilir.

Tablo (@.1)’de kirigin ilk ti¢ modu i¢in dogal frekans degerleri verilmistir. (4.35) denk-
leminden Tablo (4.1))’de verilen k’nin belli degerleri i¢in kirisin lineer dogal frekanslar1 w,’ler

hesaplanir.
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Tablo 4.1. k degisimine gore dogal frekans degerleri

k 100 1100 6100 12100 20100 27100 55100
Mod
1.mod 8.2657 | 9.6957 | 9.8378 | 9.8535 | 9.8599 | 9.8624 | 9.8661
2.mod 36.9198 | 36.7120 | 36.9688 | 39.2211 | 39.3235 | 39.3635 | 39.4219
3.mod - 74.6309 | 86.2036 | 87.5119 | 88.0374 | 88.2823 | 88.5395

Tablo (4.T))’de k degeri arttik¢a dogal frekanslarin bityiidiigii, belli bir k degerinden sonra
elde edilen dogal frekanslarin basit-basit mesnetli kirisin dogal frekanslarina esit oldugu goriil-

mektedir. Bknz. Sekil (@.1).

0 20000 40000 60000 0 20000 40000 60000

(b)

72

0 20000 40000 60000

k
(0

Sekil 4.1. (a) 1. mod k — w degisimi, (b) 2. mod k — @ degisimi ve (¢) 3. mod k — @ degisimi.
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Mod yapisini veren denklem,

cos(\/@,x) + cosh(/@,x)

V@ cos(,/@) — v/ cosh(,/;) + 2sinh (/@)

Xu(x) = Ci /3 (sinh(,/@,) — sin(\/@,)) sin(/@x)
| VO cos(v/Bn) — /@i cosh(y/By) + 2ksin(y/Bn) oo
o (sinh(y/®,) — sin(\/@y)) "
(4.36)

seklindedir. (Bknz. Sekil. [4.2))

k=1100
4000000 — 00 | = = = = = k=12100
—_— - = k=27100

2000000 —

X(x)

\
) \
1/ \
4 ‘\ -2000000 —|
/

-4000000 —

(a) (b)

X(x)

()]

Sekil 4.2. Denklem (#.17) i¢in mod sekilleri: (a) Birinci mod , (b) Ikinci mod ve (c) Ugiincii
mod.
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Denklem (4.29)’da 6nerilen ¢oziim fonksiyonu € mertebesinde yani (4.26)) denkleminde

yerine yazilirsa

Vi 4+ Dg*vi = —2DoDy (A, ™0 + A 0) X, + f cos(QTp)

bulunur. Bu esitlikte cos(QTp) = 3 (€70 + ¢ 71*70) esitlii yerine yazildiginda,

W+ Do?v) = —2iv, X, D1 Ae' T + g(efmo + ¢ 1000) (4.37)
elde edilir. v; i¢in ¢oziim fonksiyonu,
vi(x,To, T1) = W (x, T1 )10 + ke + A(x, Ty, Ty) (4.38)

seklinde kabul edilmektedir. Burada A sekiiler olmayan terimleri (SOT) icerir. (4.38)’de verilen
¢oziim fonsiyonu (4.37))’de yerine yerlestirilip diizenlenirse,

yr e 0 — @, 2y 0 = —2iv, X, D1 A, ™0 + g(eiQTO +e o) (4.39)

elde edilir.

Baskin rezonans durumu, dis zorlama kuvvetine ait frekansin, sistemin dogal frekan-
sindan birine esit (veya ¢cok yakin) olmasiyla meydana gelir. Bu durumda sisteme ait genlik

degerinde sonsuza giden bir artis olur. Baskin rezonans kosulu,

ile ifade edilsin. Burada Q ~ @, durumu ele alindig1 i¢in, ¢, ile gosterilen bir ayar parametresi

tanimlanir. Dolayisiyla
QTy = (0, +£06,)Tp = 0, Ty + €0, Tp = 0, Tp + 6, T (4.41)

dir. €0, ifadesi, zorlama frekansi ile sistemin dogal frekansinin yakinligini ifade eder. (4.40)

ile verilen baskin rezonans kosulu (.41))’de goz oniinde bulundurularak (4.39)’da yerine yazilir
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ise,
vV — 0,2y, = —2i0,X,D1A, + geiGnTI +k.e. (4.42)

elde edilir ve sinir sartlarinda da yerine koyulup diizenlenirse,

¥, (0,71) =0ve v, (0,T1) = —ky(0,T1) — (i@,) “NAn(T1) X, (0) (4.43)
v, (1,T1) =0ve y, (1,T1) = kwy (1, T1) + (i0,) *NAn(T1) X0 (1). (4.44)
elde edilir.

Homojen olmayan problemin bir ¢6ziimii olmasi i¢in, bir ¢oziilebilirlik kosulunun sag-
lanmasi gerekir | (Nayfeh, 2011). Dolayisiyla (4.42)) denkleminde homojenligi bozan kisim self-
adjoint (Bknz. | (Nayfeh, 2011)) oldugu icin v, ifadesi ile carpilir ve tanim kiimesi iizerinden

integre edilirse

1 1 .
/ (erzvl//n - wnzll/n‘//n)dx = / (_ZiwanDlAnllfn + geIGnTl )dx (4-45)
0 0
dir. (4.42)’nin sol tarafi (#.45)) ile aynidir. Dolayisiyla y,, = X, alinabilir. Denklem self-adjoint
oldugu i¢in y;,’lerdeki tiirevleri X;,’e tagima islemi sonucunda

1 1
[0 @2 Yo (X WX, WY )

0
o,

nTl 1
> /0 fX,dx

el

1
= —2iw,D 1A, / XnXndx +
0

esitligi elde edilir, buradan da

v (DXa(1) = v, (DX, (1) = w,(0)X;(0) + v (0)X,"(0)

1 eiGnTl 1
— Dim,DiA, / X2+ / FX,dx (4.46)
0 0
bulunur. Denklem (4.46)’ya sinir sartlart uygulanirsa,
1 iGnTl 1
(i0,)*NAL[X2 (1) —X2(0)] = —2i®,D1 A, / X2dx+ / fXpdx
0 0
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dir. i% = cos &F +isin % oldugundan,

o—1 201\ w2 : 'G”Tl/ SfXndx

1COS — —sIn + =0
2 2 1 "2 1
2 / X2dx 20, / X2dx
0 0

elde edilir. Yukaridaki esitlikte,

X2(1)—X2(0
K= o msin (%) D220, )
2 / X2dx
army (X2(1)—X2(0
Klz—wg‘*lncos(;) (i )1 +(0) (4.48)
2 | X2dx
0
ve
1
fXndx
Fp=—0—— (4.49)
20, / X2dx
0
dir. O halde 6nerilen model i¢in ¢oziilebilirlik kosulu
D1A, — (Kr +iK1)An + %Fne"""Tl —0 (4.50)

olarak elde edilir. Tiim katsayilarin hem reel hem de imajiner kisimlar1 vardir. Karmagsik gen-

likler,
An(Ty) = %an(Tl)eiﬁ"(Tl) (4.51)

seklinde kutupsal formda ifade edilebilir.

Karmasik genlik (4.5T)), (4.50) ¢oziilebilirlik kosulunda yerine yazilirsa

1 . 1 . FE. .
5 (D1an+ianD1 B)e™ + (Ki + iKi) sane 4 i = 0
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ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
(D1ay + ianD1 By) + (Kg + iKp)an + iFpe 11 =P = (4.52)
elde edilir. (4.52)) esitliginde ¥, = 0, 7] — B, tanimlamas1 yapilirsa

ﬁn - GnTl — W

oldugundan denklemdeki iistel fonksiyona Euler a¢ilimi uygulanip iistel ifadeler trigonometrik

hale getirilerek
(Dlan +ia, D ﬁn) + (KR + iK])an + iFn(COS Y.+ isin Yn) =0
esitligi elde edilir. Daha sonra reel ve sanal kisimlar ayristirilip,

R:Dia,+ Kga, — F,siny, =0

S :a,D1 B, + Kja, + Fycosy, =0

denklemleri bulunur. Burada Dya, = a,’ ve D13, = [3,,’ dir. Gerekli matematiksel diizenlemeler

yapilirsa baskin rezonans durumunun genlik ve faz modiilasyon

1
Y = o, + a—Fn cos(W) +K; (4.54)
n
denklemleri elde edilir. Burada
Y= GnTl - ﬁn = ﬁn/ = Oy — '}/n/ (455)

dir.

Titresim hareketinde diizgiin rejim bolgesi, gecis bolgesinden sonra gelen ve titresim ha-
reketine ait genlik ve faz parametrelerinin yeterli bir siire gectikten sonra sabitlendigi bolgedir.
Diizgiin rejime ait ¢oziimleri elde etmek icin genligin ve fazin sabit oldugu, dolayisiyla tiirevle-
rinin sifir oldugu durum goz Oniine alinmalidir. Denklemler a,,’ = 7.’ = 0, a,, # 0 kosuluna gore

diizenlenmelidir. Bu kosul, genlik ve faz modiilasyon denklemlerinde yerine yazilirsa asagidaki
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esitlikler elde edilir:

F,sin(y,) — Kgra, =0 = a,Kg — F;siny, =0 (4.56)

a0y + F,cos(v,) +a, K =0 (4.57)

Burada a,” = Dya, = 0, dolayisiyla a, = ag dir. Denklemlerde ¥, terimi yok edilirse, o, para-

metresine ait
1 ) 5
o,=—K/F _ao F,* — (aoKR)

seklinde esitlik elde edilir.

Baskin rezonans durumu i¢in sistem kararlilig1 genel notasyon iizerinden ele alinacak
olursa, kararlilik hakkinda bilgi veren Jacobian Matris’in olusturulmasi gerekir. Bunun icin
(4.56) ve (.57) denklemleri gerekli sadelestirmeler yapilip Jacobian matrise temel teskil eden

Fin(an, %), i = 1,2 tamimlar1 yapilmalidur:

an/ =F Sin(’}/n) — Kgra, = Fln(ana ’}/n)
/ 1 (4.58)
Yo =0On+ a_Fn COS(Yn) +K; = FZn(ana Yn)
n

Sabit noktalarin kararliligini belirlemek i¢in Jacobian Matrisi asagidaki gibi yazilir,

or, o8,
da, d
J — n Tn
" OF, OF,
day, 9y, | 4n=90
=%

Sistemin kararlt olmas i¢in Jacobian Matrisinin 6zdegerlerinin reel kistmlarimin sifirdan kiiciik

olmasi gerekir | (Khalil, 2002). (4.58)’in Jacobian matrisi

_KR FnCOS(Yn)
. oo | (4.59)
_a_nancos(}/n) —aFnSHl(Yn) tn—dy
=%

seklindedir. Bu durumda (4.59)) matrisin 6zdegerleri,

1 4

1 1 1
Ao 2KR 2a F,sin(y,) F 3 \/(KR anFn sin(7;)) o F,~cos?(,) (4.60)

34



olarak hesaplanir. Buradan agikar olmayan ¢oziimler kararhdir.

@.17) ile ele alman modele (4.20) ¢oziimii 6nerilmisti. Denklem (4.20)’deki agilima,
(4.29)’de gosterilen vy (x, Ty, T1) ifadesi yerine yazildiginda ve gerekli matematiksel hesaplama-

lar yapildiginda yaklagik ¢6ziim
1 .
v(x,t;€) = 5ane’@f—%))(n(x) +0(¢) (4.61)

seklinde elde edilir. Elde edilen ¢oziim fonksiyonunda o’nin yer aldig1 goriilmektedir. Ayrica
Sekil (@.3)’de o’nin degigimine gore zaman deplasman grafigi verilmistir. Sekil (4.3)’de goriil-

diigii gibi a’nin degeri arttik¢a sistemin daha da hizli sontimlendigi goriilmiistiir.

0186 —

a=02
a=0.36
012 —] — =035
=07
] o=0.9
0.08 —f
—
¥ 004 —
- /_\
004 =
-0.08 T | | 1 T T
o 2000 £000 5000 8000 10000

t

Sekil 4.3. o degisimine gore zaman-deplasman grafigi
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(.58)’deki denklem formlari, basit olmayan ¢oziimlerin kararlilifini belirlemek igin

kullanilabilir. Basit olanlarin ¢6ziimiiniin kararlilig1 igin ise bu formlar uygun olmayabilir. (4.5T])

esitligi ile verilen kutupsal gosterim yerine

1 2T

Ap = E(Pn +ign)e

(4.62)

seklinde bagka bir doniisiim secilebilir. (4.50) kosulunda (4.62)) doniisiimii yerine yazilir, reel

ve imajiner kisimlar ayrilirsa,

1 1
pn/ - KIQn - EQnGn _Fn Sln(io-nTl) - Kan

1 1
CInI =—Kipn— Epncn —F, COS(EGHTI) — Krgn

denklemleri elde edilir. Kararlilig1 belirlemek i¢in Jacobian matrisine,

1
—Kr Ky — 56,1
Jn — l
—Ki+-0,  —Kg
2 Pn=qn=0

bakilir, (4.635) matrisinin 6zdegerleri
!
Mo2=—Kr¥F l(icn —Kp)

seklinde hesaplanir. Bu nedenle, basit ¢6ziim kararlidir.

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)
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5. SONUC

Bu tez calismasinda kesirli visko-elastik sinir kosullarina sahip Euler-Bernoulli kirig mo-
deli ele alinmistir. Modelin visko-elastik kosullar1 belirlenirken, visko-elastik mesnetten gelen
etkileri | (Inan, 1967) deki isaret kabuliine uygun olarak dogrudan smr kosullarina uygulan-
mistir. "Cok Zaman Olgekli Metot" dogrudan hareket denklemine uygulanarak sonuclar elde
edilmigtir. Tez calismasinin 6zgiin kismina gegilmeden Once gerekli tamimlamalar yapilarak

yontemin anlagilmasi i¢in ¢esitli uygulama ornekleri verilmigtir.

Ik iic moda ait lineer dogal frekanslar hesaplanarak tabloda verilmis ve k degisimine
gore kirigsin mod yapilar grafiklerle gosterilmistir. Ayrica k degisimine gore dogal frekanslarinin

degisimine ait grafikler ve o degisimine gore zaman-deplasman grafikleri verilmistir.

Tablo @.I)’de k degeri artar iken kirisin dogal frekans degerlerinin de arttig1 goriil-
mektedir. Sekil @.1))’de goriildiigi gibi k degeri artarken belirli bir k degerinden sonra dogal
frekanslarin basit-basit mesnetli kirisin dogal frekanslarina esit oldugu gozlenmektedir. Sekil
(4.2)°de ise k’nin ii¢ farkli degerine gore ilk ii¢ mod i¢in mod yapilar verilmistir ve k’ya bagh

degisimler goriilmektedir. Elde edilen frekans degerlerinin teori ile uyumlu oldugu goriilmiistiir.

Genlik ve faz modiilasyon denklemleri, kararli durum ¢oziimleri ve bunlarin kararlilig

tartistlmasgtir.

o kesirli tiirev mertebesi, ¢oziim fonksiyonuna ve ayar parametresine dahil edilmistir.
Sekil (@.3)) zaman-deplasman grafiklerinde a’nin degeri arttikca sistemin daha da erken soniim-

lendigi gozlemlenmektedir.

Bu calismada literatiirden farkli olarak kesirli tiirev kullanilmistir. Bu da sistemin ger-

cege daha yakin modellenmesini ve daha hassas sonuclarin bulunmasini saglamastir.
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