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ÖZET

Bu tez çalışmasında, 3-boyutlu Öklid uzayında regle yüzeylerin önemli bir alt sınıfını oluşturan

dik konoid yüzeyler ele alınmış ve bu yüzeylerin eğrilik karakterizasyonları incelenmiştir. Ça-

lışmanın ilk aşamasında Öklid uzayı, eğriler ve yüzey teorisine dair temel geometrik kavramlar,

birinci ve ikinci temel formlar ile şekil operatörü, Gauss eğriliği ve ortalama eğrilik bağıntıları

ayrıntılı olarak sunulmuştur.

Tezin ana kısmında, r(u,v) = (ucosv,usinv,h(v)) parametrizasyonu ile verilen dik konoid yü-

zeylerin diferansiyel geometrik özellikleri araştırılmıştır. Önceden belirlenmiş (prescribed) bir

ortalama eğriliğe (H) veya Gauss eğriliğine (K) sahip dik konoid yüzeylerin inşası için gerekli

ve yeterli uyumluluk koşulları türetilmiş ve yüzeyin profil eğrisini belirleyen h(v) fonksiyonunu

veren integral ifadeleri açık biçimde elde edilmiştir. Ayrıca, elde edilen teorik sonuçların özel

durumları irdelenerek minimal dik konoidlerin yalnızca düzlem veya helikoid olabileceği, açı-

labilir (K = 0) dik konoidlerin ise düzleme indirgendiği gösterilmiştir. Son olarak, verilen farklı

eğrilik fonksiyonları için dik konoid yüzey aileleri analitik olarak hesaplanmış ve elde edilen

yüzeyler grafiklerle örneklendirilmiştir.

Anahtar Kelimeler: Dik konoid yüzeyi, Gauss eğriliği, konoid yüzeyi, ortalama eğrilik, regle

yüzey.
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ABSTRACT

In this thesis, right conoid surfaces, which form an important subclass of ruled surfaces in

3-dimensional Euclidean space, are investigated, and their curvature characterizations are stu-

died. In the preliminary part of the work, fundamental concepts of Euclidean space, curves, and

surface theory including the first and second fundamental forms, the shape operator, Gaussian

curvature, and mean curvature are presented in detail.

In the main part of the thesis, the differential geometric properties of right conoid surfaces given

by the parametrization r(u,v) = (ucosv,usinv,h(v)) are examined. The necessary and sufficient

compatibility conditions for constructing right conoid surfaces with prescribed mean curvature

(H) or Gaussian curvature (K) are derived, and explicit integral formulas determining the pro-

file curve h(v) are obtained. In addition, special geometric cases are analyzed, proving that a

minimal right conoid surface is either a plane or a helicoid, while a developable (K = 0) right

conoid surface is necessarily a plane. Finally, several right conoid surface families associated

with specific curvature functions are computed analytically and illustrated with corresponding

graphical representations.

Keywords: Conoid surface, Gaussian curvature, mean curvature, right conoid surface, ruled

surface.
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İÇİNDEKİLER . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . iv
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ŞEKİLLER LİSTESİ
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KISALTMALAR VE SİMGELER LİSTESİ

Rn : n-Boyutlu Öklid uzayı
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↑,↓ : İç çarpım fonksiyonu

!(Rn) : Rn de vektör alanların uzayı

Tp(Rn) : Rn in P noktasındaki tanjant uzayı

|| || : Norm
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H : Ortalama eğrilik
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∀ : Eğri

M : Yüzey

⊋(M) : M üstündeki bütün düzgün vektör alanları uzayı

TpM : M üstündeki bütün teğet vektörlerin uzayı

DvpW : W vektör alanının vp teğet vektörü yönündeki kovaryant türevi

Sp : Şekil operatörü

I : Birinci temel form

II : İkinci temel form

E,F,G : Birinci temel form katsayıları

l,m,n : İkinci temel form katsayıları
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1. GİRİŞ

Konoid yüzeyler, tüm doğrultmanlarının eksen olarak adlandırılan sabit bir düz çizgiyi

keserken, aynı zamanda önceden belirlenmiş bir düzleme paralel kalma özelliği ile karakterize

edilen, regle yüzeylerin önemli bir alt sınıfını oluşturur. Bu ayırt edici geometrik özellik, ko-

noidlere zengin bir yapısal davranış kazandırarak onları diferansiyel geometride hatırı sayılır

ilgiye sahip bir nesne haline getirmektedir. Özellikle, içsel ve dışsal özellikleri eğrilik analizi,

açılabilir yüzeyler ve özel yüzey aileleri ile ilişkili olarak kapsamlı bir şekilde incelenmiştir.

Dahası, doğasından gelen geometrik sadelik ile yapısal çok yönlülüğün birleşimi saye-

sinde, konoid yüzeyler çeşitli pratik bağlamlarda kendiliğinden ortaya çıkar. Hem estetik açıdan

ilgi çekici hem de yapısal olarak verimli formların gerektiği mimari tasarımda, hassas yüzey

modellemesinin esas olduğu makine mühendisliğinde ve bilgisayar destekli geometrik tasa-

rımda (BDGT) önemli bir rol oynamaktadırlar. Sonuç olarak, konoid yüzeylerin incelenmesi,

teorik gelişmeler ile gerçek dünya uygulamaları arasında değerli bir bağlantı sağlar.

Ayrıca, üç boyutlu Öklid uzayındaki dik konoidler, literatürde kapsamlı araştırmalara

konu olmuştur. Özellikle, Berger ve Gostiaux (Berger ve Gostiaux, 1987), Do Carmo (Do

Carmo, 1976), Gray (Gray, 1997) ve Kreyszig’in (Kreyszig, 1991) çalışmaları, bunların ge-

ometrik özellikleri üzerine kapsamlı incelemeler sunmaktadır. Bu çalışmalar; helikoid, Whitney

şemsiyesi, Wallis’in konik kenarı (conical edge), Plücker konoidi ve hiperbolik paraboloid dahil

olmak üzere dik konoidlerin dikkate değer birkaç örneğini inceleyerek, hem klasik hem de mo-

dern diferansiyel geometrideki temel rollerini vurgulamaktadır. Güler ve Kişi, bir konoid yüzey

ailesini ele alarak, R3 ile R3
1 uzaylarındaki minimallikleri için gerekli koşulları belirlemişlerdir

(Güler ve Kişi 2023a; Güler ve Kişi 2023b).

Belirli geometrik niceliklere sahip yüzeylerin inşası, teorik önemi ve geniş uygulama

alanı nedeniyle diferansiyel geometride öteden beri temel bir araştırma konusu olmuştur. Özel

olarak, ortalama eğrilik veya Gauss eğriliği yardımıyla tanımlanan yüzeylerin tespiti problemi,

bu eğriliklerin bir yüzeyin hem içsel hem de dışsal geometrisini karakterize etmesi sebebiyle

yoğun ilgi görmüştür. Bu tür problemler doğası gereği lineer olmayan kısmi türevli diferansi-

yel denklemlere yol açmakta ve bu denklemlerin çözümleri geometrik analiz, minimal yüzey

teorisi ve matematiksel fizik alanlarına değerli katkılar sunmaktadır. Sonuç olarak, ortalama

eğrilik veya Gauss eğriliği yardımıyla tanımlanan yüzeylerin incelenmesi, yeni analitik teknik-

lerin geliştirilmesine ve yeni yüzey sınıflarının keşfedilmesine olanak tanıyarak aktif bir araş-
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tırma alanı olmayı sürdürmektedir. Ortalama eğrilik veya Gauss eğriliği yardımıyla tanımlanan

yüzeylerle alakalı literatürde birçok çalışma mevcuttur (Choi vd., 2010; Delaunay, 1841; Do

Carmo ve Dajczer, 1982; López ve Demir, 2014; Baikoussis ve Koufogiorgos, 1998; Yoon vd.,

2017; Yıldız vd., 2018; Yıldız ve Akyiğit, 2019; Yıldız, 2019).

Bu tez çalışmasında sunulan ana sonuçlar, 3-boyutlu Öklid uzayı R3’te dik konoid yü-

zeylerin diferansiyel geometrisi üzerine yürüttüğümüz araştırma makalesinin bulgularına da-

yanmaktadır. Bu kapsamda, önceden belirlenmiş bir ortalama eğrilik veya Gauss eğriliği yar-

dımıyla tanımlanan dik konoid yüzey aileleri inşa edilmiş, bu yüzeylerin varlığı için gerekli

ve yeterli uyumluluk koşulları açık integral formlarıyla ortaya konmuştur. Ayrıca minimal ve

açılabilir dik konoid yüzeyler karakterize edilmiş, elde edilen tüm teorik ve analitik sonuçlar

özgün yüzey örnekleri ve grafik çizimleri ile detaylandırılmıştır.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezin ilerleyen kısımlarında yer alacak çalışmaların matematiksel altya-

pısını oluşturmak amacıyla diferansiyel geometrinin temel tanım ve kavramları ele alınmıştır.

İlk olarak Öklid uzayı, teğet uzay ve metrik yapılar incelenmiş; ardından yüzey teorisi, temel

formlar, eğrilikler ile regle ve konoid yüzeylerin geometrik özellikleri sunulmuştur.

Diferansiyellenebilir geometrik yapıların analiz edilebilmesi için üzerinde çalışılan uza-

yın cebirsel yapısının belirlenmesi gerekmektedir. R, reel sayılar cismini temsil etmek üzere,

n-boyutlu reel sıralı n-lilerin kümesi

Rn = {(p1, p2, . . . , pn) : pi ↗ R, i = 1,2, . . . ,n} (2.1)

şeklindedir.

Rn kümesi üzerinde toplama ve skalarla çarpma işlemleri her p = (p1, p2, . . . , pn),

q = (q1,q2, . . . ,qn) ↗ Rn ve # ↗ R için sırasıyla

p+q = (p1 +q1, p2 +q2, . . . , pn +qn), (2.2)

# p = (# p1,# p2, . . . ,# pn) (2.3)

biçiminde tanımlanır. Bu iki işlemle birlikte Rn kümesi, R cismi üzerinde bir vektör uzayı yapısı

kazanır.

Tanım 2.1. p = (p1, p2, . . . , pn) ve q = (q1,q2, . . . ,qn), Rn uzayında iki vektör olmak üzere,

↑p,q↓=
n

!
i=1

piqi (2.4)

bağıntısıyla verilen ↑·, ·↓ : Rn ↘Rn ≃ R dönüşümüne Rn uzayının doğal iç çarpımı veya Öklid

iç çarpımı adı verilir. Bu dönüşüm ile birlikte Rn uzayına Öklid Uzayı denir ve literatürde En

sembolü ile de gösterilebilmektedir (Sabuncuoğlu, 2017).

Her p ↗ Rn vektörü için, söz konusu iç çarpım yardımıyla tanımlanan

⇐p⇐=
)︄

↑p, p↓ (2.5)
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fonksiyonu ⇐ ·⇐ : Rn ≃ R, Rn üzerinde bir norm tanımlar. Böylece Rn bir normlu vektör uzayı

olur.

Benzer şekilde, d : Rn ↘Rn ≃ R dönüşümü

d(p,q) = ⇐p→q⇐ (2.6)

olarak ifade edildiğinde Rn üzerinde bir metrik oluşturur. Dolayısıyla Rn bir metrik uzaydır.

p ↗ Rn ve v ↗ Rn olsun. p noktasından p+ v noktasına giden yönlü doğru parçasına, p

noktasında, v teğet vektörü diye adlandırılır ve vp şeklinde gösterilir. p noktasındaki bütün teğet

vektörlerin kümesi Tp(Rn) ile gösterilir.

Tanım 2.2. Tp(Rn) kümesinde toplama işlemi, vp +wp = (v+w)p eşitliği ile tanımlanır.

Skalarla çarpma işlemi # ↗ R için #vp = (#v)p eşitliği ile tanımlanır.

Tp(Rn) kümesi bu şekilde tanımlanan toplama ve skalerle çarpma işlemlerine göre R cismi

üstünde bir vektör uzayıdır. Tp(Rn) uzayına Rn’nin p noktasındaki teğet uzayı adı verilir (Sa-

buncuoğlu, 2017).

Öklid uzayının açık alt kümeleri üzerinde her noktaya teğet bir vektör atayan yapılar

vektör alanı olarak adlandırılır.

Tanım 2.3. U , Rn’nin açık bir alt kümesi olsun. U kümesinin her bir q noktasına, q nokta-

sında bir teğet vektör karşılık getiren fonksiyona, U kümesi üstünde bir vektör alanı adı verilir

(Sabuncuoğlu, 2017).

Tanım 2.4. I, R nin bir açık aralığı olmak üzere ∀ : I ≃ Rn biçiminde düzgün (C∀ sınıfından)

bir ∀ dönüşümüne, Rn uzayı içinde bir eğri denir (Sabuncuoğlu, 2017).

Tanım 2.5. U , R2 uzayının irtibatlı bir açık alt kümesi olmak üzere ∃ : U →≃ R3, düzgün ve

regüler bir dönüşüm olsun. ∃ : U →≃ ∃(U) dönüşümü bir homeomorfizm ise ∃(U), küme-

sine R3 uzayında bir basit yüzey denir. ∃ : U →≃ R3 dönüşümüne de bu basit yüzey için bir

parametrizasyon adı verilir (Sabuncuoğlu, 2017).

Basit yüzey kavramından hareketle R3 uzayındaki yüzey tanımı verilebilir.

Tanım 2.6. M, R3 uzayının bir alt kümesi olsun. M nin her bir p noktası için p ↗ ∃(U) ve

∃(U)⇒ M olacak biçimde bir ∃(U) basit yüzeyi bulunabiliyorsa M kümesine R3 uzayında bir

yüzey denir (Sabuncuoğlu, 2017).
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Yüzeyler üzerindeki tek boyutlu geometrik hareketlerin incelenmesinde diferansiyelle-

nebilir eğrilerden yararlanılır.

Tanım 2.7. ∀(t) = ∃(q+ t(1,0)) eşitliği ile tanımlı ∀ eğrisine, ∃(U) basit yüzeyinin p nokta-

sından geçen x1 parametre eğrisi denir.

% (t) = ∃(q+ t(0,1)) eşitliği ile tanımlı % eğrisine, ∃(U) basit yüzeyinin p noktasından geçen

x2 parametre eğrisi denir (Sabuncuoğlu, 2017).

Parametre eğrileri basit yüzey üzerindeki değişimi incelemek için kullanılır. Yüzey üze-

rindeki geometrik değişimleri ve türevlenebilir büyüklükleri belirlemek adına yüzeye ait vektör

alanları incelenir.

Tanım 2.8. M, R3 uzayında bir yüzey olsun.

V : M →≃
[︄

p↗M
Tp(R3)

biçiminde bir V fonksiyonu her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(R3) önermesini doğruluyorsa V fonksi-

yonuna, M üzerinde bir vektör alanı denir. Her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(M) ise V ye M üzerinde

teğet vektör alanı denir. Her p ↗ M için V (p) vektörü Tp(M) uzayına dik ise V ye M yüzeyi

üzerinde bir dik vektör alanı denir. V (p) vektör alanı;

V (p) =
3

!
i=1

Vi(p)
&

&yi |p

şeklinde ifade edilir. Burada Vi fonksiyonları M den R ye giden fonksiyonlardır. Vi fonksiyonları

düzgün ise V ye M üzerinde düzgün bir vektör alanı denir. M üzerinde bulunan bütün düzgün

vektör alanlarının kümesini !M(R3) ile gösterilir. M üzerinde bütün düzgün teğet vektör alan-

larının kümesini !(M) ile gösterilir (Sabuncuoğlu, 2017).

Bir vektör alanının belirli bir teğet doğrultudaki yönlü türevi kovaryant türev kavramı

ile ifade edilir.

Tanım 2.9. M, R3 uzayında bir yüzey olsun.

V : M ≃
[︄

p↗M
Tp(R3)
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biçiminde bir V fonksiyonu her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(R3) önermesini doğruluyorsa V fonksi-

yonuna, M yüzeyi üstünde bir vektör alanı denir.

M yüzeyinin her bir p noktasına, p noktasındaki Tp(R3) uzayının bir elemanını karşılık

getiren bir V fonksiyonuna M yüzeyi üstünde bir vektör alanı denir.

Tanım 2.10. Her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(M) ise V ye M üstünde teğet vektör alanı denir. Her

p ↗ M için V (p) vektörü Tp(M) uzayına dik ise V ye M üstünde dik vektör alanı denir.

V , M üstünde bir vektör alanı ise p ↗ M için

V (p) =
3

!
i=1

Vi(p)
&

&yi

]︄]︄]︄]︄
p

biçimindedir. Burada Vi fonksiyonları, M den R ye giden fonksiyonlardır. Bu fonksiyonlar düz-

gün ise V ye M üstünde düzgün bir vektör alanı denir. V (p) yerine Vp gösterimi de kullanılır.

M üstünde bütün düzgün vektör alanlarının uzayı, ⊋M(R3) ile gösterilir.

V ↗ ⊋M(R3) ise her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(R3) demektir.

M üstünde bütün düzgün teğet vektör alanlarının uzayı, ⊋(M) ile gösterilir.

V ↗ ⊋(M) ise her p ↗ M için V (p) ↗ Tp(M) demektir.

Tanım 2.11. M, R3 uzayında bir yüzey, W ↗ !M(R3), vp ↗ Tp(M) olsun.

DvpW =
3

!
i=1

vp[Wi]
&

&yi
(p)

eşitliği ile tanımlı DvpW vektörüne, W vektör alanının vp teğet vektörü yönündeki kovaryant

türevi adı verilir ve DvpW ↗ Tp(R3) dır (Sabuncuoğlu, 2017).

Yüzeyin birim dik vektör alanının teğet yönlerdeki değişimini karakterize eden şekil

operatörü aşağıdaki gibi tanımlanır.

Tanım 2.12. N, M yüzeyi üzerinde birim dik vektör alanı olmak üzere M nin bir p noktasında

Sp(vp) =→DvpN

eşitliği ile tanımlı Sp : Tp(M)→≃ Tp(M) fonksiyonuna M yüzeyinin p noktasında, N birim dik

vektör alanına bağlı şekil operatörü veya Weingarten dönüşümü denir.
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M nin her bir p noktasına Sp fonksiyonunu karşılık getiren S dönüşümüne de M yüzeyinin N

birim dik vektör alanına bağlı şekil operatörü veya Weingarten dönüşümü denir (Sabuncuoğlu,

2017).

Teorem 2.13. Sp dönüşümü lineerdir (Sabuncuoğlu, 2017).

Yüzey üzerindeki metrik ve eğrilik özelliklerini ölçmek için birinci ve ikinci temel form-

lar kullanılır.

Tanım 2.14. R3 uzayında bir M yüzeyi verilsin. M nin her bir p noktasına

Ip : Tp(M)↘Tp(M)≃ R, Ip(vp,wp) = ↑vp,wp↓

fonksiyonunu karşılık getiren Ip fonksiyonuna, M üstünde birinci temel form denir. Ip(vp,wp)

yerine genellikle, I(vp,wp) yazılır.

E,F,G : U ≃ R de tanımlı olmak üzere,

E = ↑Mu,Mu↓,

F = ↑Mu,Mv↓,

G = ↑Mv,Mv↓,

dir.

I = Edu2 +2Fdudv+Gdv2

M yüzeyinin birinci temel formu yukarıdaki eşitlikle hesaplanır. Buradaki E,F,G; M in birinci

temel formunun katsayılarıdır.

M nin her bir p noktasına

IIp : Tp(M)↘Tp(M)≃ R, IIp(vp,wp) = ↑S(vp),wp↓

fonksiyonunu karşılık getiren IIp fonksiyonuna, M üstünde ikinci temel form denir. IIp(vp,wp)

yerine çoğunlukla, II(vp,wp) yazılır (Sabuncuoğlu, 2017).
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l,m,n : U ≃ R fonksiyonları

l = ↑Muu,N↓,

m = ↑Muv,N↓,

n = ↑Mvv,N↓,

şeklinde tanımlıdır. Burada N, M yüzeyinin birim normal vektörüdür.

II = ldu2 +2mdudv+ndv2

M’nin ikinci temel formu yukarıdaki eşitlikle hesaplanır. Buradaki l,m,n; M nin ikinci temel

formunun katsayılarıdır.

Şekil operatörünün determinantı ve izi yardımıyla yüzeyin eğrilik ölçüleri olan Gauss

ve ortalama eğrilikler elde edilebilir.

Tanım 2.15. Sp şekil operatörünün determinantına, M yüzeyinin p noktasındaki Gauss eğriliği

denir.

K(p) = det(Sp) ile tanımlıdır (Sabuncuoğlu, 2017).

Tanım 2.16. Sp şekil operatörünün izinin yarısına, M yüzeyinin p noktasımdaki ortalama eğri-

liği denir.

H(p) = 1
2 Iz(Sp) ile tanımlıdır (Sabuncuoğlu, 2017).

M yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları E,F,G ve ikinci temel formunun katsa-

yıları l,m,n olmak üzere yüzeyin şekil operatörü matrisi

S =
1

EG→F2

]︄]︄]︄]︄]︄]︄

Gl →Fm Em→Fl

Gm→Fn En→Fm

]︄]︄]︄]︄]︄]︄

şeklinde olduğu göz önünde bulundurularak M yüzeyinin Gauss eğriliği ve ortalama eğriliği

formülleri;

K =
l n→m2

E G→F2
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ve

H =
G l +E n→2 F m

2(EG→F2)

dir. l,m ve n, M yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları olup; E,F ve G de M yüzeyinin

birinci temel formunun katsayılarıdır.

Tanım 2.17. I ⇑ R açık aralığı için, R3 uzayında bir # düzlemindeki eğri ∀ : I ⇑ R ≃ #

olsun. Bu düzlemde ∀ eğrisini kesmeyen bir doğru d olsun. ∀ eğrisinin d doğrusu etrafında

dönmesiyle oluşan yüzeye dönel yüzey adı verilir. Bu d doğrusuna dönel yüzeyin ekseni, ∀

eğrisineyse üreteç eğrisi adı verilir. Başka bir deyişle, bir düzlem eğrisinin, kendini kesmeyen

bir doğru etrafında (öteleme olmadan) dönmesi ile oluşan yüzeye dönel yüzey adı verilir.

Üreteç eğrisi ∀ , ∀(u) = (u,0,h(u)), ve dönme ekseni de z ekseni olarak alınır ise, yüze-

yin standart parametrik denklemi,

M(u,v) = (ucosv,usinv,h(u))

şeklinde verilir. Burada u eksenden uzaklığı gösterirken, v boylamı verilen nokta ve eksenden

geçen düzlemle xoz düzlemi arasındaki açıyı göstermektedir.

Eğer ∀(u) = ( f (u),0,h(u)) alınırsa bu eğrinin z ekseni etrafında döndürülmesiyle elde

edilen dönel yüzeyin standart parametrik denklemi

M(u,v) = ( f (u)cosv, f (u)sinv,h(u))

olur. Burada v, z→ekseni etrafındaki dönme açısıdır. ∀ eğrisi birim hızlı bir eğri ise

f
⇓2 +h

⇓2 = 1 olur.

Tanım 2.18. M ⇑R3 yüzeyi verilsin. ⇔p ↗ M noktasında, R3’ün M de kalan bir doğrusu var ise

M ye bir regle yüzey ve M de kalan bu doğruya da regle yüzeyin doğrultmanı denir.

Başka bir ifadeyle, regle yüzeyi, bir doğrunun bir eğriye dayanarak hareket etmesi ile

oluşturduğu yüzey olarak tanımlanabilmektedir.
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Regle yüzeylerin parametrik denkleminin elde edilmesi için, yüzey üzerinde bulunan ve

doğrultman doğrularını kesen, diferensiyellenebilir bir

∀ : I ≃ R3

t ≃ ∀(t)

eğrisi seçilir. Bu eğriye, regle yüzeyin dayanak eğrisi denir. M bir regle yüzey olsun. M regle

yüzeyinin ∀ dayanak eğrisinin ∀(t) noktasındaki doğrultmanı üzerinde değişken bir % noktası

için

% : R≃ M

v ≃ % (v) = ∀(t)+ va(t)

şeklinde tanımlanır. Burada a(t)= (∀1(t),∀2(t),∀3(t)) birim doğrultman vektörünü göstermek-

tedir. Bu takdirde regle yüzey

M : I ↘R≃ R3

M(t,v) = ∀(t)+ va(t)

dönüşümüyle tanımlanır.

Üç boyutlu Öklid uzayı R3’te

r(u,v) = ∀(v)+u% (v) = (0,0,h(v))+u
⌊︄
cos f (v), sin f (v), 0

⌋︄

biçiminde verilen bir regle yüzey, eksen olarak adlandırılan sabit bir doğruyu kesen ve verilen

bir düzleme göre dikliğini koruyarak öteleme hareketi yapan bir doğru (ana doğru) tarafından

üretiliyorsa dik konoid olarak adlandırılır (Güler ve Kişi, 2023a). Geometrik olarak bu yapı,

her bir üretecin sabit bir düzleme paralel kalırken aynı zamanda ekseni kestiğini gösterir; bu

durum, belirgin bir simetriye ve yapısal yalınlığa sahip özel bir regle yüzey alt sınıfı meydana

getirir. Genelliği bozmaksızın, öngörülen düzlemin xy-düzlemi olduğu ve eksenin z-ekseni ile
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çakıştığı kabul edilebilir. Bu kabuller altında, dik konoidin parametrizasyonu

r(u,v) =

⌈︄

⌉︄⌉︄⌉︄{︄

ucos f (v)

usin f (v)

h(v)

}︄

⟨︄⟨︄⟨︄⟩︄

biçimine indirgenir; burada f (v) ve h(v) düzgün (smooth) fonksiyonlardır. Bu temsil, üreteçle-

rin doğrultu alanının f (v) tarafından yönetildiği, h(v) fonksiyonunun ise eksen boyunca profil

eğrisini belirlediği dik konoidlerin içsel geometrisini vurgulamaktadır.
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3. ORTALAMA EĞRİLİK VEYA GAUSS EĞRİLİĞİ İLE TANIMLANAN DİK

KONOİD YÜZEYLER

Bu bölümde, 3-boyutlu Öklid uzayı R3’te regle yüzeylerin özel ve önemli bir sınıfını

oluşturan dik konoid yüzeyler ele alınmaktadır. Önceden belirlenmiş (prescribed) bir ortalama

eğrilik (H) veya Gauss eğrilik (K) fonksiyonu yardımıyla bu yüzeylerin analitik olarak nasıl

inşa edilebileceği araştırılmıştır. Bu doğrultuda, yüzeyin birinci ve ikinci temel formları ile bi-

rim normal vektör alanı hesaplanarak eğrilik ifadelerine karşılık gelen diferansiyel denklemler

elde edilmiştir. Belirlenen eğrilik fonksiyonlarına bağlı olarak yüzeyin profil eğrisini karakterize

eden h(v) fonksiyonu için gerekli ve yeterli uyumluluk koşulları türetilmiş, ilgili integral for-

mülleri açık olarak ifade edilmiştir. Ayrıca, elde edilen genel teorik sonuçların özel durumları

irdelenerek minimal ve açılabilir dik konoid yüzeylerin geometrik karakterizasyonları ortaya

konmuş ve teoriyi destekleyen analitik yüzey aileleri grafiksel gösterimleriyle birlikte sunul-

muştur.

Bu çalışma boyunca f (v) fonksiyonu f (v) = v olarak alınacaktır. Bir dik konoid,

r(u,v) =
⌊︄
ucosv, usinv, h(v)

⌋︄

biçiminde verilir. Doğrudan yapılan hesaplamalarla, dik konoidin birinci temel formu, ikinci

temel formu ve birim normal vektörü aşağıdaki şekilde elde edilir:

I = du2 +
/︄

u2 +
⌊︄
h⇓(v)

⌋︄2
\︄

dv2,

II =→ 2h⇓(v)/︂
u2 +

⌊︄
h⇓(v)

⌋︄2
dudv+

uh⇓⇓(v)/︂
u2 +

⌊︄
h⇓(v)

⌋︄2
dv2,

N =
(h⇓(v)sinv,→h⇓(v)cosv, u)/︂

u2 +(h⇓(v))2

ve ortalama ile Gauss eğrilikleri aşağıdaki şekilde elde edilir:

H(u,v) =
uh⇓⇓(v)

2
/︄

u2 +(h⇓(v))2
\︄3/2 ,
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K(u,v) =→ (h⇓(v))2
⌊︄
u2 +(h⇓(v))2

⌋︄2

burada u2 +(h⇓(v))2 > 0’dır.

Teorem 3.1. r(u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), R3’te bir dik konoid yüzey olsun. H(u,v) ifadesinin

dik konoid yüzeyin ortalama eğriliğini gösterdiğini ve A(u,v) = c(u)+ 2u
\︂

H(u,v)dv olmak

üzere h’nin yalnızca v’ye bağlı olacak şekilde seçildiğini varsayalım. Bu durumda, |A(u,v)|< 1

ve u > 0 için, profil eğrileri

∀(v,A(u,v),c1) =

⎛
0,0,

⎞ uA(u,v))︄
1→ (A(u,v))2

dv+ c1

⎡

ile verilen bir konoid yüzey ailesi mevcuttur; burada c1 ↗ R’dir.

İspat. Dik konoid yüzeyin ortalama eğriliği ele alınsın:

H(u,v) =
uh⇓⇓(v)

2(u2 +(h⇓(v))2)3/2 .

p(v) = h⇓(v) olsun. Bu durumda yukarıdaki denklem u ↖= 0 olmak üzere

p⇓(v)

(u2 + p(v)2)3/2 =
2H(u,v)

u

olarak yeniden yazılabilir ve buradan

d
dv

⎛
h⇓(v))︄

u2 +(h⇓(v))2

⎡
= 2uH(u,v)

ifadesi elde edilir. v’ye göre integral alındığında,

h⇓(v))︄
u2 +(h⇓(v))2

= c(u)+2u
⎞

H(u,v)dv

bulunur.

Eğer

A(u,v) = c(u)+2u
⎞

H(u,v)dv
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olarak tanımlanırsa, u > 0 için

h⇓(v))︄
u2 +(h⇓(v))2

= A(u,v)

elde edilir; buradan da

h⇓(v) =
uA(u,v))︄
1→A(u,v)2

bulunur. Son olarak, |A(u,v)|< 1 için

h(v) =
⎞ uA(u,v))︄

1→ (A(u,v))2
dv+ c1

elde edilir; burada c1 keyfi bir integral sabitidir. Bununla birlikte, bir uyumluluk koşulu gerek-

lidir. h = h(v) olduğundan,

uA(u,v))︄
1→ (A(u,v))2

niceliği u’dan bağımsız olmalıdır. Dolayısıyla böyle bir h(v) fonksiyonu, yalnızca bu uyumluluk

koşulunu sağlayan H(u,v) fonksiyonları için mevcuttur. Bu durumda h(v), yukarıdaki ifadenin

integrali alınarak elde edilir.

Sonuç 3.2. Bir dik konoid yüzey minimal ise, M ya bir düzlem ya da bir helikoiddir.

Örnek 3.3. R3’te ortalama eğriliği

H(u,v) =
u

2(u2 + v2)3/2

olarak verilen bir dik konoid yüzey ele alalım. Teorem 3.1, c(u) = 0 kabulü ve u > 0 göz önüne

alındığında, h(v) = v2

2 + c1 ve yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) =
⎤

ucosv, usinv,
v2

2
+ c1

⎣
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olarak elde edilir. c1 = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

1 < u < 3

→3 < v < 3

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.1’de verilmiştir.

Şekil 3.1. H(u,v) = u
2(u2+v2)3/2 ortalama eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.4. R3’te ortalama eğriliği

H(u,v) =
ucosv

2
⌊︄
u2 + sin2 v

⌋︄3/2

olan bir dik konoid yüzey ele alalım. Teorem 3.1 ve c(u) = 0 kabulü göz önüne alındığında,

h(v) =→cosv+ c1 ve yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv,→cosv+ c1)

olarak elde edilir. c1 = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

1 < u < 2

→3 < v < 3

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.2’de verilmiştir.
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Şekil 3.2. H(u,v) = ucosv
2(u2+sin2 v)3/2 ortalama eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.5. R3’te ortalama eğriliği

H(u,v) =
uev

2(u2 + e2v)3/2

olan bir dik konoid yüzey ele alalım. Teorem 3.1 ve c(u) = 0 kabulü göz önüne alındığında,

h(v) = ev + c1 ve yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, ev + c1)

olarak elde edilir. c1 = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

1 < u < 8

→3 < v < 3

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.3’te verilmiştir.
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Şekil 3.3. H(u,v) = uev

2(u2+e2v)3/2 ortalama eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.6. R3’te ortalama eğriliği

H(u,v) =
u

(u2 +(1+ v2)2)3/2

olan bir dik konoid yüzey ele alalım. Teorem 3.1 ve c(u) = 0 kabulü göz önüne alındığında,

h(v) = v+ v3

3 + c1 ve yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) =
⎤

ucosv, usinv, v+
v3

3
+ c1

⎣

olarak elde edilir. c1 = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

2 < u < 6

→∋ < v < ∋

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.4’de verilmiştir.
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Şekil 3.4. H(u,v) = u
(u2+(1+v2)2)3/2 ortalama eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.7. R3’te ortalama eğriliği

H(u,v) =
u

2(u2 +(lnv)2)3/2

olan bir dik konoid yüzey ele alalım. Teorem 3.1 ve c(u) = 0 kabulü göz önüne alındığında,

h(v) = v lnv→ v+ c1 ve yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, v lnv→ v+ c1)

olarak elde edilir. c1 = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

2 < u < 5

0 < v < 2∋

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.5’te verilmiştir.
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Şekil 3.5. H(u,v) = u
2(u2+(lnv)2)3/2 ortalama eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Teorem 3.8. r(u,v) = (ucosv,usinv,h(v)), R3’te bir dik konoid yüzey olsun. K(u,v) ifadesinin

dik konoid yüzeyin ortalama eğriliğini belirttiğini ve

&
&u

⎫
→(2K(u,v)u2 +1)±

)︄
1+4K(u,v)u2

2K(u,v)

⎩
= 0

olduğunu kabul edelim. Bu takdirde, → 1
4u2 ↙ K(u,v)< 0 için profil eğrileri

∀(v,K(u,v),c) =

⌈︄

{︄0,0,±
⎞

⎭
→(2K(u,v)u2 +1)±

)︄
1+4K(u,v)u2

2K(u,v)
dv+ c

}︄

⟩︄

ile verilen bir konoid yüzey ailesi mevcuttur; burada c keyfi bir sabittir.

İspat. Dik konoid yüzeyin Gauss eğriliği ele alınsın:

K(u,v) =→ (h⇓(v))2

(u2 +(h⇓(v))2)2 .

p(v) = h⇓(v) olsun. Bu durumda yukarıdaki denklem

→K(u,v) =
p(v)2

(u2 + p(v)2)2

olarak yeniden yazılabilir ve y(v) = p(v)2 dönüşümü uygulandığında

→Ky2 → (2Ku2 +1)y→Ku4 = 0
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elde edilir. → 1
4u2 ↙ K(u,v)< 0 için, yukarıdaki denklemden

y =
→(2Ku2 +1)±

)︄
(2Ku2 +1)2 →4K2u4

2K

olduğu görülür. Buradan, p(v) = h⇓(v) ve y(v) = p(v)2 olduğundan

p2 = (h⇓(v))2 =
→(2Ku2 +1)±

∝
1+4Ku2

2K

ve dolayısıyla

h⇓(v) =±

⎭
→(2Ku2 +1)±

∝
1+4Ku2

2K

bulunur. v’ye göre integral alındığında

h(v) =±
⎞

⎭
→(2K(u,v)u2 +1)±

)︄
1+4K(u,v)u2

2K(u,v)
dv+ c (3.1)

elde edilir; burada c keyfi bir integral sabitidir. Bununla birlikte, bir uyumluluk koşulu gerekli-

dir. h = h(v) olduğundan,

→(2Ku2 +1)±
∝

1+4Ku2

2K

niceliği u’dan bağımsız olmalıdır. Dolayısıyla böyle bir h(v) fonksiyonu, yalnızca bu uyumluluk

koşulunu sağlayan K(u,v) fonksiyonları için mevcuttur. Bu durumda h(v), yukarıdaki ifadenin

integrali alınarak elde edilir.

Sonuç 3.9. Bir dik konoid yüzey açılabilir (Gauss eğriliği K = 0) ise, M bir düzlemdir.

Örnek 3.10. R3’te Gauss eğriliği

K(u,v) =→ v2

(u2 + v2)2

olan bir konoid yüzey ele alınsın. Teorem 3.8 göz önüne alındığında, h(v)’yi belirlemek için
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aşağıdaki integral elde edilir:

I(v) =
⎞

⎨⎬⎬⎬⎬⎪
→
/︄

2
/︄
→ v2

(u2+v2)2

\︄
u2 +1

\︄
+

⏐
4
/︄
→ v2

(u2+v2)2

\︄2
u2 +1

2
/︄
→ v2

(u2+v2)2

\︄ dv.

İntegrant bir karekök içerdiğinden, ifade u ve v değişkenlerinin uygun aralıklarına göre ayrı ayrı

analiz edilmelidir. Durum bazında yapılan bir inceleme, integralin

I(v) =

⎦
⎢⎢⎥

⎢⎢⎧

|v|, |v|↙ |u|,

u2

|v| , |v|> |u|
(3.2)

şeklinde verildiğini gösterir. Dolayısıyla integralin değeri, |u| ve |v| büyüklüklerinin birbirine

göre durumuna bağlı olup yukarıdaki parçalı ifadeyi verir. Dik konoid yüzey tanımı gereğince,

h düzgün fonksiyonu yalnızca v’ye bağlıdır. Denklem (3.2)’den

h(v) =
v2

2
+ c.

elde edilir. Böylece yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) =
⎤

ucosv, usinv,
v2

2
+ c

⎣

şeklindedir. c = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

→8 < u <→4

0 < v < 4

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.6’da verilmiştir.
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Şekil 3.6. K(u,v) =→ v2

(u2+v2)2 Gauss eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.11. R3’te Gauss eğriliği

K(u,v) =→ e2v

(u2 + e2v)2

olan bir konoid yüzey ele alınsın. Teorem 3.8 göz önüne alındığında, h(v)’yi belirlemek için

aşağıdaki integral elde edilir:

I(v) =
⎞

⎨⎬⎬⎬⎪
→
/︄

2
/︄
→ e2v

(u2+e2v)2

\︄
u2 +1

\︄
+
/︂

1→ 4u2e2v

(u2+e2v)2

2
/︄
→ e2v

(u2+e2v)2

\︄ dv.

İntegrant bir karekök içerdiğinden, ifade u ve v değişkenlerinin uygun aralıklarına göre ayrı ayrı

analiz edilmelidir. Durum bazında yapılan bir inceleme, integralin

I(v) =

⎦
⎢⎢⎥

⎢⎢⎧

ev + c, ev ↙ |u|,

→u2

ev + c, ev > |u|
(3.3)

şeklinde verildiğini gösterir. Dolayısıyla integralin değeri, |u| ve ev’ye bağlı olarak yukarıdaki

parçalı biçimi verir. Dik konoid yüzey tanımı gereğince, h düzgün fonksiyonu yalnızca v’ye

bağlıdır. Denklem (3.3)’ten

h(v) = ev + c
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olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, ev + c)

olarak elde edilir. c = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

2 < u < 10

0 < v < lnu

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.7’de verilmiştir.

Şekil 3.7. K(u,v) =→ e2v

(u2+e2v)2 Gauss eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.12. R3’te Gauss eğriliği

K(u,v) =→ (1+ v2)2

(u2 +(1+ v2)2)2

olan bir konoid yüzey ele alınsın. Teorem 3.8 göz önüne alındığında, h(v)’yi belirlemek için

aşağıdaki integral elde edilir:

I =
⎞

⎨⎬⎬⎬⎬⎪
→
/︄

2
/︄
→ (1+v2)2

(u2+(1+v2)2)2

\︄
u2 +1

\︄
+

⏐
4
/︄
→ (1+v2)2

(u2+(1+v2)2)2

\︄
u2 +1

2
/︄
→ (1+v2)2

(u2+(1+v2)2)2

\︄ dv.
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İntegrant bir karekök içerdiğinden, ifade u ve v değişkenlerinin uygun aralıklarına göre ayrı ayrı

analiz edilmelidir. Durum bazında yapılan bir inceleme, integralin

I(v) =

⎦
⎢⎢⎥

⎢⎢⎧

v+ v3

3 + c, |u|′ 1+ v2,

u2 arctanv+ c, |u|< 1+ v2
(3.4)

şeklinde verildiğini gösterir. Dolayısıyla integralin değeri, |u| ve v’ye bağlı olarak yukarıdaki

parçalı biçimi verir. Dik konoid yüzey tanımı gereğince, h düzgün fonksiyonu yalnızca v’ye

bağlıdır. Denklem (3.4)’ten

h(v) = v+
v3

3
+ c

olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) =
⎤

ucosv, usinv, v+
v3

3
+ c

⎣

olarak elde edilir. c = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

5 < u < 8

0 < v < 2

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.8’de verilmiştir.

Şekil 3.8. K(u,v) =→ (1+v2)2

(u2+(1+v2)2)2 Gauss eğriliğine sahip dik konoid yüzey.
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Örnek 3.13. R3’te Gauss eğriliği

K(u,v) =→ sin2 v
⌊︄
u2 + sin2 v

⌋︄2

olan bir konoid yüzey ele alınsın. Teorem 3.8 göz önüne alındığında, h(v)’yi belirlemek için

aşağıdaki integral elde edilir:

I =
⎞

⎨⎬⎬⎬⎬⎪
→
/︄

2
/︄
→ sin2 v

(u2+sin2 v)2

\︄
u2 +1

\︄
+

⏐
4
/︄
→ sin2 v

(u2+sin2 v)2

\︄
u2 +1

2
/︄
→ sin2 v

(u2+sin2 v)2

\︄ dv.

İntegrant bir karekök içerdiğinden, ifade u ve v değişkenlerinin uygun aralıklarına göre ayrı ayrı

analiz edilmelidir. Durum bazında yapılan bir inceleme, integralin

I(v) =

⎦
⎢⎢⎥

⎢⎢⎧

cosv+ c, u2 ′ (sinv)2,

→u2 ln |tan v
2 |+ c, u2 < (sinv)2

(3.5)

şeklinde verildiğini gösterir. Dolayısıyla integralin değeri, u ve v’ye bağlı olarak yukarıdaki

parçalı biçimi verir. Dik konoid yüzey tanımı gereğince, h düzgün fonksiyonu yalnızca v’ye

bağlıdır. Denklem (3.5)’ten

h(v) =→cosv+ c

olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv,→cosv+ c)

olarak elde edilir. c = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

1 < u < 5

∋ < v < 2∋

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.9’da verilmiştir.
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Şekil 3.9. K(u,v) =→ sin2 v
(u2+sin2 v)2 Gauss eğriliğine sahip dik konoid yüzey.

Örnek 3.14. R3’te Gauss eğriliği

K(u,v) =→ v2

(1+u2v2)2

olan bir konoid yüzey ele alınsın. Teorem 3.8 göz önüne alındığında, h(v)’yi belirlemek için

aşağıdaki integral elde edilir:

I =
⎞

⎨⎬⎬⎬⎬⎪
→
/︄

2
/︄
→ v2

(1+u2v2)2

\︄
u2 +1

\︄
+

⏐
4
/︄
→ v2

(1+u2v2)2

\︄
u2 +1

2
/︄
→ v2

(1+u2v2)2

\︄ dv.

İntegrant bir karekök içerdiğinden, ifade u ve v değişkenlerinin uygun aralıklarına göre ayrı ayrı

analiz edilmelidir. Durum bazında yapılan bir inceleme, integralin

I(v) =

⎦
⎢⎢⎥

⎢⎢⎧

u2v2

2 + c, |uv|↙ 1,

lnv+ c, |uv|> 1
(3.6)

şeklinde verildiğini gösterir. Dolayısıyla integralin değeri, |u| ve |v|’ye bağlı olarak yukarıdaki

parçalı biçimi verir. Dik konoid yüzey tanımı gereğince, h düzgün fonksiyonu yalnızca v’ye

bağlıdır. Denklem (3.6)’ten

h(v) = ln |v|+ c

26



olduğu sonucuna ulaşılır. Böylece yüzeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, lnv+ c)

olarak elde edilir. c = 0 ve

⎦
⎢⎥

⎢⎧

→3 < u < 5

3 < v < 6

tanım kümesi için yüzey Şekil 3.10’da verilmiştir.

Şekil 3.10. K(u,v) =→ v2

(1+u2v2)2 Gauss eğriliğine sahip dik konoid yüzey.
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