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OZET

Bu tez ¢aligmasinda, 3-boyutlu Oklid uzayinda regle yiizeylerin 6nemli bir alt sinifin1 olusturan
dik konoid yiizeyler ele alinmig ve bu yiizeylerin egrilik karakterizasyonlar1 incelenmistir. Ca-
lismanin ilk asamasinda Oklid uzayi, egriler ve yiizey teorisine dair temel geometrik kavramlar,
birinci ve ikinci temel formlar ile sekil operatorii, Gauss egriligi ve ortalama egrilik bagintilar

ayrintili olarak sunulmustur.

Tezin ana kisminda, r(u,v) = (ucosv,usinv,h(v)) parametrizasyonu ile verilen dik konoid yii-
zeylerin diferansiyel geometrik 6zellikleri arastirilmistir. Onceden belirlenmis (prescribed) bir
ortalama egrilige (H) veya Gauss egriligine (K) sahip dik konoid yiizeylerin ingasi i¢in gerekli
ve yeterli uyumluluk kosullar tiiretilmis ve yiizeyin profil egrisini belirleyen 4 (v) fonksiyonunu
veren integral ifadeleri acik bicimde elde edilmistir. Ayrica, elde edilen teorik sonuglarin 6zel
durumlari irdelenerek minimal dik konoidlerin yalnizca diizlem veya helikoid olabilecegi, aci-
labilir (K = 0) dik konoidlerin ise diizleme indirgendigi gosterilmistir. Son olarak, verilen farkl
egrilik fonksiyonlar1 icin dik konoid yiizey aileleri analitik olarak hesaplanmig ve elde edilen

yiizeyler grafiklerle orneklendirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Dik konoid yiizeyi, Gauss egriligi, konoid yiizeyi, ortalama egrilik, regle

yiizey.

ii



ABSTRACT

In this thesis, right conoid surfaces, which form an important subclass of ruled surfaces in
3-dimensional Euclidean space, are investigated, and their curvature characterizations are stu-
died. In the preliminary part of the work, fundamental concepts of Euclidean space, curves, and
surface theory including the first and second fundamental forms, the shape operator, Gaussian

curvature, and mean curvature are presented in detail.

In the main part of the thesis, the differential geometric properties of right conoid surfaces given
by the parametrization r(u,v) = (ucosv,usinv,h(v)) are examined. The necessary and sufficient
compatibility conditions for constructing right conoid surfaces with prescribed mean curvature
(H) or Gaussian curvature (K) are derived, and explicit integral formulas determining the pro-
file curve h(v) are obtained. In addition, special geometric cases are analyzed, proving that a
minimal right conoid surface is either a plane or a helicoid, while a developable (K = 0) right
conoid surface is necessarily a plane. Finally, several right conoid surface families associated
with specific curvature functions are computed analytically and illustrated with corresponding

graphical representations.

Keywords: Conoid surface, Gaussian curvature, mean curvature, right conoid surface, ruled

surface.
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1. GIRIS

Konoid yiizeyler, tiim dogrultmanlarinin eksen olarak adlandirilan sabit bir diiz ¢izgiyi
keserken, ayni zamanda dnceden belirlenmis bir diizleme paralel kalma 6zelligi ile karakterize
edilen, regle yiizeylerin 6nemli bir alt sinifin1 olusturur. Bu ayirt edici geometrik 6zellik, ko-
noidlere zengin bir yapisal davranis kazandirarak onlar1 diferansiyel geometride hatir1 sayilir
ilgiye sahip bir nesne haline getirmektedir. Ozellikle, i¢sel ve digsal dzellikleri egrilik analizi,

acilabilir yiizeyler ve 0zel yiizey aileleri ile iligkili olarak kapsamli bir sekilde incelenmistir.

Dahasi, dogasindan gelen geometrik sadelik ile yapisal ¢ok yonliiliigiin birlesimi saye-
sinde, konoid ylizeyler ¢esitli pratik baglamlarda kendiliginden ortaya ¢ikar. Hem estetik acidan
ilgi cekici hem de yapisal olarak verimli formlarin gerektigi mimari tasarimda, hassas ylizey
modellemesinin esas oldugu makine miihendisliginde ve bilgisayar destekli geometrik tasa-
rimda (BDGT) 6nemli bir rol oynamaktadirlar. Sonug olarak, konoid yiizeylerin incelenmesi,

teorik gelismeler ile gercek diinya uygulamalari arasinda degerli bir baglant1 saglar.

Ayrica, ii¢ boyutlu Oklid uzayindaki dik konoidler, literatiirde kapsamli arastirmalara
konu olmustur. Ozellikle, Berger ve Gostiaux (Berger ve Gostiaux, 1987), Do Carmo (Do
Carmo, 1976), Gray (Gray, 1997) ve Kreyszig’in (Kreyszig, 1991) calismalari, bunlarin ge-
ometrik 6zellikleri iizerine kapsamli incelemeler sunmaktadir. Bu ¢alismalar; helikoid, Whitney
semsiyesi, Wallis’in konik kenar1 (conical edge), Pliicker konoidi ve hiperbolik paraboloid dahil
olmak iizere dik konoidlerin dikkate deger birka¢ 6rnegini inceleyerek, hem klasik hem de mo-
dern diferansiyel geometrideki temel rollerini vurgulamaktadir. Giiler ve Kisi, bir konoid yiizey
ailesini ele alarak, R3 ile R? uzaylarindaki minimallikleri icin gerekli kosullar1 belirlemislerdir

(Giiler ve Kisi 2023a; Giiler ve Kisi 2023b).

Belirli geometrik niceliklere sahip yiizeylerin ingasi, teorik dnemi ve genis uygulama
alan1 nedeniyle diferansiyel geometride Steden beri temel bir arastirma konusu olmustur. Ozel
olarak, ortalama egrilik veya Gauss egriligi yardimiyla tanimlanan yiizeylerin tespiti problemi,
bu egriliklerin bir yiizeyin hem i¢sel hem de digsal geometrisini karakterize etmesi sebebiyle
yogun ilgi gormiistiir. Bu tiir problemler dogas1 geregi lineer olmayan kismi tiirevli diferansi-
yel denklemlere yol agmakta ve bu denklemlerin ¢oziimleri geometrik analiz, minimal yiizey
teorisi ve matematiksel fizik alanlarina degerli katkilar sunmaktadir. Sonug¢ olarak, ortalama
egrilik veya Gauss egriligi yardimiyla tanimlanan yiizeylerin incelenmesi, yeni analitik teknik-

lerin gelistirilmesine ve yeni yiizey siniflarinin kesfedilmesine olanak taniyarak aktif bir aras-



tirma alan1 olmayi siirdiirmektedir. Ortalama egrilik veya Gauss egriligi yardimiyla tanimlanan
yiizeylerle alakali literatiirde bir¢cok calisma mevcuttur (Choi vd., 2010; Delaunay, 1841; Do
Carmo ve Dajczer, 1982; Lopez ve Demir, 2014; Baikoussis ve Koufogiorgos, 1998; Yoon vd.,

2017; Yildiz vd., 2018; Yildiz ve Akyigit, 2019; Yildiz, 2019).

Bu tez calismasinda sunulan ana sonuglar, 3-boyutlu Oklid uzay1 R>’te dik konoid yii-
zeylerin diferansiyel geometrisi iizerine yiiriittiiglimiiz arastirma makalesinin bulgularina da-
yanmaktadir. Bu kapsamda, dnceden belirlenmis bir ortalama egrilik veya Gauss egriligi yar-
dimiyla tanimlanan dik konoid yiizey aileleri insa edilmis, bu yiizeylerin varligr i¢in gerekli
ve yeterli uyumluluk kosullar1 agik integral formlariyla ortaya konmustur. Ayrica minimal ve
acilabilir dik konoid yiizeyler karakterize edilmis, elde edilen tiim teorik ve analitik sonuclar

Ozgiin ylizey ornekleri ve grafik cizimleri ile detaylandirilmasgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezin ilerleyen kisimlarinda yer alacak calismalarin matematiksel altya-
pisint olusturmak amaciyla diferansiyel geometrinin temel tanim ve kavramlart ele alinmistir.
Ik olarak Oklid uzayi, teget uzay ve metrik yapilar incelenmis; ardindan yiizey teorisi, temel

formlar, egrilikler ile regle ve konoid yiizeylerin geometrik 6zellikleri sunulmustur.

Diferansiyellenebilir geometrik yapilarin analiz edilebilmesi i¢in iizerinde ¢alisilan uza-
yin cebirsel yapisinin belirlenmesi gerekmektedir. R, reel sayilar cismini temsil etmek iizere,

n-boyutlu reel sirali n-lilerin kiimesi

R"={(p1,p2,---,pn):Pi€R, i=1,2,....n} 2.1

seklindedir.

R" kiimesi iizerinde toplama ve skalarla carpma iglemleri her p = (p1, p2,...,pn),

q=1(491,92,-..,q,) € R" ve A € R i¢in sirastyla

p+q={P1+q1,p2+ 92, Pntqn), (2.2)

Ap=(Ap1,Apa,....Apy) (2.3)

biciminde tanimlanir. Bu iki igslemle birlikte R” kiimesi, R cismi iizerinde bir vektor uzayi yapisi

kazanir.

Tanmm 2.1. p = (py,p2,.--,pn) Ve ¢ = (q1,92,---,qn), R" uzayinda iki vektor olmak iizere,
n
(p.q) =) pigi (2.4)
i=1

bagmtistyla verilen (-,-) : R” x R” — R doniisiimiine R” uzaymin dogal i¢ carpimi veya Oklid
i¢ carpimi ad1 verilir. Bu doniisiim ile birlikte R” uzayma Oklid Uzay1 denir ve literatiirde E”

sembolii ile de gosterilebilmektedir (Sabuncuoglu, 2017).

Her p € R” vektorii i¢in, s6z konusu i¢ ¢carpim yardimiyla tanimlanan

Ipll = v/ {p;p) (2.5)



fonksiyonu || - || : R” — R, R" iizerinde bir norm tanimlar. Béylece R” bir normlu vektor uzay:

olur.

Benzer sekilde, d : R" x R" — R doniisiimii

d(p,q) =Illp—4| (2.6)

olarak ifade edildiginde R” iizerinde bir metrik olusturur. Dolayisiyla R" bir metrik uzaydir.

p € R" ve v € R” olsun. p noktasindan p + v noktasina giden yonlii dogru parcasina, p
noktasinda, v teget vektorii diye adlandirilir ve v, seklinde gosterilir. p noktasindaki biitiin teget

vektorlerin kiimesi 7, (R") ile gosterilir.

Tamm 2.2. 7,(R") kiimesinde toplama islemi, v, +w, = (v+w),, esitligi ile tanimlanir.
Skalarla carpma iglemi A € R igin Av, = (Av), esitligi ile tanimlanur.

T,(R") kiimesi bu sekilde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemlerine gére R cismi
tistiinde bir vektor uzayidir. 7,(R") uzayma R"’nin p noktasindaki teget uzay1 ad1 verilir (Sa-

buncuoglu, 2017).

Oklid uzayinin acik alt kiimeleri iizerinde her noktaya teget bir vektor atayan yapilar

vektor alan1 olarak adlandirilir.

Tanim 2.3. U, R’ nin agik bir alt kiimesi olsun. U kiimesinin her bir g noktasina, g nokta-
sinda bir teget vektor karsilik getiren fonksiyona, U kiimesi iistiinde bir vektor alani ad1 verilir

(Sabuncuoglu, 2017).

Tanmim 2.4. 7, R nin bir acik aralig1 olmak iizere & : I — R" bigiminde diizgiin (C* sinifindan)

bir o doniisiimiine, R" uzay1 icinde bir egri denir (Sabuncuoglu, 2017).

Tamm 2.5. U, R? uzayinmn irtibath bir agik alt kiimesi olmak iizere ¢ : U — R3, diizgiin ve
regiiler bir doniisiim olsun. ¢ : U — ¢@(U) doniisiimii bir homeomorfizm ise ¢@(U), kiime-
sine R? uzayinda bir basit yiizey denir. ¢ : U — R3 doniisiimiine de bu basit yiizey icin bir

parametrizasyon adi verilir (Sabuncuoglu, 2017).

Basit yiizey kavramindan hareketle R uzayidaki yiizey tanimu verilebilir.

Tammm 2.6. M, R? uzayini bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi icin p € @(U) ve
@(U) C M olacak bicimde bir ¢(U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine R?® uzayinda bir
ylizey denir (Sabuncuoglu, 2017).



Yiizeyler iizerindeki tek boyutlu geometrik hareketlerin incelenmesinde diferansiyelle-

nebilir egrilerden yararlanilir.

Tanmm 2.7. o (1) = ¢(g+1(1,0)) esitligi ile tamml & egrisine, ¢(U) basit yiizeyinin p nokta-
sindan gecen x| parametre egrisi denir.
B(t) = o(q+1(0,1)) esitligi ile tanimli B egrisine, @(U) basit yiizeyinin p noktasindan gegen

X parametre egrisi denir (Sabuncuoglu, 2017).

Parametre egrileri basit ylizey ilizerindeki degisimi incelemek i¢in kullanilir. Yiizey tize-
rindeki geometrik degisimleri ve tiirevlenebilir biiyiikliikleri belirlemek adina yiizeye ait vektor

alanlar1 incelenir.

Tanim 2.8. M, R3 uzayinda bir yiizey olsun.

VM — | T,(R?)
PEM
bigiminde bir V fonksiyonu her p € M icin V(p) € T,(R?) dnermesini dogruluyorsa V fonksi-
yonuna, M iizerinde bir vektdr alan1 denir. Her p € M igin V(p) € T,,(M) ise V ye M iizerinde
teget vektor alani denir. Her p € M igin V(p) vektorii 7,(M) uzayma dik ise V ye M yiizeyi

tizerinde bir dik vektor alani denir. V (p) vektor alani;

3 0
V(p)= ;%(p)a—yi

1 Ip

seklinde ifade edilir. Burada V; fonksiyonlar1 M den R ye giden fonksiyonlardir. V; fonksiyonlari
diizgiin ise V ye M iizerinde diizgiin bir vektor alan1 denir. M {izerinde bulunan biitiin diizgiin
vektor alanlarimin kiimesini yy (R?) ile gosterilir. M iizerinde biitiin diizgiin teget vektor alan-

larinin kiimesini ) (M) ile gosterilir (Sabuncuoglu, 2017).

Bir vektor alaninin belirli bir teget dogrultudaki yonlii tiirevi kovaryant tiirev kavrami

ile ifade edilir.

Tammm 2.9. M, R? uzayinda bir yiizey olsun.

VM — | T,(R)
PEM



bigiminde bir V fonksiyonu her p € M igin V(p) € T,(IR?) 6nermesini dogruluyorsa V fonksi-

yonuna, M yiizeyi iistiinde bir vektor alan1 denir.
M yiizeyinin her bir p noktasina, p noktasindaki Tp(]R3) uzayinin bir elemanim karsilik
getiren bir V fonksiyonuna M yiizeyi iistiinde bir vektor alani denir.

Tamm 2.10. Her p € M icin V(p) € T,(M) ise V ye M iistiinde teget vektor alani denir. Her
p € M igin V(p) vektorii T),(M) uzayina dik ise V ye M iistiinde dik vektdr alani denir.

V, M iistiinde bir vektor alani ise p € M i¢in
3

V(p)=Y Vip) aiyi

i=1 p

bicimindedir. Burada V; fonksiyonlari, M den R ye giden fonksiyonlardir. Bu fonksiyonlar diiz-
giin ise V ye M istiinde diizgiin bir vektdr alani denir. V(p) yerine V), gosterimi de kullanilir.
M iistiinde biitiin diizgiin vektor alanlarinin uzayi, s (R?) ile gosterilir.
V € 3a4(R3) ise her p € M igin V(p) € T,(R?) demektir.
M iistiinde biitiin diizgiin teget vektor alanlarinin uzay, »(M) ile gosterilir.
V € %x(M) ise her p € M igin V(p) € T,(M) demektir.

Tanim 2.11. M, R? uzayinda bir yiizey, W € yu(R3), v, € T,(M) olsun.

3 d
D,W =Y} vp[Wi]g(p)

i=1 i

esitligi ile tammh D, W vektoriine, W vektor alaninin v, teget vektorii yoniindeki kovaryant

tiirevi ad1 verilir ve D, W € T,(R?) dir (Sabuncuoglu, 2017).
Yiizeyin birim dik vektor alaninin teget yonlerdeki degisimini karakterize eden sekil
operatorii agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.12. N, M yiizeyi lizerinde birim dik vektor alan1 olmak iizere M nin bir p noktasinda

Sp(vp) = —Dy,N

Vp

esitligi ile tanimlh S, : T,(M) — T, (M) fonksiyonuna M yiizeyinin p noktasinda, N birim dik

vektor alanina bagh sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii denir.



M nin her bir p noktasina S, fonksiyonunu kargilik getiren S doniisiimiine de M yiizeyinin N
birim dik vektor alanina bagh sekil operatorii veya Weingarten doniisiimii denir (Sabuncuoglu,

2017).

Teorem 2.13. S, doniisiimii lineerdir (Sabuncuoglu, 2017).

Yiizey lizerindeki metrik ve egrilik 6zelliklerini 6l¢mek i¢in birinci ve ikinci temel form-

lar kullanilir.

Tamim 2.14. R? uzayinda bir M yiizeyi verilsin. M nin her bir p noktasina

L, T,(M) xT,(M) =R, 1,(vp,wp) = (vp,wp)

fonksiyonunu karsilik getiren /,, fonksiyonuna, M iistiinde birinci temel form denir. 1,(v,,w))
yerine genellikle, I(v,,w)) yazilir.

E.F,G:U — R de taniml1 olmak iizere,

E = (My,M,),
F = (My,M,),
G = (M,,M,),

dir.

I = Edu® + 2F dudv + Gdv?

M yiizeyinin birinci temel formu yukaridaki esitlikle hesaplanir. Buradaki E, F, G; M in birinci
temel formunun katsayilaridir.

M nin her bir p noktasina

1y Ty(M) xTp(M) = R, 1y(vp,wp) = (S(vp),wp)

fonksiyonunu karsilik getiren /1, fonksiyonuna, M iistiinde ikinci temel form denir. 71,(v,,w))

yerine ¢ogunlukla, 71(v,,w,) yazilir (Sabuncuoglu, 2017).



l,m,n: U — R fonksiyonlar1

= <Muu7N>a
m = <MMV7N>7
n= <MVV7N>7

seklinde tanimlidir. Burada N, M yiizeyinin birim normal vektoriidiir.
I = ldu® + 2mdudy + ndv*

M’nin ikinci temel formu yukaridaki esitlikle hesaplanir. Buradaki /,m,n; M nin ikinci temel

formunun katsayilaridir.

Sekil operatoriiniin determinant1 ve izi yardimiyla yiizeyin egrilik olgiileri olan Gauss

ve ortalama egrilikler elde edilebilir.

Tanmm 2.15. S, sekil operatoriiniin determinantina, M yiizeyinin p noktasindaki Gauss egriligi
denir.

K(p) =det(S,) ile tanimlidir (Sabuncuoglu, 2017).

Tanm 2.16. S, sekil operatoriiniin izinin yarisina, M ylizeyinin p noktasimdaki ortalama egri-
1igi denir.
H(p) = AIz(S,) ile tanimhdir (Sabuncuoglu, 2017).

M yiizeyinin birinci temel formunun katsayilar1 £, F, G ve ikinci temel formunun katsa-

yilar1 /,m,n olmak iizere yiizeyin sekil operatorii matrisi

1 Gl—Fm Em-—FI
EG-F? Gm—Fn En—Fm

seklinde oldugu g6z oniinde bulundurularak M yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi

formilleri;

[ n—m?

K=——
EG—F?



veE

GI+En—2Fm
H =
2(EG—F?)

dir. [,m ve n, M yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar1 olup; E,F' ve G de M yiizeyinin

birinci temel formunun katsayilaridir.

Tammm 2.17. I C R acgik arahig1 icin, R? uzayinda bir IT diizlemindeki egri o: I ¢ R — II
olsun. Bu diizlemde o egrisini kesmeyen bir dogru d olsun. & egrisinin d dogrusu etrafinda
donmesiyle olusan yiizeye donel ylizey adi verilir. Bu d dogrusuna donel yiizeyin ekseni,
egrisineyse lrete¢ egrisi adi verilir. Bagka bir deyisle, bir diizlem egrisinin, kendini kesmeyen

bir dogru etrafinda (6teleme olmadan) donmesi ile olusan yiizeye donel yiizey ad1 verilir.

Ureteg egrisi o, a¢(u) = (u,0,h(u)), ve donme ekseni de z ekseni olarak alinir ise, yiize-

yin standart parametrik denklemi,
M(u,v) = (ucosv,usinv, h(u))

seklinde verilir. Burada u eksenden uzaklig1 gosterirken, v boylami1 verilen nokta ve eksenden

gecen diizlemle xoz diizlemi arasindaki agiy1 gostermektedir.

Eger o/(u) = (f(u),0,h(u)) alinirsa bu egrinin z ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle elde

edilen donel ylizeyin standart parametrik denklemi

M(u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv,h(u))

olur. Burada v, z—ekseni etrafindaki donme agisidir. o egrisi birim hizli bir egri ise

f24+h2=1olur
Tamm 2.18. M C R? yiizeyi verilsin. Vp € M noktasinda, R*’iin M de kalan bir dogrusu var ise
M ye bir regle yiizey ve M de kalan bu dogruya da regle yiizeyin dogrultmani denir.

Bagka bir ifadeyle, regle yiizeyi, bir dogrunun bir egriye dayanarak hareket etmesi ile

olusturdugu yiizey olarak tanimlanabilmektedir.



Regle yiizeylerin parametrik denkleminin elde edilmesi i¢in, yiizey lizerinde bulunan ve

dogrultman dogrularini kesen, diferensiyellenebilir bir

oa: 1 —R3

t— ot)

egrisi secilir. Bu egriye, regle yiizeyin dayanak egrisi denir. M bir regle ylizey olsun. M regle
ylizeyinin o dayanak egrisinin /() noktasindaki dogrultmani iizerinde degisken bir  noktasi

i¢in

B:R—-M

v— B(v) = o(t) 4+ va(r)

seklinde tanimlanir. Burada a(t) = (0 (1), 0 (), 03(¢)) birim dogrultman vektriinii gostermek-

tedir. Bu takdirde regle yiizey

M:IxR—R3

M(t,v) = a(t) +val(r)

doniisiimiiyle tanimlanir.

Ug boyutlu Oklid uzay: R3’te

r(u,v) = a(v) +uB(v) = (0,0,h(v)) +u(cos f(v), sin f(v), 0)

biciminde verilen bir regle yiizey, eksen olarak adlandirilan sabit bir dogruyu kesen ve verilen
bir diizleme gore dikligini koruyarak oteleme hareketi yapan bir dogru (ana dogru) tarafindan
tiretiliyorsa dik konoid olarak adlandirilir (Giiler ve Kisi, 2023a). Geometrik olarak bu yapi,
her bir iiretecin sabit bir diizleme paralel kalirken aym1 zamanda ekseni kestigini gosterir; bu
durum, belirgin bir simetriye ve yapisal yalinliga sahip 6zel bir regle yiizey alt sinift meydana

getirir. Genelligi bozmaksizin, 6ngoriilen diizlemin xy-diizlemi oldugu ve eksenin z-ekseni ile
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cakistig1 kabul edilebilir. Bu kabuller altinda, dik konoidin parametrizasyonu

ucos f(v)
r(u,v) = | usinf(v)

h(v)

bi¢imine indirgenir; burada f(v) ve h(v) diizgiin (smooth) fonksiyonlardir. Bu temsil, iiretegle-
rin dogrultu alaninin f(v) tarafindan yonetildigi, 4(v) fonksiyonunun ise eksen boyunca profil

egrisini belirledigi dik konoidlerin i¢csel geometrisini vurgulamaktadir.
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3. ORTALAMA EGRILIK VEYA GAUSS EGRILIGI ILE TANIMLANAN DIiK
KONOID YUZEYLER

Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzay1 R3’te regle yiizeylerin 6zel ve 6nemli bir sinifini
olusturan dik konoid yiizeyler ele alinmaktadir. Onceden belirlenmis (prescribed) bir ortalama
egrilik (H) veya Gauss egrilik (K) fonksiyonu yardimiyla bu yiizeylerin analitik olarak nasil
insa edilebilecegi arastirllmigtir. Bu dogrultuda, yiizeyin birinci ve ikinci temel formlari ile bi-
rim normal vektor alan1 hesaplanarak egrilik ifadelerine karsilik gelen diferansiyel denklemler
elde edilmigtir. Belirlenen egrilik fonksiyonlarina bagl olarak yiizeyin profil egrisini karakterize
eden h(v) fonksiyonu icin gerekli ve yeterli uyumluluk kogullar tiiretilmis, ilgili integral for-
miilleri ac¢ik olarak ifade edilmistir. Ayrica, elde edilen genel teorik sonuglarin 6zel durumlari
irdelenerek minimal ve acgilabilir dik konoid yiizeylerin geometrik karakterizasyonlar1 ortaya
konmus ve teoriyi destekleyen analitik yiizey aileleri grafiksel gosterimleriyle birlikte sunul-

mustur.

Bu ¢aligma boyunca f(v) fonksiyonu f(v) = v olarak alinacaktir. Bir dik konoid,
r(u,v) = (ucosv, usinv, h(v))

biciminde verilir. Dogrudan yapilan hesaplamalarla, dik konoidin birinci temel formu, ikinci

temel formu ve birim normal vektorii agsagidaki sekilde elde edilir:
I=du®+ <u2 + (h’(v))2> dv?,

2h/ hl/
= — (v) dudv+ uh’(v)

Vi2+ (H(v)° 2+ (K1)

(W' (v)sinv, —h'(v) cosv, u)

2+ (1 (1)

dvz,

N =

ve ortalama ile Gauss egrilikleri asagidaki sekilde elde edilir:

uh'(v)
2 <u2 n (h’(v))2>

H(u,v) =

3/2°
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(K (v))?
K(u,v) =—
(2 + (W (v)2)?

burada u? + (K (v))? > 0’dur.

Teorem 3.1. r(u,v) = (ucosv, usinv, h(v)), R*te bir dik konoid yiizey olsun. H(u, v) ifadesinin
dik konoid yiizeyin ortalama egriligini gosterdigini ve A(u,v) = c(u) +2u [ H(u,v)dv olmak
tizere h’nin yalnizca v’ye bagli olacak sekilde segildigini varsayalim. Bu durumda, |A(u,v)| <1

ve u > 0 i¢in, profil egrileri

Al
o(v,A(u,v) = ( , ,/ uA(u,) dv+c1
V1= (A(u,v))

ile verilen bir konoid yiizey ailesi mevcuttur; burada c; € R’dir.

Ispat. Dik konoid yiizeyin ortalama egriligi ele alimsin:

uh(v)

H(u,v) = 2 (u? + (h/(v))2)3/2'

p(v) = K (v) olsun. Bu durumda yukaridaki denklem u # 0 olmak iizere

P 2Hwy)
(2 p(rp2)?

olarak yeniden yazilabilir ve buradan

d hl(v} = zU u,v
E( u2+(h/(v))2) = 2uH (u,v)

ifadesi elde edilir. v’ye gore integral alindiginda,

Hey)
w? + (1 (v))?

u)+2u/H(u,v)dv

bulunur.

Eger

A(u,v) =c(u) +2u/H(u,v) dv

13



olarak tanimlanirsa, u > 0 icin

H(v)
w + (K (v))?

=A(u,v)

elde edilir; buradan da

uA(u,v)

") = 1—A(u,v)?

bulunur. Son olarak, |A(«,v)| < 1 igin

A(
/ u uv dv—l—c1

\/1— uv

elde edilir; burada c; keyfi bir integral sabitidir. Bununla birlikte, bir uyumluluk kosulu gerek-
lidir. & = h(v) oldugundan,

uA(u,v)
1—(A(u,v))?

niceligi u’dan bagimsiz olmalidir. Dolayisiyla boyle bir 4(v) fonksiyonu, yalnizca bu uyumluluk
kosulunu saglayan H (u,v) fonksiyonlari i¢in mevcuttur. Bu durumda A (v), yukaridaki ifadenin

integrali alinarak elde edilir.

]
Sonug 3.2. Bir dik konoid yiizey minimal ise, M ya bir diizlem ya da bir helikoiddir.
Ornek 3.3. R*’te ortalama egriligi

u

Huyv)= ———
(,v) 2(u2-|—vz)3/2

olarak verilen bir dik konoid yiizey ele alalim. Teorem 3.1, ¢(«) = 0 kabulii ve u > 0 g6z 6niine

2 . .
alindiginda, h(v) = % +c; ve yiizeyin parametrizasyonu

.
r(u,v) = ucosv, usinv, 5 +cy
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olarak elde edilir. c; =0 ve

l<u<3i

—3<v<3

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.1°de verilmistir.

Sekil 3.1. H(u,v) = ——"—5; ortalama egriligine sahip dik konoid yiizey.
2(u2+v2)

Ornek 3.4. R3’te ortalama egriligi

ucosyv

2 (u2 + sin? v) 32

H(u,v) =

olan bir dik konoid yiizey ele alalim. Teorem 3.1 ve c¢(u) = 0 kabulii gz 6niine alindiinda,

h(v) = —cosv+ ¢ ve yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, —cosv+cy)

olarak elde edilir. c; =0 ve

l<u<?2

—3<v<3

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.2’de verilmigtir.

15



Sekil 3.2. H(u,v) = —**— ortalama egriligine sahip dik konoid yiizey.
2(u2+s1n v)3/2

Ornek 3.5. R3’te ortalama egriligi

1%

Huyv)=—————
(u,v) 2(u2—i—e2V)3/2

olan bir dik konoid yiizey ele alalim. Teorem 3.1 ve c¢(u) = 0 kabulii gz 6niine alindiinda,

h(v) = €'+ ¢ ve yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, e’ +cy)

olarak elde edilir. ¢; = 0 ve

l<u<8

—3<v<3

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.3’te verilmistir.
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-5 0

Sekil 3.3. H(u,v) = 2(14#2;)3/2 ortalama egriligine sahip dik konoid yiizey.

Ornek 3.6. R3’te ortalama egriligi

u

) L)

olan bir dik konoid yiizey ele alalim. Teorem 3.1 ve c¢(u) = 0 kabulii gz 6niine alindiinda,

3 . .
h(v) = v+ % + ¢ ve yiizeyin parametrizasyonu
3
r(u,v) = (ucosv, usinv, v+ 3 -l-cl)
olarak elde edilir. c; =0 ve

2<u<6

—nT<v<T

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.4’de verilmistir.
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Sekil 3.4. H(u,v) = W ortalama egriligine sahip dik konoid yiizey.
us+(1+v

Ornek 3.7. R*’te ortalama egriligi

u
2 (12 + (Inv)2)*/?

H(u,v) =

olan bir dik konoid yiizey ele alalim. Teorem 3.1 ve ¢(u) = 0 kabulii géz 6niine alindifinda,

h(v) =vlnv—v+ ¢ ve ylizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, vinv —v+cy)

olarak elde edilir. c; =0 ve

2<u<s

O<v< 2w

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.5’te verilmistir.
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Sekil 3.5. H(u,v) = ———"—; ortalama egriligine sahip dik konoid yiizey.
2(u2+(lnv)2)

Teorem 3.8. r(u,v) = (ucosv,usinv, h(v)), R*’te bir dik konoid yiizey olsun. K (u,v) ifadesinin

dik konoid yiizeyin ortalama egriligini belirttigini ve

d | —(2K(u,v)u® + 1)+ /1 +4K (u,v)u> _o
du 2K (u,v) B
oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, —# < K(u,v) < 0 i¢in profil egrileri

— (2K (4, V)2 + 1) + /1 + 4K (1, )2
a(v,K(u,v),c) = 0,0,i/ (2K (u,v)u+1) ARV L
2K (u,v)

ile verilen bir konoid yiizey ailesi mevcuttur; burada ¢ keyfi bir sabittir.

Ispat. Dik konoid yiizeyin Gauss egriligi ele alinsin:

(K (v))?
K(u,v) =— .
) (u? + (W (v))2)?

p(v) = i (v) olsun. Bu durumda yukaridaki denklem

p(v)?

—K(u,vy) = ———
) (u? + p(v)2)?

olarak yeniden yazilabilir ve y(v) = p(v)? doniisiimii uygulandiginda

—Ky* — 2K +1)y—Ku* =0
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elde edilir. — 15 < K(u,v) < 0 igin, yukaridaki denklemden

(2Ku? + 1) 4/ (2Ku? +1)2 — 4K2u*
2K

y=—

oldugu goriiliir. Buradan, p(v) = k' (v) ve y(v) = p(v)? oldugundan

»  —(2KuP+1)£V1+4Ku?

PP = () = =

ve dolayisiyla

H(v) = j:\/—(ZKuz—I— 1)+ V1 +4Ku?

2K

bulunur. v’ye gore integral alindiginda

— MVMZ uvu2
h(v)Zi/\/ (2K (u,v) Z,l()(iv)lHK( I Gyt

3.1

elde edilir; burada c keyfi bir integral sabitidir. Bununla birlikte, bir uyumluluk kosulu gerekli-

dir. h = h(v) oldugundan,

—(2Ku? +1) £ V1 +4Ku?
2K

niceligi u’dan bagimsiz olmalidir. Dolayisiyla boyle bir i(v) fonksiyonu, yalnizca bu uyumluluk

kosulunu saglayan K (u,v) fonksiyonlari i¢in mevcuttur. Bu durumda A(v), yukaridaki ifadenin

integrali alinarak elde edilir.

Sonug 3.9. Bir dik konoid yiizey acilabilir (Gauss egriligi K = 0) ise, M bir diizlemdir.

Ornek 3.10. R*’te Gauss egriligi

V2

K(u,v) = —m

olan bir konoid yiizey ele alinsin. Teorem 3.8 goz Oniine alindiginda, 4(v)’yi belirlemek icin
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asagidaki integral elde edilir:

dv.

et ) e
o=/ TE——

Integrant bir karekok icerdiginden, ifade u ve v degiskenlerinin uygun araliklarina gore ayr1 ayri

analiz edilmelidir. Durum bazinda yapilan bir inceleme, integralin

vl, vl < Jul,

I(v) = 2 (3.2)
T ‘V‘ > |u’
[v]

seklinde verildigini gosterir. Dolayisiyla integralin degeri, |u| ve |v| bityiikliiklerinin birbirine
gore durumuna bagli olup yukaridaki parcali ifadeyi verir. Dik konoid yiizey tanim1 geregince,

h diizgiin fonksiyonu yalnizca v’ye baghdir. Denklem (3.2)’den

elde edilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu
2
.V
r(u,v) = (u cosv, usiny, — + c)
seklindedir. ¢ = 0 ve

8 <u<—4

O<v<4

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.6’da verilmistir.
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Sekil 3.6. K (u,v) = — ¥ Gauss egriligine sahip dik konoid yiizey.

W22

Ornek 3.11. R3’te Gauss egriligi

eZv

K(M,V) - - (u2—|—€2V)2

olan bir konoid yiizey ele alinsin. Teorem 3.8 gz 6niine alindiginda, i(v)’yi belirlemek i¢in

asagidaki integral elde edilir:

I(v):/ _<2<_ﬁ>u2+1)+ 1_%

2(-i)

Integrant bir karekok igerdiginden, ifade u ve v degiskenlerinin uygun araliklarina gore ayri ayri

analiz edilmelidir. Durum bazinda yapilan bir inceleme, integralin

e’ +c, e’ < lul,
=9 (3.3)
——+c, €' >y
eV

seklinde verildigini gosterir. Dolayisiyla integralin degeri, |u| ve ¢’ ye bagl olarak yukaridaki
parcali bi¢cimi verir. Dik konoid yiizey tanimi geregince, h diizgiin fonksiyonu yalnizca v’ye

baghdir. Denklem (3.3)’ten

h(v)=e"+c
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oldugu sonucuna ulagilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu
r(u,v) = (ucosv, usinv, e’ +c)
olarak elde edilir. c =0 ve

2<u<10

O<v<lnu

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.7°de verilmistir.

-10 . 0 5 10
L L B B s s s e s

0
5
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Sekil 3.7. K (u,v) = _(2i—2V2)2 Gauss egriligine sahip dik konoid yiizey.
u-+e<v

Ornek 3.12. R*’te Gauss egriligi

(1+v?)?
(u? + (1+v2)2)?

K(u,v) =—

olan bir konoid yiizey ele alinsin. Teorem 3.8 goz Oniine alindiginda, A(v)’yi belirlemek icin

asagidaki integral elde edilir:

dv.

1=

(14+v2)2
2 (_ (u2+(1+v2)2)2>
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Integrant bir karekok igerdiginden, ifade u ve v degiskenlerinin uygun araliklarina gore ayri ayri

analiz edilmelidir. Durum bazinda yapilan bir inceleme, integralin

v+V3—3+c, u| > 1412,
I(v) = (3.4)

warctanv+c, |u| <142

seklinde verildigini gosterir. Dolayisiyla integralin degeri, |u| ve v’ye bagh olarak yukaridaki
parcal1 bicimi verir. Dik konoid yiizey tanimi geregince, h diizgiin fonksiyonu yalnizca v’ye

baglidir. Denklem (3.4)’ten

3

h(v) :v+%—|—c

oldugu sonucuna ulasilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu
3
) v
r(u,v) = <ucosv, usinv, v+ 3 +c>
olarak elde edilir. c =0 ve

S<u<8

O<v<?2

tanim kiimesi i¢in yiizey Sekil 3.8’de verilmistir.

Sekil 3.8. K (u,v) = —(MZJ(:J—JV:;)Z Gauss egriligine sahip dik konoid yiizey.
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Ornek 3.13. R*’te Gauss egriligi

sin?v

Kuyv)=——"7969Z¥—
(u2 + sin? v)2

olan bir konoid yiizey ele alinsin. Teorem 3.8 gz Oniine alindiginda, i(v)’yi belirlemek i¢in

asagidaki integral elde edilir:

. . sin’y 2 . sin’ 2
I <2 ( <u2+sin2v>2> wt 1) * \/ 4< <u2+sin5v)2> ut+1
o / 2 <_ sin?v >
(

u2+sin’ v)2

dv.

Integrant bir karekok igerdiginden, ifade u ve v degiskenlerinin uygun araliklarina gore ayri ayri

analiz edilmelidir. Durum bazinda yapilan bir inceleme, integralin

cosv+oc, u? > (sinv)?,
I(v) = (3.5)

—u?Injtan}|+c, u? < (sinv)?

seklinde verildigini gosterir. Dolayisiyla integralin degeri, u ve v'ye bagh olarak yukaridaki
parcal1 bicimi verir. Dik konoid yiizey tanimi geregince, h diizgiin fonksiyonu yalnizca v’ye

baglidir. Denklem (3.5)’ten
h(v) = —cosv+c

oldugu sonucuna ulasilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu
r(u,v) = (ucosv, usinv, —cosv—+c)

olarak elde edilir. ¢ =0 ve

l<u<s

T<v<2m

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.9°da verilmistir.

25



Sekil 3.9. K (u,v) = —(2““—?;)2 Gauss egriligine sahip dik konoid yiizey.
u-+sm- v

Ornek 3.14. R*’te Gauss egriligi

V2

K== (1+ u2v2)2

olan bir konoid yiizey ele alinsin. Teorem 3.8 goz Oniine alindiginda, h(v)’yi belirlemek i¢in

asagidaki integral elde edilir:

— (2 (i) 1) 4 (i
1= |
2 (~ iy

a2

dv.

Integrant bir karekok igerdiginden, ifade u ve v degiskenlerinin uygun araliklarina gore ayri ayri

analiz edilmelidir. Durum bazinda yapilan bir inceleme, integralin

CEte, w] <1,
I(v) = (3.6)

Inv+c, |uv]>1

seklinde verildigini gosterir. Dolayisiyla integralin degeri, |u| ve |v|’ye bagh olarak yukaridaki
parcal1 bicimi verir. Dik konoid yiizey tanimi geregince, h diizgiin fonksiyonu yalnizca v’ye

baglidir. Denklem (3.6)’ten

h(v) =Inlv|+¢
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oldugu sonucuna ulagilir. Boylece yiizeyin parametrizasyonu

r(u,v) = (ucosv, usinv, Inv+c)

olarak elde edilir. ¢ = 0 ve

-3<u<s

3<v<6

tanim kiimesi icin yiizey Sekil 3.10°da verilmistir.

-4

-2

2
(1+u2v2)2

Sekil 3.10. K(u,v) = — Gauss egriligine sahip dik konoid yiizey.
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