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BEYAN

“Ramanujan Tau Fonksiyonu Uzerine” adli yiiksek lisans tezinin hazirlik ve yazimi
sirasinda  bilimsel arastirma ve etik kurallarina uydugumu, bagkalarmin eserlerinden
yararlandigim boliimlerde bilimsel kurallara uygun olarak atifta bulundugumu, kullandigim
verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimi, tezin herhangi bir kisminin Bilecik Seyh
Edebali Universitesi veya baska bir {iniversitede baska bir tez calismas1 olarak
sunulmadigini, aksinin tespit edilecegi muhtemel durumlarda dogabilecek her tiirlii hukuki

sorumlulugu kabul ettigimi ve vermis oldugum bilgilerin dogru oldugunu beyan ederim.

Bu calismanin,

Bilimsel Arastirma Projeleri (BAP), TUBITAK veya benzeri kuruluslarca desteklenmesi durumunda;
projenin ve destekleyen kurumun adi proje numarast ile birlikte, ETIK KURUL onay1 alinmas: durumunda ise
ETIK KURUL tarih karar ve say1 bilgilerinin beyan edilmesi gerekmektedir.

DESTEK ALINMISTIR | | DESTEK ALINMAMISTIR | X

Destek alindi ise;

Destekleyen kurum;

Destegin Tiirii Proje Numarasi

1- BAP (Bilimsel Arastirma Projesi)
2- TUBITAK

ETiK KURUL onay1 var ise;

ETIK KURUL Karar tarih/sayl: = |occeeevueeeenneereneeenneennneeennnnns [eveeeernnenenns

Yusuf Can Baynal

Tarih

Imza



ONSOZ
Oncelikle bu calismada bana yén gosteren ve destegini benden esirgemeyen, beni her
konuda yiireklendiren danismanim saym hocam Dog. Dr. ilker INAM’a tesekkiir ederim.Ayrica

beni siirekli maddi manevi destekleyen annem, babam esim ve aileme tesekkiir ederim.

Vakitlerinden ayirarak yazdigim bu eseri aileme armagan ediyorum.
Yusuf Can BAYNAL

2022



OZET

RAMANUJAN TAU FONSiYONU UZERINE

Sayilar Teorisi denince akla gelen bilim insanlarindan birisi olan Srinivasa Ramanujan sadece
yasadig1 yiizyila degil modern matematigin tarihi zirve yaptig1 21. ylizyila da siiren etkisiyle
cok Onemli basarilara imza atmistir. Alti bolimden olusan bu calismada Ramanujan'in
sonuglarina temel olusturan Ramanujan tau fonksiyonu calisiimistir. Modiiler formlarin
tanitilmasi ile baglayan ¢aligmanin ikinci bolimiinde Ramanujan tau fonksiyonu tanimlanip
temel ozellikleri incelenmistir. Uciincii boliimde parcalanis fonksiyonu verilmis ve
Ramanujan'in bu fonksiyon iizerine 6nemli sonuclar verdigi kongriianslar incelenmistir.
Doérdiincti boliime Ramanujan konjektiirleri incelenmistir. Besinci boliimde ise Ramanujan
tau fonksiyonun Fourier katsayilarinin asalli§i {izerine yapilan ¢alismalar {izerinde
durulmustur. Calismanin altinc1 ve son boliimiinde ise Ramanujan tau fonksiyonuna dair

giincel bir ¢aligma incelenmistir. Caligma derleme niteligindedir.

Anahtar Kelimeler: Ramanujan tau fonksiyonu, pargalanis fonksiyonu, Ramanujan

kongriianslari, Ramanujan konjektiirleri.



ABSTRACT
ON THE RAMANUJAN TAU FUNCTION

Srinivasa Ramanujan, one of the scientists that comes to mind when it comes to
NumberTheory, has achieved significant success not only in the century he lived in, but also
in the 21st century, when modern mathematics reached its historical peak. In this study, which
consists of six chapters, the Ramanujan tau function, which forms the basis for Ramanujan's
results, is studied. In the second part of the study, which started with the introduction of
modular forms, the Ramanujan tau function was defined and its basic properties were
examined. In the third chapter, the partition function is given and the congruences on which
Ramanujan gives important results on this function are examined. In the fourth chapter,
Ramanujan conjectures are examined. In the fifth chapter, the studies on the primality of the
Fourier coefficients of the Ramanujan tau function are emphasized. In the sixth and last part
of the study, a recent study on the Ramanujan tau function was examined. The study is a

compilation.

Keywords: Ramanujan tau function, partition function, Ramanujan congruences, Ramanujan

conjectures.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LIiSTESI

R : Reel Sayilar

Z : Tamsayilar

C : Kompleks Sayilar

H : Ust Yar1 Diizlem

P : Asal Sayilarin Kiimesi
GL(2,R) : Genel Lineer Grup
SL(2,R) : Ozel Lineer Grup

PGL(2,R) :Projektif Genel Lineer Grup

r : Modiiler Grup

A(z) : Ramanujan-Tau Fonksiyonu

G, (z) . k Agirlikli Eisenstein Serisi

Io(N) : Modiiler Grubun N Seviyeli Temel Denklik Alt Grubu
M, (T) : I i¢in k Agirlikli Modiiler Formlar Uzay1

S : I icink Agirlikli Cusp Formlarin Uzay1

M (To(N)) : IH(N) igin k Agirlikli N seviyeli Modiiler Formlar Uzay1
Si(To(N )) : I5(N) i¢in k Agirliklt N seviyeli Cusp Formlar Uzay1

Re(z) :z’nin Reel Kismi1



1. MODULER FORM VE OZELLIKLERI
1.1.Modiiler formlar

Bu bolimde c¢alismada kullanilacak olan modiiler formlar kavrami sunulacaktir.
Burada H ile karmasik iist yar1 diizlem gosterilsin. Yani,
H={z € C:Im(z) >0}
olsun.

Ayn1 zamanda I ile modiiler grup gosterilsin. O halde

a b

I':=SL(2,7Z) ={(c d):a,b,c,d € Z,ad — bc = 1}

biciminde olur. Modiiler form tanimina gegmeden once tanimda ihtiya¢ duyulan modiiler grup
kavramina dair biraz daha ayrintili bir tartismay1 ortaya koyalim. Ik olarak

az+b

T(z) = cz+d

Mobiilis doniistimleri bir baska deyisle kesirli lineer doniisiimler goéz Oniine alinsin. Bu
dontisiimler fonksiyonlarin bileskesi altinda bir grup yapist olustururlar (Baskan, 1998:323).
Ote yandan Mébiiis doniisiimleria, b, ¢, d katsayilarinin alindig1 cebirsel yapilara gore farkl
ozellikler gosterirler. Ik olarak en genel durumlardan birisi olarak diisiiniilebilecek reel

sayilar cismi durumu goz Oniine alinsin. Buna gore agsagidaki tanim verilebilir.

Tamim 1.1.1. Reel sayilar tizerindeki genel lineer grup PGL(2, R) ile gosterilir ve

az+b
cz+d

PGL(2,R) = {

: a,b,c,d € R,ad — bc + 0}

olarak tanimlanir.

Dikkat edilirse 2x2 tipindeki iki matrisi ¢arpmak yukarida verilen iki lineer
dontisiimiin bileskesini almaktan ¢ok daha kolay islemdir. Bu nedenle asagidaki karsilik

gelme goz Online alinabilir:

g
cz+d c d
Bu sayede Ornegin projektif genel lineer grup ile eslestirilebilen genel lineer grup

olarak isimlendirilen ve GL(2, Z) ile gosterilen asagidaki matris grubu elde edilir:

a b

GL(2,Z) = {(c d):a,b,c,d EZ,ad—bciO}



a b

Benzer sekilde ¢&:SL(2,Z) —» PSL(2,Z )donisimi  her (c d) € SL(2,Z) igin

d)((? Z) = Z:Z olarak tanimlansin. Bu doniisiimiin bir grup epimorfizmasi oldugu kolayca

gorilebilir ve bu epimorfizmanin ¢ekirdegi Ker(¢) ile gosterilir ise agiktir ki Ker(¢) = {1}
olur. Gruplar igin 1. izomorfizma Teoremi (Asar vd., 2021:108) kullanilarak asagidaki iyi

bilinen teorem elde edilir:
Teorem 1.1.2. SL(2,7Z) /{+1,} = PSL(2,Z) olur.

Genel lineer gruplar igerisinde siiphesiz ki I' := SL(2,Z) yani modiiler grup 6nemli bir
rol oynar. Bu calismanin kapsaminda da modiiler grup ve onun bazi 6nemli alt gruplari
dikkate alinacaktir. Bunlardan en Onemlisi temel denklik alt grubu olup tanimi asagida

verilmigtir.
Tamm 1.1.3. Belli bir N pozitif tam sayisi1 i¢in I'‘nin denklik alt grubu I, (N) gosterilir ve

IL(N) = {(Ccl Z) €Tl:c =0 (mod N)}

olarak tanimlanir.

Modiiler grubun belki de en dnemli cebirsel 6zelliklerinden birisi kuskusuz sonlu
tiretegli olmasidir. Ozellikle de iireteglerinin geometrik olarak iist yar1 diizlemde kayma ve
tersinme doniislimlerine karsilik gelmesi konu iizerine olan ilgiyi arttirmaktadir. Hem
modiiler grubun hem de alt gruplarinin bu 6zelligi kullanilarak elde edilen iist yari diizlemin
estetik dosemeleri matematigin giizelligini ortaya fazlasiyla koymaktadir. Asagidaki teoremde

modiiler grubun tiretegleri verilmistir.

Teorem 1.1.4.(Schoeneberg, 1974:23) T modiiler grubu sonlu iiretecli olup tiretegleri

T:=((1) 1) veS:=((1) _01)

dontistimleridir.

Burada modiiler formlar1 tanimlayabilmek icin gerekli 6n hazirhigin yapilmasi
planlanmaktadir. Geriye tek bir kavrami tanimlamak kalmistir. “Cusplarin Kiimeleri” modiiler

formlar teorisinde merkezi bir rol oynar. Bu kiime P1(Q) ile gosterilsin.



P1(Q) = Q U {00} olur, iistelik dikkat edilirse T(z) = % déniisiimii icin ¢ ya da
cz + d paydas: sifir ise bu takdirde y(z) = o € P1(Q) modiiler grubun biry = (Ccl Z) €

P1(Q) iizerinde

az+b )
cz+d; Z # oo ise
y(@) =4, _
—; zZ = o ise

c

seklinde hareket eder.
Tamm 1.1.5. Inin bir denklik alt grubunun cusplarinm kiimesi P1(Q)‘nin I-ydriingelerinin
C (1) kiimesi olarak tanimlanir.

Genellikle C(7)’nin elemanlarini yoriingeden alinan bir temsilci ile eslesebilir.

Ornegin, I' = SL(2, Z)modiiler grubunun cusp yerlerinin kiimesi

C(SLy(Z)) = {[eo]}

olur. Baska bir deyisle modiiler grubun sadece sonsuzda cusp yeri vardir. Diger yandan I, (N)
denklik alt grubu igin C(Ty(N)) = Q U {o0} oldugu kolayca gériilebilir.

Biitiin bu hazirligin ardindan modiiler form tanimi verilebilir.

Tanmm 1.1.6.k € Z ve G, I’nin bir alt grubu olsun ve bir f: H — C karmasik fonksiyonu

verilsin. Bu durumda

(1) Hery = (Ccl Z) € G igin

az+b
cz+d

fC ) = (cz+d)f(2),
(i)  f(z), H st yan diizlemde analitik,

(i) f(z), G’nin tiim cusplari iizerinde analitik

oluyor ise f’ye G igin k agirlikli bir modiiler form adi verilir.

Asagida modiiler formlarin baz 6zellikleri 6zetlenecektir.

Uyan 1.1.7. 1) Yukaridaki tanimda G =T = SL(2,Z) almirsa (iii) kosulu “f(z),c0‘da

analitik”, eger G = I'y(N) alinirsa “tiim rasyonel sayilarda ve co’da analitik™ halini alir.



2) Eger k agirlikli bir modiiler form I'y(N) tlizerinde tanimlanirsa bu durumda ‘k agirlikli N
seviyeli” modiiler form adin1t alir. Aciktir ki I' {izerinde tanimlanan modiiler formlar 1

seviyelidir.

3) Modiiler formlar C karmasik sayilar cismi {izerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayidir
(Cohen ve Stromberg, 2017).

4) Modiiler grubun iiretecleri ve modiiler formun tanimi dikkate alinirsa k agirliklt N seviyeli
bir f(z) modiiler formu f(z+1) =f(z) fonksiyonel esitligini saglar. Yani bir modiiler form ayni
zamanda periyodik bir karmasik fonksiyondur. Bu nedenle Fourier analizi teorisi geregi f(z)
modiiler formuna

o)

&) = ) amq"

n=0

seklinde bir Fourier serisi karsilik gelir. Buna f(z)’nin Fourier ag¢ilimi denir. a(n)’ler ise

f(z)’nin Fourier katsayilart adini alir.
1.2.Hecke Operatorleri

Modiiler formlar karmasik say1 cismi lizerinde sonlu boyutlu vektor uzayr oldugundan

lineer cebirin hemen hemen tiim kavramlarinin modiiler formlarda karsiliklar1 vardir.

Buna gore Hecke operatorleri de modiiler form vektdr uzaylari arasindaki lineer

dontisiimler olarak diistiniilebilir.

Hecke, modiiler formlar iizerinde hareket eden T,: M, (I") - M, (I') Hecke
operatorlerini tanimlamistir. Burada T,, ile n. Hecke operatorii gosterilmekte olup bu

doniisiime gelen matris, karakteristik polinom ve 6zdegerler hesaplanabilir.

T,,dontistimleri cusp form uzaylarini korur ve Hecke operatorleri yardimiyla oldukga

onemli ve ilgi ¢ekici 6zelliklere sahip olan 6zel bir modiiler form sinifi elde edilir.

Hecke eigenform olarak adlandirilan ve T, ile n. Hecke operatoriiniin 6z degerlerinden
olusan bu ‘6zel” form modiiler form teorisinde ¢ok dnemli bir yer tutar. Ornegin Sato-Tate
Konjektiirii gibi matematigin son 100 yil icerisinde en dnemli teoremi Hecke eigenform igin
gecerlidir.Hecke eigenformlarin bir diger giizel 6zelligi ise Euler ¢arpimi agilimi gibi ¢ok
onemli bir 6zellige sahip olmasidir. Bu sayede modiiler formlarin sayilar teorisi 6zellikleri

kolayca incelenebilir.



2. RAMANUJAN TAU FONKSIYONU VE OZELLiKLERI
2.1. Giris
Tamm 2.1.1.RamanujanTau Fonksiyonu A ile gosterilir ve
A= qp(@)** = qlln=a(1 — g)**=Lna T(M)G"
bi¢iminde tanimlanir. Burada ¢, Euler phi fonksiyonunu gostermektedir.

12 agirlikli bir modiiler form olan Ramanujan Tau Fonksiyonu’nun énemli say1 teorisi

ozellikleri vardir. Ramanujan Tau Fonksiyonunun bazi ilk degerleri:
1,-24,252,-1472, 4830, -6048, -16744, 84480, -113643

olup tam say1 dizilerinin online ansiklopedisinde A000594 etiketiyle ilk 314747 katsayisina
ulasilabilinir(Sloane, 2007).

Bu fonksiyonun en dikkat ¢ekici ozelligi Fourier katsayilarinin belirli bir modda

calismasiyla elde edilir.

Ramanujan Tau Fonksiyonu ile ilgili literatiirde oldukga ilgi ¢ekici bir agik problem

bulunmaktadir.

Lehmer Konjektiirii adi verilen bu agik problem tiim n degerleri i¢in t(n) # 0
oldugunu iddia eder. Bu problem bile basli basina Ramanujan Tau Fonksiyonu Fourier

katsayilarinin belirli modlarda ¢alismast adina 6nemli bir motivasyon kaynagi olusturur.
2.2. Basit Kongriianslarin i1k Sinifi

Boliime basit bir lemma ile baglayalim. Bu bolim ile ilgili detayl bilgi (Berndt ve
Ono, 1999)’da bulunabilir.

Lemma 2.2.1. Herhangi bir p asali igin(a + b)? = a? + b? (mod p) olur.

Yukaridaki lemma Ramanujan’in kongriianslar {izerindeki ¢alismay1 pratiklestirir. Bu

denklik daha kompakt sekilde yazilirsa
46(q)** = q8(q)*0(q”)*(mod7)
olur.

Boylece Ramanujan tau fonksiyonu mod?7 'deki kongriians 6zdesligine denk sag tarafi

dikkatlice incelenirse belirli bir a i¢in 7(7n+a ) = 0 tipinde bir kongriians elde edilir.



Buna benzer ozellikleri elde edebilmek igin bu denklik biraz daha detayh
incelenecektir. Bodyle bir sonucu elde edebilmek igin g 7"*%‘min g8 (q)3agilimmdaki
katsaymin 7'nin bir kat1 olup olmadig1 kontrol edilir buradaki gerek¢e 24'ten kiigiik herhangi
bir asal say1 i¢in gegerli olmasi olup farkli farkli 6zdeslikler elde edilir.

Mod 7 Durumu.
Daha once belirtildigi gibi
46(q)** = q8(q)*0(q”)*(mod7)
seklindedir.

Daha &nce elde edilen kongriians1 ele almsin. Burada g8(q)® ifadesinde g 7"*¢

teriminin katsayis1 hesaplanmak isteniyor. Jacobi 6zdesligi kullanilarak
q6(q)° = q¥nzo(—1)"(2n + 1)q" " V/2
elde edilir.Istenen kongriianslar da ikinci dereceden kalan olmayan a degerleri olan
a=5,7,10,14,15,17,19, 20, 21, 22 igin
7(23n+ a) =0 (mod23)

olur.

Mod 2 Durumu.

96(9)** = q8(¢*")* (mod2)

Ozdesligi dogrudur buradan kolayca goriilebilir ki a # 1 (mod8) i¢in t(8n+ a) =
0 (mod2)’dir.

Ozel olarak 7(2n) = 0 (mod2) olur. Gergekten de mod 7'de kullanildig1 gibi Jacobi
6zdesligi kullanarak daha fazlasi sdylenebilir. Oyle ki

40(4°)° =q%nso(~D"(2n + Dg*" ™D =T po(—=D™(2n + g™,
Bu ise

“r(n) =1 (mod2) < ntek bir tam karedir.”

olmasini gerektirir.

Burada ortaya ¢ikan kuvvetler

nn+1)

> +1=0,1,2,4 (mod7)



Bi¢imindedir, tistelik n= 3 ise bu takdirde 2n + 1 ifadesi 7'nin bir kati olur ki bu durumda

kuvvet 7n bigimindedir.

O halde 3,5 ve 6 mod 7’de ikinci dereceden kalan olmadigi i¢in

7(7n), ©(7n+3), 1(7n+5), ©(7n+ 6) =0 (mod7)

olur.

Mod23 Durumu.

Burada

96(9)** = q0(q)0(q**) (mod 23)
seklindedir. Ote yandan Pentagonal Say1 Teoremi geregi
q8(q) =q (-1 gm0/

olup kuvvetler;

n(3nt 2)

> +1=0,1,2,3,4,6,89,12,13,16,18 (mod 23)

seklindedir.

Mod3 Durumu.

Burada

96(q)** = q6(q*)®(mod 3)
olup sadece 3n+ 1 bigiminde olan kuvvetler gelecektir. O halde
7(3n), t(3n+2) = 0 (mod3)

olur.

2.3. Williams’in Bir Sonucu

Srinivasa Ramanujan t(n) fonksiyonunun ilk 30 degerini hesaplayarak

tanimladigit(n) fonksiyonunun ¢arpimsal fonksiyon oldugunu tahmin etmistir.

Ustelik yukarida verildigi gibi tiim p asallar1 ve tiim n tamsayilar1 igin
t(pn) = 1()r(n) - p*7 (3) (21)

0zdesliginin dogru oldugunu ispatlamistir. Burada eger p, n’yi bolmiiyorsa © (g) =0

olarak alinir.



Bu kisimda bu 6zelligin 6zel durumlarindan bir tanesi yani p=2 durumu (Williams,

2015)’te verilen farkli bir ispati incelenecektir. Dikkat edilirse p=2 alindiginda n € N igin

(2n) = 1(2)t(n) — 2111 (E) (2.2)

2

elde edilir.

Burada N bir tek pozitif say1 ve k € N U {0} i¢in Ramanujan tau fonksiyonunun

carpimsallik 6zelliginden gelen
1(2¥N) = 1(2F)t(N)
Ozdesligi kullanilabilir.

Teorem 2.3.1.n € N i¢in

1(2n) = 1(2)r(n) — 217 (g)

0zdesligi dogrudur.

Ispat. Ramanujan’mn verdigiteta fonksiyonue ile gosterilir ve g = e?™%, Im(z) > 0 ve|q| <

1 i¢in

o(q) = i qv

olarak tanimlanir.

@ fonsiyonu bir¢ok ilgi ¢ekici 6zellige sahip olup sayilar teorisinde 6zellikle modiiler

formlarda 6nemli bir yeri vardir.¢ fonksiyonunun tanimi kullanilarak
@*(@*) = (9*(@ + 9*(-a) ve ¥*(-¢* ) = (DP(-q) (23)
oldugu goriiliir.

Diger yandan literatiirdekilerden farkli bir yol kullanilarak ispat icin asagidaki

Eisenstein serileri tanimlansin.

0(q) =1+ 2403, =L (2.4)

1-qm"
ve

nsq
1-qm"

R(q) =1—-504%"_,

(2.5)

olarak tanimlansin.



Ramanujan, Eisenstein serisiyle ¢tetaserileri arasindaki onemli iliskiyi ortaya

koymustur. Oyle ki,

x=x(@) =1~ ver = 2(g) = ¢*(@) 26)
olmak iizere
Q(q) = (1+14x+x2)z* (2.7)
ve
R(q) = (1 —33x - 33x2 + x3)z6 (2.8)
dir. Boylece:
Q(q) = 169°(q) — 169*(Qe*(—q) + ¢°(—q) (2.9)
ve
R(q) = —6416¢'%(q) + 9616¢°(q)169*(—q) — 3016¢*(q)16¢°(—q) —
169 (—q) (2.10)
elde edilir.

Modiiler formlar teorisi gelistikten sonra elde edilen tiim modiiler formlarn bu iki
Eisenstein serisi ile iiretilmesi sonucunun ilk isaret fisegini Ramanujan yakmis olup ¢ok basit

yontemler kullanarak
1728q [Tm=1(1 —q™* = @*(q@) — R*(q) (2.11)
oldugunu ispatlamistir.

(2.9)-(2.10)-(2.11) esitlikleri kullanilarak, Ramanujan Tau fonksiyonunun tanimi
yardimiyla Denklem (2.11) elde edilir. Yukaridaki esitlikte q yerine — q yazilip taraf tarafa

toplandiginda:
32 Z 1(M)g*" =— ¢*°(Qe*(—q) + ¢ (D 9®(—q)
+9® ()9 (—q) — 9*(Q9*°(—q)(2.12)
elde edilir.

Buradagq yerine g2 yazilarak ve Denklem (2.3) kullanilarak

256 Yo T(M)q*" = (@) 9® (=) + 2 9> () * (=) +9® (@' (—q) (2.13)



elde edilir.

Denklem (2.13)’de q yerine g? yazilarak ve tekrar (2.3) yardimiyla

65536 X7_1 T(Mq*" = 9 (9*(—q) — 49 (Q9° (—)+69"* (@9 **(—q)
~49%(Qe*° (=) + " (@9 (=) (2.14)
Elde edilir.

Boylece (2.12),(2.13) ve (2.14) esitlikleri geregi

Yr=1T(2n)q®" + 24 X7 t(n)q?" + 2048 X7  t(n)q*" = 0 (2.15)
elde edilir.

O halde 7(2) = —24 ve 21! = 2048 oldugundan n € N i¢in

t(2n) + 241(n) + 20481(n/2) =0

elde edilir ve bu da ispat1 bitirir.
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3.  PARCALANIS FONKSIYONUVE RAMANUJAN KONGRUANSLARI

Parcalanis fonksiyonu gerek geometride gerek sayma problemlerinde ve hatta fizikte

uygulama alanlariyla oldukga ilgi ¢eken bir konudur.

Parcalanis fonksiyonu genel kabul geregi p(n) ile gosterilir. Ornegin p(n) fonksiyonu

yardimiyla S,, simetrik grubunun indirgenemez temsillerinin 6zellikleri incelenebilir.

p(n) fonsiyonunun c¢alisildign st diizey teorilerden biriside Kuantum Cisim
Teorisidir. Dikkat edilirse bir n dogal sayisi verildiginde n sayisin1 pozitif tam sayilarin
artmayan toplamlar1 seklinde yazabilmenin birgok yolu vardir. Ustelik n sayis1 biiyiidiikce

p(n)’nin de biiyliyecegi agiktir.

Ornegin :

=3+1+1+1+1

=2+2+1+1+1

=2+1+1+1+1+1

11



=1+1+1+1+1+1+1
O halde
p(3) =3vep(7) =15
olur.

Parcalanis fonksiyonlar1 ¢alisilirken siklikla kullanilan metotlardan bir tanesi de p(n)

‘nin iirete¢ fonksiyonu i¢in Euler’in sonsuz ¢arpim formiiliidiir.

;p(n) q" = 11 (1 _1qn )

Verilen esitligin ispat1 aslinda geometrik seri kullanarak elde edilecek olan sonsuz

carpim ag¢ilimindan gelir.

111(1——11") - <1iq>'<1—1q”>"'

= A+q¢ +q" 4D A+ PP+ P+ )

Gergektende bu q serisindeki g™ ‘nin katsayilarmin islerin toplamin olacak sekilde

farkli yoldan sayisidir. Bu ise tam olarak n’nin pargalanis sayist olup bu say1 p(n)’dir.
3.1. Ramanujan Kongriianslari

Bu bolimde Ramanujan’mn gozlemledigi P(n)fonksiyonu igin bazi denklikleri

incelenecektir. Ramanujan (1921)’de asagidaki sonuglari bulmustur. Her n € Z igin

p(5n+4) =0 (mod5) (3.2)
p(7n+5) =0 (mod7) (3.2
p(11ln+6) =0 (mod 11) (3.3)

kongriianslar1 dogrudur.

Bu sonuglarin yani sira yukaridaki g¢alismalarinda Ramanujan bu formdaki
kongriianslarin sadece bundan ibaret oldugunu iddia etmistir. Ozel olarak tiim n € Z ve

[ asallari igin belli bir sabit f € Zigin p(In+ ) = 0 (mod 1) olur.

Bu problem Ahlgren ve Boylan tarafindan (2003)’te ¢alisilmis olup asagidaki teorem

ispatlanmistir.
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Teorem 3.1.1.0 bir asal say1 olsun. Eger(mod1)’de bir Ramanujan kongriians1 varsa bu
takdirde bu kongriians mutlaka (3.1) , (3.2) ve (3.3)’teki kongruanstan biridir.

Problemin tarihgesine bakilacak olursa matematik¢iler Ramanujan kongriianslarinin
varligi kadar yokluguyla da ilgilenmislerdir. (Ono, 2000)’da pargalanis fonksiyonu igin
p(An+ B) = 0 (mod l) bigimindeki aileler olusturulmustur.

Bu calismada 6zellikle sonsuz ¢oklukta aile oldugu gosterilmis olup bundaki fikir
Ahlgren tarafindan (2000)’de | ile aralarinda asal olan M modunda genisletilmistir. Boylan bu
yonde c¢aligmaya devam etmis olup parcalanisin iireteg fonksiyonunu kuvvetlerinde

Ramanujan kongriianslarinin varligi ispatlanmistir.
3.2.Ramanujan Kongriianslarinin ispati
Ik olarak mod 2 ve 3’te Ramanujan kongruansinin bulunmadig1 ispatlanacaktir.

A) p = 2 olsun, bu takdirde herhangi bir £ i¢in dyle bir n € Z vardir ki 2n — f§ =
0 veya 1°dir. Ancak bu durumda p(0) = 1 ve p(1) = 1 olur. Bu nedenle bu 6zellikte bir

Ramanujan kongruansi bulunmaz.

B) [ = 3olsun. Bu durumda herhangi bir § 6yle birn € Zvardirki3n—f =0,1

veya 2 olur.

Bu durumda ise p(0) =1 p(1) = 1 ve p(2) = 2 olur. Bu nedenle buldugumuz n

degerleri i¢in bu 6zellikte bir Ramanujan kongruansi bulunmaz.

Simdi p = s olmak iizere bir p asalim sabitleyelim. (Kiming ve Olsson, 1992)’de

asagidaki sonug elde edilmistir.
Teorem 3.2.1. (Kiming ve Olsson, 1992) Tiim n sayilar1 i¢in p(In + ) = 0 (mod l)olacak
sekilde bir B € Z varsa bu takdirde24f = 1 (mod 1)’dir.

2_
op = pz—:olacak sekilde tanimlayalim. p > 5bir asal sayr oldugundan ve bu

ozellikler biitlin asallar 6 modunda 1’e ve 5’e esit oldugundan % = 0 (mod 24) olur. O

halde &1 bir pozitif tam sayidir. Gergekten de p = 6n+1 ve 6n — 5 degerlerini verip bu

degerlerin sonuglarinin bir tamsay1 olusturup olusturmadigini arastiralim
p=6n+1 i¢in

(6n+1)%-1
24
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36n%+12n+1-1
24

36n%+12n
24

12n(3n+1)
24

Burada n ¢ift olursa parantez disindan sadelesme olusuyor, tek olursa da parantez igi
cift olup yine 24 tamamen sadelesebiliyor. Bunun ispati icinde n = 2k ve n = 2k+1 degerlerini

vererek her iki durumda da tam say1 oldugunu gorebiliriz.
n=2K i¢in

12.2k(3.2k+1)
24

_24k(6k+1)
24

k(6k+1)
1

elde edilir ve tam say1 olustugu goriiliir.
n=2k+1 i¢in

12.(2k+1)[3.(2k+1)+1]
24

(2k+1)[3.(2k+1)+1]
2

(2k+1)[6k+4]
2

(2k+1)(3k+2).2
2

= 2k +1)(3k + 2)
seklinde bir tam say1 olustugu goriiliir.
Benzer islemler p=6n — 5degeri i¢cinde yerine yazilip bulunabilir.

1?—-1

ol: = 4

Biliyoruz Ki &1 bir pozitif tam olacaktirl?> — 1 = 0 (mod 24) oldugundan dolay.

O halde
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F—-1=I+1D-1).
Buradan [ asal sayist mod 4’te 1 veya 3 kalanin verir.
Acikca goriiliir ki [ = 1 (mod 4) ikenl —1 =0 (mod 4) vel+ 1 =2 (mod 4)
Buradan
I’ —1=(0U+D(U-1)
olur.

Ayrica 3 sayist (I + 1) veya (I — 1) den birini béler. | = 5 bir asal say1 oldugunu
ve 3 sayist (I + 1) veya (I — 1) den birini boldiigiini biliyoruz. Ebob(3,8)=1 oldugundan
3.8 = 24|(l + 1)(I — 1) = [? — 1 oldugunu anlariz. Dolayisiyla 61 aslinda bir tamsayidir.

Ornek: | = 5,7 yada 11 degerleri icin asagidaki sonuglar1 inceleyelim.

52—-1 25-1

05 =—3" "3z =L
57— 72-1  49-1 ,
o240 24 7

112 -1 121-1
= =5

o1l = —2 24 ’

olur.

Simdi {In + Bjn € N} ve {In — 3l |n € N} kiimelerini géz 6niine alalim. Dikkat edilirse
B = -8l (mod 1) ise bu iki kiime birbirine esit olur. (Kiming ve Olsson, 1992) ‘de yer alan

sonucu §1'nin tanimi ile birlestirecek olursak

2461 = 1> —1= —1 (mod1) = —24p (mod l)elde edilir.

O halde 81 = —f3 (mod 1) ve {ln + B | Vn € N} = {In — 6] | Vn € N}.
olur.

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.2.2. (Kiming ve Olsson, 1992) Eger p > 13 bir asal ise bu taktirde

Z p(In — 81)g™ # 0 (mod D).
n=0
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4, RAMANUJAN KONJEKTURLERI

Bu boliimde 1916'da yer alan Ramanujan’in ortaya attigi ancak kanitlayamadig ii¢

konjektiirden ikisi incelenecektir.

Bunlardan ilki T(n) Ramanujan tau fonksiyonu ¢arpimsal fonksiyonu oldugunu iddia
eder. ikincisi Ramanujan tau fonksiyonu Fourier katsayilar iizerinde bir indirgeme bagintis
verir, liglinciisii ve sonuncusu ise bu Fourier katsayilarinin mutlak degerleri iizerinde ideal bir

ust sinir1 verir.

Bu c¢alismada Mordell (1917)’de verilmis olan ilk konjektiriin ispati, ikinci
konjektiiriin ifadesi verilecektir. Ugiincii ve son konjektiir “Ramanujan-PeterssonKonjektiirii”
olarak adlandirilmis olup Deligne (1974)'te ispatlanmistir. Oldukga teknik olan bu ispat tezin
kapsami1 digindadir.

4.1. Ramanujan’in Birinci Konjektiirii

Teorem 4.1.1. (Mordell, 1917) A(z) = X, T(n)q™ Ramanujan tau fonksiyonu olsun. Eger
(m,n) = 1 ise bu takdirde

(mn) = t(m)z(n)
olur, yani 7(n)bir ¢arpimsal fonksiyondur.

Uyan 4.1.2.7(1) = 1 oldugu ve Ramanujan tau fonksiyonun bir aritmetik fonksiyon oldugu

dikkate alinirsa (n)’in tam ¢arpimsal fonksiyon oldugu sdylenebilir.
Ispat. Ramanujan tau fonksiyonunun tanimina dikkat edilirse

(o]

>t = em 2@ =g [a- g

n=1

seklindeydi. p bir asal ve k bir tamsay1 olsun. 1 < k < p — 1 i¢in dyle bir h tamsayis1 vardir
Ki

T+h kt—1
()= a5
p pt
olur. Burada h, mod p’de k tarafindan indirgenen kalan sistemi {izerinde hareket eder. Simdi p

asal olmak tizere
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p—-1
1 T+k
Fy(2) = pA(pr) + —z A ( )
ped p
olarak tanimlansin. Kolayca goriilebilir ki bu fonksiyon
1 12
Fy(r + 1) = By(t)veF, (=) = 126, (1)

fonksiyonel esitliklerini saglar. Diger yandan tanim kullanilarak
Fy (1) = t(p)A(7)
oldugu ispatlanabilir. F,fonksiyonu tanim1 yardimiyla gerekli islemler yapilarak r = 1 igin
™) =1().T@N - ptt(@™H)
vea = 2 ve (n, p)=1igin
(™) = ()T 'n) — p' T (P *n)
Ozdeslikleri elde edilir. Eger a, a > 0 6zelliginde bir tamsay1 ve eger (n, p) = 1 ise
g(a) = t(p“n) —1(p*)r(n)

olarak tanimlansin. Bu durumda g(a + 1), g(a) ve g(a — 1)’in bir lineer kombinasyonu

olur. Boylece bu son sonugclar kullanilarak

t(m)t(n) = z d“r(%)
dl(mmn)

olur. Ozel olarak (m, n) = 1 ise
t(m)t(n) = t(mn)

olur ki bu da ispat1 bitirir.
4.2.  Ramanujan’m Ikinci Konjektiirii

Teorem 4.2.1.(Mordell, 1917)A(z) = Y;»1 T(n)q@™ Ramanujan tau fonksiyonu ve p bir asal

say1 ve r > 0 olmak lizere
@™ =t - ptt(@™H)
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olur.

Konjektiiriin ispat1 referans kaynakta bulunabilir. Bu indirgeme formiilii yardimiyla ve
carpimsal 6zelligi  kullanilarak Ramanujan tau fonksiyonunun asal indisli degerleri

hesaplanarak tiim Fourier katsayilar1 hesaplanabilir.
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5. RAMANUJAN TAU FONKSIYONUN ASALLIGI UZERINE

Bu bolimde D. H. Lehmer tarafindan (1965)’te verilen 6nemli bir sonug
incelenecektir. T(n) nin aritmetik 6zellikleri oldukga ilgi ¢ekici olup lizerine bir¢ok arastirma
yapilmistir. Bu problemlerden biriside belli bir n i¢in t(n)’nin asalligidir. (Lehmer

1965)’tet(n)’ nin ilk asal oldugu n degeri verilmis ve ispatlanmistir.

Teorem 5.1. (Lehmer, 1965) 22 <n < 63000 degerleri igin t(n) bilesik say1 olup
7(63001) = —80561663527802406257321747 sayisi bir asal sayidir.

Ispata gegmeden dnce makalede kullanilan teknikler goz oniine alinsin. Her ne kadar
ozellikle giiniimiiz bilgisayar teknolojisinde biiylik sayilar icin bile asallik kolaylikla tespit
edilebilecegi bilinse de Teorem 5.1°in ispatinda Ramanujan tau fonksiyonunun denklik
ozellikleri ve formiilleri kullanilacaktir. Magma cebir programinda teoremde verilen sayinin
asalligr 0,01 saniyede hesaplanmistir. Herhangi bir programlama yetenegi kullanilmadan
sadece “diiz hesaplama” (p-adik metotla) 7(n)’in ilk 63000 degerini makul bir siirede

hesaplanabilir oldugu goriiliir.

Ik olarak teoremin ispatinda kullanilacak olan 6zellikler listelensin:

Eger (a, b) = 1 ise bu durumda t(ab) = t(a)t(b) olur. (5.1)
a > Oolmak iizere T(p)t(p%) — p*le(p® 1) dir. (5.2)
Eger p | 7(p) ise bu durumda n> 0 i¢in p | T(np) olur. (5.3)
Eger n tek say1 ise 1(n) = a(n) (mod 8)’dir. (5.4)
T(n)sayisinin tek say1 olmasi igin gerek ve yeter sart n bir tek tam kare olmasidir. (5.5)
Eger n tek say1 ise t(n) = g5(n) (mod 32)’dir. (5.6)
Eger (n,3) =1ise t(n) = g(n) (mod 3)’dir. (5.7)

Eger 3p = u? + 23v?ise 7(p) = —1 (mod 23) olur. (5.8)
t(n) = 0;,(n) (mod 691)’dir. (5.9)

Bu ozelliklerle ilgili tim referans listesi (Lehmer, 1965)’te bulunabilir. Dikkat
edilirse Denklem (5.3) ve (5.4),Denklem (5.1) ve (5.2)’nin direkt bir sonucu olup Denklem
(5.3)’te p=2 yazilip Denklem (5.4) kullanilarak Denklem (5.5) elde edilir.

Ispat.ilk olarak n, < 63000 igin 7(ny)asal say1 olacak sekilde en azindan bir tam sayi

oldugu kabul edilsin. Eger nybir asalin kuvveti degilse bu takdirde 1<a<b<n,ve(a,b)=1 olmak
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lizere ny = ab yazlabilir. (1) 6zelligi geregi ny 'tn minimal ozelligine karsin ya 7(a) ya da

7(b) asaldir. Boylece ny, = p* (@ = 1) igin o halde iki durum s6z konusudur.
1.Durum.

|T(ny)| =2 durumudur. Bu durumda t(2) = —2,8° in bir kat1 oldugundan p # 2 oldugu
agiktir. Bu nedenle Denklem (5.2) geregi 7(2%%) dir. Bdylece ny’mn teksayr oldugu ancak
Denklem (5.5) geregi bir tek tam kare olmadig1 sonucuna varilir. Bu yiizden p > 2 ve § > 0
icin ny = p?#*1 olur. Bu deger Denklem (5.2) yerine yazilirsa elde edilir. Tiimevarim
yapilarak 7(p)‘nin t(p?F*1) = +2yi boldiigi goriilebilir. [t(p)| =1 olmasi Denklem (5.5)
ile ¢elismekte olup bu nedenle |t(p)| =2 oldugu sonucuna varilir. ny’in minimal olma 6zelligi
geregi ny = p sonucu elde edilir. Denklem (5.7) geregi 7(p) = — 2 olmasi imkansizdir.
Gergektende p # 3 ‘tiir. Clinkii 7(3) = 252 # —2 bu nedenle Denklem (5.7) geregi

—2=1(p) = t(p)=1+p (Mmod 3)

elde edilir ki buradan (12)p=3 oldugu sonucuna ulasilir. Halbuki p # 3 olarak bulunmustu.
Dolayisi ile geriye yalnizca t(p)= 2 olasiligi kalir. 1. Durumun ispatini1 tamamlamak i¢inp>
63000 olmak tizere Denklem (5.12) imkansizligi gosterilmelidir. Bu ise Denklem (5.6) ve
Denklem (5.9) denklikleri kullanilarak kolayca yapilabilir. Ger¢ekten de Denklem (5.6) geregi
2 =1(p) = 1+ p3(mod 32) elde edilir. Bu ise Denklem (5.13) olmasin1 gerektirir. Ustelik
Denklem (5.9) geregi

2=1(p) = 1+ p*(mod 6n)
olup bu ise
p = pl+4690 = 2761 = (p11)251 = 1 (;mod 691)
olmasini gerektirir.

Bu sonu¢ Denklem (5.13) ile birlestirilerek p = 22112x + 1 oldugu elde edilir.
63000“den kiiciik yalnizca iki deger olup bunlar 22113 ve 44225’tir. Bu sayilardan ilki 3 ile

ikincisi 5 ile boliiniir. Bu nedenle asal degildirler. Béylece 1.durumun ispat1 biter.
2.Durum.

| T(ng) |> 2 olmasi bu durumda | t(n,) | bir tek asal say1 oldugundan p > 2 ve f >
1 olmak iizere Denklem (5.5) ve Denklem (5.10) geregi ny = p?# elde edilir. Simdi p‘nin
7(p)’ yi bolmedigi gosterilsin. Aksi takdirde Denklem (5.2) geregi T(p?), t(p?), ... sayilarm

béler ve bdylece t(ng)=7(p?#) asal olamazlar.
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p=3,5,7 i¢in; p/T(p) ‘yi boldiigiinden p = 11 oldugu sonucuna varilr.
63000< 83521 = 17* < 1771561 = 11°
Oldugundan 8 > 1 durumu
7(11%) = —81544677556667127577895
ve
7(13%) = 1528680442488998435984621

durumlarina indirgenir. Bu iki sayida asal degildir. Gergekten de ilk say1 5 ile ikinci say1
25741 ile béliiniir. O halde 11 < p < 251 olmak iizere ny, = p? durumu kalir. Denklem (5.7)
kullanilarak eger p = 6x + 1 ise bu takdirde;

©(p*) = ©(p*) =1+p +p* = 0(mod 3)

Buradan 7(p?) = +3 oldugu sonucu elde edilir. Denklem (5.9) kullamlarak
kongriiansi ortaya ¢ikardik. Bu iki kongriians ¢oziilerek p = 1,21, 33,348 (mod 691) elde
edilir.Bu ise 251°den kii¢lik olmak iizere p’nin asal olmasiyla cakisir. O halde p # 6x + 1
sonucu elde edilir. Sirada (5.14) 3p = v? + 23v? oldugu kabul edilsin. Bu takdirde

2

pll = (2%) = (2_2) = <3—3> =1 (mod 23)

ve boylece Denklem (5.2) ve Denklem (5.8)’den

(p?) = (r(p))z —p1=(-1)?2-1=0 (mod 23)
elde edilir.
Bu ise 7(p?) = 23 olmasin1 gerektirir. Ancak Denklem (5.9) geregi
123 = 0y, (p?) =1+ p* +p??

kongriians1 elde edilir ki bu kongriansin ¢oziimleri p = 92,340,410,4320lup p<251
olmasiyla celisir. Boylece p asali Denklem (5.14) esitligindeki formda degil ancak 6x — 1
ozelligindedir. 251°den kiigiik bu 6zellikte 45 asal say1 vardir. Bu asallar (Lehmer, 1965:117)

Tablo 1°de listelenmistir. Bu ise ispat1 bitirir.

7(2512)’nin asallik testi yani teoremin ispatindan geriye 7(63001)’in asalligin
gostermek kalir. Bu sayr da 80561663527802406257321747 olup bu sayr asal sayidir.

Boylece ispat biter. Dikkat edilirse bu deger Ramanujan tau fonksiyonunun ilk asal degeridir.
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6. RAMANUJAN TAU FONKSIYONU UZERINE GUNCEL BIiR
CALISMA

Bu boliimde literatlire yeni girmis olan gilizel bir sonucu ele alinacaktir (Lakein ve
Larsen, 2021).Bu makalede t(n)’nin kiiciik degerleri iizerine bazi sonuglar verilmistir. Bu

bolimde asagidaki teoremin ispatini incelenecektir.
Teorem 6.1.(Lakein ve Larsen, 2021) Asagidaki 6nermeler dogrudur:
(i) Eger t(n) € {2,—24,—70,—90,92} ise bu takdirde n=p bir asal sayidir.

(ii) Eger t(n) = 2% < 100 isebu takdirde her i icin 7(p;) = 2 vep;’ler farkli asallar

olmak lizere n = p; ... p, dir.

(iii) Eger t(n) = 48 ise bu takdirde t(p;) =2 vetr(p,) = —24 ozelligindekip,vep,

asallart i¢in n = p;p,’dir.

(iv) Eger t(n) = -96 ise bu takdirde 7(p,) = t(py)vetr(p;) = —2406zelligindeki

farkli p;, p,, p5 asallari igin n = p;. p,. psolur.

(v)0 < |a| < 100 i¢in @ € Z’nin yukaridaki listelenmeyen tim degerleri i¢in n > 1

olmak tizere T(n) # a’dr.

Uyan 6.2. Lang-Trotter konjektiirii dogru kabul edilirse herhangi bir a tamsayisi i¢in T(p) =
a olacak sekilde sonlu sayida p asalinin var oldugu goriilebilir. Bu durumda ise Teorem 6.1,

0 < |a| < 100 olacak sekilde sadece sonlu sayida n’nin var oldugunu soyler.

Tim n > 2 degerleri i¢in |[t(n)| = 100 esitsizligini ispatlama Oniindeki en 6nemli
engel Swinnerton-Dyer kongriianslaridir (Swinnerton-Dyer, 1973). Ciinkii bu kongriianslar
7(p)’nin olas1 degerlerini dislamak igin elimizdeki tek bilinen sonuglardir. Ancak bu sonuglar
Teorem 6.1(i) sikkindaki istisnai degerleri elemine etmez ki bu degerler (ii), (iii) ve (iv)
siklarindaki istisnai degerlerin olusmasina yol acar.Bu nedenle 7(p)’nin olasi degerlerini daha

Iyl anlamak i¢in yeni metotlara ihtiya¢ duyuldugunu gosterir.

Atkin-Serre konjektiirii izerindeki yapilmis son ¢alisma |t(p)|’nin tiim asallar1 igin

asagida sinirlandirilabilecegine dair bir gelisim kaydedilmistir.

2011 yi1linda ispat edilmis ve matematikte son yillarda yapilmis en biiyiik basarisi olan
Sato-Tate konjektiirliniin etkili bir versiyonu kullanilarak hemen hemen tiim p asallari igin

(1.3)’lin dogru oldugunu gostermislerdir (Gafni vd., 2021).
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Burada 1.3 esitsizligini saglamayan sonlu tane p asal kiimesini S ile gosterecegiz ve bu
kiimeye istisnai kiime adini verecegiz. Eger P € S U {2,3} ise bu takdirde 1.3 esitsizligi
|t(n)| = 100 olmasini1 gerektirir. Bunu kullanarak Teorem 6.1’in asagidaki diziyle sonucunu

verebiliriz.

Sonug¢ 6.3. Eger n > 1 ve0 < |t(n)| < 100 ise bu takdirde n’nin her bir tek asal garpan1 S

kiimesinin bir elemanidir.

Dikkat edilirse n > 2 igin |7(n)| =100 esitsizliginin dogru oldugunu ispatlayabilmek
icin Atkin-Serre Konjektiirii’niin 6zel bir hali gibi ¢ok daha giiglii bir ifadeye ihtiyag

duyulmakta olup bu durum literatiirde agik problemdir.
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