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1. GIRIS

Metrik uzay kavrami ilk kez Fransiz matematik¢i Maurice Frechet (1906) tarafindan
doktora tezinde incelenmistir | (Fréchet, 1906). Kismi metrik kavram ise Matthews tarafindan
1992 yilinda tanimlanmistir. Metrik ve kismi metrik aksiyomlarina bakacak olursak

pa(u=w s plu,w) = p(ue,u) = p(w,w)) ve py(p(u,u) < p(u,w))

aksiyomlarindan p(u, w) = 0 ise u = w dir. Ancak # = w iken p(u, w) = 0 olmak zorunda degil-
érﬂ. O halde her metrik bir kismi metriktir ancak bunun tersi dogru degildir.
Metrik uzaylarda elde edilmis olan birgok teorem ve sonug kismi metrik uzaylara genellestiril-
mistir. Kismi metrik uzaylar bilgisayar bilimlerinde ve matematigin bir¢ok alaninda kullamlan
bir konu olmugtur. Quasi metrik kavrami ise 1931 yihinda W. A. Wilson tarafindan tammlanmig-
tir || (Wilson, 1931). Quasi metrik uzaylar metrik uzaylarin bir genellemesidir ve metrik uzay-
lardaki simetri aksiyomunu saglamazlar. Dolayistyla her metrik uzay bir quasi metrik uzaydir.
Quasi metrik uzaylar matematik ve uygulamali matematigin yanisira malzeme bilimi, biyoloji
gibi birgok alanda uygulamalari mevcuttur.

Nesneleri karsilastirmanin en yaygin yollarindan biri uzaklik 6l¢iisti oldugundan, nesne-
lerin benzerligini yorumlamak da genel olarak uzaklik ile iliskilidir. Benzerlik sadece uzakliga
bagh degil ayn1 zamanda ortak ozelliklerin miktarina da bagl olabilir. Metrik uzaylarin ak-
sine verilen iki elemanin ortak 6zellikleri arttikga benzerlik fonksiyonunun degeri artmaktadir |
(Chen vd., 2009). Fizik, istatistik, psikoloji gibi bir¢ok alanda benzerlik kavramu ile ilgili cahs-
malar meveuttur. Ornegin biyolojide iki DNA dizisinin benzerligini karsilagtirmada, siber gii-
venlikte bir agin trafigini incelerken bir tehdit varliginin var olup olmadigini anlayabilmek igin
agdaki paketleri, referans paketleriyle kargilastirabilmek ya da veri madenciliginde niteliklerin
onemini degerlendirmede benzerlik kavrami kullamlmaktadir. Benzerlik fonksiyonunun ilk ak-
siyomatik tanim1 Chen, Ma ve Zhang tarafindan Benzerlik Metrigi ve Mesafe Metrigi Uzerine
adli makalelerinde tammlanmistir[|(Chen vd., 2009). Yakin zamanda Ondrej Rozinek tarafindan
bu tamim kullanilarak benzerlik ve uzaklik arasindaki iligkiler incelenmistir (Rozinek ve Mares,|
2020).

Bu tezin amaci metrik, quasi metrik, kismi metrik ve benzerlik metriginin 6zelliklerini
actklayarak birbirleri arasindaki iliskiyi incelemﬁtir. Tezin ikinci bolimiinde bazi temel kav-
ramlar ve ornekler verilmistir. Ugiincii bolimde metrik uzaylar, kismi metrik uzaylar ve quasi
metrik uzaylar arasindaki iligkiler ve literatiirde yapilan bazi ¢caligmalar ve 6rneklere yer veril-
migtir. Dordiincii boliimde benzerlik metriginin aksiyomatik tamimina ve cesitli 6rneklere yer
verilmistir. Son boliimde ise benzerlik metriginin diger metrik yapilarla arasindaki baglanti-
lar ele alinmig olup, bir yapidan digerinin elde edilebilmesi iizerine ¢alisilmistir. Elde edilen

sonuglarla ilgili somut drnekler verilmigtir.




2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu kisminda ¢alismamizda kullanilacak tanim ve temel kavramlara yer verilmistir.
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Tanm 2.1. X #0 ved : X x X — R fonksiyonu verilsin. Her u,w,z € X igin ;

di) d(u,
(4]

1
&) dluw)=0=u=w

=

) z0

d3) d(u,w)=d(wu)

dy) d(u,z) <d(u,w)+d(w,z)

aksiyomlarini saghyor ise d fonksiyonu X iizerinde bir metrik ve (X ,d) ikilisine de bir metrik

uzay denir | (Y1ldiz, 2005).

Ornek 2.2. X =R ve d : R x R — R olsun. Her u,w reel sayist igin
du,w)=|w—ul
5
ile tanimlanan d fonksiyonunun bir metrik oldugu goriilebilir. Bu metrige IR nin aligilmig metrigi

denir | (Yildiz, 2005).

Ornek 2.3. X # 0 olmak iizere ve d : X x X — R ve her u, w reel say1si igin

ile tanimlanan d fonksiyonu X iizerinde bir metriktir[] (Yildiz, 2005).

,

Ornek 24. X = N bos kiimeden farkli bir kilme ve d : N x N — R olmak tizere her u, w € N
i¢in

duw) =1~ |

ile tanimlanan d fonksiyonu N iizerinde bir metriktirﬂ (Kreyszig, 1991).
Ornek 2.5. C[0,1] = {ulu: [0,1] — R, u siirekli} kiimesi iizerinde

I
d(u,w) = A lu(r) —w(e)|dt

t £[0,1] ile tanimlanan o fonksiyonu bir metriktir||(Kreyszig, 1991).




Ornek 2.6. C[0,1] = {ulfu: [0, 1] — R, u siirekli} kiimesi Gzerinde

d(u,w) = max |u(t) —w(t)|dt
t€[0.1]

t €[0,1] ile tanimlanan d fonksiyonu bir mctriktirﬂ (Kreyszig, 1991).

Tamm 2.7. (X ,d) bir metrik uzay olsun. w € X ve € € R™ olsun.

1) By(w,r) = {uc X|d(u,w) <€}

2) By(w,r)={u€ X|d(u,w) <e}

kiimelerine sirastyla w merkezli ve € yanigapli agik yuvar ve kapali yuvar denir||(Y1ildiz, 2005).
16

Tamm 2.8. X bos kiimeden farkli bir kiime olsun. X kiimesi tizerinde Bmmlanan bir < bagin-
tst, her u, w, z eleman1 igin asagidaki sartlari saghyorsa, bu bagintiya kismi siralama bagintisi

ve (X,<) ikilisi de kismi sirali kiime olarak tammlanir.
1) u<u

2) uswvew<uiseu=w

Ny u<wvew<ziseu gzﬂMatthews, 1994).

Tamim 2.9. (X,d) bir metrik uzay olmak iizere her i, w € X i¢in

d(u,w) = o(u) — o(w)

olacak sekilde bir @ : X — R* agirhk fonksiyonu var ise d fonksiyonuna X iizerinde agirlikh

metrik, (X.d, w) tiglitsiine de agirlikh metrik uzay denir||(Matthews, 1992).

56
Tamm 2.10. X # @ ve ¢ : X x X — R fonksiyonu her u,w, z € X igin

q1) g(u,w) =0

q2) qluw)=q(wu)=0su=w
q3) q(u,z) < qlu,w)+q(w,z)

ozelliklerini sagliyor ise, g fonksiyonuna X kiimesi iizerinde bir quasi metrik, (X ,g) ikilisine de

bir quasi metrik uzay denir. ¢ nun eslenik quasi metrigi yine bir quasi metrik olan her u,w € X

icin
g (u,w) =q(w,u) @10

esitligi ile tammbhdir.




Ornek 2.11. X = [0,e0) ve g(u, w) = max{0,w—u} ile tammlanan g fonksiyonu quasi metriktir
[(Campién vd., 2018).

Gergekten de g fonksiyonunun ¢y — g3 aksiyomlarim sagladigi agagida goriiliir:

¢1) g = 0 oldugu tammdan agiktir.
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q2) Her u,w € X icin g(w,u) = g(u,w) = 0 olsun. Bu durumda

g, w) =@= max{w —u,0} = w—u = 0 olup w = u olur. Benzer gekilde
i) = 0= max{u—w,0} ise u —w = 0 olup u = w olur. $imdi u = w olsun.
max{0,w—w} = 0 ve max{0,u — u} = 0 oldugundan g(w,u) = g(u,w) =0 dir.

93)
gq(u.z) = max{u—z,0}
=max{u—w—+w—2z0+0}
< max{u—w,0} + max{w—z,0}
=q(u,w)+q(w.z).

Aksiyomlar saglandigindan ¢ fonksiyonu bir quasi metriktir.

Ornek 2.12. X =R ve g : X x X — [0,0) verilsin. B > 0 olmak iizere

Blu—w) u>w
gl,w) =
wW—u u<w

ile tammlanan fonksiyon bir quasi metriktir|(Collins ve Zimmer, 2007).

Gergekten de ¢ fonksiyonunun ¢ — g3 aksiyomlarim sagladigi agagida goriiliir:

¢1) ¢ nun tanimindan agiktir.
q2) Her u,w € X igin g(u. w).(] ise u<wve glw,u) =0=w< udir. O halde u = w dir.

Tersine u = wolsun. u < w= w—u=w—w = 0 dir. Dolayisiyla g(u, w) = g(w,u) olur.

g3) u < w olsun. Bu durumd
u<w<z=z—u<w—u+z—w
tfusw=fu—z)<w—u+plw—z)
u<z<w=z—u<w—u+p(w—z)olur
w < u olsun. O halde
z<w<u=Plu—z)<Plu—w)+p(w—2)
w<z<u=PBu—z)<plu—w)+(z—w)
w<u<z=z—u<f(u—w)+z—uolur

=




Verilen esitsizliklerin saglandig1 agikur. Dolayisiyla g fonksiyonu quasi metriktir.

Ornek 2.13. ¢: R x R — R* verilsin.

How<u

ile tammlanan g fonksiyonu bir quasi metriktir[| (Collins ve Zimmer, 2007).
7
Ornek 2.14. g: R x R — R verilsin.

W—u wW>1u
qlu,w) =
1 w<u

ile tammlanan ¢ fonksiyonu bir quasi metriktir[| (Collins ve Zimmer, 2007).

Tamm 2.15. (X, g) quasi metrik uzay1 verilsin. Bir @ : X — R (agirlik) fonksiyonu

@) +g(u, w) = @(w) +q(wu) (22)

esitligini saghyorsa ¢ fonksiyonuna (agirlikh) quasi metrik denir. Ozel olarak eger w(X) C

[0,=0) ise 0 zaman g fonksiyonu pozitif (agirlikli) quasi metrik olarak adlandlrlllr” (Kiinzi, 2001)
(Kiinzi ve Vajner, 1994) | (Wilson, 1931)|(Campidn vd., 2018).

)
Ornek 2.16. X =R" ve her u € R" igin @(u) = u olmak iizere her u,w € R™ igin
0 w<u

W—u w>u
ile tammlanan ¢ fonksiyonu bir agirhkl quasi metriktir | (Kiinzi ve Vajner, 1994).

Ispat. ilk olarak quasi metrik (¢1 — ¢3) aksiyomlarinin saglandigini gésterelim:

¢1) g fonksiyonunun tanimi geregi agiktir.
w = uise g(u.w)=w—u>0olur. w < u'ﬁe g(u,w) = 0 olur. Dolayisiyla u = w olur.

@
u=wolsun. w > u ise u = w oldufundan w —u = w —w = 0 ve g(u,w) = 0 dir.
w < uise g(u,w) = 0 dur.
w = uise g(u,w) = w—u ve g(w,u) = u— w dolayisiyla g(u,w) = g(w, u)dir.

w < uise g(u,w) = 0 ve g(w, u) = 0 dolayisiyla g(u, w) = g(w,u)

q3) q(n.z) =0=>g(u,z) < g(u,w) + g(w,z) olur. Bu durumda z < u,w < u ve z < w olur.
w > uise g(u,z) > g(u,w) +g(w,z) olsun.
z—u>w—u-+z—w yani bir celiski elde edilir. O halde g(u,z) < g(u,w) +g(w.z) dir.




Daha sonra agirhiklt quasi metrik olmasi i¢in gerekli aksiyomlar1 inceleyelim:

wy,) Her ue R" icin o(u) = u € R oldugundan @(u) > 0 dir.
wy,) w= uise @(u)+w—u=o(w)+w—uoldugundan @(u) = @(w) dir.
w < uise @(u)+0 = @(w)+ 0 oldugundan ®(u) = @(w) olur.

Ornek 2.17. X = R" x R" iizerinde tanimlanan ve agirlik fonksiyonu @(u,w) = u olan

q((ur,wi), (u2,w2)) = Vi —ug)-+(w21 e el

fonksiyonu agirlikl quasi metriktir| (Kiinzi ve Vajner, 1994).

Uyar1 2.18. Goriilebilir ki her metrik agirhikh quasi metriktir||(Vitolo, 1999). Ancak her quasi
metrik bir agirhikli quasi metrik belirtmek zorunda degildir | (Matthews, 1994).

Ornek 2.19. X = {u, w,z} kiimesi igin,

q(u:ﬁthq(mu) =2.q(u,z) = 1,q(z,u) = 1,g(w,z) =3,
q(z,W) :0:[1(“:“) :q(w= w) :({(Z;Z) =0

ile tamimlanan g : X x X — R™ fonksiyonu bir quasi metriktir. Fakat afirhikli degildir. Kabul
edelim ki @ : X — R fonksiyonu g i¢in bir agirhk fonksiyonu olsun. Bu durumda (22) esitligi
goz dniine alindiginda

@(w)+3 = o(z) ve @(u) = @(w)+ 2 bulunur. Fakat bu durum o (1) = @(z) olmasiyla ¢elisir.
Boylece @ bir agulik fonksiyonu olamaz.

Onerme 2.20. (X,q) quasi metrik uzayinin agirhkhdir ancak ve ancak her u, w,e X igin

g, w)+g(w,z) +4(z,u) = gu,z) + gz, w) +g(w,u)

ve hert € X igin T; = {q(¢,u) — q(u,1)|u € X } kilmesinin alttan sinirh olmasnilrﬂ (Vitolo, 1999).

Tanmim 2.21. (X, g) bir quasi metrik uzay olsun. u € X ve £ > 0 olmak iizere

1) By(u, &) ={weX gluw) <e}

2) Bylu,e] = {weX:qg(uw) <e}

ile tanimlanan kiimelere sirasiyla u merkezli € yangapli agik yuvar ve kapal yuvar denir| (Matt-|
hews, 1994).




Onerme 2.22. Bir (X,¢) quasi metrik uzayinda her u, w elemant igin
quw)=0su<yw

ile tammlanan < bir kismi siralama bﬂgmtlsldlrﬂ (Matthews, 1994)).
ispat.

1) g(u,u) = 0 oldugundan u <, u oldugu agikur.

2) u <4 wvew <y uolsun. Bu durumda g(u, w) = 0 ve g(w,u) = 0 olup u = w dir.
3) qlu.w) =0ve g(w,z) =0 ise gu,w) < q(u,2) +q(w,2)
0 < ¢(u,z) +0 olduundan g(u, z) = 0 elde edilir. Yani, « <, w ve w <, zise u <, z dir.

[ ]
Tamim 2.23. X # @ ve p: X x X — R* fonksiyonu her u,w, z € X igin

p1) plusu) < plu,w)
p2) u=w< pluu) = p(u,w) = p(w,w)
p3) plu,w) = p(w,u)

p4) plu,z) < plu,w) + p(w,z) — p(w, w)
ozelliklerini sagliyor ise p fonksiyonuna X kiimesinde bir kismi metrik ve (X, p) ikilisine de
kismi metrik uzay denir. Sayet p(u,w) = 0 ise p; ve p, aksiyomlarindan # = w oldugu goriil-
mektedir. Ancak u = w ise p(u,w) degeri her zaman 0 olmayabilir[].

Uyari 2.24. Her metrik bir kismi metriktir ancak tersi her zaman dogru degildir||
1994).

Gergektende d fonksiyonu X iizerinde bir metrik olmak iizere;

p1) d(u,u) =0 < d(u,w) oldugu goriiliir.

p2) u=wolsun. O halde d(u, u) = 0,d(u, w) =0,d(w,w) = 0 dir. Buradan d (u,u) =d(u,w) =
d(w,w) saglanir. Aksine d(u,u) = 0,d(u, w) = 0,d(w,w) =0 ise u = w dir.

p3) d(u,w) =d(w,u) oldugu goriiliir.

p4) d(z,z) = 0 oldugundan d(u.z) <d(u,w)+d(w,z) — d(w,w) oldugu goriiliir.




Eger p(u,w) =0 ise p1,p2 aksi@mlarmdan u = w elde edilir. Ancak u = w ise p(u,w) =0
olmak zorunda degildir. Ciinkii u = w ise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) olup, sifira esit olmak

zorunda degildir.
)
Ornek 2.25. Her u,w € R igin p(u,w) = max{u,w} ile tammlanan p : R* x R" — R fonk-

siyonu R iizerinde bir kismi metriktirﬂ (O’Neill, 1995).

Gergekten de p fonksiyonunun p| — py4 aksiyomlarini sagladigi asagida goriiliir:

p1) pluu) =max{u,u} =u < max{u,w} = p(u,w) dir.

p2) p(uﬁ: plu,w) = p(w,w) olsun. max{u,u} = max{u,w} = max{w,w} olur. Dolayisiyla

u=wolur. u=wise p(u,u) = plu,w) = p(w,w) oldugu goriiliir.

p3) plu,w) = max{u,w} = max{w,u} = p(w,u) oldugundan p; aksiyomu saglanir.

pa) p(u,z) < plu,w) + p(w,z) — p(w,w) oldugunu gosterelim. u,w,z nin birbirine gore du-

rumlarim ele alalim. Oncelikle ¥ < w < z olsun. Bu durumda

plu,z) = max{u,z} <max{u,w}+max{w,z} —max{w,w}

= p(”:w)+p(wz Z) _P(W:W)

olur. Diger durumlarda da p4 aksiyomunun saglandidi benzer gekilde goriilebilir. O halde p

fonksiyonu bir kismi metriktir.
3

" a
Ornek 2.26. Her u,w € R™ igin p(u, w) = —min{u,w} seklinde tammlanan p: R~ xR~ — R’
fonksiyonu R~ iizerinde bir kismi metriktirﬂ (O’Neill, 1995).

Gergekten de p fonksiyonunun p; — p4 aksiyomlarim sagladig: asagida goriiliir:

1) an {u.w} > u oldugundan —u < —min{u, w} dir. O halde

pluu) = —u < —min{u,w} = p(u,w) dir.
p2) pluu) = plu,w) = p(w,w) olsun. —u = —w oldugundan u = w elde edilir.

u=wise p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) oldugu agiktir.
p3) plu,w) = —min{u,w} = —min{w,u} = p(w.u) oldugundan p; aksiyomu saglamr.

pa) p(u,z) < plu,w)+ p(w,z) — p(w.w) oldugunu gosterelim. u,w,z nin birbirine gére du-
rumlarim ele alalim. Oncelikle < w < z olsun. O halde
plu,z) = —min{u, 2} < —min{u,w} —min{w,z} + min{w,w}

= p(u,w)+ p(w.z) — p(w,w)

olmaktadir. Diger durumlarda da ps aksiyomunun saglandifi benzer sekilde gorilebilir.

Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi metriktir.




Ornek 2.27. X = [0,1]U[2,3] kiimesi lizerinde

p(w): max{u,wh, {u,w}n[2,3]#0
: [t —w| {ww} c [0,1]

ile beraber (X, p) bir kismi metrik uzaydlrﬂ (Chi vd., 2012).
Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarini sagladig: asagida goriiliir:
p1) {u.win[2,3] #0= [ﬁl,u) = max{u,u} = u < max{u,w} = p(u,w) olur ve {u,w} C
[0,1] = plu,u) = |u—u| =0 < |u—w| = p(u,w) elde edilir.
1

p2) u " olsun. {u,w}N[2,3] # 0= p(u,u) = plu,w) = p(w,w) olﬂ {u,w} C [0,1] =
pluu) = plu.w) = p(w,w) = |u—u| =0 dir. {yggv } N[2,3] # 0 = p(u.u) = uve p(w,w) =
w dir. Buradan u = wolur. {u,w} C [0,1] = p(u,u) = |u—u| =0, p(w,w) = |w—w| =0
ve p(u,w) = |u—w| =0 olur. Dolayisiyla u = w dir.

p3) {ww}n (23] #0= p(w) = max{u,w} = max{w,u} = p(w,u) dir. {u,w} C [0,1] =
plu,w) = |u—w| =|w—u| = p(w,u) elde edilir.

pa) {u.w}n[2,3] #0ise

max{u,z} <max{u,w}+max{w.z} —max{w,w}

= P(u=w) +P(W=Z)+ _P(W=w)

olur. {u,w} C [0,1] ise

2
pluz)=lu—z|=lu—z+w—w|

=|lu—w+w—zg
< Ju—wl 4w —z|
= [u—=wl+w—z[ = |ww|

= P(“:w) +P(W:Z) - P(w:w)

elde edilir. Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi metriktir.

Ornek 2.28. X =R ve her u,w igin p(u,w) = ™} ile verilsin. (X, p) bir kismi metrik
uzaydir.

Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarini sagladig: asagida goriiliir:
p1) max{u,u} < max{u, w} dir. Buradan emax{nu} < gmax{uw} — p(y u) < p(u,w) dir.

p2) u=wise
ejlm.\'{u.u} — ot




grastus) — g
maetewt — v — o dir. O halde p(u,u) = p(u,w) = p(w,w) dir. p(u,u) = p(u,w) =
p(w,n] olsun. Bu durumda

emax{i.{,i.{} _ e}nm’(u,w} _ emax(u:w}

o — pnax{uw} _ ow

u=max{u,w} =w

u=w dir.

gnax{iww} plu,w) = emax{wu} _ p(w,u) olur.

pa) max{u,z} < max{u,w}+max{w,z} —amx{w,w} olmak iizere emav{us} < gmaxfuw}
enaxiwal _ gmar{ww} olur Bu durumda p(u,z) < p(u, w) + p(w,z) — p(w, w) olur.

P3

O halde p fonksiyonu bir kismi metriktir.
26
Ornek 2.29. X = {[k, 1] 1 k,l € R,k <} kiimesi iizerinde tamimlanan

p(lk, 11, [m, n]) = max{L, n} - min{k,m})

ile tammlanan p fonksiyonu bir kismi metriktir||(Karapinar ve Yiiksel, 2011).

Gergekten de p fonksiyonunun p — p4 aksiyomlarini sagladig: agagida goriiliir:

Pl) ['k,'!]zp[kzil) :mm{l,j}imm{k,k} =i—k Smax{kar{}im’n{m:n} = P(['k:”,.’j[m7n])
olur.

p2) [k.I] = [m,n] olsun. a
p(lk. 1], [k, 1]) = max{l,l} —min{k k} =1—k
p([k,lb[m,n]) = max{l,n} —min{k;m} =1—k
p(lm,n, [mn)) = nﬁr{n,n} —min{m,m} =n—m = Il —k olur. Yani p([k,!],[k,I]) =
p([k,1], [m.n]) = p([m.n], [m.n]) olur.
p[k,d].[k.1]) = p([k.1]. [m.n]) = p([m.n].[m,n]) ise L=k = p([k,{].[m,n]) = n—m olur.
Buradan [k, {| = [m,n] elde edilir.

) o) = mas (1) — min i) = ety ~min {8 = (i, 1)

Pa)
p[k. 1), [m,n]) = max{l,n} = min{k,m}

=max{l+f—fn+f—f}—min{k+e—em+e—e

< max{l, f} +max{f,n} —max{f, f} — min{k,e} — min{e,m} +min{e, e}
= max{l, f} —min{k, e} + max{f.n} —min{e,m} — (max{f, f} — min{e,e}
= p([k,1], e, f1+ p(le, f1, [m.n]) — p(le. f1, [e, £1)-




Aksiyomlar saglandigindan p fonksiyonu bir kismi metriktir.

Tamim 2.30. (X, p) bir kismi metrik uzay, w € X, € > 0 olmak iizere

1) Bp(w,e) ={ueX|p(uw)<e},

2) Bpw,e] ={u € X|p(u.w) < €} ile tamimlanan kiimelere siras1yla w merkezli £ yangaph
agik yuvar ve kapali yuvar denir | (Matthews, 1992).

B
Onerme 2.31. Bir (X, p) kismi metrik uzayinda p: X x X — R ve <,C X x X olmak iizere her

u, w elemam igin
uZpw e pluu) = plu.w)
ile tammlanan <, bir kismi siralama baglnusldlrﬂ (Matthews, 1994).

ispat.

1) Her u € X igin p(u.u) = p(u,u) oldugundan u <, u oldugu agikur.

2) u<,wvew <, uolsun. p3 aksiyomundan p(u,w) = p(w,u) = p(w,w) ve p, aksiyomun-
dan 1 = w oldugu goriiliir.

3) u <, w ve w <, zolsun. Bu durumda p(u.u) = p(u,w) ve p(w,a) = p(w,z) olur. py
aksiyomundan p(u,z) < p(u,w) + p(w,z) — p(w,w) dir. Buradan p(u,z) < p(u,u) olur.
p1 aksiyomundan p(u, z) = p(u,u) yani u <, z dir.




3. METRIK, KISMi METRIK VE QUASI METRIK ARASINDAKI ILISKILER

Tezin bu boliimiinde metrik, kismi metrik, ve quasi metrik yapilarin arasindaki iliskiye

yer verilmigtir.
3

Onerme 3.1. (X, p) bir kismi metrik uzay ve her «, w € X igin

d,ﬂ(u:w) = 2P(u:w) _P(“: “) _P(W= W)

(3.1)

ile tammlanan ve agirhk fonksiyonu @(u) = p(u, ) olan d,, fonksiyonu X iizerinde bir agirhikh

metriktir | (Matthews, 1994).

ispat.
1

dy) py ve p; aksiyomlarindan p(u,u) < p(u,w) ve p(w,w) = p(u,u) dir. Yani d,(u,w) >0

dir.

da) d{u,w) =0 olsundSu durumda
dp(ugy) =0= 2p(u,w) = p(u u) — p(w,w) =0
= 2p(uw) = plu) o) g
= 2p(u,w) = pu,u) + pluu) A2p(u,w) = plw,w) + p(w, w)
= 2p(u,w) = 2p(u,u) A2p(u,w) =2p(w,w)
= plu.w) = p(u,u) = p(w,w)

= u = w elde edilir. Tersine # = w oldugunu kabul edelim ve d(u,w) = 0 oldugunu

gosterelim.

10
(1, w) = 2p(u.w) = plu, ) — p(w.w)

=2p(u,w) — plu,w) = plu,w)
= 2p(u,w) - zp(uz“’:)

=0
olur.
d3) d{u,w) = d(w,u) oldugunu gosterelim.
dp(u.w) =2p(u,w) — plu,u) — p(w.w)
=2p(w.u) = p(w.w) — p(u,u)
=d(wu)
olur.

dy) d(u,z) <d(u,w)+d(w,z) oldugunu gosterelim.

ZP(H;Z) - P(”: ”) - P(Z;Z) < ZP(”: W) - P(“: u) - P(W: W) + 2!'7(”:::) - P(““: w) - P(Z,Z)

12




olup 2p(u.z) < 2p(u,w) +2p(w,z) — 2p(w, w) dir. Boylece p(u.z) < p(u, w) + p(w,z) —
plw,w) esitsizligi elde edilir.
O halde her u,w,z € X igin d|,d>,d3,d4 aksiyomlarim saglandigindan (X ,d) bir metrik

uzaydir. Simdi agirlikli metrik igin gerekli aksiyomlari saglatalim.

wy,) o(u) =u € R’ oldugundan w(u) > 0 olur.
wg,) 2p(u,w) —p(u,u) — p(w,w) > p(u,u)— p(w,w) dir. Buradan p(u, w) = p(u,u) yanid (u,w) >

o(u) — w(w) dir.

Ornek 3.2. p:RY xR* — R* ve p(u,w) = max{u,w} ile tanimlanan kismi metrikten iiretilen
dp(u,w) =2max{u.w}—u—w
fonksiyonu Onerme geredi bir metriktir.

d1) 2max{u,w} —u—w > 0 oldugu agikur.
d2) u = wege 2max{u,u} —u—u =0 ve 2max{w,w} —w —w = 0 dur. Tersine d(u,w) =0

olsun. 2max{u,w}—u—w =0 ise u = w dir.

d3y) 2max{u,w} —u—w = 2max{w,u} —w—u yani d(u,w) = d(w,u) olur.

d4) Kabul edelim ki d(u,w) > d(u,z) + d(w,z) olsun. Bunun sonucunda 2max{u,w} —u—
w > 2max{u,z} —u—z+ 2max{w,z} —w — z elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum sz ko-
nusudur ve bu durumlar incelendiginde her biri i¢in bir ¢eligki elde edildiginden d (u,w) <

d(u,z)+d(w,z) olur.

5
Onerme 3.3. (X,d, o) bir agirhkli metrik uzay olsun.

d(u,w)+ o(u)+ o(w)
palu,w) = s S—

ile tammlanan p, : X x X — R fonksiyonu X iizerinde bir kismi mel:riktir[] (Matthews, 1994).

ispat.

) d{u.u)+ ﬂ;(u)+m[u) < d(uw)+ ﬂ;[u)er[w) = p(u.u) < p(u,w) oldugu goriiliir.

p2) plu,u) = p(w,w) = p(u,w) olsun.
d(u,u) +20(u) _ d(w,w)+20(w) _ d(u,w)+ o(u)+ o(w)

2 2 2
d(u,u)+20(u) =d(w,w)+20(w) = d(u,w)+ o(u)+ @(w). O halde u = w dir. Tersine

u=wise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu goriiliir.




d( w) + () + o(w) _ d(w,u) +@(w)+ o(u)

p3) plu,w) = ) ) = p(w,u)

1
d0) + D) _ GREBEEBH) 5. BOEEO ol 2udh
- 7

= 7
d(u,2) + o(u) + 0(z) < d(u,w) + (%)(u) + o(w) +d(w,z) +2(x)(w) + @(z) —d(w,w) —
2a(

d(u,z) <d(u,w)+d(w,z) —d(w,w)

Verilen aksiyomlar saglandifindan py bir kismi metriktir.
13
Onerme 3.4. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her u, w € X icin

qﬁ(u:w)zp(u:w)fp(m”) (3.2)

ile tammlanan g, : X x X —+ R" fonksiyonu X iizerinde bir quasi metriktir. u € X i¢in @(u) =

p(u,u) alindiinda g, fonksiyonu X iizerinde agurlikli quasi metrik:tir“ (Matthews, 1994).

Ispat. ilk olarak ¢p nin bir quasi metrik oldugunu gosterelim.

q1) pi aksiyomundan p(u, u) < p(u,w) dir. Bu durumda 0 < g,(u, w) dir.

q2) u= vﬁeqﬂ,u) = plu,u)— pu,u) =0ve p(w,w)— p(w,w) =0 olur.
qp(u.w) = pu,w) — p(u.u) = 0 oldugundan p(u,w) = p(u,u) dir. Ayrica gp,(w.u) =
plw.u) — p(w,w) =0 ve p(w,u) = p(w,w) dir. O halde p(u,u) = p(w,w) = p(u.w) dir.
Yani u = w dir.
a
g3) p(u,z) = pluu) < plu,w) — plu,u) + p(w.z) = p(w, w)
pl,2) < plitw) + plow: ) — p(os ) olur.

Daha sonra agirlikli quasi metrik aksiyomlarini inceleyelim.

@y, ) @(u) =0 oldugundan @y, aksiyomu goriiliir.

1
@g,) p(ut 1) =+ plu,w) — plusue) = p(w, w) + plw,u) — plw, w)

plu,w) = p(w,u). Dolayisiyla @(u) — @(w) = g,(w.u) — g,(u, w) dir.

O halde g, fonksiyonu bir agirlikli quasi metriktir. m

Ornek 3.5. p: R~ xR~ = R* ve p(u,w) = —min{u, w} ile tanimlanan kismi metrikten iireti-

leng, =R~ xR~ — R" olmak iizere

qﬁ(uzw) = p(u,w) — p(u,u) = —min{u, w}+u




fonksiyonu C")nermegcrcéi bir quasi metriktir. Gergekten de ¢ — g3 kogullarinin saglandigi
asagidaki sekilde goriiliir.

q1) q(u,w) = 0 oldugu tammdan agikur.

q2) q(u,w) = g(w,u) = 0 olsun. Bu durumda g(u,w) = —min{u,w} +u =0 ve g(w,u) =
—min{w,u}+w = 0oldugundan u = w dir. Tersine u = w olsun. Bu durumda —min{u, w} +
u =0 dir. Yani g(u,w) = g(w,u) =0 dir.

q3) Kabul edelim ki g(u,z) > g(u,w) + g(w,z) olsun. Bunun sonucunda —min{u,z} +u >

—min{u,w} +u—min{w,z} + w elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum stz konusudur ve
bu durumlar incelendiginde her biri i¢in bir celiski elde edildiginden g(u,z) < g(u,w) +

g(w,z) olur.
Iy 2
Onerme 3.6. (X.q,®) bir agirhkh quasi metrik ve her u,w € X i¢in

Pq(”: w) = g(u,w)+ o(u)

ile tammlanan p, : X x X — R* fonksiyonu X tizerinde bir kismi metriktirl] (Matthews, 1994).

Ispat.

p1) ¢ aksiyomundan 0 Sﬁu,w) dir. @(u) < g(u,w)+ @(u) olur. Yani p(u,u) < p(u,w) dir.
7
p2) u=wise p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu goriiliir. Tersine p(u,u) = p(w,w) = p(u,w)

olsugeg ) aksiyomundan @(u) = g(u, w)+ @(u) = @(w)dir. Buradan w, tanimindan (u) =

q(u,%:r o(u) = g(w.u) + @(w) = @(w) dir. O halde g(u, w) = g(w, u) = 0 dur. ¢ aksi-

yomundan x = w elde edilir.
pa) wy tanmmundan g(u,w) + o (1) = g(w, u) + @(w) dir. Yani p(u, w) = p(w. u) olur.
P4) g2 ve g3 aksiyomlarindan

,2) < glu,w 2)di
alu2) < qu.w) +q(w,z)dire,
glu,2) + o(u) < qlu.w)+ o) +q(w,z) + o(y) —aly)
plu.z) < pu,w) £ p(w.z) = p(w, w)

dir.

Dolayisiyla p,; fonksiyonu bir kismi metriktir. m




)

Ornek 3.7. X =R x R" ile tanimlanan ve agirhik fonksiyonu @(u, w) = uolan g((u1,w1), (u2, w2)) =

Vi —u2) + (wi = w)? oy — g
2

agirhikl quasi metrikten iiretilen

up— 2 - 2 U —u
Pfl(”:wJ:Pq((”l:wl):(ul:wl)):“1+\/( i) +(W£ R

fonksiyonu Gner.mcgcrcéi bir kismi metriktir.
13

Onerme 3.8. (X, p) bir kismi metrik uzay olsun. Her u, w € X icin

dp(u,w) = max{p(u,w) — p(u, u), p(u.,w) — p(w,w)}
ile tanimlanan d) : X x X — R fonksiyonu X iizerinde bir mel:riktir” (Chi vd., 2012).

ispat.

d) p1ve p2 aksiyomlarindan p(u,u) < p(u,w) = p(u,u) — p(u,w) > 0 ve p(w,w) < p(u,w) =
plu,w) — p(w,w) = 0 olup d, (u, w) = max{p(u,w) — p(u,u), p(u,w) — p(w,w)} > 0 elde
edilir.

) :

d2) u = wolsun. Bu durumda d(u, w) = max{ p(u,w)— pu,u), p(u,w) — p(wa))}’dlr. Dola-
yistyla max{0, 0} = 0 olur. Aksine d, (1, w) = 0 olsun. Buraﬁn dp(u,w) = max{p(u,w)—
plu,u), plu,w)—p(w, w)} =0°dir. p(u, w)— plu,u) = 0ise p(u, w) = p(u, u) ve p(u,w)—

plw,w) = 0ise p(u.w) = p(w,w) olur. Yani u = w dir.
d3) p3 aksiyomundan
a
dp(1,w) = max{pu,w) — pli, ). pla,w) — p(w. w)}
= mdx{p(w:u) - P(W:W):P(W: u) - P(W:W)}
=dp(w,u)
oldugu goriiliir.
dy) pa4 aksiyomu kullanilarak
d(“:z) :max{iq(“:z) _P(u: “):P(“:Z) - P(Z:Z)}
SmM{P(“=W)+P(W=Z) _P(W=W) — g u):P(u:W)+P(W:Z) _P(W:W) _P(Z:Z)}
= max{p(u,w) — p(u, u), plu,w) — p(w, w)} +max{p(w.z) — p(w,w). p(w.z) = p(z,2)}
= P(M:W) -+ P(W:Z)
elde edilir.

Dolayisiyla dj, fonksiyonu bir metriktir. m




4. BENZERLIK METRIGI

Bu béliimde benzerlik metrik uzay kavram verilerek metrik uzay ile arasindaki iliskiler
incelenmistir. Daha sonraki boliimde ise benzerlik metrik uzayinin quasi metrik uzay ve kismi

metrik uzay ile arasindaki iligkiler verilecektir.
£

Tanmm 4.1. X bostan farklh bir kiime ve s : X x X — [ fonksiyonu verilsin. Her u,w, z € X igin
s1) s(u,w) = s(w, u)
52) s(uu) >0
s3) s(u, w) < s(u, u)
sa) s(,w) 5 (w.z) < s(w,2) +s(wyw)
s5) s(uu) =s(ww) =s(u,w) S u=w
aksiyomlan saglamyor ise s fonksiyonuna X iizerinde bir benzerlik metrigi ve (X ,s) bir benzer-

lik uzay: denir. Verilen tanima bakarak sunu sdyleyebiliriz metrik uzaylarin aksine iki eleman

birbirine benzedikce (i, w) degeri bityiir. Ayrica her u,w € X icin |s(u,w)| < I ise s (normalize)
benzerlik metrigi denir[[(Chen vd., 2009).

Onerme 4.2. 5;(u,w) > 0 ve s5(u,w) > 0 iki benzerlik metrigi verilsin. 5| (e, w) + s2(u, w) bir

benzerlik metrigidir|(Chen vd., 2009).

Ispat. 5, (1, w) ve 5;(u,w) fonksiyonlar benzerlik metrigi oldugundan asagidaki aksiyomlari

saglar:

s1) sp(u, w) 452 (e, w) = 510w, 1) + 52w, 1) yani sy (u, w) = s (w, ) ve so(u, w) = s2(w,u) olur.

52) ggmve s2 benzerlik metrigi oldugundan ve 7 aksiyomundan s(u,u«) > 0 vardir. O halde

s1(u,u) + 53 (u,u) >0 oldudu agiktir.
23
s1(u,w) ve sy(u,w) fonksiyonlari benzerlik metrigi oldugundan sy (u,w) < sy (u,u) ve

853
sa(u, w) < s2(u,u) olur. Buradan iki esitsizlik toplandiginda s3 aksiyomunun saglandigi

agtktir.
42

54
sp(w,w) ve s2(u,w) + s2(w, 2) < 52(i, z) + 52(w,w) olur. Buradan iki esitsizlik toplandi-

ginda s4 aksiyomunun saglandig agiktir.

u=w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu gériiliir. s(u, u) = s(w,w) = s(u, w) olsun. Bu

S5
durumda sy (u, 1) + 52 (u, 1) = s1(w, w) + s2(w, w) = s1 (s, w) +s2(u,w) oldugundan u = w

olur.

s1(u, w) ve s2(u, w) fonksiyonlar: benzerlik metrigi oldugundan sy (s, w) +s1(w.2) < sy (u,2)+




]

Ornek 4.3. X bos kiimeden farkh sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X igin
s(A,B) = |ANB|

ile tammli 5 : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigidir||(Chen vd., 2009).

Gergekten de s fonksiyonunun s — s5 aksiyomlarini sagladigi agagida goriliir:

s1) |ANB|= |BNA| oldugundan s, aksiyomunun saglandig1 agiktir.
s2) Her Aigin [A| > 0 oldugundan s, aksiyomunun goriiliir.

53) ANB C Aolup, [ANB| < |A| olduBu goriiliir.

54) s4 aksiyomunun saglandigi bir Venn semast yardimiyla goriiliir.

ES
s5) A=Bises(A,A) =s(B,B) = s(A, B) oldugu agiktir. s(A.A) = s(B,B) = s(A,B) olsun. Bu

durumda |A| = |B| = |A N B| oldugundan A = B olur.
Dolayisiyla s fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

5
Ornek 4.4. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X igin

S(A4,B) = — 488l __
max{|Al.[B[}
ile tammli 5 : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigidir|| (Chen vd., 2009).

3
Ornek 4.5. istatistikten bilinen Jaccard indeksi X kiimesinden alman sonlu A ve B kiimeleri
arasindaki benzerligi olger ve

|ANB|
J(@.5) = [AUB|

ile gosterilir. Bu X tizerinde bir benzerlik metrigi ve (X,J) bir benzerlik uzaydir | (Chen vd.,|
2009) | (Rozinek ve Mares, 2021).

Ayrica yapilan cahsmalardagenzerlik ve uzakhk birbiri ile iligkilendirilmigtir| (Elzinga,|

l [ (Chen vd., 2009). Ornegin (X,d) bir metrik uzay olsun. Her u, w € X ve sabit bir € X
icin
s(u,w) =d(u,t) +d(wt) —d(u,w)

fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

Benzerlik metrigi ve metrik (uzaklik) arasindaki iliskiler asagida verilmistir.




Tanmm 4.6. X bos olmayan bir kiime ve d fonksiyonu X {izerinde bir metrik olmak iizere her

u,w € X igin d(u,w) < 1 ise d fonksiyonuna (normalize) metrik denir” (Alhajjar ve Lefevre,

2019).

Onerme 4.7. d fonksiyonu (normalize) uzaklik metrigi ise, 1 - d (normalize) benzerlik metri-
gidir. Eger s fonksiyonu, s(«,w) > 0 ve s(u,u) = 1 olan (normalize) benzerlik metrigi ise 1 —s
(normalize) metriktir||(Alhajjar ve Lefévre, 2019).

Ispat. ilk olarak s = 1 — ¢ nin bir normalize benzerlik metrigi oldugunu gésterelim.

q
s1) 1 —d(u,w) = 1—d(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.
52) 1 —d(u,u) >0 oldugu agiktir.

s3) d(u,w) > d(u.u) oldugundan ;
—d(u,w) < —d(u,u)
I —d(u.w) <1—d(u,u) elde edilir.

g(u:w)+d(w,z) >d(u,z) +d{w,w) olsun.
—d(u,w) —d(w,z) < —d(u,z) — d(w,w)
I—d(uw)+1—d(wz) <1—d(u,z)+1—d(ww)
= w ise s(u,u) = s(w,) = s(u,w) oldugu agiktir. Tersine s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

54

55
olsun. Bu durumda 1 —d(u,u) = 1 —d(w,w) = 1 —d(u,w) oldugundan u = w dir. Simdi
(normalize) benzerlik metrigi olmasi i¢in gerekli aksiyomumuzu gosterelim ve bunuda s*
olarak tamimlayalim.

5" gms(u,w) < 1
du,w) <1
—d(u,w) = —1
I —d(u,w) >0
1> d(u,w).

Aksiyomlarin saglandig: goriiliir. Dolayisiyla bir normalize benzerlik metrigidir.

Simdi d = 1 — s fonksiyonunun (normalize) metrik oldugunu gosterelim.

dy) 1 —s(u,w) >0 sfonksiyonun tanimindan agiktir.

da) 1 —s(u,w)=01se u =w dir. Tersine u = wise | — s(u,u) = 0 dir.
d3) 1 —s(u,w)=1—s(w,u) yani s(u,w) = s(w,u) olur.

dyq) s(w,w) +5(u,z) = s(u,w) +s(w,2)

—s(w,w) — s(u,z) = —s(u,w) —s(w,z) olur.




T —s(u,z) <1 —s(u,w)+1—s(w,z) elde edilir.

Simdi (normalize) metrik olmas: i¢in gerekli aksiyomumuzu gosterelim ve bunu da d*
olarak tanimlayalim.

d*=d(u,w)<1

s(uw) <1

—s(u,w) = —1

I—s(u,w) >0

1> s(u,w)

Aksiyomlarin saglandig1 goriiliir. Dolayisiyla bir normalize metriktir. m
.
Onerme 4.8. (X,s) bir benzerlik metrik uzayi olmak iizere her u,w € X igin

i = w—“’)

ile tanimlanan d, fonksiyonu bir m&:iriktirﬂ (Chen vd., 2009).

ispat.

dy) sz ve sy aksiyomlarindan

(g = W)y

(ot u) — (u, s(w,w) —s(u,w
(ut,00) — (e, w) + s(w,w) —s(u,w) >0
2
oldugu goriiliir.
dy) Eger u = wise dgh,w) = 0 dir. Tersine dp (i, w) = 0 ise s(u, u) + s(w, ﬂ —2s(u
olur. s(u,u) > s(u.w) ve s(w,w) = s(u,w) oldugundan s(u,u) = s(w,w) = s(u

Dolayisiyla u= w dir.

w)=0
w) dir.

ds)
4w = s(uyu) + s(w,w) — 25(u, w)
s(w,w) + s, 1) — 25(w,u)
- 2
< I
dy)
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s(u,u) +5(z,2) — 2s(u,2)

dy(u,z) = 3
- s(u, u) +5(z,2) + 25 (w,w) — 2s(u, w) — 25(w, z)
< 3
s(u,u) +s(w,w) —2s(u,w)  s(w,w) +5(z,2) — 2s(w, 2)
- 2 ‘ 2

=ds(u,w) +ds(w.z).

m Verilen ﬂksiéomlar saglandigindan d), bir metriktir.

Onerme 4.9. X bogtan farkli bir kiime ve s fonksiyonu X iizerinde bir benzerlik metrigi olsun.

dy(u,w) = max{s(u,u),s(w,w)} —s(u,w)

fonksiyonu bir metriktirﬂ (Chen vd., 2009).
ispat.

dy) s3 ve s5 aksiyomlarindan s(u, u),s(w,w) = s(u, w) dir. O halde max{s(u,u),s(w,w)} —
s(u,w) = 0 olacag agiktir. Dolayisiyla ¢y (u, w) = 0 bulunur.

da) dg,w) = max{s(u,u),s(w,w)} — s(u,w) = 0 olsun. Bu durumda s5 aksiyomu geregi

s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugundan u = w dir. Tersine ¥ = w olsun. s5 aksiyomun-

dan dy(u,w) =0 dir.
1
) d(u,w) = max(s 1t 0), s(wsw) ) — s(it:w) = max(s(own) ()} — o) — dy s

:
dy) dy(u,z) = max{s(u,u),s(z.2)} — s(u,z) ve di(u,w) +ds(w.z) = max{s(u,u), s(w,w)} —

s(u,w) +max{s(w,w),s(z,z) } —s(w,z) 53 ve 54 aksiyomlarindan saglandig1 goriiliir.
Dolayisiyla d fonksiyonu bir metriktir. m
B

Ornek 4.10. X sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A,B € X icin s(A, B) = |A N B| benzerlik met-

riginden iiretilen
d5(A, B) = max{|A|,|B|} — AN B

fonksiyonu Onerme geredi bir metriktir.
Onerme 4.11. X iizerinde tanimlanan bir metrik d(u, w) ile verilsin. m > 1 ve herhangi bir sabit

o € X igin

sqlu,w) = d(u,n)+d(w,r))_d(u:w)

fonksiyonu bir benzerlik metrigidir|(Chen vd., 2009).
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d(u,0)+d(w,
51) sd(u:w):%w—d(u:w)

d(w,0)+d(u,0)
= —um——d(w, u)

= s4(w,u)
s2) sa(u,w) = d(u:n);d(u:n) —d(u,u)
2d(u,0)
=—m —d(u,u)
2d(u,0)
-—q 2
2d(u,
53) Sd(u,u) = (rn 0) -0
By i)

s, ) = sq(u,w)

54) (u,0)+d(z,0)) —9 w,z) > %(d(u:n)+d(w, 0)+d(w,0)+d(z,0) —d(w,0)—d(w,0))
—d(u,w) — d(w,z) +d(w,w)
d(u,w)+d(w,z) = d(u,z) +d(w,w)
55) Zd(::n) ) = 2d(w,0) ) = d(u,n);d(w,o) ~d(uw)
d(u,u) =d(ww)=d(u,w) =u=w
=i 2209 e = M(:a)—d(w,w) _ o) tdwo) Lo

m
sd(u,u) = sa(w,w) = sq(u,w)

O halde s; fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. m

Ornek 4.12. 5: X x X — R (normalize) benzerlik metrigi ve her u € X igin s(u,u) = 1 olsun.
Bu durumda

1
ds: X x X = Rvedy(u,w) = E(l — s(u,w))
fonksiyonu bir (normalize) metriktirﬂ (Chen vd., 2009).

Gergekten de d fonksiyonunun my —m, aksiyomlarini sagladigi agagida goriiliir:

1
d) di(u,w) = E(l —s(u,w))
= —1<s(uw) <1
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d3) di(u,w) = (1 —s(u,w))
= (1 —=s(w,u)) =ds(w,u)

dy

s(u,w) = s(u, z) +s(w,z) — s(w,w)

= —s(u,w) < —s(u,z) —s(w,z) +s(w,w) e

=1 —s(u,w) <1 —s(u,z)+1—s(w,z)+ 1 —s(w,w)
1

= 5(1 —s(u,w) < =((1 =s(u,2)+ (1 —s(w,2))

B3| = 02| =

= l(l —s(u,w) < (1 —s(u,z) +%(l —s(w,z))

= ds(u,w) < dy(u.z) +ds(w,2)

Dolayisiyla d; fonksiyonu bir metriktir. Simdi o, fonksiyonunun bir (normalize) metrik
oldugunﬁsterelim.

d* =dg(u.w) < 1

= —1 <s(u,w)

=12>—s(u,w)

=2>1—s(u,w)

=1> l(l—s(u,w)
= ds(u,w) <1

Ornek 4.13. X # @ iizerinde tammlanan s (i, w) = e 4"} fonksiyonu bir (normalize) benzerlik
metrigidir[|(Chen vd., 2009).
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Gergekten de d fonksiyonunun s; — s5 aksiyomlarini sagladigi asagida goriiliir :

s1) dy aksiyomundan e~ 904" = g=d0wa) gip,

s2) s(u,u) =0
= —s(u,u) =0
= e—ri'[u.u) — E’O =1

s3) s(u,w) =0
= —s(u.w) <0
= e'@“w) <=1
= e*ﬂ' ww) <1
= e—a‘{u,‘u) > e—d(u,‘w)
2
s4) s(u,2) < s(u,w) +5(w,z) — s(w,w)
s(u, z) +s(w, wﬁ s(u,w) +s(w.2)
—s(u,z) —.c(w,taz —s(u,w) —s(w,z)
e*d[u.;)_*_efd[w,w > e*d[u.w)+e711[u2;)
s5) edlu) — p—dlww) — | — e—u,w) o _S(u:w) =0

< s(uw)=0

< u = wolur. Tersine u = w ise s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) dir. 5 —s5 aksiyomlar sag-
landigindan d bir benzerlik metrigidir. $imdi (normalize) benzerlik metrigi olmasi igin
gerekli kosulu saglatalim.

s* = |s(u,w)| <1

= s(u,w) > 0g

= —s(u.w) <0

S e dluw) < o0

= el <

= le /W < 1.

s fonksiyonu bir (normalize) benzerlik metrigidir.
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5. BENZERLIK METRIGININ KISMi METRIK VE QUASI METRIK ILE ILi$-
KiLERI

Tezin bu blimiinde diger ¢alismalardan farkh olarak benzerlik metriginin kismi metrik

ve quasi metrik ile iligkileri incelenmis ve ¢esitli ornekler verilmigtir.

Onerme 5.1. (X,s) bir benzerlik uzayi ve g5 : X x X — R olmak iizere her u, w € X igin
(e, w) = s(u,u) —s(u,w)

ile tammlanan (X, g;) ikilisi quasi metrik uzaydur.

Ispat.
g1) s2 aksiyomundan goriiliir.

q2) Heru,w € X icin g,(u, w) = gs(w,u) = 0 ise gs(u, w) = s(u,u) —s(ue,w) = 0 ve gy(w,u) =
s(w,w) —s(w,u) = 0 dir. Yani 53 aksiyomundan s(u. u) = s(u, w) = s(w, w) elde ederiz ve
dolayisiyla s4 aksiyomundan u = w elde ederiz. Ayrica bunun terside agiktir.

g3) Tiam u,w € U icin 55 aksiyomu kullanilarak asagidaki gibi sonug elde edilir.

qs() = s(u,u) —s(z)
< s(uyu) = [s(u,w) +s(w, 2) —s(w,w)

)
)

= s(u,u) — s(u,w) + s(w,w) —s(w,z)
w

= gq(u,w) + g5 (w,2)

Dolayisiyla g bir quasi metriktir. m

Ornek 5.2. 5:R xR — [0, o0) olmak iizere s (i, w) = min{u, w} — u—w ile tammlanan benzerlik

metriginden iiretilen
qs(w,w) =w —min{u,w}

fonksiyonu Onerme geredi bir quasi metriktir. s fonksiyonunun (g, — ¢3) aksiyomlarim
sagladig1 asagida goriiliir :
q1) gq(u,w) >0 oldugu tammdan agikur.

q2) u=w olsun. Bu durumda s — min{u,u} = 0 oldugundan ¢(u, w) = g(w, u) = 0 dir. Tersine
q(u,w) = g(w,u) =0 olsun. Bu durumda g(u,w) = w —min{u,w} =0 dir. O halde u = w
dir.
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¢3) Kabul edelim ki g(u, z) > g(u, w) + ¢(w,z) olsun. Bunun sonucunda w —min{u,z} > w—

min{u,w}+w —min{w.z} elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durum séz konusudur ve bu du-
rumlar incelendiginde her biri i¢in bir ¢eliski elde edildiginden g(u, z) < g(u, w) + g(w,z)
olur.

Dolayisiyla g, fonksiyonu bir quasi metriktir.

Uyar1 5.3. Herhangi bir 1, w € X igin s(u,w) < M olacak sekilde M € R varsa, o zaman
oy(u) = M —s(u.u)

fonksiyonu aslinda (X, gs) i¢in bir agirlik fonksiyonudur. Boylece bir M elemanimin varliginda,
bir s fonksiyonundan agirlikli quasi metrik elde edilebilir. Sonug olarak, normalize bir benzerlik
metriginden agirlikli quasi metrik elde edilebilir. Ancak bir quasi metrikten bir benzerlik metrigi
elde etmek miimkiin olmayabilir. Bunu yapabilmek icin (X, g) iizerinde bir agirlik fonksiyonuna

da ihtiyacimiz vardir.

Ornek 5.4. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olmak iizere s : X x X — R igin
s(A,B)=|ANB|

fonksiyonunun bir benzerlik metrigi oldugu (")rnekle belirtilmistir.
Ustelik X in elemanlari sonlu kiimeler oldugundan sup{|A| : A € X} < e olur. Bu saytya M
diyelim. Onermemiz sonucunda X iizerinde

q( B) =s(A,A) —s(A.B)

= |ANA|=|ANB| = |A| - |ANB|= A\ B

fonksiyonu OI]E:I[HE:VE: Uyarlgcrcgi ©(A) =M —s5(A,A) =M — |A| ile birlikte bir agir-
likli quasi metrik uzaydir.
q1) |A\A| = 0| = 0 oldugundan g, aksiyomu saglanir.

a @

q2) A= B — g(A,B) = ¢g(B,A) = 0 oldugu gériiliir. Tersine g(A,B) = g(B.A) = 0 olsun.
¢(A.B)=|A\B|=0.Yani A C B ve g(B,A) = |B\A| = 0 oldugundan B C A. Dolayisiyla
A=Bolur.

¢3) g3 aksiyomunun saglandigi bir Venn semas1 yardimiyla goriilebilir.

Daha sonra agirlikli quasi metrik aksiyomlarimizi gosterelim.

wg,) @(A) tanimundan agikur.
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Wes) P: (A\B)U(ANB) ve |A| = |A\B|+|ANB|
B=(B\A)U(ANB) ve |B| = |B\A|+|ANB| dir. Buradan
M —|A|+|A\B| =M —|B|+|B\A| olur. |A| ve |B| esitlikleri yerine konulursa
=—|A\B|+|ANB|+|A\B|= —|B\A|+ |[ANB|+|B\A| yani
o(A) +q(A, B) = w(B) + ¢(B,A) olur.

.
Ornek 5.5. X bos kiimeden farkli sonlu kiimelerin bir ailesi olsun. A, B € X igin
|[AnB|
s(AB)= —————
maxt|Al[B|}

ile tammli s : X x X — R fonksiyonu bir benzerlik metrigi oldugu Grnckdc belirtilmistir.
Burada her A, B € X i¢in s(A, B) < 1 oldugu goriilebilir. Diger yandan, s(A,A) = 1 dir. Béylece

Gnermegcregi
45(A,B) = s(4,4) — 5(A.B) = 1 - 5(A,B)

fonksiyonu Onerme ve Uyar geregi X tzerinde bir quasi metrik olup, M = 1 igin
@y(A) = M —5(A,A) = 0 agarlik(sabit) fonksiyonu ile birlikte (X, gy, @,) bir agirlikli quasi met-

rik uzaydir.

Yukaridaki 6nermenin aksine, belirli bir quasi metrikten bir benzerlik metrigi olugturu-

lamayabilir. Olugturmak i¢in (X, q) iizerinde bir agirlik fonksiyonuna ihtiyacimz vardir.
3
Onerme 5.6. (X, g, @) agirlikl quasi metrik uzay olsun. s,(u,w) : X x X — R bir fonksiyon

ve u,w € X igin
gl ) = 0g(u) — glw,u)
(X ,54) bir benzerlik metrik uzayidir.
ispat.
$1) g2 aksiyomundan ve @ tanimindan goriiliir.

s2) Tim u,w € X ¢ ve ¢> aksiyomlarin kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz:

sqluyu) — sq(u,w) = @q(u,w) — qlu,u) — 0y(u) + g(w,u) = 0.
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s3) Tim u,w € X igin kosulunu kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz :

2
sq(, w) = sq(wsne) = g (1) — g(w.ue) — @lue) +glu w)
= (1) — @y (w) —gqlw, 1) +q(u, w)

s4) Timu,w.z € X ve g2 ve g3 aksiyomlarim kullanarak asagidaki sonucu elde ederiz :

7
S(;'(uzz) = wfl(u) _C[(Z, u)

2 (1) — [g(z,w) +q(w,u)]
= 0 (1) — glwsu) + @, (w) — glz,w) — 0, (w) — g(w,w)

sqlu,w) 4 s4(w.2) — s4(w, w)

s5) Eger her u,w € X igin sq(u) = sq(u,w) ise wy(u) = wy(u) —g(w,u) olur ve dolayisiyla
q(w,u) = 0 elde ederiz. Benzer sekilde eger s,(w,w) = s4(u, w) ise 53 aksiyomunu kul-
lanirsak, o zaman @y(w) = @y(w) — g(u,w) ve dolaysiyla g(u,w) = 0 olur. Boylece g2
aksiyomundan « = w elde ederiz. Ayrica bunun tersi de agiktir.

Dolaysiyla s, bir benzerlik metrigidir. m

7

Ornek 5.7. X =R* x R" ile tammlanan ve agirlik fonksiyonu @(u, w) = u olan g( (uy,w)), (12, w2)) =

Vi =)+ (wi —w2)? +w—u
2

1 . . .
agurlikli quasi metrikten tretilen

V0 =)+ (wa —w) 2+ —

sqlu,w) = sq((ur,w1). (2, w2)) = uy — >

fonksiyonu (")ncrmc: geregi bir benzerlik metrigidir. Gergektende s, fonksiyonunun benzer-

lik metrigi aksiyomlarini sagladigi asagida goriiliir:

uy s (=) )2+ (wa—wy )2 _ uptug (1) =3 )2 (wy—ws )2
2 - 2

s1) sqlu,w) =

g iy —/ (=g - (wy —wy )2
52) >

3 3 = sy(w,u) dir.

=u; > 0 oldugundan s, aksiyomu saglanir.

53) u= (ur,wi),w= (uz,w2) € R x R" olmak iizere 7"“@”';2'[”“')’ = A dersek bu-
radan A fonksiyonunu koordinat ekseninde gstericek olursak dik kenarlar1 |u) — uz| ve
|wy — w3 | olan dik tiggenin hipoteniisiidiir. O halde A + u; — uy > 0 oldugu gbriiliir. Yani
53 aksiyomunun saglandig1 goriliir. Benzer sekilde s4 ve s5 aksiyomlarinin da saglandigi
goriiliir. Dolayisiyla s, fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.
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Uyar1 5.8. Yukaridaki gosterime bakarak, benzerlik metrigi s, dan quasi metrik gs, fonksiyo-
nunu olusturarak, gergektende ¢ nun eslenigi olan ¢” elde edilmistir. Yani ¢, = ¢” dir. Ayrica
her u.w € X igin s, (u, w) < M esitsizligini saglayan bir M varsa o, =M — @, dir.

s fonksiyonu X iizerinde tanimli bir benzerlik metrigi olmak iizere

d(u,w) = s(u,u)+s(w,w) —2s(u, w)

fonksiyonu bir metriktir||(Rozinek ve Mares, 2021).

Dolayisiyla asagidaki sonucu sdyleyebiliriz:

Sonug 5.1. (X ,s) bir benzerlik metrik uzay ve d, = g, + ¢} olmak iizere

dy(u,w) = s(u,u) +s(w,w) — 2s(u, w)

fonksiyonu bir metriktir.
N
Onerme 5.9. (X, p) bir kismi metrik olsun. s, : X % X — R bir fonksiyon ve her u, w € X igin

6]
SP("‘:W) = plu,u) + p(w,w) —p(u,w)

saglamyor ise (X, 5,) benzerlik metrik uzayidir.

Ispat. g, : X x X — R*olmak iizere her u,w € X igin

apl,w) = p(u,w) = p(u,u)

fonksiyonunun bir agirhkh quasi metrik oldugu C)nermcdc verilmistir. Onerme |5.6|dan
() = 0y ) — gl )
fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. Dolayisiyla s(u,w) = p(u,u) + p(w.w) — p(u,w) dir.

Ornek 5.10. p:R* xR* — R* ve p(u,w) = max{u,w} olmak iizere bu kismi metrikten iire-

tilen benzerlik fonksiyonu s, : R? — R olmak iizere
sp(u,w) =u+w—max{u,w}
fonksiyonu C")nermegercgi bir benzerlik metrigidir.

s1) utw—max{u,w}=w+u—max{w,u} yani s(u,w) = s(w, u)
52) s(uu) > 0 oldugu tammdan agikur.
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53) 2 dururm‘c‘)z konusudur. Bu durumlari inceleyecek olursak 1. durumumuz max{u,w} = u
ise s(u, wig=u+w—u=w olur. 2. durumumuz max{u,w} = wise s(u,w) = u+w—w=u
olur ve s(u,u) = u—+u— u = u olur. Dolayistyla s(u, w) < s(u,u) dir.

Kabul edelim ki s(u,w)+s(w,z) > s(u, 2)+s(w, w) olsun. Bunun sonucunda w+max{u, z} >

54
max{u, w} +max{w,z} elde edilir. Bu esitsizlikte 6 durumgsz konusudur ve bu durumlar
incelendiginde her biri i¢in geliski elde edildiginden s(u, w) +s(w,z) < s(u,z) +s(w,w)
dir.

2
s5) u=wolsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u, w) oldugu agiktir. s(u,u) = s(w,w) = s(u,w)

olsun. w = u = u+w — max{u,w} yani u = w olur.

Dolayisiyla s, fonksiyonu bir benzerlik metrigidir.

ererme 511. M € R ve s(u,w) < M olacak sekilde bir benzerlik metrik uzay: olsun. p; :
X xX — R ve her u,w € X igin

ps(u,w) =M —s(u, w)
ile tamimlanan (X, p;) bir kismi metrik uzaydir.

Ispat. Gnermeve Uyande belirtildigi gibi (X,q,, @) uzayi
qs(w,w) = s(u,u) —s(u,w) ve @(u) =M — s(u,u)

olan agirlikli quasi metriktir. O halde C")ncrmedan g5 ye karsilik gelen p kismi metrik,
Pl w) = (i) + g5 (u,w)

olur. Dolayisiyla p(u,w) =M — s(u,w) olur.

| ]
i a
Ornek 5.12. A ve B kiimeleri sonlu kiimeler olmak fizere
|AnB|
J(A,B) =
(e |AUB|

fonksiyonunun bir benzerlik metrigi oldugu ()rnekda belirtilmistir. Burada A ve B kiimeleri
sonlu oldugundan J(A,B) < M olacak sekilde bir M € R sayisimin var oldugu gériilebilir. O
halde bir benzerlik fonksiyonunun varhiginda tiretilen

_JANB|
|AUB|

P-‘(“: W) =M

fonksiyonu Onerme geregi bir kismi metriktir.
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Onerme S.IW 1 X xX — [0, 1] olsun ve s = 1-p olarak tanimlansin. p fonksiyonunun bir
kismi metrik olmast igin gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun bir benzerlik metrigi olmasidur. |
(Alhajjar ve Lefévre, 2019).

Ispat. p bir kismi metrik olsun. u, w,z € X olmak iizere

s1) s(u,w) =1—plu.w) = 1—plw,u) = s(w, u)

52) s(u,u) =1 —p(u,u) > 0dir. Ciinkii p(u,u) <1< 1—plu,u) =0

§3) Vu,w € X dgin p(u.u) <

plu,w) oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla 1 — p(u,u) > 1 —
p(u,w) dir. Buradan v(u u) = s(u,w) dir.

54) p( :2) +plw,w) < pluw
~(p (uz +P(w w)) i?( i, w +PWZ))
& 1=p(uz) +gy-plww) 21— plew) +1=plw.2)
@s(u&—f—t( w) = s(u,w) +s(w,2)
s5) w=w igin s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) oldugu agiktr. Simdi s(u, u) = s(w, w) = s(u,w)

oldugunda u = w oldugunu gosterelim. Bu hipotez bize asagidaki esitligi verir.

L= pluu) =1=p(w,w)=1=plu,w)

Buradan p(u,u) = p(w,w) dir. O halde u = w dir. Dolayisiyla p fonksiyonu bir kismi
metrik ise s nin bir benzerlik metrigidir. Simdi s fonksiyonunun bir benzerlik metrigi
oldugunu varsayalim ve p fonksiyonunun bir kismi metrik oldugunu gosterelim.

p1) plu,u) — plu,w) = s(u,w) —s(u,u) < 0 oldugu bilinmektedir. Buradan p(u,u) < p(u,w)
dir.

1]
p2) plu,u) = p(wyw) = p(u,w) olsun. O halde s(u,u) = s(w,w) = s(u,w) olur. Dolayisiyla
u=wdir. u =w = p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) oldugu gériiliir.
pa) 1= plitsw) = 1 — p(w ) yani p(i,w) = p(w: ) olur.

pa) s(u,z) +s(w ) = s(u,w)+s(u,z
4 —(s(u,z)—}—s(w, H’)) < —(S(H!,W) + Y(W:Z))
S1—s(u,z)+1—s(ww) <1 —s(u,w)+1—s(wz)

Buradan s fonksiyonu bir benzerlik metrigi ise p fonksiyonu bir kismi metriktir. m

Onerme 5.14. p: X x X — R ve p(u,u) < 0 olsun. Her u € X igin s = -p olarak tammlansin. p

fonksiyonunun bir kismi metrik olmas icin gerek ve yeter kosul s fonksiyonunun bir benzerlik

metrigi olmasidir | (Alhajjar ve Lefévre, 2019).
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ispat.

s1) p fonksiyonu simetrik oldugu icin s fonksiyonu simetriktir.

52) s(u,u) =—p(u,u) eR*.

33) ‘?(u: M) = 71”(“:”) > 7P(M=W) = S(M:W)
S4) S(“’: “") +S(W=Z) = _(P(st) + P(W,Z)) < —(p(u,z)+ p(W,W)) = S(M,Z)+S(W,W) dir.
§5) u=w ise bu durumda s( = s(w,w) = s(u,w) dir.

s(u, ) :dw, w) = s(u,w) olsun. O halde — p(u,u) = —p(w,w) = —p(u, w) dir. Bu du-
rumda p(u,u) = p(w,w) = p(u,w) olur. Dolayisiyla u = w dir. Dolayisiyla p fonksiyonu
bir kismi metrik ise s fonksiyonu bir benzerlik metrigidir. Tersi de gecerlidir. Yani s fonk-

siyonu bir benzerlik metrigi ise p fonksiyonu bir kismi metriktir.
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